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❘❡s✉♠❡♥
❊♥ ❡st❛ t❡s✐s ❡st✉❞✐❛♠♦s ❞♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❞❡ ❢❡♥ó♠❡♥♦s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ s♦❜r❡ r❡❞❡s
s♦❝✐❛❧❡s✱ ❛♠❜♦s ✈✐♥❝✉❧❛❞♦s ❝♦♥ s❛❧✉❞ ♣ú❜❧✐❝❛✳ ❊♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r♦ ❞❡ ❡❧❧♦s✱ ❛♥❛❧✐③❛♠♦s
❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ s♦❜r❡ ✉♥❛
r❡❞ s❡♥❝✐❧❧❛ ✐♥t❡❣r❛❞❛ ♣♦r ❣r✉♣♦s ❢❛♠✐❧✐❛r❡s✳ ❊♥ ❡❧ ❡s♣ír✐t✉ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧✲
r♦❞ ♣❛r❛ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡♥ ✉♥❛ s♦❝✐❡❞❛❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛ ❞❡
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s q✉❡ ❞❡✜♥❡♥ ❡❧ ❛❝❡r✈♦ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡ ❧♦s
❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ❊st✉❞✐❛♠♦s ❧❛s ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛s ❞❡❧ ❛❝❝✐♦♥❛r ❞❡ ♣❡q✉❡ñ♦s ❣r✉♣♦s
❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❝♦♥tr❛r✐❛ ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ②✱
❝♦♥ ❡❧❧♦✱ ❡♥ ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ✜♥❛❧ ❞❡ ✉♥❛ ✈❛❝✉♥❛✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦s ✐♥t❡r❡s❛♠♦s ♣♦r
❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚r✐♣❧❡ ❱ír✐❝❛ ✭❚❈✮ ❝♦♥tr❛ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❧❛ r✉❜❡♦❧❛ ② ❧❛s
♣❛♣❡r❛s✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛❧ r❡❝✐❡♥t❡ r❡s✉r❣✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ♣❛ís❡s ❝♦♥ ❛♠♣❧✐❛
❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛s ❝♦♠♦ ❊❊❯❯✱ ■♥❣❧❛t❡rr❛ ② ●❛❧❡s✱ ❡♥tr❡ ♦tr♦s✳ ▼♦str❛✲
♠♦s q✉❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛q✉í ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ♣r♦♠✉❡✈❡ ❧❛
❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ♦ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛❡r s❛✲
r❛♠♣✐ó♥✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡s✱ ❛ú♥ ❡♥ ❛q✉❡❧❧♦s ❝❛s♦s ❞♦♥❞❡
s❡ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡t❛ ❞❡❧ 95% ❞❡ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❈✱ ♣r♦♣✉❡st❛ ♣♦r ❧❛
❖r❣❛♥✐③❛❝✐ó♥ ▼✉♥❞✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❙❛❧✉❞ ✭❖▼❙✮✳

P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❞♦♥❞❡
❧❛s ♦♣✐♥✐♦♥❡s ♣✉❡❞❡♥ ♣r♦♣❛❣❛rs❡ t❛♥t♦ ❛ tr❛✈és ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ❝♦♠♦ ♥♦✲
♣❡rs♦♥❛❧❡s✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡st♦s ú❧t✐♠♦s ♥♦ ♣❡r♠✐t❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❛❣✐♦ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞✱
❛✉♥q✉❡ sí ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ❡st✉❞✐❛♠♦s ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛r r❡❞❡s ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❡s ❛❝♦♠♣❛ñ❛❞❛ ♣♦r ✉♥ ♣r♦❝❡s♦
❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❡str✉❝t✉r❛❧ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳

❊❧ s❡❣✉♥❞♦ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❛♥❛❧✐③❛❞♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥
s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❞♦r ❞❡ r❡❞❡s s♦✲
❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❝♦♥ ❧❛s r❡♣♦rt❛❞❛s ♣❛r❛ r❡❞❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s
❛ tr❛✈és ❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s s♦❝✐❛❧❡s✱ ♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ r❡❞❡s ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♠♦
❋❛❝❡❜♦♦❦✳ ▼♦str❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❡str✉❝t✉r❛❧❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛❢❡❝t❛♥ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ ❧❛ ♠✐s♠❛✳
P❛❧❛❜r❛s ❈❧❛✈❡✿ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ♠♦❞❡✲
❧♦s ❜❛s❛❞♦s ❡♥ ❛❣❡♥t❡s✱ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✱ ❡♣✐❞❡♠✐❛s



❙♣r❡❛❞✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s

❆❜str❛❝t
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ st✉❞② t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱
❜♦t❤ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❤❡❛❧t❤✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
s♣r❡❛❞ ♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛❝❝✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❢❛♠✐❧② ❣r♦✉♣s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡
s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❝❝✐♥❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❢❛♠✐❧② ❣r♦✉♣s ❛s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡✐r ❝✉❧t✉r❛❧ ❤❡r✐t❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❆①❡❧r♦❞✬s
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✉♠❛♥ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥t✐✲✈❛❝❝✐♥❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ✈❛❝❝✐♥❛t✐♦♥✱ t❤✉s ♦♥ ✈❛❝❝✐♥❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼❘ ✈❛❝❝✐♥❡ ❛❣❛✐♥st ♠❡❛s❧❡s✱ r✉❜❡❧❧❛ ❛♥❞ ♠✉♠♣s✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ♠❡❛s❧❡s r❡s✉r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✈❛❝❝✐♥❡s s✉❝❤ ❛s ❯❙❆✱ ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❲❛❧❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❞♦♠❛✐♥s ♦r ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♥♦♥✲✈❛❝❝✐♥❛t♦rs✱ t❤❡♥ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s❧❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
♦✉t❜r❡❛❦s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ 95% ▼▼❘ ✈❛❝❝✐♥❡
❝♦✈❡r❛❣❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❲♦r❧❞ ❍❡❛❧t❤ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✭❲❍❖✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♦✉r s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ♦♣✐♥✐♦♥s
❝❛♥ s♣r❡❛❞ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡rs♦♥❛❧ ❧✐♥❦s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇
❢♦r t❤❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥s✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✳ ❲❡
❛❧s♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥s
✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡✇✐r✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❦s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♠❡❛s✲
❧❡s ♦♥ ❛ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦s
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦❝✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦r ❢r♦♠ ♦♥❧✐♥❡ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❋❛✲
❝❡❜♦♦❦✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛✛❡❝t ♠❡❛s❧❡s
♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡♠✳
❑❡②✇♦r❞s✿ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥s✱ ✈❛❝❝✐♥❛t✐♦♥✱ ❛❣❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡✲
❧✐♥❣✱ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❡♣✐❞❡♠✐❝s



✐✐✐

❆❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦s

P❛s❛r♦♥ ✈❛r✐♦s ❛ñ♦s✱ ♠✉❝❤♦ ❛♣r❡♥❞✐③❛❥❡✱ ❝♦s❛s q✉❡ s❛❧✐❡r♦♥ ❜✐❡♥✱ ♦tr❛s q✉❡
♥♦ t❛♥t♦✱ ♣❡r♦ ❤❛ ❧❧❡❣❛❞♦ ❡❧ ✜♥❛❧ ❞❡ ❡st❡ ❝❛♠✐♥♦✳ P♦r ❡❧❧♦ ❞❡❜♦ ❛❣r❛❞❡❝❡r ❛ ✈❛r✐❛s
♣❡rs♦♥❛s q✉❡ ❤✐❝✐❡r♦♥ ❞❡ ❡st❛ ❡t❛♣❛ ✉♥❛ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦r❛✳

❊♥ ♣r✐♠❡r ❧✉❣❛r✱ ❛❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ❈❧❛✉❞✐♦ ♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ❛❜✐❡rt♦ ❧❛s ♣✉❡rt❛s ❞❡ s✉
❣r✉♣♦✱ ♣♦r ♦r✐❡♥t❛r♠❡ ② ♣❡r♠✐t✐r♠❡ tr❛❜❛❥❛r ❡♥ ✉♥ ❛♠❜✐❡♥t❡ ❡st✐♠✉❧❛♥t❡✱ s✐❡♠♣r❡
♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧♦s ♣r♦②❡❝t♦s✱ ❝♦♥ ❡♥t✉s✐❛s♠♦ ② ❡♥❡r❣í❛ ❡♥✈✐❞✐❛❜❧❡s✳ ❙♦s♣❡❝❤♦ q✉❡ ❛❧
❧❡❡r ❡st❛s ❧í♥❡❛s ❡st❛rá s♦r♣r❡♥❞✐❞♦ ②❛ q✉❡ ♥✉♥❝❛✱ ❡♥ t♦❞♦s ❡st♦s ❛ñ♦s ❞❡ tr❛t❛r❧♦✱
❧♦ ❧❧❛♠é ♣♦r s✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❧❛✳ ❍❛ s✐❞♦ ✉♥❛ ❣r❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐❛ ❝♦♠♣❛rt✐r ❡st♦s
❛ñ♦s ❞❡ ✐♥t❡♥s♦ tr❛❜❛❥♦ ❝♦♥ é❧✳ ●r❛❝✐❛s ♣♦r t♦❞♦ ❈❧❛✉❞✐♦✳

❆❣r❛❞❡③❝♦ ❛❧ ❉❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ② ❛ t♦❞♦s s✉s ♠✐❡♠❜r♦s✱ q✉❡ tr❛❜❛❥❛♥
✐♥❝❛♥s❛❜❧❡♠❡♥t❡ ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛s ❝♦s❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡♥✳ ▼ás ❛❧❧á ❞❡ ❛❧❣✉♥♦s ❞❡s❛❝✉❡r✲
❞♦s✱ ❤❛② ❝♦s❛s ❡♥ ❧❛s q✉❡ t♦❞♦s ❞❡❜❡♠♦s ❝♦✐♥❝✐❞✐r✳ ❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❜r✐♥❞❛r ✉♥❛
❡❞✉❝❛❝✐ó♥ ♣ú❜❧✐❝❛✱ ❣r❛t✉✐t❛ ② ❞❡ ❡①❝❡❧❡♥❝✐❛✱ ❡s s✐♥ ❞✉❞❛s ✉♥❛ ❞❡ ❡❧❧❛s✳ ❍❛❣♦ ❡①✲
t❡♥s✐✈♦ ❡st❡ ❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❛ ❧❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ❇✉❡♥♦s ❆✐r❡s ♣♦r ❜r✐♥❞❛r♠❡ ❧❛
♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡st✉❞✐❛r ❡♥ ❢♦r♠❛ ❣r❛t✉✐t❛ ② ✜♥❛♥❝✐❛r ♠✐ ❞♦❝t♦r❛❞♦✳

❊♥ ❡st❡ ❝❛♠✐♥♦ t✉✈❡ ❧❛ s✉❡rt❡ ❞❡ ❝r✉③❛r♠❡ ❝♦♥ ❛❧❣✉♥❛s ♣❡rs♦♥❛s q✉❡ ❢❛❝✐❧✐t❛✲
r♦♥ ♠✐ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❛❝❛❞é♠✐❝❛✳ ❯♥❛ ❞❡ ❡❧❧❛s ❡s ▼❛r❝❡❧♦ ❖t❡r♦✱ ✉♥ ❣r❛♥ ❝♦♠♣❛ñ❡r♦
❞❡ ♦✜❝✐♥❛ ② ♠❡❥♦r ❛♠✐❣♦✱ t❛♥ ❜r✐❧❧❛♥t❡ ❝♦♠♦ ❤✉♠✐❧❞❡✱ ❛❞❡♠ás ❞❡ ❡①❝❡❧❡♥t❡ ♣❡r✲
s♦♥❛✳ ❚❛♠❜✐é♥ q✉✐❡r♦ ❛❣r❛❞❡❝❡r ❛ ❉❛♥✐❡❧ ❇❛r♠❛❦ ♣♦r ❧♦s ❣r❛t♦s ♠♦♠❡♥t♦s✱ ❧❛s
❝♦♥✈❡rs❛❝✐♦♥❡s t❡❝♥♦❧ó❣✐❝❛s ② ❧❛s ✐♥❢✉s✐♦♥❡s ❡①ót✐❝❛s ❝♦♠♣❛rt✐❞❛s ✭♠❛t❡ ❝♦❝✐❞♦
s❛❜♦r ❢r✉t✐❧❧❛✦❄✮✳ ❆ P❛✉❧❛ ❇❡r❣❡r♦✱ ♦tr❛ ❡①❝❡❧❡♥t❡ ❝♦♠♣❛ñ❡r❛ ❞❡ ♦✜❝✐♥❛ ② ❛♠✐❣❛✳
❆ ■♥és✱ ✉♥❛ ❛♠✐❣❛ q✉❡ s✐❡♠♣r❡ ❡st✉✈♦ ❡♥ ❧♦s ♠♦♠❡♥t♦s ❞✐❢í❝✐❧❡s✳ ❆ ❧♦s ❝♦♠♣❛ñ❡✲
r♦s ❞❡ ❧❛ ♦tr❛ ♦✜❝✐♥❛✿ P❡❞r✐t♦✱ ●✉✐❧❧❡✱ ❏✉❛♥✐ ② P❛❜❧♦✳ ❆ P❛❜❧♦ ❇❛❧❡♥③✉❡❧❛ ♣♦r ❡❧
❛♣♦②♦✳ ❆ ❆❞r✐á♥✱ ❡❧ ❘❘PP ❞❡❧ ❉❋✳

❆❣r❛❞❡③❝♦ ❛ ♠✐s ♣❛❞r❡s ② ❤❡r♠❛♥❛ ♣♦r ❡❧ ❛♣♦②♦✳ ❆ ♠✐s tí❛s✳ ❆ ♠✐ ❣r❛♥ ❛♠✐❣❛
❱❡r♦✱ ♣♦r ❛❝♦♠♣❛ñ❛r♠❡ ❝♦♥ s✉ ♣r❡s❡♥❝✐❛ t❛♥t♦ r❡❛❧ ❝♦♠♦ ✈✐rt✉❛❧✳ ❆ ▼❛r✐❛♥✐t♦ ②
❏✉❧✐á♥✱ ♣♦r ❡st❛r ❛❤í ❛✉♥q✉❡ ♥♦ ♥♦s ✈❡❛♠♦s ♠✉② s❡❣✉✐❞♦✳

P❛r❛ ❡❧ ✜♥❛❧✱ ❧♦ ♠ás ✐♠♣♦rt❛♥t❡✿ ❡st❛ t❡s✐s ❡stá ❞❡❞✐❝❛❞❛ ❛ ▼❛r❝❡❧❛✱ ♠✐ ❝♦♠✲
♣❛ñ❡r❛✳ ●r❛❝✐❛s ❛♠♦r ♣♦r ❡st❛r s✐❡♠♣r❡ ♣❛r❛ ❛♣♦②❛r♠❡ ② s♦st❡♥❡r♠❡ ✐♥❝♦♥❞✐✲
❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ♣♦r ❞❛r♠❡ ♣❛③✱ ②✱ ❛ú♥ ♠ás ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣♦r ❡♥s❡ñ❛r♠❡ ❞í❛ ❛ ❞í❛ ❡❧
❞✐❢í❝✐❧ ❛rt❡ ❞❡ ✈✐✈✐r✳





❮♥❞✐❝❡ ❣❡♥❡r❛❧

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ✶
✶✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✈♦❧✉♥t❛r✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✶✳✶✳ ❱❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ② r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✿ ❝♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ♥♦✲
♣❡rs♦♥❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✶✳✷✳ ❈♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥ r❛s❣♦ ❝✉❧t✉r❛❧✿ ▼♦❞❡❧♦
❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ② ❞✐♥á♠✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✸✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
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✻✳✷✳✶✳ ❊①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛s ❝♦♥ ✐♠♣♦rt❛❝✐ó♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡
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✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ❋✐♥❛❧❡s ② P❡rs♣❡❝t✐✈❛s ✶✵✾

❆✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦ ✶✶✺
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✶✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✈♦❧✉♥t❛r✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✶✳✶✳ ❱❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ② r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✿ ❝♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ♥♦✲

♣❡rs♦♥❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✶✳✷✳ ❈♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥ r❛s❣♦ ❝✉❧t✉r❛❧✿ ▼♦❞❡❧♦

❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ② ❞✐♥á♠✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ✳ ✶✵

✶✳✸✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸✳✶✳ ❙❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t✐❡♠♣♦s ✶✻

✶✳✸✳✷✳ ❊❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

▲❛s s♦❝✐❡❞❛❞❡s ❤✉♠❛♥❛s ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ❡❥❡♠♣❧♦s ♥♦t❛❜❧❡s ❞❡ s✐st❡♠❛s ❝♦♠♣❧❡❥♦s✳
❊st♦s ❣r❛♥❞❡s ❡♥tr❛♠❛❞♦s ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ✈✐♥❝✉❧❛❞♦s ❞❛♥ ❧✉❣❛r ❛ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥✲
t♦s ❡♠❡r❣❡♥t❡s✱ ♠✉❝❤❛s ✈❡❝❡s ✐♠♣r❡✈✐st♦s ❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❧♦s s❡♥❝✐❧❧♦s ♠❡❝❛♥✐s♠♦s
♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝♦s ✐♥✈♦❧✉❝r❛❞♦s✳ ❊st♦ s❡ ❞❡❜❡ ❛ q✉❡ t❛♥t♦ ❡❧ ♣❛tró♥ ❝♦♠♦ ❧❛ ♥❛t✉r❛✲
❧❡③❛ ❞❡ ❧❛s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ✐♥t❡r✈✐♥✐❡♥t❡s ❡♥tr❡ ✉♥ ❣r❛♥ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✱
❞❡s❡♠♣❡ñ❛♥ ✉♥ r♦❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞✳

❊❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✉❛♥t✐t❛t✐✈♦ ❞❡ ❧♦s ❢❡♥ó♠❡♥♦s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞❡s✱
r✉♠♦r❡s ♦ r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✱ ❤❛ s✐❞♦ tr❛❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❛❜♦r❞❛❞♦
❞❡s❞❡ ❧♦s ❧❧❛♠❛❞♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦✳ ❊st♦s ♣♦s✐❜✐❧✐t❛♥ ✉♥❛ ❣r❛♥ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ♠❛t❡♠át✐❝♦ ❛❧ s♦s❧❛②❛r ❛❧❣✉♥❛s ❞❡ ❧❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s
q✉❡ ♥❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s s✐st❡♠❛s s♦❝✐❛❧❡s✳

❊♥tr❡ ❧❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✱ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❧❛ ❢✉❡rt❡ ❡str✉❝t✉✲
r❛ s✉❜②❛❝❡♥t❡ ❞❡ ✈í♥❝✉❧♦s ❡♥tr❡ s✉❥❡t♦s✳ ❉✐❝❤❛ ❡str✉❝t✉r❛ s✉❡❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛rs❡ ❛
tr❛✈és ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛✱ ❞♦♥❞❡ s✉s ♥♦❞♦s ✐❞❡♥t✐✜❝❛♥ ❛ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✱
♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ❧♦s ❝♦♥❡❝t❛♥ ♣✉❡❞❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛r ✈í♥❝✉❧♦s ❧❛❜♦r❛❧❡s
♦ ❢❛♠✐❧✐❛r❡s✱ ❛♠✐st❛❞❡s✱ ♣r♦①✐♠✐❞❛❞ ❡s♣❛❝✐❛❧ ♦ ❛❧❣ú♥ ❣r❛❞♦ ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞ ❡♥tr❡ ❧♦s
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♠✐s♠♦s✳ ❊♥ ❝✐❡rt❛s ❝✐r❝✉♥st❛♥❝✐❛s✱ ❞✐❝❤❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s ✐♠♣❛❝t❛♥ ❢✉❡rt❡♠❡♥✲
t❡ t❛♥t♦ ❡♥ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ✜♥❛❧ ❞❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥
❛♥❛❧✐③❛❞♦✱ t♦r♥á♥❞♦s❡ ✐♥❛♣r♦♣✐❛❞♦ s✉ tr❛t❛♠✐❡♥t♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦
♠❡❞✐♦✳

❆♥❛❧✐③❛r ❧❛ ♠✐❝r♦❡s❝❛❧❛ ❞❡❧ ❡♥tr❛♠❛❞♦ s♦❝✐❛❧ ❡s ❛❝t✉❛❧♠❡♥t❡ ✉♥❛ t❛r❡❛
♣♦s✐❜❧❡ ❣r❛❝✐❛s ❛❧ ❛❞✈❡♥✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ♥✉❡✈❛s t❡❝♥♦❧♦❣í❛s ❞❡ ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛✲
❝✐ó♥✳ ❊❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛❝✐ó♥ ❡♥ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ♦♥❧✐♥❡ ❬▲❛③❡r ✷✵✵✾✱
❈❡♥t♦❧❛ ✷✵✶✵✱ ❯❣❛♥❞❡r ✷✵✶✶✱ ❙③❡❧❧ ✷✵✶✵❛❪✱ ❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡ ❧❧❛♠❛❞❛s ♣♦r t❡❧❡❢♦♥í❛
❝❡❧✉❧❛r ❬●♦♥③❛❧❡③ ✷✵✵✽✱ ❙♦♥❣ ✷✵✶✵❪✱ ❡❧ ❙✐st❡♠❛ ❞❡ P♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ●❧♦❜❛❧ ✭●P❙✮
② ❧❛s t❡❝♥♦❧♦❣í❛s ❞❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ ✐♥❛❧á♠❜r✐❝❛ ❞❡ ❝❛♠♣♦ ❝❡r❝❛♥♦ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥
❧♦s ♥✉❡✈♦s t❡❧é❢♦♥♦s ❝❡❧✉❧❛r❡s ❬❊❛❣❧❡ ✷✵✵✻✱ ❊❛❣❧❡ ✷✵✵✾✱ ❈❤♦ ✷✵✶✶✱ ❈r❛♥❞❛❧❧ ✷✵✶✵❪✱
t♦❞♦s ❡❧❧♦s ❝♦♥tr✐❜✉②❡♥ ❛ ❞❡s❡♥tr❛ñ❛r ❧❛s ❧❡②❡s ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝❛s q✉❡ ❞❛♥ ❢♦r♠❛ ❛
❧❛ ♦r❣❛♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s s♦❝✐❡❞❛❞❡s ❤✉♠❛♥❛s✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ❤❛♥ ❝♦♠❡♥③❛❞♦ ❛ ❞❡s❛✲
rr♦❧❧❛rs❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s t❡♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❡st✉❞✐❛r ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❝♦♥✲
t❛❝t♦s s♦❝✐❛❧❡s s♦❜r❡ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ♣❡q✉❡ñ❛s ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❡♥ ❡s♣❛❝✐♦s ❝❡rr❛❞♦s
❬❈❛tt✉t♦ ✷✵✶✵✱ ■s❡❧❧❛ ✷✵✶✶❪✳ ❉❡❜✐❞♦ ❛ s✉ ❡♥♦r♠❡ ✈♦❧✉♠❡♥✱ ❡st♦s ❞❛t♦s s♦♥ ❝❧❛s✐✜✲
❝❛❞♦s ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ❝❛t❡❣♦rí❛ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛ ✏❇✐❣ ❉❛t❛✑ ② ❧❛ ❢ís✐❝❛ ❡st❛❞íst✐❝❛ ♣r♦✈❡❡
té❝♥✐❝❛s ❛❞❡❝✉❛❞❛s ♣❛r❛ s✉ ❡st✉❞✐♦✳

❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s ❡s ❛♥❛❧✐③❛r ❞♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ✈✐♥❝✉❧❛❞♦s ❝♦♥ s❛❧✉❞ ♣ú✲
❜❧✐❝❛✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛ ❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❡ t✐❡♥❡ ❧✉❣❛r s♦❜r❡ ❡❧❧❛✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❢♦r♠✉❧❛r❡♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦
❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s q✉❡ ❝♦♥❝✐❧✐❛ ❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ♣❛r❛ ❧♦s
❝♦♥t❛❝t♦s s♦❝✐❛❧❡s ❡♥ ❞✐st✐♥t♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s✱ ❝♦♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ❞❡ ❧❛s
r❡❞❡s ❝♦♥str✉✐❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞♦s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳

✶✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✈♦❧✉♥t❛r✐❛

▲❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡s ❡❧ ♠❡❞✐♦ ♠ás ❡✜❝❛③ ♣❛r❛ ❝♦♠❜❛t✐r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥✲
❢❡r♠❡❞❛❞❡s ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛s ❡♥ s❡r❡s ❤✉♠❛♥♦s✱ s♦❧♦ ❞❡trás ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❛❣✉❛
♣♦t❛❜❧❡ ❬P❧♦t❦✐♥ ✷✵✵✹❪✳ ❙✉ ❛❝❝✐ó♥ ❤❛ ♣❡r♠✐t✐❞♦ ❧❛ ❡rr❛❞✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐r✉❡❧❛ ② ❡❧
❝♦♥tr♦❧ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ♦tr❛s ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞❡s ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛s ❝♦♠♦ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❧❛ r✉❜❡♦❧❛✱
❧❛s ♣❛♣❡r❛s✱ ❧❛ ♣♦❧✐♦♠✐❡❧✐t✐s ② ❡❧ tét❛♥♦s ❬❆♥❞r❡ ✷✵✵✽✱ ▼❛✉r✐❝❡ ✷✵✵✾❪✳ ❯♥ ❡❥❡♠♣❧♦
♥♦t❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛ ❝✉❡♥t❛ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✱
❞♦♥❞❡ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✭❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✮ ❡♥ ❡❧
❘❡✐♥♦ ❯♥✐❞♦ ❛♥t❡s ② ❞❡s♣✉és ❞❡ ❧❛ ❛❞♠✐♥✐str❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ✈❛❝✉♥❛ s✐♠♣❧❡
❡♥ ✶✾✻✽✱ ❛sí ❝♦♠♦ t❛♠❜✐é♥ ❞❡ ❧❛ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚r✐♣❧❡ ❱ír✐❝❛ ✭❚❱✮
❝♦♥tr❛ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❧❛s ♣❛♣❡r❛s ② ❧❛ r✉❜❡♦❧❛ ❡♥ ✶✾✽✽✳
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❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✿ ❈❛s♦s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ r❡♣♦rt❛❞♦s ❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❘❡✐♥♦ ❯♥✐❞♦ ❡♥tr❡
✶✾✹✵✲✷✵✶✸✳ ❊♥ ❧í♥❡❛ ❞❡ tr❛③♦s s❡ s❡ñ❛❧❛♥ ❧♦s ❛ñ♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧❛ ✐♥tr♦❞✉❝✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✈❛❝✉♥❛s s✐♠♣❧❡ ② ❚r✐♣❧❡ ❱ír✐❝❛ ❬❍P❆❪ ✭✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♣ú❜❧✐❝❛ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
❡♥ ❡❧ s✐t✐♦ ✇❡❜ ❞❡ P✉❜❧✐❝ ❍❡❛❧t❤ ❊♥❣❧❛♥❞ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❤♣❛✳♦r❣✳✉❦✮✳

❆ ♣❡s❛r ❞❡ s✉ ❞❡♠♦str❛❞❛ ❡✜❝❛❝✐❛✱ ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱ ❤❛ ❞✐s♠✐✲
♥✉✐❞♦ ❡♥ ❛❧❣✉♥♦s ♣❛ís❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s✱ ❝♦♥ ❛♠♣❧✐❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♠✐s♠❛✱
❞❛♥❞♦ ❧✉❣❛r ❛ r❡❝✐❡♥t❡s ❜r♦t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❝♦♠♦ ❧♦s ❛❝❛❡❝✐❞♦s ❡♥ ●❛❧❡s ✭✷✵✶✸✱
❬❲❛❧ ✷✵✶✸❪✮ ② ❧♦s ❊st❛❞♦s ❯♥✐❞♦s ✭✷✵✶✹✴✶✺✱ ❬●❛st❛ñ❛❞✉② ✷✵✶✹❪✮✳ ❙❡ ❡st✐♠❛ q✉❡
t❛❧ ❞✐s♠✐♥✉❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡❜❡ s✉ ♦r✐❣❡♥ ❛ ❧❛ ❞✐❢✉s✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ❡st✉❞✐♦✱ rá♣✐❞❛✲
♠❡♥t❡ r❡❢✉t❛❞♦✱ q✉❡ ❡st❛❜❧❡❝í❛ ✉♥❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❛❞♠✐♥✐str❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉✲
♥❛ ② ❝❛s♦s ❞❡ ❛✉t✐s♠♦ ❞❡❝❧❛r❛❞♦ ❡♥ ♥✐ñ♦s ♣❡q✉❡ñ♦s ❬❲❛❦❡✜❡❧❞ ✶✾✾✽✱ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✾❪✳
❊st❛ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛ ❝♦♥st✐t✉②❡ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❝♦♥❝r❡t♦ q✉❡ ♣♦♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐✜❡st♦ ❧❛ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ ♣❡r❝❡♣❝✐ó♥ q✉❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s
❞❡s❛rr♦❧❧❛♥ ❛❝❡r❝❛ ❞❡ ✉♥❛ ✈❛❝✉♥❛ ❬❇✉r❣❡ss ✷✵✵✻✱ ❇r♦✇♥ ✷✵✶✷❪✳

❊♥ ❛q✉❡❧❧♦s ❝❛s♦s ❞♦♥❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡s ♦♣❝✐♦♥❛❧✱ ♦ ❛❧ ♠❡♥♦s ❞♦♥❞❡ ❡①✐st❡♥
❡①❡♥❝✐♦♥❡s ♣♦r r❛③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥❝✐❡♥❝✐❛ ✭♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ ❡♥ ❛❧❣✉♥♦s ❡st❛❞♦s ❞❡ ❧♦s
❊❊❯❯✮✱ s♦♥ ❧♦s ♣❛❞r❡s q✉✐❡♥❡s ❞❡❝✐❞❡♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉s ❤✐❥♦s✳
◆♦ ❧♦ ❤❛❝❡♥ ❝♦♠♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❛✐s❧❛❞♦s✱ s✐♥♦ ❝♦♠♦ ♣❛rt❡ ❞❡ ✉♥❛ ❡str✉❝t✉r❛ s♦❝✐❛❧
q✉❡ ✐♥❝✐❞❡ ❡♥ s✉s ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② s♦❜r❡ ❧❛ ❝✉❛❧✱ ❛ s✉ ✈❡③✱ ♣✉❡❞❡♥ ✐♥❝✐❞✐r✳ ❊s ♣♦r
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✹ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❡❧❧♦ q✉❡ r❡❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❤❛ ❝♦♠❡♥③❛❞♦ ❛ ♠♦❞❡❧❛rs❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛

r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡
♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦ ❬❇❛✉❝❤ ✷✵✵✺❪✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❞❡❝✐❞❡♥ s✉
❝♦♥❞✉❝t❛ ❛♥t❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✐♠✐t❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦✳
❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ♦tr♦s ♠♦❞❡❧♦s ❛s✉♠❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s r❛❝✐♦♥❛❧❡s✱ ❝❛♣❛❝❡s ❞❡ ❡✈❛❧✉❛r
❡❧ r✐❡s❣♦ ❧❛t❡♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ② ❞❡ ❝♦♥tr❛st❛r❧♦ ❝♦♥ ❧♦s ♣♦s✐❜❧❡s
❡❢❡❝t♦s ❛❞✈❡rs♦s ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✱ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ t❡♦rí❛ ❞❡ ❥✉❡❣♦s ❬❇❛✉❝❤ ✷✵✵✸✱
❇❛✉❝❤ ✷✵✵✹✱ ❞✬❖♥♦❢r✐♦ ✷✵✶✶❪✳

❆❧❝❛♥③❛r ✉♥❛ ❛♠♣❧✐❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✱ ♣♦r ✉♥ ❧❛❞♦✱ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s ②✱ ♣♦r ❡❧ ♦tr♦✱ ♣r♦t❡❣❡ ❛ ❛q✉❡❧❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s q✉❡
♣♦r ❛❧❣ú♥ ♠♦t✐✈♦ ❛❥❡♥♦ ❛ s✉ ✈♦❧✉♥t❛❞ ♥♦ ❤❛♥ ♣♦❞✐❞♦ ✈❛❝✉♥❛rs❡ ✭♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ ♥✐✲
ñ♦s ♠❡♥♦r❡s ❞❡ ✶ ❛ñ♦✱ ✐♥♠✉♥♦❞❡♣r✐♠✐❞♦s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❛❧ér❣✐❝♦s ❛ ❧♦s ❝♦♠♣✉❡st♦s
❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✱ ❡t❝✳✮ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❞❡ ❣r✉♣♦✳ ❊♥ ❡s❡♥❝✐❛✱ ❡st❡
ú❧t✐♠♦ ❛s✉♠❡ q✉❡ ❡❧ r✐❡s❣♦ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ❞❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡
❝♦♥ ❧❛ ✐♥♠✉♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦✳ ❊♥ ❡st❡ s❡♥t✐❞♦✱ ❧❛ ❖r❣❛♥✐③❛❝✐ó♥ ▼✉♥❞✐❛❧ ❞❡
❧❛ ❙❛❧✉❞ ✭❖▼❙✮ r❡❝♦♠✐❡♥❞❛ ❛ ❧♦s ♣❛ís❡s s♦❝✐♦s ❡❧ 95% ❞❡ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛
❚❱✱ ♥♦ s♦❧♦ ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❛❧❝❛♥③❛r ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❞❡ ❣r✉♣♦✱ s✐♥♦ ♣❛r❛ ❧♦❣r❛r ❧❛
❡rr❛❞✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡✜♥✐t✐✈❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❬❲❍❖ ✷✵✶✷❪✳

❊s ❡✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ ✉♥ ❞❡❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ✐♠♣❧✐❝❛ ✉♥
✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡ ❡♣✐❞é♠✐❝♦ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱
❞✐❝❤♦s ❜r♦t❡s t❛♠❜✐é♥ s❡ ❤❛♥ s✉s❝✐t❛❞♦ ❡♥ ♣❛ís❡s ❝♦♥ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ♣r♦♠❡❞✐♦✳
❊♥ ✶✾✾✾ ❍♦❧❛♥❞❛ ❝♦♥t❛❜❛ ❝♦♥ ✉♥ 96% ❞❡ ❝♦❜❡rt✉r❛ t♦t❛❧ ❞❡ ❚❱ ❡♥ ♥✐ñ♦s ♠❛✲
②♦r❡s ❞❡ ✶✹ ♠❡s❡s✱ s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ s✉❢r✐ó ✉♥ ❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ q✉❡ ❛❧❝❛♥③ó ✶✼✺✵
❝❛s♦s ❞❡❝❧❛r❛❞♦s ❬❙❤❡❧❞♦♥ ✷✵✵✵❪✳ ❊♥ ✷✵✵✺✱ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ✺✵✵ ♣❡rs♦♥❛s ❛s✐st✐❡r♦♥ ❛
✉♥❛ r❡✉♥✐ó♥ ❡♥ ✉♥❛ ❧♦❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ■♥❞✐❛♥❛✱ ❊❊❯❯✱ ✉♥ ❡st❛❞♦ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛
❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱ ❡r❛ ❡♥ ❡s❡ ❡♥t♦♥❝❡s ❞❡❧ 92% ❡♥ ♥✐ñ♦s ♣r❡❡s❝♦❧❛r❡s ② ❞❡❧ 98%
❡♥ ♥✐ñ♦s ❞❡ s❡①t♦ ❣r❛❞♦✳ ❯♥❛ ❞❡ ❧❛s ❛s✐st❡♥t❡s ❛ ❧❛ r❡✉♥✐ó♥ ❡r❛ ✉♥❛ ♠✉❝❤❛❝❤❛
♥♦rt❡❛♠❡r✐❝❛♥❛ ❞❡ ✶✼ ❛ñ♦s q✉❡ r❡❣r❡s❛❜❛ ❞❡ ✉♥❛ ♠✐s✐ó♥ r❡❧✐❣✐♦s❛ ❡♥ ❘✉♠❛♥✐❛✱
❞♦♥❞❡ ❝♦♥tr❛❥♦ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❉❡ ❧♦s ❛s✐st❡♥t❡s ❛ ❧❛ r❡✉♥✐ó♥✱ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ✺✵
✭10% ❞❡❧ t♦t❛❧✮ ❝❛r❡❝í❛♥ ❞❡ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❝♦♥tr❛ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❞❡ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ✶✻
❝♦♥tr❛❥❡r♦♥ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞✳ ❉✉r❛♥t❡ ❧❛s s❡✐s s❡♠❛♥❛s ♣♦st❡r✐♦r❡s✱ s❡ r❡❣✐str❛✲
r♦♥ ✸✹ ❝❛s♦s t♦t❛❧❡s ❝♦♥✜r♠❛❞♦s✱ ❞❡ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ❡❧ 94% ♥♦ ❡st❛❜❛♥ ✈❛❝✉♥❛❞♦s
❬P❛r❦❡r ✷✵✵✻❪✳ ❇r♦t❡s s❡♠❡❥❛♥t❡s s❡ r❡❣✐str❛r♦♥ ❡♥ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❊❊❯❯✱
❡♥ ✷✵✵✽ ❬❙✉❣❡r♠❛♥ ✷✵✶✵❪✱ ❡♥ ❈❛t❛❧✉ñ❛✱ ❊s♣❛ñ❛✱ ❡♥ ✷✵✵✻ ❬❉♦♠í♥❣✉❡③ ✷✵✵✽❪ ②✱
♥✉❡✈❛♠❡♥t❡✱ ❡♥ ❍♦❧❛♥❞❛ t❛♠❜✐é♥ ❞✉r❛♥t❡ ✷✵✵✽ ❬❍❛❤♥❡ ✷✵✶✵❪✳ ❆ ❡st♦s s❡ s✉♠❛♥
❧♦s ②❛ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦s ② ♠ás r❡❝✐❡♥t❡s ❜r♦t❡s ❡♥ ❊❊❯❯ ✭✷✵✶✹✮ ② ●❛❧❡s ✭✷✵✶✸✮✳ ❊♥
t♦❞♦s ❡❧❧♦s s❡ ❡r✐❣❡ ✉♥ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦r ❝♦♠ú♥✿ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♥♦ ❛♣❛✲



✶✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✈♦❧✉♥t❛r✐❛ ✺

r❡❝❡♥ ❞✐str✐❜✉✐❞♦s ❛❧ ❛③❛r ❡♥ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ s✐♥♦ q✉❡✱ ♣♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥
❛❣r✉♣❛❞♦s ❡♥ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞❡s ♣♦r ❛✜♥✐❞❛❞ ❝✉❧t✉r❛❧✳

✶✳✶✳✶✳ ❱❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ② r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✿ ❝♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ②

♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s

▼♦❞❡❧❛r ❧❛ ❛❣r✉♣❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♣♦r r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s r❡q✉✐❡r❡ ❛♣❛rt❛rs❡
❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧♠❡♥t❡ ♠❡③❝❧❛❞❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡✲
❧♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦✳ ❊st♦ ♣✉❡❞❡ ❧♦❣r❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥❞♦ ❡❧ s✉str❛t♦ s♦❝✐❛❧ ❛ tr❛✈és
❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛✱ ❞♦♥❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s ② s✉s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥
❛ ❧♦s ♥♦❞♦s ② ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❚❛❧ ❢✉❡ ❡❧ ❡♥❢♦q✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛❞♦ ❡♥ tr❛❜❛❥♦s r❡❝✐❡♥t❡s q✉❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s
♣♦r ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✉♥❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❜✐♥❛r✐❛ r❡❧❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳
❊❧ tr❛❜❛❥♦ ❞❡ ❙❛❧❛t❤é ❡t ❛❧ ❬❙❛❧❛t❤é ✷✵✵✽❪ ♠✉❡str❛ q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s q✉❡
❝♦♠♣❛rt❡♥ ♦♣✐♥✐ó♥ ❝♦♥tr❛r✐❛ ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ s❡ ❛❣r✉♣❛♥ ❡♥ ❝❧✉st❡rs ❞❡❜✐❞♦ ❛❧
♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❞❡ ❣r✉♣♦
r❡s✉❧t❛ ❢✉❡rt❡♠❡♥t❡ ❛❢❡❝t❛❞♦✳

▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✷ ♠✉❡str❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡ ❡♣✐❞é♠✐❝♦ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ♣❛r❛
❞✐st✐♥t♦s ♣♦r❝❡♥t❛❥❡s ❞❡ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✱ ❝♦♠♣❛r❛♥❞♦ ❡❧ ❝❛s♦ q✉❡ ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ❝♦♥ ❛q✉❡❧ ❞♦♥❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♥♦✲
✈❛❝✉♥❛❞♦s s♦♥ ❞✐str✐❜✉✐❞♦s ❛❧ ❛③❛r s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞✳ P✉❡❞❡ ✈❡rs❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡✱ ❡❢❡❝t♦ q✉❡
s❡ ✈❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛❞♦ ♣❛r❛ ❝♦❜❡rt✉r❛s ❛❧t❛s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡♥ ❬❙❛❧❛t❤é ✷✵✵✽❪ ❧❛ ♠❛s❛
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♥♦ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❞✐♥á♠✐❝❛♠❡♥t❡ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ s✐♥♦ q✉❡ ❡s ✐♠♣✉❡st❛
❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ② s❡ ❝♦♥s❡r✈❛ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✳

❖tr♦s ♠♦❞❡❧♦s ♣r♦♣✉❡st♦s✱ t❛♠❜✐é♥ ❜❛s❛❞♦s ❡♥ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ ❛s✉♠❡♥ ❛❣❡♥✲
t❡s r❛❝✐♦♥❛❧❡s q✉❡ ❞❡❝✐❞❡♥ s✉ ❝♦♥❞✉❝t❛ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦
❞❡ t❡♦rí❛ ❞❡ ❥✉❡❣♦s ❬▼❜❛❤ ✷✵✶✷✱ ❳✐❛ ✷✵✶✸✱ ❈❛r❞✐❧❧♦ ✷✵✶✸❪✳ ❈❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ♣♦s❡❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ❡♥ ❡❧ s✐st❡♠❛ ② ❝♦♥♦❝❡ ❧♦s
r✐❡s❣♦s ❞❡ s✉❢r✐r ❡❢❡❝t♦s ❛❞✈❡rs♦s ❞❡❜✐❞♦s ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✱ ❧✉❡❣♦ t♦♠❛ ✉♥❛ ❞❡❝✐s✐ó♥
r❛❝✐♦♥❛❧ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝✐❡rt❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛❣♦✳ ❯♥ ❛s♣❡❝t♦ ❛ ❞❡st❛❝❛r ❞❡ t♦❞♦s ❧♦s
♠♦❞❡❧♦s ❤❛st❛ ❛q✉í ❝✐t❛❞♦s ❡s q✉❡ ❛s✉♠❡♥ q✉❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ② ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥
s♦♥ tr❛♥s♠✐t✐❞❛s ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ♠✐s♠❛ r❡❞✳

❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥ ❬▼❜❛❤ ✷✵✶✷❪✱ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥
❞❡ ❛❣❡♥t❡s r❛❝✐♦♥❛❧❡s ❞✐s♣✉❡st♦s s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛ q✉❡ ❞❡❝✐❞❡♥ s✉ ♣♦st✉r❛
❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❛❞♦♣t❛♥❞♦ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ó♣t✐♠❛ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❧❡❣✐❞❛ ♣♦r s✉
❡♥t♦r♥♦✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❝❛❞❛ s✉❥❡t♦ ❡✈❛❧ú❛ ❡❧ ❝♦st♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♥tr❛st❛✲



✻ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❋✐❣✉r❛ ✶✳✷✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡
❧❛ ✈❛❝✉♥❛✳ ❙❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ ❧♦s ❝❛s♦s ❝♦♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦✲
♥❡s ✭❜❛rr❛s ❣r✐s❡s✮ ② ❡♥ ❛✉s❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ♠✐s♠♦ ✭❜❛rr❛s ♥❡❣r❛s✮✳ ❋✐❣✉r❛ ❡①tr❛í❞❛ ❞❡
❬❙❛❧❛t❤é ✷✵✵✽❪✳

❞♦ ❝♦♥ ❡❧ r✐❡s❣♦ ♣❡r❝✐❜✐❞♦ ❞❡ ✐♥❢❡❝❝✐ó♥✱ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❡str❛t❡❣✐❛s ❛❞♦♣t❛❞❛s
♣♦r s✉ ❡♥t♦r♥♦ ② ❞❡ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡st❡ ♠♦❞❡❧♦
t❛♠❜✐é♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✱ ♠✉❝❤❛s ✈❡❝❡s ✐rr❛❝✐♦♥❛❧✱
✐♠♣✉❡st♦ ❛ ✉♥❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ❞❛r ❧✉❣❛r ❛ ❧❛ ❛❣r✉♣❛❝✐ó♥
❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♦❜s❡r✈❛❞❛ ❡♥ ❧♦s ❜r♦t❡s ②❛ ❝✐t❛❞♦s✳ ▲✉❡❣♦✱ ❡❧ ♠♦✲
❞❡❧♦ ❞❡ ❬▼❜❛❤ ✷✵✶✷❪ ❛s✉♠❡ ✉♥❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉❥❡t♦s q✉❡ ❛❝tú❛♥ r❛❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡
❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ s✉ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ❧♦❝❛❧✱ ♣❛r❛❞ó❥✐❝❛♠❡♥t❡ ♠❡③❝❧❛❞❛ ❝♦♥ ♦tr❛ q✉❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ✐rr❛❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ♣❛r❛ ❛❞♦♣t❛r ✉♥❛ ❝♦♥❞✉❝t❛✳

❊♥ ❡st❛ t❡s✐s ♣r♦♣♦♥❡♠♦s ✉♥ ❡♥❢♦q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ q✉❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛ ❞♦s ❛s♣❡❝t♦s
❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ♥♦ ❛❜♦r❞❛❞♦s✿ ✐✳ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ② ✐✐✳ ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ② ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧✳



✶✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✈♦❧✉♥t❛r✐❛ ✼

✶✳✶✳✷✳ ❈♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥ r❛s❣♦ ❝✉❧t✉r❛❧✿

▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞

▲❛s r❡❧❛❝✐♦♥❡s s♦❝✐❛❧❡s ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s s❡ ❡st❛❜❧❡❝❡♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧♠❡♥t❡ ❛
♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛✜♥✐❞❛❞ ♣♦r s❡♠❡❥❛♥③❛✱ ❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛ ❞✉r❛♥t❡ ❡❧
tr❛♥s❝✉rs♦ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥✳ ❉✐❝❤❛ ❛✜♥✐❞❛❞ ♣♦r s❡♠❡❥❛♥③❛ r❡❝✐❜❡ ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❤♦✲

♠♦✜❧✐❛ ❡♥ ❧❛s ❝✐❡♥❝✐❛s s♦❝✐❛❧❡s ❬▲❛③❛rs❢❡❧❞ ✶✾✺✹✱ ▼❝P❤❡rs♦♥ ✷✵✵✶❪✳ ▲♦s ♠♦❞❡❧♦s
❞❡s❝r✐♣t♦s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❛s✉♠❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ✈í♥❝✉❧♦s s♦❝✐❛❧❡s✱
❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ t♦❞♦s ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s r❡s✉❧t❛♥ ✐❣✉❛❧♠❡♥t❡ ✐♥✢✉②❡♥t❡s✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ q✉❡
❛q✉í ♣r♦♣♦♥❡♠♦s ✐♥❝♦r♣♦r❛ ❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❛ tr❛✈és
❞❡ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ✐♥s♣✐r❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣♦r ❆①❡❧r♦❞
❬❆①❡❧r♦❞ ✶✾✾✼❪ ♣❛r❛ ❡st✉❞✐❛r ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡♥ ✉♥❛ s♦❝✐❡❞❛❞ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛❞❛ ❛ tr❛✈és ❞❡ ✉♥❛ r❡❞✳

❊❧ tr❛❜❛❥♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s
✭❆❇▼✮ ❞✐s♣✉❡st♦s s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❝♦♥ N = D ×D ♥♦❞♦s✳ ❈❛❞❛ ❛❣❡♥t❡
s♦❝✐❛❧ ❡s ❞❡s❝r✐♣t♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s F ∈ N✱ q✉❡
r❡♣r❡s❡♥t❛♥✱ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ s✉s ♦♣✐♥✐♦♥❡s r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ♣♦❧ít✐❝❛✱ ❡❝♦♥♦♠í❛✱ ❞❡♣♦rt❡s✱
❡t❝✳ ❆ s✉ ✈❡③✱ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ♣✉❡❞❡ ♠❛♥✐❢❡st❛rs❡ s❡❣ú♥ ✉♥ ♥ú♠❡r♦
❞❡ r❛s❣♦s q ∈ N✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ t♦♠❛♥ ✈❛❧♦r❡s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ I = {1, 2, 3, ..., q}✳ ❉❡
❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❡❧ ❛❝❡r✈♦ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡❧ ❛❣❡♥t❡ i ❡st❛rá ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦r ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
❞❡❧ t✐❡♠♣♦ V

i(t) = (V i
1 (t), V

i
2 (t), ..., V

i
F (t))✱ ❝♦♥ V

i(t) ∈ I
F ✳ ❈❧❛r❛♠❡♥t❡✱ ❡①✐st❡♥

qF ♣♦s✐❜❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❡❧ ✈❡❝t♦r Vi(t)✳
❊♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ ❡st❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠♦✱ ❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ht(i, j) ❡♥tr❡ ❞♦s

❛❣❡♥t❡s i ② j s❡ ❝✉❛♥t✐✜❝❛ ❝♦♠♦ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s ❡♥ ❧❛s q✉❡
❛♠❜♦s ❝♦♠♣❛rt❡♥ r❛s❣♦✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ 0 ≤ ht(i, j) ≤ F ✳ P♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ s✉♣♦♥❣❛♠♦s
V

i(t) = (30, 41, 23, 45, 89) ② V
j(t) = (87, 41, 61, 45, 89)✱ ❡♥t♦♥❝❡s ht(i, j) = 3✳

❈❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❆①❡❧r♦❞ ✉t✐❧✐③ó ❝♦♠♦ s✉str❛t♦ ✉♥❛ r❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛
s✐♠♣❧❡ ❝♦♥ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ t♦t❛❧ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s N = D ×D ✭❝♦♥ D = 5✱ 10 ② 100✮✱ s✐♥
❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ♣❡r✐ó❞✐❝❛s ❞❡ ❝♦♥t♦r♥♦✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ✈❡♥❞rá ❞❡s❝r✐♣t❛ ♣♦r ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❛❧✲
❣♦rít♠✐❝♦✿

✶✳ ❙❡ ❡❧✐❣❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ i ② ✉♥♦ ❞❡ s✉s ✈❡❝✐♥♦s j✱ ❛♠❜♦s ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r✳

✷✳ ■♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛✿ ❈♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞

P (i → j, t) =
ht(i, j)

F
✭✶✳✶✮

❡❧ ❛❣❡♥t❡ i ✐♥t❡r❛❝tú❛ ❝♦♥ ❡❧ j✳ ❊♥ ❝❛s♦ ❞❡ ❝♦♥❝r❡t❛rs❡ ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥✱ ❡❧



✽ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❛❣❡♥t❡ i ✐♠✐t❛rá ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ n ✭1 ≤ n ≤ F ✮ ❞❡❧ ❛❣❡♥t❡ j✱ ❡❧❡❣✐❞❛
✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r✱ ❡♥ ❧❛ q✉❡ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ♥♦ ❝♦✐♥❝✐❞í❛♥✳ ❊s ❞❡❝✐r✱ s✐
V i
n(t− 1) 6= V j

n (t− 1)✱ ❡♥t♦♥❝❡s

V i
n(t) =

{

V j
n (t− 1) ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ P (i → j, t)

V i
n(t− 1) ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ 1− P (i → j, t) .

✭✶✳✷✮

✸✳ ❙❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛ ❡❧ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ t = t + 1 ✭❡s❝❛❧❛ t❡♠♣♦r❛❧
❛r❜✐tr❛r✐❛✮✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ s❡ ❞❡t✐❡♥❡ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❛❧❝❛♥③❛ ❡❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦✱
❡s ❞❡❝✐r✱ ❝✉❛♥❞♦ ♥♦ ❡①✐st❡♥ tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ♣♦s✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ r❡t♦r♥❛
❛❧ ít❡♠ ✶✳

▲❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❞❡ ❧♦s ✈❡❝t♦r❡s V
i(t) s♦♥ ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❡❧❡❣✐❞❛s ❛❧ ❛③❛r✳ ▲❛

❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ✉♥❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❢❛s❡ ❢✉❡r❛ ❞❡❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ❡♥tr❡
✉♥❛ ❢❛s❡ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ ② ♦tr❛ ♠♦♥♦❝✉❧t✉r❛❧✳ ▲❛ ❢❛s❡ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ s❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛
♣♦r ♣r❡s❡♥t❛r ❛❣❡♥t❡s ❛✐s❧❛❞♦s q✉❡ ❞✐✜❡r❡♥ ❡♥ s✉s ✈❡❝t♦r❡s ❞❡ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s
❝✉❧t✉r❛❧❡s✳ ▼✐❡♥tr❛s t❛♥t♦✱ ❧❛ ❢❛s❡ ♠♦♥♦❝✉❧t✉r❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞
❝✉❧t✉r❛❧✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ t♦❞♦s ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❝♦♠♣❛rt❡♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ V

i(t)✳ ❊❧ ♣❛rá♠❡tr♦ ❞❡
♦r❞❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ Smax/N ✱ s✐❡♥❞♦ Smax ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ♠á①✐♠♦
❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❝✉❧t✉r❛❧ ② N ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ t♦t❛❧ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛
✶✳✸ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝♦ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐❞❛❞ ❞❡ r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✳

❊♥ ❬❈❛st❡❧❧❛♥♦ ✷✵✵✵❪ ❧♦s ❛✉t♦r❡s ♠✉❡str❛♥ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❢❛s❡ ❞❡ ❧❛
❋✐❣✉r❛ ✶✳✸ ♣❛r❛ r❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❡s ❝♦♥t✐♥✉❛ s✐ F = 2 ② ❞❡ ♣r✐♠❡r ♦r❞❡♥ ❝✉❛♥❞♦
F > 2✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ t❛♠❜✐é♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥ ❞❡ ❧❛s
♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❬❑❧❡♠♠ ✷✵✵✸❪✳ ❊♥ t❛♥t♦ s✐st❡♠❛ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛
✉♥❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❢❛s❡ ❢✉❡r❛ ❞❡❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ❛ú♥ ❞❡♣❛r❛
♠✉❝❤♦s ✐♥t❡rr♦❣❛♥t❡s ❛❝t✐✈❛♠❡♥t❡ ❡st✉❞✐❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐♦❧♦❣í❛✳

❊♥ ❡st❛ t❡s✐s✱ ♣r♦♣♦♥❡♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ♣❛r❛ ❡①♣❧✐❝❛r
❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ✉♥❛ s♦❝✐❡❞❛❞✳ ❉✐❝❤❛ ❝♦♥❞✉❝t❛
❛❝t✉❛rá ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❝♦♥ r❛s❣♦ ❝✉❧t✉r❛❧ ❜✐♥❛r✐♦ ✭✈❛❝✉♥❛❞♦r
♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r✮✱ q✉❡ s❡ ❞✐s❡♠✐♥❛rá ❡♥ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧✳ ▲❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉✲
r❛❧❡s r❡st❛♥t❡s s❡rá♥ ❧❛s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❡♥tr❡ ❧♦s s✉❥❡t♦s✱
♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛♥❞♦ ✉♥ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ q✉❡ ❛❝tú❛ ❝♦♠♦
❝❛t❛❧✐③❛❞♦r ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳

❈♦♠♦ ❤❡♠♦s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ♣árr❛❢♦s ♣r❡❝❡❞❡♥t❡s✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞
❡①♣❧✐❝❛ ❡❧ s✉r❣✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ❡♥ ✉♥❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥
❝✉❧t✉r❛❧✱ ❡♠♣❧❡❛♥❞♦ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✳ ◆♦s♦tr♦s ❛q✉í



✶✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✈♦❧✉♥t❛r✐❛ ✾

❋✐❣✉r❛ ✶✳✸✿ ❚r❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❢❛s❡ ❝♦♥s❡♥s♦✲❞✐s❡♥s♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞ s♦❜r❡
✉♥❛ r❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❝♦♥ N = 50×50 ② N = 100×100✱ ❡♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s ❝♦♥ F = 10
❬▼✐❣✉❡❧ ✷✵✵✺❪✳

❜✉s❝❛♠♦s ❡①♣❧✐❝❛r ❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ✐♥✈❡rs♦✿ ❝ó♠♦ ♠♦❞❡❧❛r ❡❧ s✉r❣✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝❧✉st❡rs
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❡♥ ❝✐r❝✉♥st❛♥❝✐❛s ❞❡ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❄ P❛r❛
❡❧❧♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛♠♦s ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s✱ ❡s
❞❡❝✐r✱ s✉❥❡t♦s ❝✉②❛ ♦♣✐♥✐ó♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡stá ✜❥❛ ② ♥♦ ❝❛♠❜✐❛ ♣♦r
❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✳

▲♦s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡ ❝❛r❡❝❡♥ ❞❡ ❛r❣✉♠❡♥t♦s ❝✐❡♥✲
tí✜❝♦s só❧✐❞♦s✱ ❛✉♥q✉❡ ♠✉② ❡s♣♦rá❞✐❝❛♠❡♥t❡ r❡❝✐❜❡♥ ❡❧ ❛✈❛❧ ❞❡ ❛❧❣ú♥ ♠✐❡♠❜r♦
❞❡ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛✱ ❝♦♠♦ ❡❧ ❉r✳ ❲❛❦❡✜❡❧❞ ❡♥ ❧❛ ②❛ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛ ❝♦♥tr♦✲
✈❡rs✐❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱ ❬❲❛❦❡✜❡❧❞ ✶✾✾✽❪✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡s ♣♦❝♦ ❢r❡❝✉❡♥t❡ q✉❡ ❧♦s
✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♥♦ ❡s♣❡❝✐❛❧✐st❛s ❣✉í❡♥ s✉ ❡♥t❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ♠ét♦❞♦ ❝✐❡♥tí✜✲
❝♦✱ ♠✉② ♣♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ t♦♠❛♥ s✉s ❞❡❝✐s✐♦♥❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐❛❞♦s ♣♦r ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥
q✉❡ ❧❡s ❧❧❡❣❛ ❞❡s❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦ ♣❡rs♦♥❛❧ ♦ ❛ tr❛✈és ❞❡ ♠❡❞✐♦s ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦s✳ ❊st♦
s❡ ✈❡ ♠❛❣✐str❛❧♠❡♥t❡ r❡✢❡❥❛❞♦ ❡♥ ❡❧ r❡❧❛t♦ ❡♥ ♣r✐♠❡r❛ ♣❡rs♦♥❛ q✉❡ ❧❛ ❡s❝r✐t♦r❛
♥♦rt❡❛♠❡r✐❝❛♥❛ ❊✉❧❛ ❇✐ss ❤❛❝❡ ❛❝❡r❝❛ ❞❡ s✉s ❝❛✈✐❧❛❝✐♦♥❡s ❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ t♦♠❛r
❧❛ ❞❡❝✐s✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛r ❛ s✉ ❤✐❥♦✱ r❡❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ♣✉❜❧✐❝❛❞♦ ② ❜❡st s❡❧❧❡r ❡♥ ❊❊❯❯
❬❇✐ss ✷✵✶✹❪✳ P♦r t♦❞♦ ❡❧❧♦✱ ❛s✉♠✐r❡♠♦s q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥
♣✉❡❞❡♥ ❡s♣❛r❝✐r s✉ ♣♦st✉r❛ ♣♦r ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ♣❡s❛❞❛ ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛✱ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛❝✐♦♥❡s ❛❝❡r❝❛ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦
❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✳



✶✵ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

▲♦s ♦r❣❛♥✐s♠♦s ❞❡ s❛❧✉❞ ♣ú❜❧✐❝❛ ❛❝tú❛♥ ❛ ♠♦❞♦ ❞❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st❛s ❞❡ ❧♦s ❣r✉♣♦s
❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ ❤❛❝❡♥ ✉s♦ ❞❡ ❝❛♠♣❛ñ❛s ♠❛s✐✈❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ q✉❡
✐♥❝❧✉②❡♥ ❧❛ ❛♠♣❧✐❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ②❛ ❤❡♠♦s ❡①♣❧✐❝✐t❛❞♦
q✉❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛s ♥♦ ❡s ❡❧ ❛s♣❡❝t♦ ♠ás r❡❧❡✈❛♥t❡✱ ❛✉♥q✉❡ sí ♥❡❝❡✲
s❛r✐♦✱ ♣❛r❛ s✉ ✐♥s❡r❝✐ó♥ ❡♥ ❧♦s ♣❛✐s❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s✳ ❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡♥ ❡st❛ t❡s✐s ♥♦s
❝❡♥tr❛r❡♠♦s ❡♥ ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛♠♣❛ñ❛s ♠❛s✐✈❛s ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♣♦s✐t✐✈❛ ❛❝❡r❝❛ ❞❡
❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ♣♦r ♣❛rt❡ ❞❡ ❧♦s ♦r❣❛♥✐s♠♦s ❞❡ s❛❧✉❞ ♣ú❜❧✐❝❛✳ ❉✐❝❤❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s
❛❝t✉❛rá♥ ❝♦♠♦ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ q✉❡ ✐♥❝✐❞❡ ❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s
❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ◆✉❡str♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ♠♦❞❡❧❛r ♥✉♠ér✐❝❛♠❡♥t❡ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ♠✐t✐❣❛❞♦r
❞❡ ❞✐❝❤❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s✳

◆♦ ♣r❡t❡♥❞❡♠♦s ❝♦♥ ❡st❡ ❡st✉❞✐♦ ❛♣♦rt❛r r❡s♣✉❡st❛s ❞❡✜♥✐t✐✈❛s ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛
❞❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ❧♦ q✉❡ r❡s♣❡❝t❛ ❛ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛ ❞❡
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ◆✉❡str♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ❛♣♦rt❛r ♥✉❡✈❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ❞❡ ♠♦❞❡❧❛❞♦ q✉❡
♠♦t✐✈❡♥ ♥✉❡✈♦s ✐♥t❡rr♦❣❛♥t❡s ② ♣♦st❡r✐♦r❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s t❡♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❞❡s✈❡❧❛r❧♦s✳

✶✳✷✳ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ② ❞✐♥á♠✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡✲

❞❡s s♦❝✐❛❧❡s

❈♦♥♦❝❡r ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❡s ✉♥
❛s♣❡❝t♦ ❞❡ ❣r❛♥ r❡❧❡✈❛♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❞❡ ❢❡♥ó♠❡♥♦s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
❝✐ó♥ s♦❜r❡ ❡❧❧❛s✳ ▲♦s tr❛❜❛❥♦s ❢✉♥❞❛❝✐♦♥❛❧❡s ❡♥ ❡❧ ár❡❛ ❞✐❡r♦♥ ❝✉❡♥t❛ ❞❡ ❛❧❣✉♥❛s
❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞✐st✐♥t✐✈❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦ ❧❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦

♣❡q✉❡ñ♦ ❬▼✐❧❣r❛♠ ✶✾✻✼✱ ❲❛tts ✶✾✾✽❪✱ ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ P (k) ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡②❡s
❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s P (k) ∼ k−γ ❝♦♥ γ ≥ 2 ❬❇❛r❛❜❛s✐ ✶✾✾✾❜❪✱ ❢✉❡rt❡ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝♦♠✉✲
♥❛s ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❜✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✹✱ ▼❡❞✉s ✷✵✵✺❪✱ ❡♥tr❡ ♦tr❛s✳ ❉✐❝❤❛s ♣r♦♣✐❡❞❛✲
❞❡s ❝❛r❛❝t❡r✐③❛♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♦ ♦❜❥❡t♦s ❡stát✐❝♦s✱ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❛❝✉♠✉❧❛❝✐ó♥
❞❡ ♥♦❞♦s ② ❡♥❧❛❝❡s ❛ tr❛✈és ❞❡ ♣r♦❝❡s♦s ❞✐♥á♠✐❝♦s ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝♦s✳ ❉❡s❡♥tr❛ñ❛r ❧❛s
❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❡s ❞❡ ❡st♦s ♣r♦❝❡s♦s ❤❛ ❞❡s✈❡❧❛❞♦ ❛ ❧♦s ❡①♣❡rt♦s ❞✉r❛♥t❡
❧♦s ú❧t✐♠♦s ✶✺ ❛ñ♦s✳

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s ♠ás ❡①t❡♥❞✐❞♦ ❤❛st❛ ❧❛ ❢❡❝❤❛ ❤❛ s✐❞♦ ❡❧
❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣♦r ❇❛r❛❜❛s✐ ② ❆❧❜❡rt ❬❇❛r❛❜❛s✐ ✶✾✾✾❜❪ ♣❛r❛
❡①♣❧✐❝❛r ❡❧ ♦r✐❣❡♥ ❞❡ ❧❛s ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s✳ ❙✉
♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st❛❜❧❡❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ q✉❡ ✉♥ ♥♦❞♦ t✐❡♥❡ ❞❡ r❡✲
❝✐❜✐r ♥✉❡✈♦s ❡♥❧❛❝❡s ❡s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ②❛ ♣♦s❡❡ ✶✳

✶❊st❡ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❤❛ s✐❞♦ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❝♦♥ ❛♥t❡r✐♦r✐❞❛❞ ❡♥ ❞✐✈❡rs♦s ❝♦♥t❡①t♦s ❬❨✉❧❡ ✶✾✷✺✱
❙✐♠♦♥ ✶✾✺✺❪✱ ✐♥❝❧✉s♦ t✐❡♥❡ ✉♥ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t❡ ❜í❜❧✐❝♦ ❡♥ ❧❛ P❛rá❜♦❧❛ ❞❡ ❧♦s ❚❛❧❡♥t♦s ✭▼❛t❡♦ ✷✺✿✷✾✮✱
♣♦r ❧♦ ❝✉❛❧ t❛♠❜✐é♥ r❡❝✐❜❡ ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❡❢❡❝t♦ ▼❛t❡♦✳



✶✳✷✳ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ② ❞✐♥á♠✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ✶✶

❙✐ ❜✐❡♥ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ✜♥❛❧ ❡s ❡❧ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ❡♥ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❡♠♣ír✐❝❛s✱ ❡❧ ♦r✐✲
❣❡♥ ❞❡ t❛❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❛ú♥ ❞❡s♣✐❡rt❛ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛s ❡♥ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛
❬P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s ✷✵✶✷✱ P❡rr❛ ✷✵✶✷❪✳

▲❛ ❣r❛♥ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❞❛t♦s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❛❞✈❡♥✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ♥✉❡✈❛s
t❡❝♥♦❧♦❣í❛s ❞❡ ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤❛ ♣❡r♠✐t✐❞♦ ❛❝❝❡❞❡r ❛ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝❛
❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ✉♥❛ r❡s♦❧✉❝✐ó♥ t❡♠♣♦r❛❧ s✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡s ❬▲❛③❡r ✷✵✵✾❪✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧❣✉♥♦s ❛✉t♦r❡s ❤❛♥ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❧❛s ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐♦♥❡s ♣♦r t❡❧❡❢♦✲
♥í❛ ❝❡❧✉❧❛r ♣❛r❛ ❡st❛❜❧❡❝❡r ❝♦♥t❛❝t♦s ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❬❊❛❣❧❡ ✷✵✵✻✱ ❊❛❣❧❡ ✷✵✵✾✱
●♦♥③❛❧❡③ ✷✵✵✽✱ ❙♦♥❣ ✷✵✶✵❪✱ ♦tr♦s ❤❛♥ ❛♥❛❧✐③❛❞♦ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ r❡❞❡s ❞❡
❛♠✐❣♦s ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♠♦ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ❬❯❣❛♥❞❡r ✷✵✶✶✱ ❇♦♥❞ ✷✵✶✷✱ ❱✐s✇❛♥❛t❤ ✷✵✵✾❪✱ ❝♦✲
♠♦ ❛sí t❛♠❜✐é♥ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❡ ✐♠♣❧✐❝❛♥❝✐❛s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❞❡ s❡❣✉✐❞♦r❡s ❡♥ ❚✇✐tt❡r
❬▲❡r♠❛♥ ✷✵✶✵✱ ❨❛♥❣ ✷✵✶✵✱ ●♦♥ç❛❧✈❡s ✷✵✶✶✱ ❈♦♥♦✈❡r ✷✵✶✶❪✳ ◆♦ s♦❧♦ ❤❛♥ s✐❞♦ r❡✲
❣✐str❛❞♦s ② ❛♥❛❧✐③❛❞♦s ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s ♦♥❧✐♥❡ s✐♥♦ t❛♠❜✐é♥ ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s ❞✐r❡❝t♦s
❝❛r❛✲❛✲❝❛r❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❛s✐st❡♥t❡s ❛ r❡✉♥✐♦♥❡s s♦❝✐❛❧❡s ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s❡♥s♦r❡s ❞❡
♣r♦①✐♠✐❞❛❞ ❬❈❛tt✉t♦ ✷✵✶✵✱ ■s❡❧❧❛ ✷✵✶✶❪✳ ❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡✱ ❛ ❧❛ ❧✉③ ❞❡ ❡st♦s ♥✉❡✈♦s
❞❛t♦s✱ ❤❛ s✐❞♦ ♣♦s✐❜❧❡ ♥♦ s♦❧♦ ❛❝❝❡❞❡r ❛ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ s✐♥♦
t❛♠❜✐é♥ ❛ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ♣r♦♣✐❛ ❞❡ ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s s♦❝✐❛❧❡s✳

▲♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ②❛ ❞❡s❝r✐♣t♦s ❞✐❡r♦♥ ❝✉❡♥t❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s
❞❛♥❞♦ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥❛ ♥✉❡✈❛ s✉❜ár❡❛ ❞❡❞✐❝❛❞❛ ❛❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛s ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛s r❡❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳ ❯♥♦ ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s s❡♥❝✐❧❧♦s t❡♥❞✐❡♥t❡s ❛ r❡♣r♦❞✉❝✐r ❧❛
❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s s♦❝✐❛❧❡s ❛s✉♠❡ ❛❣❡♥t❡s ❛ ♠♦❞♦ ❞❡ ♣❛rtí❝✉❧❛s ❛❝t✐✈❛s r❡❛✲
❧✐③❛♥❞♦ ❝❛♠✐♥❛t❛s ❛❧ ❛③❛r ❝♦♥ ✉♥ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ❛tr❛❝t✐✈♦ ❬❙t❛r♥✐♥✐ ✷✵✶✸❛❪✳ P♦r ♦tr❛
♣❛rt❡✱ ◆✐❝♦❧❛ P❡rr❛ ❡t ❛❧ ❬P❡rr❛ ✷✵✶✷❪ ♣r♦♣✉s✐❡r♦♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝✉❛❧ ❝❛❞❛ ♥♦❞♦ ❡s ♣r♦✈✐st♦ ❞❡ ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ✐♥trí♥s❡❝❛
❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧✳ ❊♥ ❝❛❞❛ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✱ ❧♦s ♥♦❞♦s s❡ ❛❝t✐✈❛♥ ♦ ♥♦
❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ s✉ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ②✱ ❛❧ ❛❝t✐✈❛rs❡✱ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❡st❛❜❧❡❝❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♥
♦tr♦s m ♥♦❞♦s ❡❧❡❣✐❞♦s ❛❧ ❛③❛r✳ ▲✉❡❣♦ ❞❡ ❝❛❞❛ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✱ t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s
s♦♥ ❜♦rr❛❞♦s ② ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ s❡ r❡❛♥✉❞❛ ❡♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦✳ ▲♦s ❛✉t♦r❡s ❞❡♠♦str❛✲
r♦♥ q✉❡ s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ s✐❣✉❡ ✉♥❛ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s✱ ❡♥t♦♥❝❡s
t❛♠❜✐é♥ ❧♦ ❤❛rá ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳

▲❛ ❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❝♦♠❡♥③ó ❛ s✉❜❞✐✈✐❞✐rs❡ ❡♥tr❡ ❛q✉❡❧❧♦s q✉❡
❛♥❛❧✐③❛♥ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❡stát✐❝❛s ② ❧♦s q✉❡ ❡st✉❞✐❛♥ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❧♦s
❡♥❧❛❝❡s✳ ▲♦s ❡♥❧❛❝❡♥ s✉r❣❡♥ ② s♦♥ ❜♦rr❛❞♦s ❡♥ ❧❛s r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✱
♠✐❡♥tr❛s q✉❡ s❡ ❛s✉♠❡♥ ✐♥❛❧t❡r❛❜❧❡s ❡♥ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❡stát✐❝❛✳ ❉❡ ❤❡❝❤♦✱ ❡st❛
ú❧t✐♠❛ ❢r❡❝✉❡♥t❡♠❡♥t❡ ❡s ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ❛❝✉♠✉❧❛r ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s q✉❡
❞✐♥á♠✐❝❛♠❡♥t❡ s✉r❣❡♥ ❡♥ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱
❛❧ ❛❝✉♠✉❧❛r ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s✉r❣✐❞♦s ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s



✶✷ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

②❛ ❝✐t❛❞♦s✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ r❡❞❡s q✉❡ ♥♦ ♣♦s❡❡♥ ❧❛s ❢✉❡rt❡s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ❛♠✲
♣❧✐❛♠❡♥t❡ ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ♠✉❝❤❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❡stát✐❝❛s✳ ❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ♦tr♦ ❞❡
❧♦s ♦❜❥❡t✐✈♦s ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s ❡s ❡❧ ❞❡ ♣r♦♣♦♥❡r ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ q✉❡ ♣❡r♠✐t❛ ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s
❝♦♥ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✱ ❝✉②❛ ✈❡rs✐ó♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❞✉r❛♥t❡ ✉♥❛ ✈❡♥t❛♥❛ t❡♠♣♦r❛❧
t❡♥❣❛ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❡stát✐❝❛s✳

✶✳✸✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥

❊❧ ú❧t✐♠♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❡♥ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s q✉❡ tr❛t❛r❡♠♦s ❡♥
❡st❛ t❡s✐s t❛♠❜✐é♥ ❡stá r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❛✉♥q✉❡ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦
❝♦♥ s✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛✳ ❊❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡s ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥❢❡❝✲
❝✐♦s❛ ❡①tr❡♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❝♦♥t❛❣✐♦s❛✳ ❙❡ ❝♦♥tr❛❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧♠❡♥t❡ ❛ tr❛✈és ❞❡
❧❛s ♠✐❝r♦✲❣♦t❛s ❞❡ ❋❧ü❣❣❡ q✉❡ ❧♦s s✉❥❡t♦s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ❡♠✐t❡♥ ❛❧ ❤❛❜❧❛r ♦ ❡st♦r✲
♥✉❞❛r ② ❛❢❡❝t❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❛ ♥✐ñ♦s ❡♥ ❡❞❛❞ ❡s❝♦❧❛r✳ ❊❧ ♣❡rí♦❞♦ ❧❛t❡♥t❡ s❡
♣r♦❧♦♥❣❛ ♣♦r ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ 8 ❞í❛s✱ ❡♥ ♣r♦♠❡❞✐♦✱ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❡♥❢❡r♠♦ ❞❡s❛✲
rr♦❧❧❛ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ♣❡r♦ ❛ú♥ ♥♦ ❧❛ ❝♦♥t❛❣✐❛✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ♣❡rí♦❞♦ ✐♥❢❡❝✲
t✐✈♦ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❞✉r❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛ ❞❡ 5 ❞í❛s ❡♥ ❧♦s q✉❡ ❡❧ ❡♥❢❡r♠♦ ❡s ❝♦♥t❛❣✐♦s♦
❬❇❛✐❧❡② ✶✾✺✹✱ ❇❛✐❧❡② ✶✾✺✻✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ✶✾✾✶✱ ❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❜✱ ❈♦♥❧❛♥ ✷✵✵✾❪✳ ❆❧ ❣❡✲
♥❡r❛r ✐♥♠✉♥✐❞❛❞✱ ❡s ❡①tr❡♠❛❞❛♠❡♥t❡ ♣♦❝♦ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ✉♥❛ ♣❡rs♦♥❛ ❝♦♥tr❛✐❣❛
s❛r❛♠♣✐ó♥ ❞♦s ✈❡❝❡s ❡♥ s✉ ✈✐❞❛✳

❊♥tr❡ ❧♦s ❛ñ♦s ✶✾✹✵ ② ✶✾✻✽ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❛③♦tó ❣r❛♥ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ♠✉♥❞♦✱ ❛✉♥q✉❡
❡①✐st❡♥ r❡❣✐str♦s ♣❛rt✐❝✉❧❛r♠❡♥t❡ ❡①❤❛✉st✐✈♦s ❞❡❧ ❘❡✐♥♦ ❯♥✐❞♦ ② ❊❊❯❯✱ ♣♦r ❡❧❧♦
s♦♥ ❧♦s ❝❛s♦s ♠ás ❛♥❛❧✐③❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✲❛ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛
❝❛♥t✐❞❛❞ t♦t❛❧ ❞❡ ♥✉❡✈♦s ❝❛s♦s r❡♣♦rt❛❞♦s ❡♥ ■♥❣❧❛t❡rr❛ ② ●❛❧❡s ❡♥tr❡ ✶✾✹✽✲✶✾✻✻✱
♣r❡✈✐♦s ❛ ❧❛ ❝❛♠♣❛ñ❛ ♥❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ✐♥♠✉♥✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ✶✾✻✽✱ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥ ✐♥t❡r✈❛✲
❧♦s ❞❡ ✉♥❛ s❡♠❛♥❛✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✲❜ ♣r❡s❡♥t❛ ❧♦s ❝❛s♦s r❡♣♦rt❛❞♦s
♣❛r❛ ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠ ❡♥tr❡ ✶✾✹✽✲✶✾✻✻✱ t❛♠❜✐é♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦s s❡♠❛♥❛❧♠❡♥t❡✳ ▼✐❡♥tr❛s
q✉❡ ❧♦s ❣rá✜❝♦s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✲❝ ② ✶✳✹✲❞ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s r❡❣✐str♦s ❛❝✉♠✉❧❛❞♦s ♠❡♥✲
s✉❛❧♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❝✐✉❞❛❞ ❞❡ ◆✉❡✈❛ ❨♦r❦ ❡♥tr❡ ✶✾✷✽✲✶✾✻✹ ② ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥
❡♥tr❡ ✶✾✷✽✲✶✾✻✽✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♣❡r✐ó❞✐❝♦ s❡ ♠❛♥✐✜❡st❛ ❡♥
❡❧ ❡s♣❡❝tr♦ ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❝♦♠♦ ♣✐❝♦s ♠❛r❝❛❞♦s ♣❛r❛ ♣❡rí♦❞♦ ❛♥✉❛❧ ② ❜✐❛♥✉❛❧✱ ♣❛✲
r❛ ❧♦s ❝❛s♦s ❞❡ ■♥❣❧❛t❡rr❛✲●❛❧❡s ② ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠ ✭❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✲❡✮✱ ❛❣r❡❣á♥❞♦s❡ ✉♥❛
❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❢✉❡rt❡ tr✐❛♥✉❛❧ ♣❛r❛ ❧♦s ❝❛s♦s ❞❡ ◆✉❡✈❛ ❨♦r❦ ② ❈♦♥♣❡♥❤❛❣❡♥ ✭❋✐❣✉r❛
✶✳✹✲❢✮✳

▲❛ r❡❝✉rr❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ tr❛t❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ♣árr❛❢♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✱ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛
✈✐♥❝✉❧❛❞❛ ❝♦♥ ❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛✳ ❆❧ ❛♥❛❧✐③❛r ❧❛s s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s ❞❡
❞✐st✐♥t❛s ❝✐✉❞❛❞❡s ❞❡❧ ❘❡✐♥♦ ❯♥✐❞♦✱ ❡❧ ♠❛t❡♠át✐❝♦ ▼❛✉r✐❝❡ ❙✳ ❇❛rt❧❡tt ♦❜s❡r✲



✶✳✸✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✶✸

❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✿ ❈❛s♦s r❡♣♦rt❛❞♦s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦s s❡♠❛♥❛❧♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ✭❛✮
■♥❣❧❛t❡rr❛✲●❛❧❡s ❡♥ ✶✾✹✽✲✶✾✻✻ ② ✭❜✮ ❇✐r♠✐♥❣❤❛♥ ❡♥ ✶✾✹✽✲✶✾✻✻✱ ② ❛❝✉♠✉❧❛❞♦s
♠❡♥s✉❛❧♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ✭❝✮ ◆✉❡✈❛ ❨♦r❦ ❡♥ ❡❧ ♣❡rí♦❞♦ ✶✾✷✽✲✶✾✻✹ ② ✭❞✮ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥
❡♥ ✶✾✷✽✲✶✾✻✽✳ ❊♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s s❡ ♦❜s❡r✈❛ ✉♥❛ ❢✉❡rt❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐❞❛❞✱ t❛♠❜✐é♥
♠❛♥✐✜❡st❛ ❡♥ ❧♦s ❡s♣❡❝tr♦s ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛ ♣❛r❛ ✭❡✮ ■♥❣❧❛t❡rr❛✲●❛❧❡s ✭❧í♥❡❛ só❧✐❞❛✮ ②
❇✐r♠✐♥❣❤❛♥ ✭❧í♥❡❛ ❞❡ tr❛③♦s✮✳ ✭❢✮ ❊s♣❡❝tr♦s ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❧❛ s❡r✐❡ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡ ◆✉❡✈❛ ❨♦r❦ ✭❧í♥❡❛ só❧✐❞❛✮ ② ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✭❧í♥❡❛ ❞❡ tr❛③♦s✮✳ ❋✐❣✉r❛ ❡①tr❛í❞❛ ❞❡
❬❇♦❧❦❡r ✶✾✾✸❪✳

✈ó q✉❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ r❡s✉❧t❛❜❛ ❡♥❞é♠✐❝❛ ♦s❝✐❧❛t♦r✐❛ ❡♥ ❧❛s ❝✐✉❞❛❞❡s ❣r❛♥❞❡s✱
♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ♠♦str❛❜❛ ✈❛r✐♦s ♣❡rí♦❞♦s✱ ❞❡ ❛❧ ♠❡♥♦s ✸ s❡♠❛♥❛s ❞❡ ❞✉r❛❝✐ó♥✱ s✐♥
❝❛s♦s r❡♣♦rt❛❞♦s ❡♥ ❧❛s ❝✐✉❞❛❞❡s ♠❡♥♦s ♣♦❜❧❛❞❛s✳ ❊st❡ ❤❛❧❧❛③❣♦ t❛♠❜✐é♥ ♣✉❡❞❡
❛♣r❡❝✐❛rs❡ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✻✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ♠❡❞✐♦ ❡♥tr❡ ❜r♦t❡s ❞❡
s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ 100/

√
N ✱ s✐❡♥❞♦ N ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝✐✉❞❛❞❡s ❞❡ ■♥✲



✶✹ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❋✐❣✉r❛ ✶✳✺✿ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝✐✉❞❛❞❡s r❡❧❡✈❛❞❛s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✻✿ ❚✐❡♠♣♦ ♠❡❞✐♦ ❡♥tr❡ ❜r♦t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ N−1/2

❬❇❛rt❧❡tt ✶✾✺✼❪ ♣❛r❛ ❧❛s ❝✐✉❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❛ ✶✳✺✳

❣❧❛t❡rr❛ ② ●❛❧❡s ✐♥❞✐❝❛❞❛s ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✺ ❬❇❛rt❧❡tt ✶✾✺✼❪✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱
❞✐r❡♠♦s q✉❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ❡s ♣❡rs✐st❡♥t❡ ❝✉❛♥❞♦ s✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡①t✐♥❝✐ó♥
♣♦r ✉♥ ♣❡rí♦❞♦ ♠❛②♦r ❛ ✸ s❡♠❛♥❛s ❡s ♥✉❧❛✳

❈♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ❡①♣❧✐❝❛r ❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ❞❡s✈❛♥❡❝✐♠✐❡♥t♦ ♦ ❢❛❞❡✲♦✉t✱ ❇❛rt❧❡tt
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛ NC ✱ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❝✉❛❧ ❡❧ s❛✲
r❛♠♣✐ó♥ s❡ t♦r♥❛ ❡♥❞é♠✐❝♦ ♦s❝✐❧❛t♦r✐♦✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞é♠✐❝♦
❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛❧ ❡st♦❝ást✐❝♦ ② ❞✐s❝r❡t♦ ❞❡❧ t✐♣♦ ❙■❘ ✭♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡
❡①♣✉❡st♦✮✱ ❛s✉♠✐❡♥❞♦ q✉❡ ❧♦s ú♥✐❝♦s ❡st❛❞♦s ♣♦s✐❜❧❡s ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦♥ s✉s❝❡♣✲
t✐❜❧❡ ✭❙✮✱ ✐♥❢❡❝t✐✈♦ ✭■✮ ❡ ✐♥♠✉♥❡ ♦ r❡❢r❛❝t❛r✐♦ ✭❘✮ ❬❇❛rt❧❡tt ✶✾✺✼❪✳ ▲❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡
✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❞✐s❝r❡t♦ ♣♦r s♦❜r❡ ✉♥♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛ s❡ ❞❡❜❡ ❛ q✉❡ ❧♦s ♠♦✲
❞❡❧♦s ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛s ❝♦♥t✐♥✉♦s ❛❞♠✐t❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❢r❛❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s
✐♥❢❡❝t❛❞♦s✱ ❡♥ ❛❧❣✉♥❛s ♦❝❛s✐♦♥❡s ❡✈✐t❛♥❞♦ ❧❛ ❡①t✐♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❜r♦t❡✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱



✶✳✸✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✶✺

❋✐❣✉r❛ ✶✳✼✿ ❘❡tí❝✉❧♦ ❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❡ 6× 6 ✉t✐❧✐③❛❞♦ ❡♥ ❧❛s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡st♦❝ást✐❝❛s
❞❡ ❇❛rt❧❡tt ❬❇❛rt❧❡tt ✶✾✺✼❪✳

❧❛s ✢✉❝t✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡♠♦❣rá✜❝❛s ❞❡❧ t✐♣♦
√
N ✱ ♣r♦♣✐❛s ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❡st♦❝ást✐❝♦s✱

❝♦♥st✐t✉②❡♥ ✉♥❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❢✉❡♥t❡ ❞❡ ❡①t✐♥❝✐ó♥ q✉❡ t❛♠♣♦❝♦ s✉r❣❡ ♥❛t✉r❛❧♠❡♥t❡
❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛s✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❇❛rt❧❡tt ❝♦♥s✐❞❡ró ✉♥❛ ❡str✉❝t✉r❛
♠❡t❛♣♦❜❧❛❝✐♦♥❛❧ ❛❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ✉♥ ❣r✐❧❧❛❞♦ ❝✉❛❞r❛❞♦ ❝♦♥ ♠✐❣r❛❝✐♦♥❡s ❞❡ s✉❥❡t♦s
✐♥❢❡❝t✐✈♦s ❡♥tr❡ ❝❡❧❞❛s ❛❞②❛❝❡♥t❡s ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✶✳✼✮✳

❊♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❇❛rt❧❡tt ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❡s ❞✐s❝r❡t♦ ❝♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❞❡
✉♥❛ s❡♠❛♥❛✱ ❛❝♦♠♦❞á♥❞♦s❡ ❛ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ♠✉❡str❡♦ ❞❡ ❧♦s r❡❣✐str♦s ❤✐stór✐✲
❝♦s✳ ❆❞❡♠ás ❞❡ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ✐♥❢❡❝❝✐ó♥ λ✱ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ r❡❝✉♣❡r❛❝✐ó♥ γ ② ❧❛ ❞❡ ♠✐❣r❛❝✐ó♥
❞❡ s✉❥❡t♦s ✐♥❢❡❝t✐✈♦s ❡♥tr❡ ❝❡❧❞❛s ε✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ r❡q✉✐❡r❡ ❧❛ ✐♥❝♦r♣♦r❛❝✐ó♥ ♣❡r♠❛✲
♥❡♥t❡ ❞❡ ♥✉❡✈♦s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❛ tr❛✈és ❞❡ ✉♥❛ t❛s❛ ❞❡♠♦❣rá✜❝❛ ν✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡ ❧❛ ❝✐✉❞❛❞ ❞❡ ▼❛♥❝❤❡st❡r✱ ❯❑✱ ❇❛rt❧❡tt ❡st✐♠❛ ✉♥ t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡
❝♦♠✉♥❛ ❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ✷✺✵✵✵✵ ❤❛❜✐t❛♥t❡s✱ ✈❛❧♦r q✉❡ ❛❥✉st❛ ❛❞❡❝✉❛❞❛♠❡♥t❡
❧♦s r❡❣✐str♦s ❤✐stór✐❝♦s ♣❛r❛ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝✐✉❞❛❞❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛❝✐♦♥❡s ♣♦st❡r✐♦r❡s
❞❡t❡r♠✐♥❛r♦♥ q✉❡ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥tr❡ ✷✺✵✵✵✵✲✺✵✵✵✵✵
❤❛❜✐t❛♥t❡s✳

❈♦♥ ❡❧ tr❛♥s❝✉rr✐r ❞❡❧ t✐❡♠♣♦✱ t❛♥t♦ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛s ❝♦♠♦ ❧♦s ❡s✲
t♦❝ást✐❝♦s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛r♦♥ ❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❞❡t❛❧❧❡ ❡♥ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦✱ ♣♦r
❡❥❡♠♣❧♦✱ ❧❛s ✢✉❝t✉❛❝✐♦♥❡s ❡st❛❝✐♦♥❛❧❡s ❡♥ ❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❞❡❜✐❞❛s ❛❧ ❝✐✲
❝❧♦ ❧❡❝t✐✈♦ ❬▲♦♥❞♦♥ ✶✾✼✸✱ ❇♦❧❦❡r ✶✾✾✸❪✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛ ❙❊■❘ ❢♦r③❛❞♦
♣♦r ❡st❛❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞ ♠ás s❡♥❝✐❧❧♦ q✉❡ ♣❡r♠✐t❡ ♦❜t❡♥❡r r❡❝✉rr❡♥❝✐❛ ♣❡r✐ó❞✐❝❛ ♣✉❡❞❡



✶✻ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

❡s❝r✐❜✐rs❡ ❝♦♠♦✱
ds/dt = µ(1− s)− β(t)si;

de/dt = β(t)si− (µ+ σ)e;

di/dt = σe− (µ+ γ)i;

✭✶✳✸✮

❞♦♥❞❡ β(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦✱ µ ❡s ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ♥❛t❛❧✐❞❛❞✴♠✉❡rt❡
✭❞❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ s❡ r❡❛❧✐♠❡♥t❛ ❝♦♥ ♥✉❡✈♦s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s✮✱ σ ❡s ❧❛ t❛s❛ ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥
❞❡ ❡①♣✉❡st♦ ❛ ✐♥❢❡❝t✐✈♦✱ γ ❧❛ ❞❡ r❡❝✉♣❡r❛❝✐ó♥ ② s + e + i + r = 1 ✭❡①♣r❡s❛❞♦ ❡♥
❞❡♥s✐❞❛❞❡s✮✳ ▲❛ ❡st❛❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝✐❝❧♦ ❧❡❝t✐✈♦ ❛❢❡❝t❛ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦✱ ♣♦r ❧♦
q✉❡ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ β(t) = β0(1 + β1 cos 2πt)✱ ❝♦♥ β0 ② β1 ❝♦♠♦ ♣❛rá♠❡tr♦s ❧✐❜r❡s✳
❊st❡ ♠♦❞❡❧♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❧❛s ♦s❝✐❧❛❝✐♦♥❡s r❡❝✉rr❡♥t❡s ❛♥✉❛❧❡s✱ ❜✐❛♥✉❛❧❡s ② tr✐❛♥✉❛❧❡s
♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❧❛s s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s✱ ♣❡r♦ ❛❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ❡❧ ❢♦r③❛♥t❡ β(t) ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥
❝♦rr✐♠✐❡♥t♦ ❛♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛ ❬❇♦❧❦❡r ✶✾✾✺❪✱ r❡s✉❧t❛♥❞♦
❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ 5 × 106 ❤❛❜✐t❛♥t❡s✳ ▼♦❞❡❧♦s ♣♦st❡r✐♦r❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛♥ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ ❞❡
❝♦❤♦rt❡s ♣♦r ❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✱ ❝♦♥ t❛s❛s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❞❛s βij

❡♥tr❡ ❧❛s ❝♦❤♦rt❡s i ② j ❬❙❝❤❡♥③❧❡ ✶✾✽✹✱ ❇♦❧❦❡r ✶✾✾✸❪✱ q✉❡ t❛♠❜✐é♥ ✐♠♣❛❝t❛ ❡♥ ❡❧
❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛✳

✶✳✸✳✶✳ ❙❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡

t✐❡♠♣♦s

P❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❧❛ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛ ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡✲
❧♦s q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥ ❡st❛❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞ ② ❝♦❤♦rt❡s✱ ❡♥ ❬❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❜✱ ❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✽✱
▲❧♦②❞ ✷✵✵✶❪ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ t✐❡♠♣♦s ✐♥❢❡❝t✐✈♦s ♠ás r❡❛❧✐s✲
t❛s q✉❡ ❧❛s ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧❡s✱ ❛s♦❝✐❛❞❛s ❝♦♥ ❧❛s t❛s❛s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s
♠♦❞❡❧♦s tr❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s✳ ❊❧ ✉s♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧
♦❜❡❞❡❝❡ ❛ ✉♥❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛❝✐ó♥ ♠❛t❡♠át✐❝❛ ♠ás q✉❡ ❛ ✉♥❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛
r❡❛❧✐❞❛❞✳ ❯♥❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❧♦❣r❛r ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ♠❡♥♦s ❞✐s♣❡rs❛s ❡s r❡❡♠♣❧❛③❛♥❞♦
❧❛s ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧❡s ♣♦r ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ♠ás ❣❡♥❡r❛❧❡s ❞❡❧ t✐♣♦ ●❛♠♠❛✿

P (t) =
1

Γ(k)θk
tk−1e−

t
θ , ✭✶✳✹✮

s✐❡♥❞♦ k ❡❧ ❢❛❝t♦r ❞❡ ❢♦r♠❛ ② θ ❡❧ ❞❡ ❡s❝❛❧❛✳ ❯♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ●❛♠✲
♠❛ ♣✉❡❞❡ ♦❜t❡♥❡rs❡ ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ q✉❡ ❧❛ s✉♠❛ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉❝✐ó♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ✭Γ(k = 1, θ)✮ ❞❛ ♣♦r r❡s✉❧t❛❞♦ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥ ❞✐str✐✲
❜✉❝✐ó♥ Gamma(k = n, θ) ❬❇❛✐❧❡② ✶✾✼✺❪✳ ❊❧ ♠ét♦❞♦ tr❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ♣❛r❛ ❛❧❝❛♥③❛r
✉♥❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ●❛♠♠❛ ♣❛r❛ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ✐♥❢❡❝t✐✈♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❞❡t❡r♠✐♥✐st❛ ❙❊■❘✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐❞✐r ❡❧ ❡st❛❞♦ ✐♥❢❡❝t✐✈♦ ❡♥ n s✉❜❡st❛❞♦s



✶✳✸✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✶✼

❬❇❛✐❧❡② ✶✾✻✹✱ ❇❛✐❧❡② ✶✾✼✺❪✿

di1/dt = σe− (µ+ nγ)i1;

di2/dt = nγi1 − (µ+ nγ)i2;

.

.

.

din/dt = nγin−1 − (µ+ nγ)in.

✭✶✳✺✮

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ s❡♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❡♥ ❝♦❤♦rt❡s ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❧❛ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ t✐❡♠♣♦ ✐♥❢❡❝t✐✈♦ ♠ás r❡❛❧✐st❛s ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥ ♠❡✲
❥♦r ❛❥✉st❡ ❞❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❬❇♦❧❦❡r ✶✾✾✺✱ ❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❜✱
❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✽❪✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡♥ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ♠♦❞❡❧♦✱ ❧❛s t❛s❛s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦ βij ❡♥tr❡
❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦❤♦rt❡s ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♠❡③❝❧❛ ② s♦♥
♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❛❥✉st❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ▲♦s ♣r♦♣✐♦s ❛✉t♦r❡s ❞❡❝❧❛r❛♥ ❡♥ ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛✲
❝✐ó♥ s✉♣❧❡♠❡♥t❛r✐❛ ❞❡ ✉♥ tr❛❜❛❥♦ ♣♦st❡r✐♦r ❬❈♦♥❧❛♥ ✷✵✵✾❪✿ ✏❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ ❛♥ ❛rt r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ s❝✐❡♥❝❡✳✑

✶✳✸✳✷✳ ❊❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥✲

❝✐❛

❚❛❧ ❝♦♠♦ q✉❡❞❛ ❝❧❛r♦ ❞❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✱ ❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧
s❛r❛♠♣✐ó♥ r❡s✉❧t❛ ♠✉② s❡♥s✐❜❧❡ ❛ ❧❛s ❞✐st✐♥t❛s ✈❛r✐❛♥t❡s q✉❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥ ❡❧ ♥✐✈❡❧
❞❡ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❍❡♠♦s ❞❡st❛❝❛❞♦ q✉❡ ❛❧ ❛❜❛♥❞♦♥❛r ♣❛✉❧❛t✐♥❛♠❡♥t❡
❡❧ ♣❛r❛❞✐❣♠❛ ❞❡ ♠❡③❝❧❛ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ ❡♥ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥✱ ❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ❝♦❤♦rt❡s ❝♦♥
t❛s❛s ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❞❛s✱ s❡ ❛❢❡❝t❛ ❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛✳ P♦r ❡❧❧♦✱
❡s r❛③♦♥❛❜❧❡ ❡s♣❡r❛r q✉❡ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛ ❞❡❜❡rí❛ ✈❡rs❡ ❛❢❡❝t❛❞♦
❛❧ s✉st✐t✉✐r ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ❞❡ ♠❡③❝❧❛ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ ♣♦r ✉♥❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝✲
❝✐♦♥❡s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡st❡ ❝❛♠✐♥♦ ♥♦ ❤❛ s✐❞♦ ♠✉② ❡①♣❧♦r❛❞♦✱ ❝♦♥ ❡①❝❡♣❝✐ó♥ ❞❡
❬❱❡r❞❛s❝❛ ✷✵✵✺❪ ❞♦♥❞❡ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡✲
ñ♦ ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❝♦♥ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❞❡
❡♥❧❛❝❡s✳

❊♥ ❡st❛ t❡s✐s ♥♦s ♣r♦♣♦♥❡♠♦s ❡①♣❧♦r❛r ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s
❡♥tr❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❡♥ ❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞
❝♦♠♣❧❡❥❛✳



✶✽ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

✶✳✹✳ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛ t❡s✐s

❊♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷ ❞❛r❡♠♦s ✉♥❛ rá♣✐❞❛ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡✲
❥❛s✱ ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ♣r❡s❡♥t❛r ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✉s✉❛❧❡s q✉❡ ✉t✐❧✐③❛r❡♠♦s
❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳ ❊❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡
♦♣✐♥✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ s✉ ❢♦r♠❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛❞❛ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛✳ ❊♥ ❡❧
❈❛♣ít✉❧♦ ✹ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛r❡♠♦s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥❞♦ ❡♥✲
❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s✱ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ②
❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ❊❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺ ❞❡s❛rr♦❧❧❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❡ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❡st❛ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥✳ ❍❛❝✐❡♥❞♦ ✉s♦
❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦
✻ ❡st✉❞✐❛♠♦s ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛
❞❡❧ s❛r❛♠♣í♦♥✳ P♦r ú❧t✐♠♦✱ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✼ ❝♦♥t✐❡♥❡ ♥✉❡str❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ✜♥❛❧❡s ②
♣❡rs♣❡❝t✐✈❛s ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❢✉t✉r♦✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✷

❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s

❝♦♠♣❧❡❥❛s

❮♥❞✐❝❡
✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❡stát✐❝❛s✿ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✶✳✶✳ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶✳✷✳ ❉✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✶✳✸✳ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✶✳✹✳ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✶✳✺✳ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✷✳ ❈❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷✳✷✳ ❘❡❞❡s ❞❡ ▼✉♥❞♦ P❡q✉❡ñ♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✷✳✸✳ ❘❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

❉❡✜♥✐r❡♠♦s ❛q✉í ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡str✉❝t✉r❛❧❡s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s
❝♦♠♣❧❡❥❛s✳ ❉❛r❡♠♦s ✉♥❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r✐❛ ❞❡ s✉ ❝❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡
❞✐❝❤❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❞❡✜♥✐r❡♠♦s ❛❧❣✉♥❛s ❞❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s
t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❡s❡♥❝✐❛❧❡s q✉❡ s❡rá♥ ✉t✐❧✐③❛❞❛s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ t❡s✐s✳

✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❡stát✐❝❛s✿ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s

❊❧ ❡st✉❞✐♦ r✐❣✉r♦s♦ ❞❡❧ ♣❛r❛❞✐❣♠❛ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❝♦❜ró ✈✐❣♦r ❞❡♥tr♦
❞❡ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛ ❞✉r❛♥t❡ ❧♦s ú❧t✐♠♦s ❛ñ♦s ❞❡❧ s✐❣❧♦ ♣❛s❛❞♦✳ ❊♥ ❛q✉❡✲
❧❧♦s ❛ñ♦s ❧♦s ❡s❢✉❡r③♦s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛r♦♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡
s✉s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❢✉❡r♦♥ ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❝♦♠♦
♦❜❥❡t♦s ❡stát✐❝♦s✳ ▲❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥ ❞❡ ❧❛s r❡❣✉❧❛r❡s ❞❡❜✐❞♦ ❛ s✉



✷✵ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

✭❛✮ ❊st✉❞✐❛♥t❡s ✉♥✐✈❡rs✐t❛r✐♦s ✭❜✮ ■♥t❡r♥❡t

❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✿ ❊❥❡♠♣❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✳ ✭❛✮ ❘❡❞ ❞❡ r❡❧❛❝✐♦♥❡s s❡①✉❛❧❡s ❡♥tr❡ ❡s✲
t✉❞✐❛♥t❡s ❞❡ ✉♥❛ ✉♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ♥♦rt❡❛♠❡r✐❝❛♥❛ ❬❇❡❛r♠❛♥ ✷✵✵✹❪✳ ✭❜✮ ❘❡❞ ❞❡ 100000
r✉t❡❛❞♦r❡s ❞❡ ■♥t❡r♥❡t ② s✉s ❝♦♥❡①✐♦♥❡s ❢ís✐❝❛s ❬❇❛r❛❜ás✐ ✷✵✵✶❪✳

♣❛tró♥ ❞❡ ❝♦♥❡❝t✐✈✐❞❛❞ ❤❡t❡r♦❣é♥❡♦✳ ❈♦♥st✐t✉②❡♥ ❡♥ s✉ ❡s❡♥❝✐❛ ✉♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
❝✐ó♥ ♠❛t❡♠át✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❝♦♠♣❧❡❥♦✱ ♠♦t✐✈♦ ♣♦r ❡❧ ❝✉❛❧ ❤❛♥
❞❡s♣❡rt❛❞♦ ♠✉❝❤♦ ✐♥t❡rés ❡♥ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛✳

❯♥❛ r❡❞ ♦ ❣r❛❢♦ G(N,L) ❡s ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ N ♥♦❞♦s ✉♥✐❞♦s ❛ tr❛✈és ❞❡ L

❡♥❧❛❝❡s ✭❋✐❣✉r❛ ✷✳✶ ✮✳ ▲♦s ♥♦❞♦s ♣✉❡❞❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛r ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✱ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛s ♦
r❡❣✐♦♥❡s ❡s♣❛❝✐❛❧❡s❀ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❛♥✱ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ ✈í♥❝✉❧♦s
♣❡rs♦♥❛❧❡s✱ s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ♦ ❝♦♥❡①✐♦♥❡s ❢ís✐❝❛s ❡♥tr❡ ❧♦s ♥♦❞♦s✳ ❯♥ ❡♥❧❛❝❡ lij ❡♥tr❡ ❧♦s
♥♦❞♦s i ② j ♣✉❡❞❡ s❡r ❞✐r✐❣✐❞♦ ✭r❡❞❡s ❞✐r✐❣✐❞❛s✮ ♦ ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞♦ ✭r❡❞❡s ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛s✮✳
❯♥ ❡♥❧❛❝❡ ❞✐r✐❣✐❞♦ t✐❡♥❡ ✉♥ s❡♥t✐❞♦ ♣r❡✜❥❛❞♦✱ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ li→j ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛
✉♥ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛ ❛❧ ♥♦❞♦ i ❝♦♥ ❡❧ j✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s t❛♠❜✐é♥
♣✉❡❞❡♥ t❡♥❡r ✉♥ ♣❡s♦ ❛s♦❝✐❛❞♦ q✉❡ ❞❛ ❝✉❡♥t❛ ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡♥s✐❞❛❞ ❞❡❧ ✈í♥❝✉❧♦ ♦ ❞❡
s✉ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛✳ ❊♥ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❝❛s♦✱ ❧❛ r❡❞ s❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛ r❡❞ ♣❡s❛❞❛✳ ❊♥ ❡st❛ t❡s✐s
tr❛❜❛❥❛r❡♠♦s ❝♦♥ r❡❞❡s ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛s ② ♥♦✲♣❡s❛❞❛s s❛❧✈♦ ❞♦♥❞❡ s❡ ❞❡❝❧❛r❡
❡①♣❧í❝✐t❛♠❡♥t❡ ❧♦ ❝♦♥tr❛r✐♦✳

✷✳✶✳✶✳ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦

❊❧ ❣r❛❞♦ ki ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ✉♥ ♥♦❞♦ i s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣r✐✲
♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡ i✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s P (k) ❞❛ ❝✉❡♥t❛ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
❞❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ✉♥ ♥♦❞♦ ❞❡ ❣r❛❞♦ k ② ❡s q✉✐③á ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ♠ás
❞✐❢✉♥❞✐❞❛ ❡♥ ❧❛ ❝❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✳ ❙❡❛ Nk ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ t♦t❛❧
❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k ❡♥ G(N,L)✱ ❡♥t♦♥❝❡s P (k) s❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠♦



✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❡stát✐❝❛s✿ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✷✶

❬❆❧❜❡rt ✷✵✵✷✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❞❪✿

P (k) = ĺım
N→∞

Nk

N
. ✭✷✳✶✮

▲❛s r❡❞❡s ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ✭r❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛✲
❧❛✮ P (k) ∼ k−ξ ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ✉♥ s✉❜❣r✉♣♦ ♠✉② ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ s♦♥
✉❜✐❝✉❛s ❡♥ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❬❇❛r❛❜❛s✐ ✶✾✾✾❛✱ ❆❧❜❡rt ✷✵✵✷❪✳ ▲❛ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜
✭❲❲❲✮✱ r❡❞❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s s❡①✉❛❧❡s ② ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❝♦❧❛❜♦r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❝✐❡♥✲
tí✜❝♦s s♦♥ ❛❧❣✉♥♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛✳ ▲❛s r❡❞❡s ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡❧ t✐♣♦ P♦✐ss♦♥ ✭P (k) = µk exp(−µ)/k!✱ s✐❡♥❞♦ µ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥✮ ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ♦tr♦ ❝❛s♦ ♣❛r❛❞✐❣♠át✐❝♦ ❞❛❞♦ q✉❡ s✉r❣❡♥ ♥❛t✉r❛❧✲
♠❡♥t❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❊r❞ös✲❘é♥②✐ ✭❊❘✮ ♣❛r❛ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s
❬❊r❞ös ✶✾✺✾✱ ❊r❞ös ✶✾✻✵✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❞❪✳

✷✳✶✳✷✳ ❉✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s

❙❡ ❞❡✜♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ d(i, j) ❡♥tr❡ ❞♦s ♥♦❞♦s i ② j ❝♦♠♦ ❧❛ ♠í♥✐♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡
❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ r❡❝♦rr❡r ♣❛r❛ ❝♦♠✉♥✐❝❛r❧♦s✳ ▲✉❡❣♦✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠í♥✐♠❛
♠❡❞✐❛ ❡♥tr❡ ❝✉❛❧❡sq✉✐❡r❛ ♣❛r ❞❡ ♥♦❞♦s i, j ∈ G(N,L) ✈✐❡♥❡ ❞❛❞❛ ♣♦r

l̄ =
1

N(N − 1)

∑

i 6=j

d(i, j), ✭✷✳✷✮

❞♦♥❞❡ s❡ ❛s✉♠❡ d(i, i) = 0✳ ❊s s❡♥❝✐❧❧♦ ❞❡❞✉❝✐r q✉❡ ♣❛r❛ ✉♥❛ r❡❞ r❡❣✉❧❛r l̄ ∼
N1/D s✐❡♥❞♦ D ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ✭♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ ♣❛r❛ ✉♥❛ r❡❞ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
l̄ ∼ N1/2✮✳ ▼✉② ♣♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ♣✉❡❞❡ ❞❡♠♦str❛rs❡ q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞
❛❧❡❛t♦r✐❛ ❞❡ ❊r❞ös✲❘é♥②✐ s❡ t✐❡♥❡ ❬❋r♦♥❝③❛❦ ✷✵✵✹❪

l̄ER =
lnN − γ

ln〈k〉 +
1

2
≈ lnN

ln〈k〉 , ✭✷✳✸✮

s✐❡♥❞♦ γ ≃ 0.5772 ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❊✉❧❡r✲▼❛s❝❤❡r♦♥✐ ② 〈k〉 ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛
r❡❞ ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦

〈k〉 =
∑

k

kP (k). ✭✷✳✹✮

▲❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✷✳✸ ♠✉❡str❛ q✉❡ l̄ER ❞✐s♠✐♥✉②❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t❡ ❝♦♥
r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ♦❜t❡♥✐❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ r❡❞❡s r❡❣✉❧❛r❡s✳ ❆❧❣♦ s❡♠❡❥❛♥t❡ ♦❝✉rr❡ ♣❛r❛



✷✷ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ P (k) ∼ k−ξ✱ ♣❛r❛ ❧❛s q✉❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡

l̄ ∼















lnN s✐ ξ > 3

lnN
ln lnN

s✐ ξ = 3

ln lnN s✐ 2 < ξ < 3

✭✷✳✺✮

♣♦r ❧♦ q✉❡ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ l̄ ❡s s❡♠❡❥❛♥t❡ ❛❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s
❛❧❡❛t♦r✐❛s ❊❘ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ξ > 3✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ✉♥❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡s❝❛❧❛
❛tí♣✐❝❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ξ = 3 ❬❈♦❤❡♥ ✷✵✵✸✱ ❋r♦♥❝③❛❦ ✷✵✵✹❪✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❛
❝♦♠♦ ❡❧ ❞♦❜❧❡ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡ N ❝✉❛♥❞♦ 2 < ξ < 3 ❬❈♦❤❡♥ ✷✵✵✸❪✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✿ ▲❡②❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ♣❛r❛ C̄(k) ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❝✉❛tr♦ r❡❞❡s r❡❛❧❡s ❛♥❛❧✐✲
③❛❞❛s ❬❘❛✈❛s③ ✷✵✵✸❪✳ ✭❛✮ ❘❡❞ ❞❡ ❛❝t♦r❡s✿ ❞♦s ❛❝t♦r❡s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❝♦♥❡❝t❛❞♦s
s✐ ❛❝t✉❛r♦♥ ❡♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ ♣❡❧í❝✉❧❛ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ✇✇✇✳■▼❉❇✳❝♦♠✳
✭❜✮ ❘❡❞ s❡♠á♥t✐❝❛✿ ❝♦♥❡❝t❛ ❞♦s ♣❛❧❛❜r❛s ❞❡❧ ✐❞✐♦♠❛ ■♥❣❧és s✐ s♦♥ s✐♥ó♥✐♠♦s ❞❡
❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❞✐❝❝✐♦♥❛r✐♦ ▼❡rr✐❛♥ ❲❡❜st❡r✳ ✭❝✮ ▲❛ ❲❲❲✱ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❧♦s
❞❛t♦s r❡❝♦♣✐❧❛❞♦s ❡♥ ❬❆❧❜❡rt ✶✾✾✾❪✳ ✭❞✮ ▲❛ r❡❞ ❞❡ ■♥t❡r♥❡t ❝♦♠♦ s✐st❡♠❛ ❛✉tó♥♦✲
♠♦✿ ❝❛❞❛ ♥♦❞♦ r❡♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❞♦♠✐♥✐♦✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐♦♥❡s
❢ís✐❝❛s ❡♥tr❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✳ ▲❛s ❧í♥❡❛s ♣✉♥t❡❛❞❛s ❡♥ ❝❛❞❛ ❣rá✜❝♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛
❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✷✳✶✵ ❝♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t❡ −1✳



✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❡stát✐❝❛s✿ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✷✸

✷✳✶✳✸✳ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥

❖tr❛ ♠❡❞✐❞❛ ❢r❡❝✉❡♥t❡♠❡♥t❡ ❡♠♣❧❡❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛❝✐ó♥ t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ❞❡
❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❡s ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ C✳ ❈♦♥st✐t✉②❡ ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛
❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ q✉❡ ❡①✐st❛
✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞♦s ♥♦❞♦s j ② k ❝✉❛♥❞♦ ❛♠❜♦s ♣♦s❡❡♥ ✉♥ ✈❡❝✐♥♦ ❝♦♠ú♥ i✳ ❊♥ ♦tr❛s
♣❛❧❛❜r❛s✱ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ s✉❡❧❡ ❞❡✜♥✐rs❡ ❝♦♥ ✉♥❛ ❢r❛s❡ ❡❧♦❝✉❡♥t❡
❛❧ ✐♥❞✐❝❛r q✉❡ ✐♥❢♦r♠❛ ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛ q✉❡ ✏❧♦s ❛♠✐❣♦s ❞❡ ♠✐s ❛♠✐❣♦s s♦♥

t❛♠❜✐é♥ ♠✐s ❛♠✐❣♦s✑ ❬❇♦❣✉ñá ✷✵✵✹❪✳

P✉❡❞❡ ❞❡✜♥✐rs❡ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛ ✉♥ ♥♦❞♦ i ❝♦♠♦
❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥tr❡ s✉s ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s✱ j ∈ Nnn(i)✱ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧ t♦t❛❧
❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣♦s✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✱ ❡s ❞❡❝✐r✱

Ci =
∑

j,k∈Nnn(i)

ajk
ki(ki − 1)

, ✭✷✳✻✮

❞♦♥❞❡ ki ❡s ❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡❧ ♥♦❞♦ i ② ajk s♦♥ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛ ♠❛tr✐③
❞❡ ❛❞②❛❝❡♥❝✐❛s A ❛s♦❝✐❛❞❛ ❛ ❧❛ r❡❞✱ t❛❧❡s q✉❡ ajk = 1 s✐ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡
❡♥tr❡ ❧♦s ♥♦❞♦s j ② k✱ ♦ ajk = 0 ❡♥ ❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧
❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ t♦❞❛ ❧❛ r❡❞ ♣✉❡❞❡ ❡①♣r❡s❛rs❡ ❝♦♠♦✿

C̄ =
1

N

∑

i∈G

Ci . ✭✷✳✼✮

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ C̄ t♦♠❛ ✈❛❧♦r❡s 0 ≤ C̄ ≤ 1✳ ❊♥ ❣❡✲
♥❡r❛❧✱ 0.1 ≤ C̄ . 1 ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♦r✐❣❡♥ s♦❝✐❛❧✱ ❡♥ ❧❛s q✉❡ s❡ ❤❛ ♦❜s❡r✈❛❞♦
✉♥❛ ❢✉❡rt❡ t❡♥❞❡♥❝✐❛ ❤❛❝✐❛ ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s tr❛♥s✐t✐✈♦s ❬❑♦ss✐♥❡ts ✷✵✵✻✱ ❙③❡❧❧ ✷✵✶✵❛✱
❙③❡❧❧ ✷✵✶✵❜✱ ❑❧✐♠❡❦ ✷✵✶✸❪✳ ❊st❛ ú❧t✐♠❛ ❝✐r❝✉♥st❛♥❝✐❛ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❛ ❞❡ ❞❡✜♥✐r C̄ ❝♦♠♦ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥tr❛r ❡♥❧❛❝❡s ❝í❝❧✐❝♦s ❡♥tr❡
✸ ♥♦❞♦s ✭tr✐á♥❣✉❧♦s✮✳ ❊❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st♦s ❡♥❧❛❝❡s ❝í❝❧✐❝♦s ❞❡ ✸
♥♦❞♦s r❡❝✐❜❡ ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✏♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦✑ ② s❡rá ♦❜❥❡t♦ ❞❡
❡st✉❞✐♦ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳

P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s✱ C̄ t♦♠❛ ✈❛❧♦r❡s ♠✉② ♣❡q✉❡ñ♦s ❞❛❞♦
q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s tr❛♥s✐t✐✈♦s ✐♠♣❧✐❝❛♥ ❧❛ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ✸
♥♦❞♦s✱ q✉❡ s❡ ✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♠❡♥t❡ ❢r✉str❛❞❛s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ♣♦r ❧❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❛❧❡❛✲
t♦r✐❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ✭❛✉♥q✉❡ ❡st❛ ❛✜r♠❛❝✐ó♥ ❡s s♦❧♦ ❝♦♠♣❧❡t❛♠❡♥t❡ ✈á❧✐❞❛ ❝✉❛♥❞♦
s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ ❡♥s❛♠❜❧❡ ❞❡ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s✱ ②❛ q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ♣r❡s❡♥t❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛✲
❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡♥ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❛✐s❧❛❞❛s✱ ✈❡r ❬❈♦❧♦♠❡r✲❞❡ ❙✐♠♦♥ ✷✵✶✷❪✮✳ P✉❡❞❡
❞❡♠♦str❛rs❡ q✉❡ C̄ ♣❛r❛ ✉♥❛ r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ t♦♠❛ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ✈❛❧♦r ❝♦♥st❛♥t❡



✷✹ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❝✱ ❙❡rr❛♥♦ ✷✵✵✺❪✿

C̄ =
〈k(k − 1)〉2

N〈k〉3 ≃ 〈k〉
N

, ✭✷✳✽✮

♣♦r ❧♦ q✉❡ C̄ s❡ ❝♦♠♣♦rt❛ ❡s❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠♦ N−1✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ♣❛r❛ r❡❞❡s
❞✐❧✉✐❞❛s ✭〈k〉 ≪ N✮ ❛❧❝❛♥③❛ ✈❛❧♦r❡s ❡①tr❡♠❛❞❛♠❡♥t❡ ♣❡q✉❡ñ♦s✳

❖tr❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❡st✉❞✐❛r ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✜♥✐r ❡❧
❡s♣❡❝tr♦ ❞❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s
C̄(k)✱

C̄(k) =
1

NP (k)

∑

i∈Deg(k)

Ci , ✭✷✳✾✮

❞♦♥❞❡ Deg(k) r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ s✉❜❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s C̄(k) r❡s✉❧t❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ k ② t♦♠❛ ❡❧
✈❛❧♦r ❞❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❡❝✳ ✷✳✽✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❡♥ ♠✉❝❤❛s r❡❞❡s r❡❛❧❡s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s s❡ ❤❛
♦❜s❡r✈❛❞♦ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ q✉❡ r❡s♣♦♥❞❡ ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❞❡❧ t✐♣♦
❬❱á③q✉❡③ ✷✵✵✷✱ ❘❛✈❛s③ ✷✵✵✸✱ ❑❧✐♠❡❦ ✷✵✶✸❪

C̄(k) ∼ k−β , ✭✷✳✶✵✮

❞♦♥❞❡ ❡❧ ❡①♣♦♥❡♥t❡ t♦♠❛ tí♣✐❝❛♠❡♥t❡ ✈❛❧♦r❡s β . 1 ✭❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✮✳ ❊s ✐♥t❡r❡s❛♥✲
t❡ ♥♦t❛r q✉❡ ❡st❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❝♦♥ k ✐♥❞✐❝❛ ✉♥❛ ♦r❣❛♥✐③❛❝✐ó♥ ❥❡rárq✉✐❝❛ ❡♥ ❧♦s
♥♦❞♦s ❬❘❛✈❛s③ ✷✵✵✸❪✱ q✉❡ ❞❡✈✐❡♥❡ ❡♥ ✉♥❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ♠ó❞✉❧♦s ♦ ❝♦♠✉♥❛s
✐♥t❡r❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✹✱ ▼❡❞✉s ✷✵✵✺❪ ✭✈❡r s✉❜s❡❝❝✐ó♥ ✷✳✶✳✺✮✳

✷✳✶✳✹✳ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s

❊❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ❞❡ ❣r❛❞♦ k✱ k̄nn(k)✱ ❡s ♦tr❛
❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ✉s✉❛❧ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s✳
P♦r ❡❧❧♦✱ ❝♦♥st✐t✉②❡ ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛ ✐♥❞✐r❡❝t❛ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧ P (k′|k)
❞❡ t❡♥❡r ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❤❛❝✐❛ ✉♥ ♥♦❞♦ ❞❡ ❣r❛❞♦ k′ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ♥♦❞♦ ♦r✐❣❡♥ ❡s ❞❡ ❣r❛❞♦
k✳ ▲✉❡❣♦✱ k̄nn(k) s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❬P❛st♦r✲❙❛t♦rr❛s ✷✵✵✶❛❪

k̄nn(k) =
∑

k′

k′P (k′|k). ✭✷✳✶✶✮

P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡ r❡❞❡s s✐♥ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ✭♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ r❡❞❡s ❛❧❡❛✲
t♦r✐❛s ❞❡ ❊❘✮✱ ✉s❛♥❞♦ q✉❡ P (k′|k) = k′P (k′)/〈k〉✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ k̄nn(k) = 〈k2〉/〈k〉✱
r❡s✉❧t❛♥❞♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ k✳ ❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ✉♥❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❞❡ k̄nn(k) ❝♦♥ k



✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❡stát✐❝❛s✿ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✷✺

❡s ✉♥ ✐♥❞✐❝❛❞♦r ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s✳

❊①✐st❡♥ ❞♦s ❝❛s♦s ❜✐❡♥ ❞❡❧✐♠✐t❛❞♦s ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❛❪✿

✭❛✮ k̄nn(k) ❝r❡❝✐❡♥t❡✿ s❡ ❞✐❝❡ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ♣r❡s❡♥t❛ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❡♥ ❣r❛❞♦s ✱ ❡st♦
❡s✱ ❧♦s ♥♦❞♦s t✐❡♥❞❡♥ ❛ ❝♦♥❡❝t❛rs❡ ❝♦♥ ♦tr♦s ❞❡ s✉ ♠✐s♠❛ ❝❧❛s❡ ❡♥ ❝✉❛♥t♦
❛❧ ❣r❛❞♦ s❡ r❡✜❡r❡ ✭❜❛❥♦ ❝♦♥ ❜❛❥♦✱ ❛❧t♦ ❝♦♥ ❛❧t♦✮❀

✭❜✮ k̄nn(k) ❞❡❝r❡❝✐❡♥t❡✿ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❞✐r❡♠♦s q✉❡ ❡①✐st❡ ❞❡s❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❡♥ ❣r❛✲

❞♦s✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❜❛❥♦ ✭❛❧t♦✮ t❡♥❞❡rá♥ ❛ ❡st❛❜❧❡❝❡r ❡♥❧❛❝❡s
❝♦♥ ❧♦s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❛❧t♦ ✭❜❛❥♦✮✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✸✿ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s k̄nn(k) ♣❛r❛ ❞♦s r❡❞❡s r❡❛❧❡s✳ ✭❆✮
❘❡❞ ❞❡ ♣r♦t❡í♥❛s✱ ❝♦♥t❡♠♣❧❛♥❞♦ s♦❧♦ ❧❛s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❢ís✐❝❛s ✭tr✐á♥❣✉❧♦s✮ ♦ ❧❛s
r❡❣✉❧❛t♦r✐❛s ✭❝✉❛❞r❛❞♦s✮ ❬▼❛s❧♦✈ ✷✵✵✷❪✳ ❊♥ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❝❛s♦✱ ❧❛ ❧í♥❡❛ só❧✐❞❛ r❡✲
♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s k̄nn(k) ∼ k−0.6✳ ✭❇✮ ❘❡❞ ❞❡ ❝♦❧❛❜♦r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡
❝✐❡♥tí✜❝♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ❝♦♥❞❡♥s❛❞❛✱ ❞♦♥❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❝♦❧❛❜♦r❛❝✐ó♥
❡♥ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✱ ❡♥ s✉s ✈❡rs✐♦♥❡s ♣❡s❛❞❛ ✭❝✉❛❞r❛❞♦s✮ ② ♥♦ ♣❡s❛❞❛ ✭❝ír❝✉❧♦s✮
❬❇❛rr❛t ✷✵✵✹❪✳

❯♥ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❝✉❛♥t✐✜❝❛r ❧❛ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ❡s ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❛s♦r✲

t❛t✐✈✐❞❛❞ r✱ ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥ ❞❡ ❧♦s ❣r❛✲
❞♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧♦s ♥♦❞♦s ❡♥ ❧♦s ❡①tr❡♠♦s ❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❛✱
◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❛❪

r =
L−1

∑

i jiki −
[

L−1
∑

i
1
2
(ji + ki)

]2

L−1
∑

i
1
2
(j2i + k2

i )−
[

L−1
∑

i
1
2
(ji + ki)

]2 , ✭✷✳✶✷✮



✷✻ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

❈✉❛❞r♦ ✷✳✶✿ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈❛❞❡s ♣❛r❛ ❛❧❣✉♥❛s r❡❞❡s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛
❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❛✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❛❪✳

❘❡❞ ❚✐♣♦ N r σr

❈♦❛✉t♦r❡s ❞❡ ❋ís✐❝❛ ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 52909 0.363 0.002
❈♦❛✉t♦r❡s ❞❡ ❇✐♦❧♦❣í❛ ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 1520251 0.127 0.0004

❙♦❝✐❛❧❡s ❈♦❛✉t♦r❡s ❞❡ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 253339 0.120 0.002
❆❝t♦r❡s ❞❡ ♣❡❧í❝✉❧❛s ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 449913 0.208 0.0002
❘❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡st✉❞✐❛♥t❡s ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 573 −0.029 0.037
❘❡❞ ❡❧é❝tr✐❝❛ ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 4941 0.003 0.013

❚❡❝♥♦❧ó❣✐❝❛s ■♥t❡r♥❡t ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 10696 −0.189 0.002
❲❲❲ ❞✐r✐❣✐❞❛ 269504 −0.067 0.0002
■♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ♣r♦t❡í♥❛s ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 2115 −0.156 0.010

❇✐♦❧ó❣✐❝❛s ❘❡❞ ♠❡t❛❜♦❧✐❝❛ ♥♦✲❞✐r✐❣✐❞❛ 765 −0.240 0.007
❘❡❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❞✐r✐❣✐❞❛ 307 −0.226 0.016

s✐❡♥❞♦ ji ② ki ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ✉❜✐❝❛❞♦s ❡♥ ❧♦s ❡①tr❡♠♦s ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ i✱
❞♦♥❞❡ i = 1, ..., L✳ ◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡✱ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s q✉❡ ♣✉❡❞❡ t♦♠❛r ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡
❞❡ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ s♦♥ −1 ≤ r ≤ 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣❛r❛ ✉♥❛ r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ✭s✐♥
❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦✮ ❡s s❡♥❝✐❧❧♦ ✐♥❢❡r✐r q✉❡ r = 0✳ ▼✐❡♥tr❛s✱ r > 0 ✐♥❞✐❝❛
❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ♣♦s✐t✐✈❛ ② ♣♦r ❡❧❧♦ ❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞✳ ❊♥ ❝❛♠❜✐♦✱ r < 0 ❡stá
❛s♦❝✐❛❞♦ ❛❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❛s♦rt❛t✐✈♦ ❡♥ ❣r❛❞♦s✳

▲❛s r❡❞❡s ❞❡ ♦r✐❣❡♥ s♦❝✐❛❧ s✉❡❧❡♥ ♣r❡s❡♥t❛r ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ♣♦s✐t✐✈❛ ❞❡ ❣r❛❞♦s ②
♣♦r ❡❧❧♦ s♦♥ ❛s♦rt❛t✐✈❛s ✭r > 0✮✳ P♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ♠✉❝❤❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s t❡❝♥♦❧ó✲
❣✐❝❛s ② ❜✐♦❧ó❣✐❝❛s✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦ ■♥t❡r♥❡t✱ ❧❛ ❲❲❲✱ ❧❛ r❡❞ ❡❧é❝tr✐❝❛✱ ❛❧❣✉♥❛s r❡❞❡s
♠❡t❛❜ó❧✐❝❛s ② ❞❡ ♥❡✉r♦♥❛s✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ♥❡❣❛t✐✈❛ ❞❡ ❣r❛❞♦s ✭r < 0✮ ✭✈❡r
❈✉❛❞r♦ ✷✳✶✮✳

❆❧ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ♦❝✉rr❡ ❝♦♥ C̄(k)✱ ❡♥ ♠✉❝❤♦s ❝❛s♦s ♦❜s❡r✈❛❞♦s k̄nn(k) t❛♠❜✐é♥
r❡s♣♦♥❞❡ ❛ ✉♥❛ ❧❡② ❞❡ ❡s❝❛❧❛s ❞❡❧ t✐♣♦ k̄nn(k) ∼ k−α ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✷✳✸✮✳

✷✳✶✳✺✳ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛s

❊❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ q✉❡ ♠✉❝❤❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ♣rá❝t✐❝❛ ♣r❡s❡♥✲
t❡♥ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ✐♥t❡♥s❛s✱ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ❧❛ ✐❞❡❛ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦❞♦s ♠ás
❞❡♥s❛♠❡♥t❡ ❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❡♥tr❡ sí q✉❡ ❤❛❝✐❛ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ ❊st❛
ú❧t✐♠❛ ❡s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✹✱ ❘❛❞✐❝❝❤✐ ✷✵✵✹❪✳
❊❧ ♣❛rt✐❝✐♦♥❛❞♦ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❡♥ ❝♦♠✉♥❛s ❤❛ r❡❝✐❜✐❞♦ ♠✉❝❤❛ ❛t❡♥❝✐ó♥ r❡✲
❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❝♦♥st✐t✉②❡ ✉♥ ♠♦❞♦ ❞❡ ❛❜♦r❞❛r ✉♥❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡
✏❣r❛♥♦ ❣r✉❡s♦✑ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❊st❛ té❝♥✐❝❛ ♣❡r♠✐t❡ ❧✐❞✐❛r ❝♦♥ ❧❛s ❡♥♦r♠❡s



✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❡stát✐❝❛s✿ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✷✼

r❡❞❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐❞❛❞✱ ❛❧ ❛♣♦rt❛r ✉♥ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ q✉❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❈ó♠♦ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧❛ ♠❡❥♦r ♣❛rt✐❝✐ó♥ ❡♥ ❝♦♠✉♥❛s ♣❛r❛
✉♥❛ r❡❞ ❞❛❞❛❄ ❊st❛ ❡s ❧❛ ♣r❡❣✉♥t❛ q✉❡ ❤❛ ♠♦t✐✈❛❞♦ ✉♥❛ ♣❛rt❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ár❡❛ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❡♥ ❧♦s ú❧t✐♠♦s 10 ❛ñ♦s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❛ ✷✳✹✿ P❛rt✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ ♣❛r❛ ❞♦s r❡❞❡s tí♣✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳ ✭❛✮ ❘❡❞ ❞❡❧
❝❧✉❜ ❞❡ ❦❛r❛t❡ ❞❡ ❩❛❝❤❛r② ❬❩❛❝❤❛r② ✶✾✼✼❪✿ ♣❛rt✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛
QN = 0.4197 ❬▼❡❞✉s ✷✵✵✺❪✳ ✭❜✮ P❛rt✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ ✭QN = 0.546 ❬▼❡❞✉s ✷✵✵✺❪✮
♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ ❞❡ ❝♦❛♣❛r✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❡rs♦♥❛❥❡s ❞❡ ❧❛ ♦❜r❛ ▲♦s ▼✐s❡r❛❜❧❡s ❞❡ ❱✐❝t♦r
❍✉❣♦✱ s❡❣ú♥ r❡❝♦♣✐❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❉♦♥❛❧❞ ❑♥✉t❤ ✭❬❑♥✉t❤ ✶✾✾✸❪✮✳

❊❧ ❢❛❝t♦r ❞❡ ♠ér✐t♦ q✉❡ ❞❡✜♥❡ ❧❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ♣❛rt✐❝✐♦♥❛❞♦ ❡♥ ❝♦♠✉♥❛s ❞❡
✉♥❛ r❡❞ s❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ QN ✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ QN ♠✐❞❡
❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥tr❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ✉♥ ❝❧✉st❡r ♦ ❝♦♠✉♥❛✱
r❡❧❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ q✉❡ s❡ ♦❜t❡♥❞rí❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❢✉❡r❛♥ ❝♦♥❡❝t❛❞♦s
✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r✳ ❈♦♥s✐❞❡r❡♠♦s ✉♥❛ r❡❞ G(N,L) ♣❛r❛ ❧❛ q✉❡ s❡ ♣r♦♣♦♥❡
✉♥❛ ❞✐✈✐s✐ó♥ ❡♥ K ❝♦♠✉♥❛s✳ ❙✐ ❞❡✜♥✐♠♦s eij ❝♦♠♦ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ✉♥❡♥
❧❛s ❝♦♠✉♥❛s i ② j✱ ❡♥t♦♥❝❡s QN r❡s✉❧t❛✿

QN =
K
∑

i=1

(

eii − a
2
i

)

✭✷✳✶✸✮

s✐❡♥❞♦ ai =
∑

j eij✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ eii r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣r❡s❡♥t❡s
❡♥ ❧❛ ❝♦♠✉♥❛ i✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ a

2
i ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ q✉❡ ❡✈❡♥t✉❛❧♠❡♥t❡ s❡

t❡♥❞rí❛ ♣❛r❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝♦♠✉♥❛ s✐ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❢✉❡r❛♥ ❞✐s♣✉❡st♦s ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡
❛❧ ❛③❛r✳ ❊s s❡♥❝✐❧❧♦ ♥♦t❛r q✉❡ QN ≃ 0 ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡



✷✽ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

QN = 1 ❡s ❡❧ ♠á①✐♠♦ ✈❛❧♦r ♣♦s✐❜❧❡ ♣❛r❛ QN ✱ s✐❡♥❞♦ 0.3 < QN < 0.7 ❧♦s ✈❛❧♦r❡s
tí♣✐❝♦s ♣❛r❛ ♠✉❝❤❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s r❡❛❧❡s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✹❪✳
❈❧❛r❛♠❡♥t❡✱ ♠✐❡♥tr❛s ♠❛②♦r s❡❛ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ QN ✱ ♠❡❥♦r s❡rá ❧❛ ♣❛rt✐❝✐ó♥ ❡♥ ❝♦✲
♠✉♥❛s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✷✳✹ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❛❧❣✉♥♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❝♦♥❝r❡t♦s ❞❡
♣❛rt✐❝✐♦♥❡s ó♣t✐♠❛s ♣❛r❛ r❡❞❡s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳

❉✐✈❡rs♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❤❛♥ s✐❞♦ s✉❣❡r✐❞♦s ♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❡❧ ♣❛rt✐❝✐♦♥❛❞♦ ó♣t✐✲
♠♦✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ●✐r✈❛♥✲◆❡✇♠❛♥ ♦ ❞❡ ✏r❡♠♦❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✑ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✹❪
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉❜✐❝❛r ② ❡❧✐♠✐♥❛r ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ♠❛②♦r ✏trá♥s✐t♦✑ ♦ ✏❜❡t✇❡❡♥♥❡ss✑✱
❡♥t❡♥❞✐❡♥❞♦ q✉❡ s❡rá♥ ❡st♦s ❧♦s q✉❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛♥ ❛ ❧❛s ❡✈❡♥t✉❛❧❡s ❝♦♠✉♥❛s✳ ❉❡ ❡s✲
t❡ ♠♦❞♦ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ✉♥ s✉❜❝♦♥❥✉♥t♦ {P1, P2, ..., PN} ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♦♥❡s ❛❝❝❡s✐❜❧❡s✱ ❞❡
❡♥tr❡ t♦❞❛s ❧❛s ♣♦s✐❜❧❡s ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ G(N,L)✱ ❞❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ❡s❝♦❣❡ ❛q✉❡❧❧❛ q✉❡ ❛rr♦❥❛
♠❛②♦r ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ QN ❝♦♠♦ ❧❛ ♣❛rt✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛✳ ❊st❛ ❝❧❛s❡ ❞❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦s s♦❧♦
s✐r✈❡♥ ♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧❛ ♣❛rt✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ ❞❡ ❡♥tr❡ ❧❛s q✉❡ ❧❡ s♦♥ ❛❝❝❡s✐❜❧❡s ② ♥♦
♥❡❝❡s❛r✐❛♠❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ ❣❧♦❜❛❧✱ t❛❧ ❝♦♠♦ ❤❡♠♦s ❞❡♠♦str❛❞♦ ❡♥ ✉♥
tr❛❜❛❥♦ ♣r❡✈✐♦ ❛ ❡st❛ t❡s✐s ❬▼❡❞✉s ✷✵✵✺❪✳ ❊♥ ❞✐❝❤♦ tr❛❜❛❥♦✱ ❤❡♠♦s ♣r♦♣✉❡st♦ ✉♥
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛
✏r❡❝♦❝✐❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦✑✱ ❛♣❧✐❝❛❞❛ s♦❜r❡ ❡❧ ❢❛❝t♦r ❞❡ ♠ér✐t♦ QN ❛ ✜♥ ❞❡ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧❛
♣❛rt✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ ❡♥ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ♣❛rt✐❝✐♦♥❡s ♣♦s✐❜❧❡s ❞❡ G(N,L)✳ ▼ás
❛ú♥✱ ❡♥ tr❛❜❛❥♦s r❡❝✐❡♥t❡s ❤❡♠♦s ♣r♦♣✉❡st♦ ✉♥❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛❧ ❢❛❝t♦r
❞❡ ♠ér✐t♦ QN ♠ás ♣ró①✐♠❛ ❛ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ✐♥t✉✐t✐✈❛ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛ ❞❛❞❛ ❛❧ ❝♦♠✐❡♥③♦
❞❡ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ ❬▼❡❞✉s ✷✵✵✾✱ ❉♦rs♦ ✷✵✶✵❪✳

✷✳✷✳ ❈❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛s ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡s ♣r❡✈✐❛s ❡s ♣♦s✐❜❧❡ r❡❛❧✐③❛r ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛❝✐ó♥
t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✳ ❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ ❞❡✜♥✐r❡♠♦s ❛❧❣✉♥❛s ❞❡ ❧❛s
❢❛♠✐❧✐❛s ❞❡ r❡❞❡s ♠ás r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❛s ❥✉♥t♦ ❝♦♥ s✉s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞✐st✐♥t✐✈❛s✳

✷✳✷✳✶✳ ❘❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s

❉❡♥tr♦ ❞❡ ❡st❛s s❡ ❞❡st❛❝❛♥ ❧❛s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣♦r
❊r❞ös ② ❘é♥②✐ ❬❊r❞ös ✶✾✺✾❪✳ ❊♥ ❡s❡♥❝✐❛✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞✐s♣♦♥❡r ❡♥❧❛❝❡s ❛❧ ❛③❛r ❝♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦❝✉♣❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ p✱ s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣✉❡st❛ ♣♦r N ♥♦❞♦s
✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛✐s❧❛❞♦s ✭✈❡r ❡❥❡♠♣❧♦ ❡♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✮✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❡♥ ❡❧ ❧í♠✐t❡ ❞❡
N → ∞ ♠❛♥t❡♥✐❡♥❞♦ pN = ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s r❡s♣♦♥❞❡ ❛ ✉♥❛
P♦✐ss♦♥✿

P (k) =
(pN)k

k!
exp (−pN), ✭✷✳✶✹✮



✷✳✷✳ ❈❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ✷✾

❝♦♥ ♠❡❞✐❛ 〈k〉 = pN ✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✺✿ ❘❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❞❡ ❊r❞ös✲❘é♥②✐ ❝♦♥ N = 16 ② p = 1/7 ✭❡①tr❛í❞♦ ❞❡
❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❜❪✮✳

❊①✐st❡♥ ♦tr❛s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❛r❜✐tr❛✲
r✐❛ P (k)✳ ❊st❛s s♦♥ ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❛❧

❬▼♦❧❧♦② ✶✾✾✺✱ ▼♦❧❧♦② ✶✾✾✽✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✶❜❪✱ q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❛s✐❣♥❛r ❣r❛❞♦s ❛ ❧♦s
♥♦❞♦s ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❛❞❛ ♣♦r P (k)✱ ♣❛r❛ ❧✉❡❣♦ ❡st❛❜❧❡❝❡r ❝♦♥t❛❝t♦s ❛❧ ❛③❛r
❡♥tr❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❝♦♠ú♥ ❛ t♦❞❛s ❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛✲
t♦r✐❛s ❡s s✉ ❜❛❥❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s✱ q✉❡ ❛ s✉ ✈❡③ s❡ tr❛❞✉❝❡ ❡♥ ✉♥ C̄ t❛♠❜✐é♥
♣❡q✉❡ñ♦✱ t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ❤❛ ♠♦str❛❞♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✷✳✽ ✭C̄ ∝ N−1✮✳
❖tr❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❝♦♠ú♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ❡s s✉ ❜❛❥❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ ❡♥tr❡
♥♦❞♦s l̄ ∝ lnN ✳

❙✐ ❜✐❡♥ ❡s ❝✐❡rt♦ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ♥♦ ❝♦♥st✐t✉②❡♥✱ ❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡✱ ✉♥ ❜✉❡♥
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ♦ t❡❝♥♦❧ó❣✐❝❛s✱ s♦♥ ❤❛❜✐t✉❛❧♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐③❛❞❛s ❝♦♠♦ ✉♥❛
♣r✐♠❡r❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❜r✐♥❞❛♥ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ tr❛t❛♠✐❡♥t♦ ❛♥❛❧ít✐✲
❝♦✱ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐ó♥ ❣❡♥❡r❛tr✐③ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✶❜❪✳

❊❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦ s❡♠✐♥❛❧ ❞❡❧ ♣s✐❝ó❧♦❣♦ s♦❝✐❛❧ ❙t❛♥❧❡② ▼✐❧❣r❛♠ ♣✉❜❧✐❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧
❛ñ♦ ✶✾✻✼ ❬▼✐❧❣r❛♠ ✶✾✻✼❪ ♠♦stró q✉❡✱ ❡♥ ♣r♦♠❡❞✐♦✱ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛tr❛✈❡s❛r t❛♥
s♦❧♦ 6 ❡♥❧❛❝❡s ♣❛r❛ ❝♦♠✉♥✐❝❛r ❛ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ ❝♦♥ ♦tr♦ q✉❡ ♦✜❝✐❛ ❞❡
♦❜❥❡t✐✈♦✳ ❊st❡ ❢❡♥ó♠❡♥♦ r❡❝✐❜✐ó ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✏s❡✐s ❣r❛❞♦s ❞❡ s❡♣❛r❛❝✐ó♥✑✱ ❤❛❝✐❡♥❞♦
♠❡♥❝✐ó♥ ❛❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ♣♦r ❡❧ ❛✉t♦r ❤ú♥❣❛r♦ ❋r✐❣②❡s ❑❛r✐♥t❤② ❡♥ s✉
❝✉❡♥t♦ ✏❈❤❛✐♥✲▲✐♥❦s✑ ❞❡❧ ❛ñ♦ ✶✾✷✾ ❬❑❛r✐♥t❤② ✶✾✷✾❪✳ ❊st❛ ✏❝❡r❝❛♥í❛✑ ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s



✸✵ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❡s ❝❛♣t✉r❛❞❛ ♣♦r ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ♠✉❝❤❛s
❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ② t❡❝♥♦❧ó❣✐❝❛s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ♣rá❝t✐❝❛ t❛♠❜✐é♥ ♣r❡s❡♥t❛♥
❛❧t♦ C̄ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✶❛✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❞❪✳

✷✳✷✳✷✳ ❘❡❞❡s ❞❡ ▼✉♥❞♦ P❡q✉❡ñ♦

❉❛❞♦ q✉❡ ♠✉❝❤❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛s
r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❝♦♠♦ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞✐st✐♥t✐✈❛s ❞✐st❛♥❝✐❛ ♣❡q✉❡ñ❛ ✭∼
lnN✮ ② ❛❧t♦ C̄ ✭≫ 1/N✮ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ♣r♦♣♦♥❡r ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s
❝♦♠♣❧❡❥❛s q✉❡ ✐♥tr♦❞✉③❝❛♥ ❡st❛s ❞♦s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s✳ ❉✐❝❤♦ ♠♦❞❡❧♦ ❢✉❡ ♣r♦♣✉❡st♦
♣♦r ❉✉♥❝❛♥ ❲❛tts ② ❙t❡✈❡ ❙tr♦❣❛t③ ❡♥ ✶✾✾✽ ❬❲❛tts ✶✾✾✽❪✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❛ ✷✳✻✿ ✭❛✮ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ p s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞
❞❡❧ t✐♣♦ ❛♥✐❧❧♦ r❡❣✉❧❛r ❬❲❛tts ✶✾✾✽❪✳ ❆❧ ❛✉♠❡♥t❛r p✱ s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞
❞❡ ❛t❛❥♦s✱ ❞✐s♠✐♥✉②❡♥❞♦ l̄ ♣❡r♦ ❝♦♥s❡r✈❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❛❧t♦ ❞❡ C̄✳ ✭❜✮ ❊❢❡❝t♦ ❞❡❧
✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡ p s♦❜r❡ ❡❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ C̄ ② s♦❜r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ L̄ t❛♠❜✐é♥✱
❛♠❜♦s ♥♦r♠❛❧✐③❛❞♦s r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ s✉s ✈❛❧♦r❡s ❛ p = 0✳

▲❛ ✐❞❡❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ r❡s✐❞❡ ❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ ♣❡q✉❡ñ❛ ❡s ✉♥❛ ❝❛r❛❝✲
t❡ríst✐❝❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧❛ ❛❧t❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❡s
♣r♦♣✐❛ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s r❡❣✉❧❛r❡s✳ ❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s q✉❡ ❝♦♥❥✉❣❛♥ ❛♠❜❛s ❝❛r❛❝✲
t❡ríst✐❝❛s✱ ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛s r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦✱ ❞❡❜❡♥ ❡st❛r ❛ ♠✐t❛❞ ❞❡ ❝❛♠✐♥♦
❡♥tr❡ ❧❛s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ② ❧❛s r❡❣✉❧❛r❡s✳ ❊s ❛sí ❝♦♠♦ ❲❛tts ② ❙tr♦❣❛t③ ♣r♦♣✉s✐❡r♦♥ ✉♥
♠♦❞❡❧♦ q✉❡ ♣❛rt❡ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❞❡❧ t✐♣♦ ❛♥✐❧❧♦ r❡❣✉❧❛r ✭❝♦♥ ❛❧t♦ C̄ ♣❡r♦ t❛♠❜✐é♥
❛❧t♦ l̄✮ s♦❜r❡ ❧❛ q✉❡ s❡ r❡❛❧✐③❛♥ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❡s ❛❧ ❛③❛r ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ p✳
❉✐❝❤❛s r❡❝♦♥❡①✐♦♥❡s s♦♥ ❧❛s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ❛❧❡❛t♦r✐❡❞❛❞ ❛ ❧❛ r❡❞✱ ❞✐s✲
♠✐♥✉②❡♥❞♦ ❡❧ l̄ ❛❧ ❝♦♥st✐t✉✐rs❡ ❡♥ ✏❛t❛❥♦s✑ ✭s❤♦rt❝✉ts✮✳ ▲❛ s❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛
✷✳✻✲✭❛✮ ❡❥❡♠♣❧✐✜❝❛ ❡❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳



✷✳✷✳ ❈❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ t♦♣♦❧ó❣✐❝❛ ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ✸✶

▲❛s r❡❞❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❲❛tts✲❙tr♦❣❛t③ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❜❛❥♦ l̄✱
❛✉♥q✉❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥❞♦ ❛❧t❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ♣❡q✉❡ñ♦s ❞❡ p✳ ❊♥ ❡❧ ❣rá✜❝♦
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✷✳✻✲✭❜✮ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ s✐♠✉❧tá♥❡❛ ❞❡ C̄ ② l̄ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ p
♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❲❛tts✲❙tr♦❣❛t③✳ P✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛rs❡ q✉❡ ♣❛r❛ ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
❞❡ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ p = 0.01 ❧❛ r❡❞ r❡s✉❧t❛♥❞♦ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ♠✉♥❞♦
♣❡q✉❡ñ♦✳ ▲❛s r❡❞❡s ❞❡ ❝♦❧❛❜♦r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❝✐❡♥tí✜❝♦s✱ ❞❡ ❝♦❛❝t♦r❡s ② ❞❡ ❛♠✐st❛❞✱
❡♥tr❡ ♠✉❝❤❛s ♦tr❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ ♣✉❡❞❡♥ ❝❛t❛❧♦❣❛rs❡ ❝♦♠♦ r❡❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡✲
q✉❡ñ♦✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ♠✉❝❤❛s ❞❡ ❡❧❧❛s ♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ s✉ ✈❡③ ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦
P (k) ❞❡ ❝♦❧❛ ♣❡s❛❞❛ q✉❡✱ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣✐♦✱ ♥♦ s♦♥ r❡♣r♦❞✉❝✐❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❞❡ ❲❛tts✲❙tr♦❣❛t③✳

✷✳✷✳✸✳ ❘❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛

▼✉❝❤❛s r❡❞❡s ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ♣rá❝t✐❝❛ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❝♦♥
❝♦❧❛ ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s P (k) ∼ k−γ✱ ❢r❡❝✉❡♥t❡♠❡♥t❡ ❝♦♥ 2 ≤ γ ≤ 3✱ ♣♦r ❧♦
q✉❡ r❡❝✐❜❡♥ ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛✳ ▲❛ r❡❞ ❞❡ s❡r✈✐❞♦r❡s ❞❡ ■♥t❡r♥❡t✱
❧❛ ❲❲❲✱ ❧❛ r❡❞ ❞❡ ❛❝t♦r❡s ❞❡ ♣❡❧í❝✉❧❛s ❞❡ ■▼❉❇✱ ❝✐❡rt❛s r❡❞❡s ♠❡t❛❜ó❧✐❝❛s ②
❞✐❢❡r❡♥t❡s r❡❞❡s ❞❡ ❝♦❧❛❜♦r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❝✐❡♥tí✜❝♦s ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ❛❧❣✉♥♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ♣❛✲
r❛❞✐❣♠át✐❝♦s ❞❡ ❡st❡ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✳ ❊s ❡s♣❡r❛❜❧❡ q✉❡ ❡st❡ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❡♠❡r❣❡♥t❡
s❡❛ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠❡❝❛♥✐s♠♦s ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝♦s ❧♦ s✉✜❝✐❡♥t❡✲
♠❡♥t❡ s❡♥❝✐❧❧♦s ② ❣❡♥❡r❛❧❡s✳ ❊❧ ♣r✐♠❡r ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡
❡s❝❛❧❛✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ♣♦r ❇❛r❛❜❛s✐ ② ❆❧❜❡rt ❡♥ ✶✾✾✾ ❬❇❛r❛❜❛s✐ ✶✾✾✾❜❪✱ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥❛
t❛s❛ ❞❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛❧ ❣r❛❞♦ ❛❝t✉❛❧ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s✳ ❊♥ ♦tr❛s
♣❛❧❛❜r❛s✱ ❛q✉❡❧❧♦s ♥♦❞♦s ❝♦♥ ♠❛②♦r ❣r❛❞♦ k t❡♥❞rá♥ ♠❛②♦r❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛r ♥✉❡✈♦s ✈❡❝✐♥♦s✳ ❊st❡ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ s❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ② ❤❛ s✐❞♦
♣r♦♣✉❡st♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❡♥ ♦tr♦s ❝♦♥t❡①t♦s ♣❛r❛ ❥✉st✐✜❝❛r ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡❧ t✐♣♦
❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❬❨✉❧❡ ✶✾✷✺✱ ❙✐♠♦♥ ✶✾✺✺❪✳ P✉❡❞❡ ❞❡♠♦str❛rs❡ q✉❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥❛
t❛s❛ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡❧ t✐♣♦ k/2L✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡

P (k) ∼ k−3. ✭✷✳✶✺✮

❊❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉②❡ ❡❧ ♣❛r❛❞✐❣♠❛ ❛❝❡♣t❛❞♦ ♣♦r
❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❛ú♥ s❡
❞✐s❝✉t❡ ❡❧ ♦r✐❣❡♥ ❞❡ t❛❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦✳ ❯♥❛ ❞❡ ❧❛s ❤✐♣ót❡s✐s ♣r♦♣✉❡st❛s s♦st✐❡♥❡ q✉❡ ❡❧
♦r✐❣❡♥ ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❡♥ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s s❡ ❞❡❜❡ ❛ ❧❛ t❡♥❞❡♥❝✐❛ ❤❛❝✐❛ ❧❛
❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ tr✐á♥❣✉❧♦s ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❛ ❧❛ ♠❛②♦r ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❛♣❛r✐❝✐ó♥
❞❡ ❡♥❧❛❝❡s tr❛♥s✐t✐✈♦s q✉❡ t✐❡♥❞❡♥ ❛ ❝❡rr❛r tr✐á♥❣✉❧♦s ❞❡ ❛♠✐st❛❞ ❬❉❛✈✐❞s❡♥ ✷✵✵✷✱
❍♦❧♠❡ ✷✵✵✷❪✳ ❘❡❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ❤❛ s✐❞♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ q✉❡



✸✷ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s

❥✉st✐✜❝❛ ❧❛ ❛♣❛r✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❤❡t❡r♦❣é♥❡❛
✭♣♦✇❡r✲❧❛✇✮ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ❡♥tr❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❬P❡rr❛ ✷✵✶✷✱ ▼✉❝❤♥✐❦ ✷✵✶✸❪✳
❱♦❧✈❡r❡♠♦s s♦❜r❡ ❡st❛s ❤✐♣ót❡s✐s ♠ás ❛❞❡❧❛♥t❡✱ ❝✉❛♥❞♦ ♣r♦♣♦♥❣❛♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦
❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s q✉❡ ❝♦♥❥✉❣❛ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ t❡♠♣♦r❛❧ ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝❛ ❝♦♥ ❧❛s
♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡♠❡r❣❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳

❈♦♠♦ ②❛ ❤❡♠♦s ❞❡st❛❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r✐♦✱ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ t♦♣♦❧ó✲
❣✐❝❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ✐♥❝✐❞❡ ❡♥ s✉s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞❡ ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ❝♦♥ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❙■❙ ♣r♦♣❛❣á♥❞♦s❡ s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❡s❝❛❧❛
❝♦♥ P (k) ∼ k−γ✱ ♣✉❡❞❡ ✈❡rs❡ q✉❡ ❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ❡♣✐❞❡♠✐❛ r❡s♣♦♥❞❡ ❛ λc = 〈k〉/〈k2〉
q✉❡ r❡s✉❧t❛ λc = 0 ❝✉❛♥❞♦ γ ≤ 3 ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ 〈k2〉 → ∞ ❬P❛st♦r✲❙❛t♦rr❛s ✷✵✵✶❜❪✳
❊st❡ ❡s t❛♥ s♦❧♦ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ q✉❡ ❞❡♥♦t❛ ❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ q✉❡ ♣r❡t❡♥❞❡♠♦s ❡♥❢❛t✐③❛r
❡♥ ❡st❛ t❡s✐s✿ ❧❛ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❞❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s
② s✉ í♥t✐♠❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧♦s ❢❡♥ó♠❡♥♦s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✸

❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ②

✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ ❡stát✐❝❛

❮♥❞✐❝❡
✸✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✷✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✷✳✷✳ ▼♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✹✳ ❚r❛♥s✐❝✐ó♥ ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❛ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✺✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❜r♦t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✻✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✻✳✶✳ ■♥❝✐❞❡♥❝✐❛ s♦❜r❡ ❡❧ ❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✻✳✷✳ ❈❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s✿ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✼✳ ❆❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

❊❧ ❡♥t♦r♥♦ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝✐❞❡ ❡♥ ❧❛ ❣é♥❡s✐s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝r❡❡♥❝✐❛s ❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✳
▼ás ❛ú♥✱ ♠✉❝❤♦s ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦s ❤✉♠❛♥♦s s♦♥ ❛❞q✉✐r✐❞♦s ♣♦r ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡
✐♠✐t❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥❛❧✐③❛♠♦s ❡❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡❧ ❡♥t♦r♥♦ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛
r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❛ tr❛✈és ❞❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❜❛s❛❞♦ ❡♥
❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s ✭❆❇▼✮ ❞✐s♣✉❡st♦s ❡♥ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s
q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ✐♥t❡r❛❝tú❛♥ ♣♦r ✐♠✐t❛❝✐ó♥ ♣❡s❛❞❛ ♣♦r ❛✜♥✐❞❛❞ ❝♦♥ ♦tr♦s ❞❡ s✉
❡♥t♦r♥♦✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♠♦s ❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❛ tr❛✈és ❞❡ ✉♥
♠❡❝❛♥✐s♠♦ ✐♥s♣✐r❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ❬❆①❡❧r♦❞ ✶✾✾✼❪✳

❆♥❛❧✐③❛♠♦s ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ❣r✉♣♦s ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡
❧❛ ♣♦st✉r❛ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ▼♦str❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ s❡♥❝✐❧❧❛ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦
♣r♦♣✉❡st♦ ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ s✉❥❡t♦s ♥♦ ✈❛❝✉♥❛❞♦s✱ ♣♦r ❧♦



✸✹
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

t❛♥t♦ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛❡r ② ♣r♦♣❛❣❛r ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛ tr❛♥s♠✐t✐❞❛
♣♦r ❝♦♥t❛❝t♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❝♦♠♦ ❝❛s♦ ❞❡ ❡st✉❞✐♦✳

❈♦♠♦ ♠♦str❛♠♦s ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ✸✳✼ ❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡
❜r♦t❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❛q✉í ♣r♦♣✉❡st♦ r❡s✉❧t❛ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t❡ s✉♣❡r✐♦r ❛ ❧❛ ❡s♣❡✲
r❛❞❛ ♣❛r❛ ♠♦❞❡❧♦s q✉❡ ❛s✉♠❡♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s✱
❛❢❡❝t❛♥❞♦ ❞❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❞❡ ❣r✉♣♦✳

✸✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ s♦❝✐❛❧

▲❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ✉♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡♥tr❛♠❛❞♦ s♦❝✐❛❧ ❛❧
❝♦♥s✐❞❡r❛r ❧❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s ❞❡ ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s ❡♥tr❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ▲♦s
♥♦❞♦s ❞❡ ❧❛ r❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❞✐❝❤♦s ❛❣❡♥t❡s✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❞❛♥ ❝✉❡♥t❛
❞❡ ❧♦s ✈í♥❝✉❧♦s ❡♥tr❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✳ ❊st♦s ✈í♥❝✉❧♦s ♣✉❡❞❡♥ ✐♥❞✐❝❛r ❧❛③♦s ❢❛♠✐❧✐❛r❡s✱
❞❡ ❛♠✐st❛❞✱ r❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧❛❜♦r❛❧❡s✱ s✐♠♣❧❡ ♣r♦①✐♠✐❞❛❞ ❡s♣❛❝✐❛❧✱ ❡t❝✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱
❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ✐♥♠❡rs♦ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡①t♦ s♦❝✐❛❧ ❤❡t❡r♦❣é♥❡♦ q✉❡ ❧✉❡❣♦
✐♥✢✉✐rá ❡♥ s✉ ❝♦s♠♦✈✐s✐ó♥✳

C

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✿ ❘❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❡stát✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡✲
r❛♥❞♦ ❡❧ ♥♦❞♦ ❝❡♥tr❛❧ ❈ ✭✈❡r❞❡✮✱ s✉s ❡♥❧❛❝❡s ❤❛❝✐❛ ❧♦s ♥♦❞♦s r❡st❛♥t❡s ✭r♦❥♦s✮✱
♣✉❡❞❡♥ tr❛♥s♠✐t✐r t❛♥t♦ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛✳

❊♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦✱ ❛s✉♠✐♠♦s q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s r❡♣r❡✲
s❡♥t❛♥ ❣r✉♣♦s ❢❛♠✐❧✐❛r❡s ❞♦♥❞❡ ❧♦s ♣❛❞r❡s ❞❡❜❡♥ ❞❡❝✐❞✐r ❛❝❡r❝❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥



✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ✸✺

❞❡ s✉ ú♥✐❝♦ ❤✐❥♦✴❛✳ ❊♥ ❡st❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥✱ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s ❡stá♥ ❞✐s♣✉❡st♦s
❡♥ ✉♥❛ r❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❞❡ N = 50 × 50 ♥♦❞♦s ❝♦♥ ❡♥❧❛❝❡s ❛ ♣r✐♠❡r♦s ② s❡❣✉♥❞♦s
✈❡❝✐♥♦s ✭✸◆✰✷◆✮ ♠ás ❡❧ ❛❣r❡❣❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s ♣❛r❛ ❝♦♠♣❧❡t❛r ✉♥❛ r❡❞
❝♦♥ ❣r❛❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡ k = 〈k〉 = 16 ✭❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✮✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s♦❧♦ ❝♦♥s✐❞❡✲
r❛r❡♠♦s ❡♥❧❛❝❡s ❤♦♠♦❣é♥❡♦s ② ❡stát✐❝♦s✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡♥ ❡❧ ♣ró①✐♠♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐✲
r❡♠♦s ❝♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ✭tr❛♥s♠✐t❡♥ t❛♥t♦ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❝♦♠♦ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞❡s✮ ②
♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s ✭s♦❧♦ tr❛♥s♠✐t❡♥ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✮✱ ❛sí ❝♦♠♦ t❛♠❜✐é♥ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡
r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳

✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ② ✈❛❝✉♥❛✲

❝✐ó♥✳

❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ s✐♥ ❣r❛♥❞❡s ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s r❡❝✐❡♥t❡s ❞❡
s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❚❛♠❜✐é♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛ ♣♦❧ít✐❝❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✈♦❧✉♥t❛r✐❛✱ t❛❧ ❡s ❡❧
❝❛s♦ ❞❡❧ ❘❡✐♥♦ ❯♥✐❞♦✱ ♦ ✉♥❛ ❞♦♥❞❡ s❡❛ ♣♦s✐❜❧❡ ❡①✐♠✐rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❡s❣r✐♠✐❡♥❞♦
✉♥❛ ♦❜❥❡❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♥❝✐❡♥❝✐❛✱ ❝♦♠♦ s✉❝❡❞❡ ❡♥ ❛❧❣✉♥♦s ❡st❛❞♦s ❞❡ ❊❊❯❯✳ ❊♥ ❡st❡
❡s❝❡♥❛r✐♦✱ ❧❛ ❞❡❝✐s✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛r ❛ ♥♦ ❛ s✉s ❤✐❥♦s r❡❝❛❡ ❡♥ ❧♦s ♣❛❞r❡s✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱
❧❛s ú❧t✐♠❛s ❣r❛♥❞❡s ❡♣✐❞❡♠✐❛s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❡st♦s ♣❛ís❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s ❞❛t❛♥ ❞❡
❧❛ ❞é❝❛❞❛ ❞❡ ✶✾✻✵✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ ❧♦s ♣❛❞r❡s ❛❝t✉❛❧❡s ❝❛r❡❝❡♥ ❞❡ r❡❣✐str♦s ✈✐✈❡♥❝✐❛❧❡s
❞❡ s✉s ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛s ❡♥ s✉ ♠❡♠♦r✐❛ ✐♥♠❡❞✐❛t❛✳ ❆♥t❡ ❡st❛s ❝✐r❝✉♥st❛♥❝✐❛s ❞❡ ❜❛❥❛
♣❡r❝❡♣❝✐ó♥ ❞❡ r✐❡s❣♦ ✐♥♠✐♥❡♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦✱ ♥✉❡str❛ ❤✐♣ót❡s✐s ❡s q✉❡ ❧❛ ❞❡❝✐s✐ó♥
❡st❛rá ❢✉♥❞❛❞❛ ♠❛②♦r♠❡♥t❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛s
♣♦st✉r❛s q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❞❡❝✐s♦r❡s r❡❝♦❥❛♥ ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦✳

▲♦s ♠♦❞❡❧♦s ♠ás s❡♥❝✐❧❧♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛♥ ✉♥❛ ♦♣❝✐ó♥ ❜✐♥❛r✐❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
❝✉♥❛❝✐ó♥✱ q✉❡ ❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ❛❞♦♣t❛ ♣♦r s✐♠♣❧❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ♠❛②♦r✐t❛r✐❛ ❞❡ s✉ ❡♥✲
t♦r♥♦ ❬❙❛❧❛t❤é ✷✵✵✽❪✳ ▼♦❞❡❧♦s ♠ás ❝♦♠♣❧❡❥♦s ❛s✉♠❡♥ ❛❣❡♥t❡s r❛❝✐♦♥❛❧❡s q✉❡✱
❛❞❡♠ás ❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✱ ❡✈❛❧ú❛♥ ❡❧ r✐❡s❣♦ ❞❡
❝♦♥t❛❣✐♦ ② ❧♦s ❡❢❡❝t♦s ♥♦❝✐✈♦s ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ t❡♦rí❛ ❞❡ ❥✉❡❣♦s
❬❋✉ ✷✵✶✶✱ ❳✐❛ ✷✵✶✸✱ ❈❛r❞✐❧❧♦ ✷✵✶✸❪✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ q✉❡ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥✲
❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s ❡s ❤♦♠♦❣é♥❡❛✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ t♦❞♦s ❧♦s ✈❡❝✐♥♦s ✐♥♠❡❞✐❛t♦s s♦♥
✐❣✉❛❧♠❡♥t❡ ✐♥✢✉②❡♥t❡s✳

▲❛ s✐♠✐❧✐t✉❞ ❡♥ r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✱ ét♥✐❝♦s ♦ ❣❡♥❡r❛❝✐♦♥❛❧❡s ❛❝tú❛ ❛ ♠♦❞♦ ❞❡
❝❛t❛❧✐③❛❞♦r ❞❡ ❧❛s r❡❧❛❝✐♦♥❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ❊❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛✜♥✐❞❛❞ ♦ s✐♠✐❧✐t✉❞ ❡♥tr❡ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉♦s ❡s ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t♦ q✉❡ ❤❛ s✐❞♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ❧❛s ❝✐❡♥❝✐❛s s♦❝✐❛❧❡s✱ ❞♦♥❞❡
r❡❝✐❜❡ ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❬▲❛③❛rs❢❡❧❞ ✶✾✺✹✱ ▼❝P❤❡rs♦♥ ✷✵✵✶❪✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❛q✉í
♣r♦♣✉❡st♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛ ❡st❡ ❣r❛❞♦ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ❤♦♠♦✲



✸✻
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

✜❧✐❛ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥t❡s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♠♦s ✉♥❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♣r♦♣✉❡st♦ ♣♦r ❡❧ ♣♦❧✐tó❧♦❣♦ ② ♠❛t❡♠át✐❝♦ ❘♦❜❡rt ❆①❡❧r♦❞ ❡♥ ✶✾✾✼
❬❆①❡❧r♦❞ ✶✾✾✼❪✱ q✉✐❡♥ ❧♦ ✐❞❡ó ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❡①♣❧✐❝❛r ❡❧ ♦r✐❣❡♥ ❞❡❧ ❝♦♥s❡♥s♦
s♦❝✐❛❧ ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ② ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝✐❛ ❝✉❧t✉r❛❧ ✭✈❡r ✶✳✶✳✷✮✳

✸✳✷✳✶✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✲

❝✐ó♥

▲♦s ♠♦❞❡❧♦s ♠ás ❡①t❡♥❞✐❞♦s ❡♥ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐❞❛❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥ ❛ ❧❛ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧
❝♦♠♦ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡
❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ▼✉❝❤♦s ❞❡ ❡❧❧♦s ♣r♦♣♦♥❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ t❡♦rí❛ ❞❡ ❥✉❡❣♦s q✉❡
❝♦♠♣r❡♥❞❡ ❛❣❡♥t❡s r❛❝✐♦♥❛❧❡s ❝♦♥ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❧♦❝❛❧ ✭❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦✮ ②✴♦ ❣❧♦❜❛❧✱
q✉✐❡♥❡s ❞❡❝✐❞❡♥ s✉ ♣♦s✐❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥tr❡ ❞♦s ♣♦s✐✲
❜✐❧✐❞❛❞❡s✿ ✈❛❝✉♥❛r ♦ ♥♦ ✈❛❝✉♥❛r ❬❋✉ ✷✵✶✶✱ ▼❜❛❤ ✷✵✶✷✱ ❳✐❛ ✷✵✶✸✱ ❈❛r❞✐❧❧♦ ✷✵✶✸❪✳
◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡✱ ❛q✉❡❧❧♦s ❛❣❡♥t❡s q✉❡ ♦♣t❛♥ ♣♦r ✈❛❝✉♥❛r r❡❝✐❜❡♥ ❡❧ ❜❡♥❡✜❝✐♦ ❞❡ ❧❛
✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ♣❡r♦ ❛s✉♠❡♥✱ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ ❡❧ ❝♦st♦ ❞❡ ❧♦s ❡❢❡❝t♦s s❡❝✉♥❞❛r✐♦s ❞❡ ❧❛
✈❛❝✉♥❛✳ ❊❧❡❣✐r ♥♦ ✈❛❝✉♥❛r ❡✈✐t❛ ❧♦s ❝♦st♦s ❛s♦❝✐❛❞♦s ❝♦♥ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✱ ♣❡r♦ ✐♠♣❧✐❝❛
❡❧ r✐❡s❣♦ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❊♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ ❡st♦s ♠♦❞❡❧♦s✱ ❧❛ ❡str❛t❡✲
❣✐❛ ó♣t✐♠❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ❞❡♣❡♥❞❡rá ❡♥t♦♥❝❡s ❞❡❧ ❝♦st♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ② ❞❡❧
r✐❡s❣♦ ❧❛t❡♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❝✉❛♥❞♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ r❡❞
s♦❝✐❛❧✱ ❧❛ t❡♦rí❛ ❞❡ ❥✉❡❣♦s ♣♦r sí s♦❧❛ ♥♦ ❡s s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❥✉st✐✜❝❛r ❧❛ ❛❣r✉♣❛❝✐ó♥
❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✱ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❛❧❣✉♥♦s ❞❡ ❧♦s ❜r♦t❡s r❡❝✐❡♥t❡s ❡♥
♣❛ís❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❡♥ ❬▼❜❛❤ ✷✵✶✷❪ s❡ r❡❝✉rr❡ ❛ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛✲
❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s r❛❝✐♦♥❛❧❡s q✉❡ ❜✉s❝❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛r s✉ ❜❡♥❡✜❝✐♦✱ ❝♦♥ ♦tr♦s q✉❡
❡❧✐❣❡♥ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦✱ ♠✉❝❤❛s ✈❡❝❡s ✐rr❛❝✐♦♥❛❧✱ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ q✉❡ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛
❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✳

◆✉❡str♦ ❡♥❢♦q✉❡ s❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t❡ ❞❡ ❧♦s ♣r❡❝❡❞❡♥t❡s ❛❧ ❛s✉♠✐r q✉❡
❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s
❡♥ ✉♥❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ♥♦s ❛❧❡❥❛♠♦s ❞❡❧
♣❛r❛❞✐❣♠❛ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s r❛❝✐♦♥❛❧❡s ❡♥ ❜✉s❝❛r ❞❡ ❡str❛t❡❣✐❛s ó♣t✐♠❛s✱ ❝♦♥❥✉❣❛❞♦s
❝♦♥ ❛❣❡♥t❡s ✐rr❛❝✐♦♥❛❧❡s q✉❡ ♣r❛❝t✐❝❛♥ ❧❛ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✳

❊❧ ❛❝❡r✈♦ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡ ❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ s♦❝✐❛❧✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦
❞❡ s✉❥❡t♦s ❞❡❝✐s♦r❡s q✉❡ ✐♥t❡❣r❛♥ ❧❛ ❢❛♠✐❧✐❛ ❡♥ ❝✉❡st✐ó♥✱ ✈❡♥❞rá ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦r F +1

❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♣♦st✉r❛ ❜✐♥❛r✐❛ ❞❡
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ▲✉❡❣♦✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐❞❛❞ ❞❡ r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s ❛s♦❝✐❛❞❛ ❝♦♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛
r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ s❡rá q = 2✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s



✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ✸✼

t❡♥❞rá♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐❞❛❞ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ q ≥ 2✳ ❆❧ ♠❛r❣❡♥ ❞❡ ❡st❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥✱ ❧❛ ♣♦st✉r❛
r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ s❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛ ❡♥ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ♣♦r ✐♠✐t❛❝✐ó♥
❝♦♠♦ ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❝✉❧t✉r❛❧ ♠ás✳ ❊❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s i
② j s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❡♥ ❧❛s q✉❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥ ht(i, j) ❛
t✐❡♠♣♦ t✱ ❛❧ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞✳ ▲❛s F ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✱
❡①❝❧✉②❡♥❞♦ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ s❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥
❡❧ ✜♥ ❞❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❤❡t❡r♦❣é♥❡❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❧❛
❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ s❡ ❞❛rá
❝♦♥ ♠❛②♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥tr❡ ❛q✉❡❧❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡♥ ❛❧t♦
❣r❛❞♦ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛✳

❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s ❛❞❛♣t❡♥ s✉ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
❝✉♥❛❝✐ó♥ ✐♠✐t❛♥❞♦ ❛ ❛q✉❡❧❧♦s ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦ ❝♦♥ ❧♦s q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❛❧t♦ ❣r❛❞♦ ❞❡
❤♦♠♦✜❧✐❛✳ ❊st♦ ❡s✿ ❜✉s❝❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ s❡ ✐♠✐t❡
❞❡❜✐❞♦ ❛ ✉♥❛ ❛✜♥✐❞❛❞ ♣r❡✈✐❛ ❡♥ ♦tr❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛♠♦s ✉♥ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ✭κ✮ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❝✉❛❧ ❞♦s ❛❣❡♥t❡s ❝♦♠❡♥③❛rá♥ ❛
✐♥t❡r❛❝t✉❛r✳ ❊♥ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦✱ ❡❧❡❣✐♠♦s κ = 2✱ ❛✉♥q✉❡ t❛♠❜✐é♥ ❤❡♠♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛✲
❞♦ κ = 3 ♦❜t❡♥✐❡♥❞♦ ❝✉❛❧✐t❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ✐❞é♥t✐❝♦s r❡s✉❧t❛❞♦s✳ ❈♦♥ κ = 2 ❡✈✐t❛♠♦s
❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ❡♥tr❡ ❞♦s ❛❣❡♥t❡s q✉❡ s♦❧♦ ❝♦♠♣❛rt❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛ ❜✐♥❛r✐❛ ❞❡
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ②✱ ❝♦♥ ❡❧❧♦✱ ❧❛ ❝❛s✐ s❡❣✉r❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❤❛❝✐❛ ✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ❛❜s♦r❜❡♥t❡ ❞❡
❝♦♥s❡♥s♦✳

▲✉❡❣♦✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ P (i → j, t) ❡♥tr❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s i ② j ✈❡♥❞rá
❞❛❞❛ ♣♦r✿

P (i → j, t) =

{

0 s✐ ht(i, j) < κ
ht(i,j)
F+1

s✐ ht(i, j) ≥ κ
✭✸✳✶✮

❙✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ♣♦r ❆①❡❧r♦❞✱ ❞❡✜♥✐♠♦s ✉♥ ✈❡❝t♦r ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s
V

i(t) = (V i
1 (t), V

i
2 (t), ..., V

i
F+1(t)) ❝♦♥ V

i(t) ∈ {0, 1} × I
F ✱ s✐❡♥❞♦ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡

V i
F+1(t) ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡✿

V i
F+1(t) =

{

0 s✐ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ i ❡s ✈❛❝✉♥❛❞♦r
1 s✐ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ i ❡s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r✳

✭✸✳✷✮

▲✉❡❣♦✱ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ♣♦r ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ❞❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡sVi(t)

s❡rá ❡❧ ❞❡s❝r✐♣t♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✸✳✸ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❝❧♦ ✶✱

V i
n(t+ 1) =

{

V j
n (t) ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ P (i → j, t+ 1)

V i
n(t) ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ 1− P (i → j, t+ 1) .

✭✸✳✸✮



✸✽
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

✸✳✷✳✷✳ ▼♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥

❯♥♦ ❞❡ ♥✉❡str♦s ♦❜❥❡t✐✈♦s ❡s ❛♥❛❧✐③❛r ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ❣r✉♣♦s ❛♥t✐✲
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱✳ ❊st♦s ❡stá♥ r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦s ♣♦r
✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s Sstub q✉❡ ❛❞♦♣t❛♥ ✉♥❛ ♣♦st✉r❛ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❢♦r✲
♠❛ ♦❜st✐♥❛❞❛✳ ▲✉❡❣♦✱ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❞❡ t♦❞♦s ❧♦s ❛❣❡♥t❡s
♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ s❡rá

V i
F+1(t) = 1 ∀i ∈ Sstub ✭✸✳✹✮

♣❛r❛ t♦❞♦ t✐❡♠♣♦ t✳ ❊st♦s ❛❣❡♥t❡s s♦♥ ❞✐s♣✉❡st♦s ❛❧ ❛③❛r ❡♥ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ②✱ ❞❛❞♦
q✉❡ ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ✉♥ ❣r✉♣♦ ❝❧❛r❛♠❡♥t❡ ♠✐♥♦r✐t❛r✐♦✱ ❞❡ ❛q✉í ❡♥ ♠ás ❛s✉♠✐r❡♠♦s
q✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛ s♦❧♦ ❛❧ 1% ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛r❡♠♦s ✉♥❛ ú♥✐❝❛ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛❝✐ó♥ ❡s♣❛❝✐❛❧ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ♣♦❞❡r ❝♦♠♣❛r❛r
❞✐st✐♥t❛s r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐③á♥❞♦♥♦s ❛sí ❞❡ s✉ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ✐♥✐✲
❝✐❛❧✳ ❉❛❞♦ q✉❡ ❝♦♥ ✉♥ 1% ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ❛ú♥ ❡st❛♠♦s ❛❧❡❥❛❞♦s ❞❡❧ ✉♠❜r❛❧
❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞❛✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs
❣r❛♥❞❡s ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ Sstub ❡s ❞❡s♣r❡❝✐❛❜❧❡ ② ♥♦ t❡♥❞rá ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛
❡♥ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥✳

✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦

P❛r❛ ❝✉❧♠✐♥❛r ❡st❛ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ❞❛r❡♠♦s s✉ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦✲
rít♠✐❝❛ ❝♦♠♣❧❡t❛ ❡s♣❡❝✐✜❝❛♥❞♦ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ② ❧♦s ❛s♣❡❝t♦s ❝♦♠♣✉✲
t❛❝✐♦♥❛❧❡s r❡❧❡✈❛♥t❡s✳ ❉❛❞♦ q✉❡ ❜✉s❝❛♠♦s r❡♣r♦❞✉❝✐r ❧❛ s✐t✉❛❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ r❡❛❧✐st❛
❞❡ ❛♠♣❧✐♦ ❝♦♥s❡♥s♦ ❡♥ ❢❛✈♦r ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❝♦♠❡♥③❛r❡♠♦s ❛s✉♠✐❡♥❞♦ ✉♥ ❡s✲
❝❡♥❛r✐♦ ❞♦♥❞❡ t♦❞♦s ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦♥ ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ✭V i

F+1(t) = 0✮✱ s❛❧✈♦ ❡❧ 1%
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ Sstub✳ ❊st♦s ú❧t✐♠♦s s♦♥ ❡❧❡❣✐❞♦s
✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r ② s❛t✐s❢❛❝❡♥ V j

F+1(t) = 1 ∀j ∈ Sstub✱ ♣❛r❛ t♦❞♦ t✐❡♠♣♦ t✳

❊♥ t♦❞♦ ❧♦s ❝❛s♦s ❤❡♠♦s ✜❥❛❞♦ F = 10✳ P❛r❛ ❡①♣❧✐❝❛r ❡❧ ♠♦t✐✈♦ ❞❡ ❡st❛ ❡❧❡❝✲
❝✐ó♥ ❡s s✉✜❝✐❡♥t❡ ❝♦♥ r❡♠✐t✐rs❡ ❛ ❧❛s s❡❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ♣❡r✐ó❞✐❝♦s✿ ▲❛ ◆❛❝✐ó♥ ❞❡
❆r❣❡♥t✐♥❛ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✶✵ s❡❝❝✐♦♥❡s ✜❥❛s ❞✐❛r✐❛♠❡♥t❡ ❡♥ s✉ ✈❡rs✐ó♥ ♦♥❧✐♥❡✱ ♠✐❡♥✲
tr❛s q✉❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❚✐♠❡s ✭❊❊❯❯✮ t❛♠❜✐é♥ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✶✷ s❡❝❝✐♦♥❡s ❞✐❛r✐❛s ✜❥❛s
② ✽ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❧❣♦ s❡♠❡❥❛♥t❡ ♦❝✉rr❡ ❝♦♥ ❊❧ P❛ís ❞❡ ❊s♣❛ñ❛✱ s✐❡♠♣r❡ r❡✜r✐é♥❞♦✲
♥♦s ❛ s✉s ✈❡rs✐♦♥❡s ♦♥❧✐♥❡✳ ❊st❡ ❤❡❝❤♦ r❡✢❡❥❛ q✉❡ ❧♦s t❡♠❛s ❞❡ ✐♥t❡rés ❣❡♥❡r❛❧
s♦♥ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❡s❝❛s♦s✿ ♣♦❧ít✐❝❛ ❧♦❝❛❧ ❡ ✐♥t❡r♥❛❝✐♦♥❛❧✱ ❡❝♦♥♦♠í❛ ② ♥❡❣♦❝✐♦s✱
❞❡♣♦rt❡s✱ ❡s♣❡❝tá❝✉❧♦s ② ❛rt❡✱ s♦♥ ❛❧❣✉♥♦s ❞❡ ❡❧❧♦s✳ ❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ F = 10 r❡✢❡❥❛
❛❞❡❝✉❛❞❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ t❡♠❛s r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✸✾

♠❛♥✐✜❡st❛♥ ♦♣✐♥✐ó♥✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ s❡ ❡st❛❜❧❡❝✐ó ❡♥ κ = 2✱
t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ s❡ñ❛❧ó ❝♦♥ ❛♥t❡r✐♦r✐❞❛❞✳

❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧✱ ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❞❡s❝r✐♣t❛✱ ❝♦♠♣✉❡st❛ ♣♦r N =

2500 ❛❣❡♥t❡s ✭r❡❞ ❝✉❛❞r❛❞❛ ✸◆✰✷◆ ❞❡ 50×50 ❝♦♥ 8 ❡♥❧❛❝❡s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s ♣♦r ♥♦❞♦
♣❛r❛ ❝♦♠♣❧❡t❛r 〈k〉 = ki = 16 ∀i ∈ {1, ..., N}✱ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✮
② L = 20000 ❡♥❧❛❝❡s✳ ❙❛❧✈♦ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛s
❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦♥ ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❡❧❡❣✐❞❛s ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r ❡♥
{1, 2, 3, ..., q}✳ ❯♥❛ ✈❡③ ❞❡✜♥✐❞❛s ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ s❡ ❝♦♠✐❡♥③❛
❝♦♥ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ♣❛s♦ ✭❛q✉í s✐♠❜♦❧✐③❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥ t✐❡♠♣♦
❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t♦ t✮ ❞❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦✿

✶✳ ❯♥ ❛❣❡♥t❡ ❢✉❡♥t❡ i ❡s ❡❧❡❣✐❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ✉♥♦ ❞❡
s✉s ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s j ❡s ❡❧❡❣✐❞♦ ❝♦♠♦ t❛r❣❡t✱ t❛♠❜✐é♥ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧
❛③❛r✳

✷✳ ❙❡ ♦❜t✐❡♥❡ ht(i, j) ② ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ P (i → j, t)✳ ▲✉❡❣♦✱ s❡
❡❧✐❣❡ ❛❧ ❛③❛r ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ n ❡♥ ❧❛ q✉❡ i ② j ♥♦ ❝♦✐♥❝✐❞❛♥✳

✸✳ ❙✐ n 6= F + 1✱ ❡s ❞❡❝✐r q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ♥♦ ❡s ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ i s✐❣✉❡ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❞❡s❝r✐♣t♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳
✸✳✸✳

✹✳ ❙✐ n = F + 1✱ ❝❛❜❡♥ ❞♦s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛s✿

i ∈ Sstub✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ i ❝♦♥s❡r✈❛ s✉ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥
✭V i

F+1(t+ 1) = V i
F+1(t)✮

i /∈ Sstub✱ ❡♥ ❝✉②♦ ❝❛s♦ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ s✐❣✉❡ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❞❡s✲
❝r✐♣t♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✸✳✸✳

✺✳ ❈♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡t❡♥❝✐ó♥✿ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❞♦s ♣♦s✐❜❧❡s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ❞❡t❡♥✲
❝✐ó♥✿

✐✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ s❡ ❞❡t✐❡♥❡ ❝✉❛♥❞♦ ❛❧❝❛♥③❛ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❛❜s♦r❜❡♥t❡✱
❡s ❞❡❝✐r✱ ❝✉❛♥❞♦ ♥♦ s♦♥ ♣♦s✐❜❧❡s tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s✳

✐✐✳ ❊♥ ❧♦s ❝❛s♦s ❞♦♥❞❡ ♣r❡✈❛❧❡❝❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❡❧ ❛❝❝✐♦♥❛r ❞❡
❧♦s ❛❣❡♥t❡s Sstub ♣✉❡❞❡ ❞❛r ❧✉❣❛r ❛ ♣❡q✉❡ñ❛s ✢✉❝t✉❛❝✐♦♥❡s ✐♥t❡r♠✐✲
t❡♥t❡s ❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ s✉ ❡♥t♦r♥♦✳ ❊s ♣♦r
❡❧❧♦ q✉❡ ✜❥❛♠♦s ❝♦♠♦ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡t❡♥❝✐ó♥ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❧❛ ✐♠♣♦s✐❜✐❧✐✲
❞❛❞ ❞❡ r❡❛❧✐③❛r tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ t♦❞❛s ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✱



✹✵
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

❡①❝❡♣t✉❛♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ❛s ✢✉❝t✉❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
❝✉♥❛❝✐ó♥✳

✻✳ t → t+ 1✳ ❘❡t♦r♥❛ ❛❧ ♣❛s♦ ✶✳

❈♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ít❡♠ ✺✱ ♣✉❡❞❡ ❞❛rs❡ ❡❧ ❝❛s♦ ❡♥ ❡❧
q✉❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ i ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ♦❜st✐♥❛❞♦ r❡s✉❧t❡ r♦❞❡❛❞♦ ♣♦r ♦tr♦s ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s
❝♦♥ ❧♦s q✉❡ ❛❝✉❡r❞❛ ❡♥ t♦❞♦ s✉ ❛❝❡r✈♦ ❝✉❧t✉r❛❧✱ s❛❧✈♦ ❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛ ❢r❡♥t❡ ❛
❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ❖❝✉rr❡ ❡♥t♦♥❝❡s q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛❧ ❡♥t♦r♥♦ ❞❡ i

✭nn(i)✮ ♣♦❞rá♥ ✐♠✐t❛r ✐♥t❡r♠✐t❡♥t❡♠❡♥t❡ ❧❛s ♣♦st✉r❛ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❞❡ i✱ ♣❛r❛
❧✉❡❣♦ r❡t♦r♥❛r ❛ ❧❛ ♣♦st✉r❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦✳

✸✳✹✳ ❚r❛♥s✐❝✐ó♥ ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❛ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s

❊❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❡ ♥♦s ♦❝✉♣❛ ❡s ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ♥❡t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ② ♥♦✲
✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✲❆ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲
✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s✱ ♣r♦♠❡❞✐❛❞❛ s♦❜r❡ 1000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s✱ ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ q✳

P❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ♣❡q✉❡ñ♦s ❞❡ q✱ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ❧♦❣r❛♥ ❞✐✲
s❡♠✐♥❛r s✉ ✐❞❡❛r✐♦✱ ❛❧❝❛♥③❛♥❞♦ ✉♥ ❛♠♣❧✐♦ ❝♦♥s❡♥s♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ❡♥ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥✱
s✐❡♥❞♦ ❡st❡ ❡❧ ❡st❛❞♦ ❛❜s♦r❜❡♥t❡ ♠♦♥♦❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❛❧ t♦♠❛r
✈❛❧♦r❡s ♣ró①✐♠♦s ❛ q ≈ 170✱ ❡❧ ❝♦♥s❡♥s♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ❝♦♠✐❡♥③❛ ❛ ❝❡❞❡r✱ ❧❛s ✐♥t❡r✲
❛❝❝✐♦♥❡s s♦❝✐❛❧❡s r❡s✉❧t❛♥ ♠ás ❞✐❢í❝✐❧❡s ❞❡ ❡st❛❜❧❡❝❡rs❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡❧
♥ú♠❡r♦ ❞❡ r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✱ ❞❛♥❞♦ ❧✉❣❛r ❛ ❞♦♠✐♥✐♦s ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r
❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s✱ ❝♦❡①✐st✐❡♥❞♦ ❝♦♥ ❞♦♠✐♥✐♦s ✐♥t❡❣r❛❞♦s ♣♦r
✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s✳ ❊st❡ ❤❡❝❤♦ s❡ ♠❛♥✐✜❡st❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✱ ❞♦♥❞❡ s❡ ♠✉❡str❛ ✉♥ ❣rá✲
✜❝♦ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ♣r♦♠❡❞✐♦ s♦❜r❡ 500 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳
▲❛ ✐♥t❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦❧♦r r♦❥♦ ❞❛ ❝✉❡♥t❛ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛s q✉❡
❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ❛❧❝❛♥③ó ❡❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ❝♦♠♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r✳

▲❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❢❛s❡ ❢✉❡r❛ ❞❡❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ♣r❡s❡♥t❛❞❛ ♣♦r ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ❝❛r❛❝t❡✲
ríst✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ❬❑❧❡♠♠ ✷✵✵✸❪✳ ▲❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛❧ ❡st❛❞♦ ❛❜s♦r❜❡♥t❡ ♠♦♥♦❝✉❧t✉r❛❧ ❞♦♥❞❡ t♦❞♦s ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❝♦♠✲
♣❛rt❡♥ ❧♦s ♠✐s♠♦s r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ❢❛s❡ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ✈❛❝✉♥❛❞♦r
✭❡①❝❡♣t✉❛♥❞♦ ❛ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ Sstub✮✱ s✐ ❜✐❡♥ ❡①✐st❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ❡♥
❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ♥♦ ♦❝✉rr❡ ❧♦ ♣r♦♣✐♦ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛s
❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ ❧❛ ❢❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧
t♦t❛❧✳ ❊♥ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❝❛s♦✱ ❡❧ ❝♦♥s❡♥s♦ ✈❛❝✉♥❛❞♦r ♣r♦✈✐❡♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥
✐♥✐❝✐❛❧✱ ♣❛r❛ ❧❛ ❝✉❛❧ ❡❧ 99% ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❝♦♠✐❡♥③❛♥ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❝♦♥ ♦♣✐♥✐ó♥
♣r♦✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳



✸✳✹✳ ❚r❛♥s✐❝✐ó♥ ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❛ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ✹✶

❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✿ ✭❆✮ ❚r❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ❛ ✈❛❝✉♥❛❞♦r ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥
❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐❞❛❞ ❞❡ r❛s❣♦s ❝✉❧t✉r❛❧❡s q✳ ✭❇✮ ❚❛♠❛ñ♦ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞♦ ❞❡❧ ❝❧✉st❡r
♠á①✐♠♦ ♠♦♥♦❝✉❧t✉r❛❧ SM/N ♣❛r❛ ❧❛s ♣r✐♠❡r❛s F ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ q✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✲❇ ♠♦str❛♠♦s ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ❞♦✲
♠✐♥✐♦ ♠♦♥♦✲❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡ ♠❛②♦r ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ SM/N ✭❝♦♥ SM ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❝❧✉st❡r
♠á①✐♠♦✮ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ s♦❧♦ ❧❛s ♣r✐♠❡r❛s F ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ s❛❧✈♦ ❧❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❡♥
❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ q✳ P✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛rs❡ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧
t♦t❛❧ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ♣árr❛❢♦ ❛♥t❡r✐♦r✳ ❈♦♥ ❧♦ ❝✉❛❧✱ s❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥
✜♥❛❧ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❢♦r♠❛✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ❝✉❧t✉r❛❧ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞✳

❚❛❧ ❝♦♠♦ ❤❡♠♦s s❡ñ❛❧❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ✭✈❡r ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✮✱ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥
❞❡ ❝❧✉st❡rs ♦ ❞♦♠✐♥✐♦s ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧♦s ❜r♦t❡s r❡❝✐❡♥t❡s



✹✷
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✿ ▼❛♣❛ ❞❡ ❝❛❧♦r r❡❛❧✐③❛❞♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ 500 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡
❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✳ ▲❛ ✐♥t❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ r♦❥♦ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s
❡♥ ❧❛s q✉❡ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ ❡♥ ❝✉❡st✐ó♥ r❡s✉❧tó ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r✳ ▲♦s s✐t✐♦s ♠ás ♦s❝✉r♦s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s Sstub✳

❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ♣❛ís❡s ❝♦♥ ❛♠♣❧✐❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱✳ ▼♦str❛♠♦s ❛q✉í
q✉❡ ❡st♦ s❡ ❞❡❜❡ ❛ q✉❡ ❧❛ ❞❡❝✐s✐ó♥ ❞❡ ♥♦ ✈❛❝✉♥❛r s❡ ❞✐s❡♠✐♥❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❡✲
♠❡♥t❡ ❡♥ ❣r✉♣♦s q✉❡ ❝♦♠♣❛rt❡♥ ✉♥ ❛❝❡r✈♦ ❝✉❧t✉r❛❧✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ❞❡
♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❝♦❡①✐st❡♥ ❝♦♥ ♦tr♦s ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ✈❛❝✉♥❛❞♦s✳ ❉✐❝❤❛ s✐t✉❛❝✐ó♥ ❞❡
❝♦❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ❝♦♥ ❞✐st✐♥t❛s ♣♦st✉r❛s s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛✲
♠✐❡♥t♦ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ❡♥ ❧❛ r❡❣✐ó♥ ❝rít✐❝❛ ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛s ❋✐❣✉r❛s ✸✳✷✲❆ ② ✸✳✷✲❇✳
❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❡♥ ❧♦ q✉❡ r❡st❛ ❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ✜❥❛r❡♠♦s q = 170 ❝♦♥ ❡❧
♦❜❥❡t♦ ❞❡ s✐t✉❛r♥♦s ❡♥ ❧❛ r❡❣✐ó♥ ❝rít✐❝❛ ❝♦♥ ❝♦❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❛♠❜❛s ♣♦st✉r❛s ❞❡
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳

✸✳✺✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❜r♦t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥

❊♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ s❡ ♦❜s❡r✈ó ❧❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛✲
❞♦r❡s ② ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♦r✐❣✐♥❛❞♦s ❝♦♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥
❝✉❧t✉r❛❧✳ ❆❤♦r❛ ✈❡r❡♠♦s ❝ó♠♦ ❡st♦ ✐♠♣❛❝t❛ ❡♥ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❡✈❡♥t✉❛❧
❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦s ✐♥t❡r❡s❛ ❝♦♥tr❛st❛r ♥✉❡str♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
❝♦♥ ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ♥✉❧❛ q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❛s✉♠✐r ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛❧ ❛③❛r ❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐✲
❞✉♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❡♥ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧✳ ▲❧❛♠❛r❡♠♦s ❛ ❡st❡ ❡♥❢♦q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦♠♦❞❡❧♦



✸✳✻✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ✹✸

❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ❊st❡ ú❧t✐♠♦ ❡s ❡❧ q✉❡ ♥❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s
❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦✱ ❛✉♥q✉❡ t❛♠❜✐é♥ s✉❡❧❡ ❛s✉♠✐rs❡ ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ❝♦♠✲
♣❧❡❥❛s ♠ás s❡♥❝✐❧❧♦s✳ ❈♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞✐str✐❜✉✐r ❛❧ ❛③❛r s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✳ ❊s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♥♦t❛r q✉❡ t❛♥t♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❝♦♠♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❞❡ ♣❡r❝♦✲
❧❛❝✐ó♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❧❛s ♠✐s♠❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s Sstub ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡
♥♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ❢❛❝t♦r❡s ❡①ó❣❡♥♦s q✉❡ ❞❡r✐✈❡♥ ❡♥ s❡s❣♦s ✐♥❞❡s❡❛❞♦s✳

❈♦♠♦ s❡ ❞❡s❝r✐❜✐ó ❡♥ ❧❛ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥✱ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ♣✉❡❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛rs❡ ♣♦r
✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛❧ ❞❡❧ t✐♣♦ ❙❊■❘✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❧♦ ♣✉❡❞❡♥ ♣❡rt❡✲
♥❡❝❡r ❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝❛t❡❣♦rí❛s✿ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ✭❙✮✱ ❡①♣✉❡st♦s ✭❊✮✱ ✐♥❢❡❝t✐✈♦s
✭■✮ ♦ r❡❢r❛❝t❛r✐♦s ✭❘✮✳ ▲♦s ❞❡t❛❧❧❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣✉❡❞❡♥
❡♥❝♦♥tr❛rs❡ ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❆✳ ❊s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ s♦❧♦ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♥♦✲
✈❛❝✉♥❛❞♦s ♣✉❡❞❡♥ ❝♦♥tr❛❡r ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✭❛s✉♠✐♠♦s q✉❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ t✐❡♥❡ ✉♥❛
❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡❧ 100%✮ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ r❡❝♦r❞❡♠♦s q✉❡ ❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❛ ✉♥❛
❢❛♠✐❧✐❛ ❝♦♥ ✉♥ ❤✐❥♦✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❡s ❡❧ ú♥✐❝♦ q✉❡ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥tr❛❡r ❧❛
❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✭❛s✉♠✐♠♦s q✉❡ ❧♦s ♣❛❞r❡s ②❛ ❝♦♥tr❛❥❡r♦♥ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ s✉ ✐♥❢❛♥❝✐❛
♦✱ ❡♥ s✉ ❞❡❢❡❝t♦✱ ❤❛♥ s✐❞♦ ✈❛❝✉♥❛❞♦s✮✳

❊❧ ❜r♦t❡ ❝♦♠✐❡♥③❛ ❝♦♥ ✉♥ ú♥✐❝♦ ✐♥❢❡❝t❛❞♦ ❡❧❡❣✐❞♦ ❛❧ ❛③❛r ❞❡ ❡♥tr❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❧♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✳ ❙❡ ❡❢❡❝t✉❛r♦♥ 10000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s 500 ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s
❞❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ♦❜t❡♥✐❞❛s ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛
✸✳✹ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ ✭✐✳❡✳✱ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ t♦t❛❧ ❞❡
✐♥❢❡❝t❛❞♦s✮ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✱ t❛♥t♦ ♣❛r❛ ♥✉❡str♦
♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ P✉❡❞❡ ✈❡rs❡ ❝❧❛r❛♠❡♥t❡ q✉❡
♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥ t❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❜r♦t❡ s✉♣❡r✐♦r ❛❧ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳
❊st❡ ❡❢❡❝t♦ s❡ ✈❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛❞♦ ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ♣❡q✉❡ñ❛s ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✳

❊❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❝♦♠♦ t♦❞❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛ ♣♦r ❝♦♥t❛❝t♦ ❡♥tr❡ ❤✉♠❛♥♦s✱
s❡ tr❛♥s♠✐t❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧♠❡♥t❡ ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❧❛
r❛í③ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✹ ❞❡❜❡ ❜✉s❝❛rs❡ ❡♥ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛
❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✳ P♦r ❡❧❧♦✱ ❡♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ s❡❝❝✐ó♥ ❡st✉❞✐❛r❡♠♦s ❧❛
❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs✳

✸✳✻✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❝❧✉st❡rs

◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡✱ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ♠á①✐♠♦ ❞❡ ✉♥ ❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡st❛rá ❝♦♥❞✐✲
❝✐♦♥❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s q✉❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❡♥ ❢ís✐❝❛♠❡♥t❡
❝♦♥❡❝t❛❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✱ ♦ ♣♦r ✉♥❛ s✉❝❡s✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✱ ❝♦♥ ❡❧ ✐♥❢❡❝✲



✹✹
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✿ ❚❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ 10000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✱ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s
♠❡❞✐❛♥t❡s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ✭❝ír❝✉❧♦s r♦❥♦s✮ ② ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐✲
♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❝✉❛❞r❛❞♦s ❛③✉❧❡s✮✳

t❛❞♦ ✐♥✐❝✐❛❧✳ ❊st♦ ❡s✱ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ s❡rá ❛ ❧♦ s✉♠♦ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝❧✉st❡r
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❛❧ q✉❡ ♣❡rt❡♥❡❝❡ ❡❧ ✐♥❢❡❝t❛❞♦ ✐♥✐❝✐❛❧✳ ❉❡ ❡st♦ s❡ ✐♥✜❡r❡ q✉❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❥✉❡❣❛ ✉♥ r♦❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛ ❞❡✈❡❧❛r ❡❧
♦r✐❣❡♥ ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✺ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲
✈❛❝✉♥❛❞♦s ♣❛r❛ ❡❧ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦ ❞❡ ❧❛s 500 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛✲
❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❞♦s ❝♦♥ ❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛❧ ♠♦❞❡❧♦
❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❡♥ ❝❛❞❛ ❝❛s♦ ❡①❛❝t❛♠❡♥t❡ ❧❛s ♠✐s♠❛s ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s
✜♥❛❧❡s ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱ s❡ ❡❢❡❝t✉❛r♦♥
1000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ♣♦r ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s 500 ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ✜♥❛❧❡s ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s
❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦✳ ❉❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ✈✐s✉❛❧ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✺ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥❝❧✉✐rs❡ q✉❡ ❧♦s
❝❧✉st❡rs ❞❡ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ s♦♥ ♠✉❝❤♦ ♠ás ❢r❡❝✉❡♥t❡s ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐✲
♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❉✐r❡♠♦s ❡♥t♦♥❝❡s
q✉❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❡s ♣r♦♣❡♥s♦ ❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❝♦♠♦ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡
❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛✳ ❯♥❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❝✉❛♥t✐✲
✜❝❛r ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❡♥tr❡ ❛♠❜♦s ♠♦❞❡❧♦s ❡s ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦
zS✱ ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦✿

zS(b) =
ρ(b)− ρ̂perco(b)

σ̂perco(b)
✭✸✳✺✮



✸✳✻✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ✹✺

❋✐❣✉r❛ ✸✳✺✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛✲
❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ✭❝ír❝✉❧♦s r♦❥♦s✮ ② ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❝✉❛❞r❛❞♦s
❛③✉❧❡s✮✳ ■♥s❡t✿ ❡st❛❞íst✐❝♦ z ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❝❧✉st❡r✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ ❧❛
♣r❡❡♠✐♥❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ❣r❛♥ t❛♠❛ñ♦ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧
r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♥✉❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳

s✐❡♥❞♦ ρ(b) ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ❜✐♥ b ❞❛❞❛ ♣♦r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ♠✐❡♥tr❛s
q✉❡ ρ̂perco(b) ② σ̂perco(b) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❛ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ② ❧❛ ❞❡s✈✐❛❝✐ó♥
st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛s r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❜✐♥ b✳
❊♥ ❡❧ ✐♥s❡t ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✺ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ zS ❛✉♠❡♥t❛ ❝♦♥ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❝❧✉st❡r✱
♣♦r ❧♦ ❝✉❛❧ s❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ ❝✉❛♥t✐t❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❧❛ t❡♥❞❡♥❝✐❛ ❛ ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♣❛r❛
♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❛❧ ❝♦♠♣❛r❛r❧♦ ❝♦♥ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳

✸✳✻✳✶✳ ■♥❝✐❞❡♥❝✐❛ s♦❜r❡ ❡❧ ❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦

❊♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ♦❜s❡r✈❛♠♦s q✉❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❛②♦r t❡♥✲
❞❡♥❝✐❛ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs q✉❡ ❛q✉❡❧ q✉❡ ❛s✉♠❡ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❞❡
❧♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ✭♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✮✳ ❈❛❜❡ ❛❤♦r❛ ♣r❡❣✉♥t❛r♥♦s s✐ ❡s q✉❡ s❡
♦❜s❡r✈❛rá♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❡♥ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❝✉❛♥❞♦ ést❡ s❡
♣r♦♣❛❣❛ s♦❜r❡ ❡❧ ❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦ ♣❛r❛ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ② s♦❜r❡ ✉♥♦ ❞❡ ✐❞é♥t✐❝❛
♣♦❜❧❛❝✐ó♥✱ ♣❡r♦ ♦❜t❡♥✐❞♦ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ s❡❧❡❝❝✐♦✲
♥❛♠♦s r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ② ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧
t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦ ❝❛❡ ❡♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❜✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥✳ ▲✉❡❣♦✱ ❝♦♠✲
♣❛r❛♠♦s ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s s♦❜r❡ 10000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦



✹✻
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❡❧❧♦s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✻ ♠✉❡str❛ q✉❡ ❧❛
❝❛♥t✐❞❛❞ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s s♦❜r❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛❧ ♠♦✲
❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡s s✉♣❡r✐♦r ❛ ❧❛ ♦❜t❡♥✐❞❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥
❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ s♦❜r❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ t❛♠❛ñ♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡❢❡❝t♦ q✉❡ ♥✉❡✈❛♠❡♥t❡ s❡ ✈❡
♠❛❣♥✐✜❝❛❞♦ ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ♣❡q✉❡ñ❛s ♣♦r ❞❡❜❛❥♦ ❞❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✻✿ ❚❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ 10000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✱ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞✐❡♥t❡s ❛ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥
❝✉❧t✉r❛❧ ✭❝ír❝✉❧♦s r♦❥♦s✮ ② ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❝✉❛❞r❛❞♦s ❛③✉✲
❧❡s✮✳

❊♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ♠♦str❛♠♦s q✉❡ ❛ ✐❣✉❛❧ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✱
❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛rr♦❥❛ ♠❛②♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ q✉❡
❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ❱✐♥❝✉❧❛♠♦s ❡st❡ r❡s✉❧t❛❞♦ ❛ ❧❛
♠❛②♦r ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❡♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r♦✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❡♥ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ s❡❝❝✐ó♥
♦❜s❡r✈❛♠♦s q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ t❛♠❜✐é♥ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❛②♦r ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝✐❛ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ q✉❡ ❡❧ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ❝✉❛♥❞♦ s❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s
❞❡ ✐❣✉❛❧ t❛♠❛ñ♦✳

✸✳✻✳✷✳ ❈❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s✿ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s

▲❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❛ s❡ñ❛❧❛❞❛ ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r t✐❡♥❡ s✉ ♦r✐❣❡♥ ❡♥ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡✲
ríst✐❝❛s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ❡♥ ❛♠❜♦s ♠♦❞❡❧♦s✳ P❛r❛ ✈❡r✐✜❝❛r❧♦✱
s❡ ❡st✉❞✐ó ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ 〈k〉✱ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ C̄✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡✲



✸✳✼✳ ❆❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ✹✼

❞✐❛ ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s l̄ ② ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ Q s♦❜r❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡s
❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ② ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳
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❋✐❣✉r❛ ✸✳✼✿ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ❡♥ ❢✉♥❝ó♥ ❞❡ s✉
t❛♠❛ñ♦✳ ✭❆✮ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ 〈k〉❀ ✭❇✮ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ l̄❀ ✭❈✮ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐✲
③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ C̄ ② ✭❉✮ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ Q✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✼ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛rs❡ q✉❡ ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ 〈k〉 ❡s ♠❛②♦r ♣❛r❛
❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❧❛
❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ l̄ ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s ❡s ♠ás ♣❡q✉❡ñ❛ ② ❡❧ C̄ ❧❡✈❡♠❡♥t❡ ♠❛②♦r✱ ♠✐❡♥tr❛s
q✉❡ Q ❡s ❧❡✈❡♠❡♥t❡ ♠❡♥♦r ❛❧ ♦❜t❡♥✐❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❡❧
♠❛②♦r 〈k〉 ② ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ l̄ ♠ás ❝♦rt❛ ❢❛❝✐❧✐t❛♥ ❡❧ ❡♥❝✉❡♥tr♦ ❡♥tr❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s
② s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡
❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ❛✉♠❡♥t❛♥❞♦ ❛sí ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦✳

✸✳✼✳ ❆❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛

❈♦♠♦ ❤❡♠♦s s❡ñ❛❧❛❞♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡✱ ❧♦s ❜r♦t❡s r❡❝✐❡♥t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ♣❛í✲
s❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s s❡ ❤❛♥ ♣r♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ♣r♦♠❡❞✐♦



✹✽
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ✭✈❡r ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✮✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✹ s❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ q✉❡ ❝✉❛♥t♦ ♠❡♥♦r
❡s ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ✭♠❛②♦r ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✮✱ ♠❛②♦r❡s s♦♥
❧❛s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❛s ♣❛r❛ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❜r♦t❡ ❡♥tr❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ② ❛q✉❡❧
q✉❡ ❛s✉♠❡ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛❧ ❛③❛r ❞❡ ❧♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✳ ❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ ✈❡r❡♠♦s
❝ó♠♦ ❡st❡ ❤❡❝❤♦ s❡ ♠❛♥✐✜❡st❛ ♣❛r❛ ✉♥ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❡ s❛t✐s❢❛❝❡ ❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❞❡
❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱ ❞❡❧ 95% r❡❝♦♠❡♥❞❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❖▼❙ ❬❲❍❖ ✷✵✶✷❪✳
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Pmodel(x≥25)=0.683
Modelo
Percolación

❋✐❣✉r❛ ✸✳✽✿ ❍✐st♦❣r❛♠❛ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❜r♦t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❜❛❥♦ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡
95% ❞❡ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ♣❛r❛ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧
✭❜❛rr❛s r♦❥❛s✮ ② ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❜❛rr❛s ❛③✉❧❡s✮✳

❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s 100 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ❝♦♥ ❧♦s
♣❛rá♠❡tr♦s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❡st❛❜❧❡❝✐❞♦s✱ ♣❛r❛ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ❧❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
❝✉♥❛ r❡s✉❧t❡ ❡♥tr❡ 94.6% ② 95.4%✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❡♥tr❡ 115 ② 135 ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❡♥ t♦t❛❧✳
P❛r❛ ❝❛❞❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ✜♥❛❧ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s t❛♠❜✐é♥ s❡ ❡st✉❞✐ó ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡
♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ♠♦❞❡❧♦s✱ ② s♦❜r❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ✜♥❛❧❡s
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✱ s❡ ❡❢❡❝t✉❛r♦♥ 10000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥
❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✽ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ❤✐st♦❣r❛♠❛s ♣❛r❛ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡
❧♦s ❜r♦t❡s✱ t❛♥t♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❝♦♠♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐✲
♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ❈❧❛r❛♠❡♥t❡✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞❛ ❧✉❣❛r
❛ ❜r♦t❡s ❞❡ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ q✉❡ ❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ❙✐ ❞❡✜♥✐♠♦s ✉♥❛
❡♣✐❞❡♠✐❛ ❝♦♠♦ ✉♥ ❜r♦t❡ q✉❡ ❛❜❛r❝❛ ❛❧ ♠❡♥♦s ❡❧ 1% ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ ✭❡♥
♥✉❡str♦ ❝❛s♦ N = 2500✮✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❛ ❞❡r❡❝❤❛ P (x ≥ 25) ❞❡ t❡♥❡r



✸✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡s ✹✾

✉♥ ❜r♦t❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛♥❞♦ ❛ ♠ás ❞❡ 25 ❛❣❡♥t❡s✱ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦✿

P (x ≥ 25) =
∑

n≥25

p(n) ✭✸✳✻✮

❞♦♥❞❡ p(n) r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦❜t❡♥❡r ✉♥ ❜r♦t❡ ❝♦♠♣r❡♥❞✐❡♥❞♦ ❡①❛❝✲
t❛♠❡♥t❡ n ✐♥❢❡❝t❛❞♦s✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✽✱ P (x ≥ 25) = 0.683 ♣❛r❛ ❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❞✐❝❤❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ r❡s✉❧t❛ ♥✉❧❛
♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✾ ♣r❡s❡♥t❛✲

❋✐❣✉r❛ ✸✳✾✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❜❛❥♦ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✱
♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ✭❝ír❝✉❧♦s r♦❥♦s✮ ② ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥
❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❝✉❛❞r❛❞♦s ❛③✉❧❡s✮✳ ❊♥ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❝❛s♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ✐♥t❡r✈❛❧♦s
❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ❞❡❧ 95%✳

♠♦s ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs✱ r❡str✐♥❣✐é♥❞♦♥♦s ❛❧ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞❡ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❛q✉í ❡st✉❞✐❛❞♦✳ ❙❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t❡ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❝❧✉s✲
t❡r✐③❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥ ❢❡♥ó♠❡♥♦ q✉❡ ✐♠♣❛❝t❛ ❢✉❡rt❡♠❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡
❜r♦t❡✳ ▼ás ❛ú♥✱ ❞✐❝❤♦ ✐♠♣❛❝t♦ s❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡
♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ❝✉❛♥❞♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✳

✸✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡s

❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡s❡♥t❛♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉✲
♥❛❝✐ó♥ s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛ ❡stát✐❝❛✱ ❢✉♥❞❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥



✺✵
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞

❡stát✐❝❛

❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡ ❆①❡❧r♦❞ ❬❆①❡❧r♦❞ ✶✾✾✼❪✳ ❉✐❝❤♦ ♠♦❞❡❧♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛ ❧❛ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❡♥tr❡
❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♠♦ ✉♥ ❢❛❝t♦r ❞❡ ♣❡s♦ ❡♥ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✱ q✉❡
❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ② ❝♦❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ♠♦♥♦❝✉❧t✉r❛❧❡s ❝♦♥ ♣♦st✉r❛s
❞✐✈❡r❣❡♥t❡s✳

❖❜s❡r✈❛♠♦s q✉❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞ ❝♦♥❞✐✲
❝✐♦♥❛ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ② ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ s✉ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥✳ ❉✐❝❤♦ ❡❢❡❝t♦
❛❝tú❛ ❝♦♠♦ ❛♥t❛❣♦♥✐st❛ ❞❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❞❡ ❣r✉♣♦ ② s❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛ ❡♥
s✐t✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛♠♣❧✐❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛✳ ❊st♦ ❢✉❡ ♣r♦❜❛❞♦ ❡①♣❧í❝✐t❛♠❡♥t❡
♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ 95% ❞❡ ❝♦❜❡rt✉r❛ s✉❣❡r✐❞❛ ♣♦r ❧❛ ❖▼❙ ♣❛r❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱ ❝♦♥tr❛
❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ r✉❜❡♦❧❛ ② ♣❛♣❡r❛s✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✹

❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ②

✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

❮♥❞✐❝❡
✹✳✶✳ ❈♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✷✳ ❊♥❧❛❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s✿ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✹✳ ❘❡❞ ❡stát✐❝❛✿ ❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❧❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ✳ ✳ ✺✻

✹✳✺✳ ❘❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✺✳✶✳ ❋♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✺✳✷✳ ❈❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✻✳ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✻✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✻✳✷✳ ❇❛rr✐❞♦ ❡♥ q ② φ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✻✳✸✳ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡ φ s♦❜r❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ✻✼

✹✳✻✳✹✳ ■♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ φ ❡♥ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s✳ ✳ ✻✽

✹✳✼✳ ▼♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐r❡♠♦s ♠❡❥♦r❛s ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✳ ❯♥❛
❞❡ ❡❧❧❛s s❡rá ❧❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❝♦♥t❛❝t♦ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡♥tr❡
❛❣❡♥t❡s✱ ❞❡ ❛q✉❡❧❧♦s q✉❡ s♦❧♦ s✐♠❜♦❧✐③❛♥ ✉♥ ✐♥t❡r❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s s✐♥ ♥❡❝❡✲
s✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❧❛ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ♥✉❡✈❛s
t❡❝♥♦❧♦❣í❛s ② s✉ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ ❛✉♥q✉❡ s✐♥ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞
❞❡ tr❛♥s♠✐t✐r ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❛❝❡r✲
❝❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥ ❢❛❝t♦r ❛t❡♥✉❛❞♦r ❞❡❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡ ❧♦s ❣r✉♣♦s ❛♥t✐✲
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳



✺✷
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

✹✳✶✳ ❈♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥

▲❛s ♠ú❧t✐♣❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛s ❞❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ s✐♥ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦ ♣❡r✲
s♦♥❛❧ ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❞✐st✐♥t✐✈❛ ❞❡ ♥✉❡str❛ ❡r❛✳ ▲♦s ❝❛♥❛❧❡s ❞❡
❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ ♥♦ ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧❡s t❛❧❡s ❝♦♠♦ ❛❧❣✉♥❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ♦♥❧✐♥❡✱ ♠❡♥✲
s❛❥❡rí❛ ✐♥st❛♥tá♥❡❛ ♦ ♠✐❝r♦❜❧♦❣❣✐♥❣ ✭❚✇✐tt❡r✮✱ ❡♥tr❡ ♦tr♦s✱ ❝♦♥st✐t✉②❡♥ ✉♥❛ ❢✉❡♥✲
t❡ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ✐♥s♦s❧❛②❛❜❧❡ q✉❡ ✐♠♣❛❝t❛ ❢✉❡rt❡♠❡♥t❡ ❡♥ ♥✉❡str❛s ♦♣✐♥✐♦♥❡s
❬▲❡r♠❛♥ ✷✵✶✵✱ ❈♦♥♦✈❡r ✷✵✶✶✱ ❇♦♥❞ ✷✵✶✷✱ ❈❡♥t♦❧❛ ✷✵✶✶❪✳ ❊♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ❛s✉✲
♠✐♠♦s ✉♥❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❡①❛❝t❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ ♣r♦♣❛❣❛❜❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥❡s
② ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞❡s ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛s tr❛♥s♠✐t✐❞❛s ♣♦r ❝♦♥t❛❝t♦ ❞✐r❡❝t♦ ✭❡♥ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦✱
s❛r❛♠♣✐ó♥✮✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ♣♦r ❧♦ ❞✐❝❤♦ ❤❛st❛ ❛q✉í✱ r❡s✉❧t❛ ❡✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐s❡✲
♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ♣✉❡❞❡ ♣r♦❞✉❝✐rs❡ s✐♥ q✉❡ ♠❡❞✐❡ ✉♥ ❝♦♥t❛❝t♦ ♣❡rs♦♥❛❧ q✉❡✱
❡♥ ❝❛♠❜✐♦✱ ❡s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥t❛❣✐♦ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳

❈♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ✉♥❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛s ❞♦s ♠♦❞❛❧✐❞❛❞❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ s❡ñ❛❧❛❞❛s✱ ♣r♦♣♦♥❡♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦
❞♦s t✐♣♦s ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❜✐❡♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❞♦s ❡♥ ♥✉❡str❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧✿

❛✳ ❊♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s✿ s♦♥ ❛q✉❡❧❧♦s q✉❡ ✐♠♣❧✐❝❛♥ ♣r♦①✐♠✐❞❛❞ ❢ís✐❝❛ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥✲
t❡s✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦ ✈í♥❝✉❧♦s ❢❛♠✐❧✐❛r❡s✱ ❛♠✐st❛❞❡s ❝❡r❝❛♥❛s✱ r❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧❛❜♦r❛❧❡s✱
❡♥tr❡ ♦tr♦s✳ ❆ tr❛✈és ❞❡ ❡❧❧♦s ♣✉❡❞❡♥ tr❛♥s♠✐t✐rs❡ t❛♥t♦ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❝♦♠♦ ❡♥✲
❢❡r♠❡❞❛❞❡s ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛s✳

❜✳ ❊♥❧❛❝❡s ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s✿ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ r❡❧❛❝✐♦♥❡s ❛ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛✱
t❛❧❡s ❝♦♠♦ ❛q✉❡❧❧❛s ♠❡❞✐❛❞❛s ♣♦r t❡❝♥♦❧♦❣í❛s ❞❡ ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥✳ ❆❧❣✉♥♦s
❡❥❡♠♣❧♦s✿ ❛♠✐st❛❞❡s ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s ❡♥ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ♦♥❧✐♥❡✱ s❡❣✉✐❞♦r❡s ❞❡
❚✇✐tt❡r✱ s✉s❝r✐♣❝✐♦♥❡s ❛ ❜❧♦❣s✱ ❡t❝✳

❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❧❛ r❡❞ s♦❜r❡ ❧❛ q✉❡ tr❛❜❛❥❛r❡♠♦s ❡♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡rá ❡str✉❝t✉✲
r❛❧♠❡♥t❡ ✐❞é♥t✐❝❛ ❛ ❧❛ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸✱ s❛❧✈♦ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛rá ❛♠❜♦s
t✐♣♦s ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ▲♦s 8 ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡ ✉♥ ♥♦❞♦ ❞❛❞♦ i ❝♦♥st✐t✉✐rá♥ s✉ ❡♥✲
t♦r♥♦ ❝❡r❝❛♥♦✱ ♣♦r ❧♦ ❝✉❛❧ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❤❛❝✐❛ ❡❧❧♦s s❡rá♥ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s✳ P♦r
♦tr❛ ♣❛rt❡✱ 8 ❞❡ ❧♦s s❡❣✉♥❞♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡ i ❝♦♥st✐t✉✐rá♥ s✉ ❡♥t♦r♥♦ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✱ ♣♦r
❧♦ q✉❡ i s❡ ✉♥✐rá ❛ ❡❧❧♦s ❛ tr❛✈és ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✳ P♦r s✐♠♣❧✐❝✐❞❛❞✱ ❛s✉♠✐r❡✲
♠♦s q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ♥♦ s♦♥ ❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧❡s✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ t❛♥t♦ ❧❛ ✐♥✢✉❡♥❝✐❛ s♦❝✐❛❧
❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♥t❛❣✐♦ ♣✉❡❞❡♥ ❞❛rs❡ ❡♥ ❛♠❜♦s s❡♥t✐❞♦s ✐♥❞✐st✐♥t❛♠❡♥t❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛
✹✳✶ ♠✉❡str❛ ✉♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ♣✐❝tór✐❝❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ q✉❡ ✉s❛r❡♠♦s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧
♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦✳

❆❞❡♠ás ❞❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐✲
s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ t❛♠❜✐é♥ ✐♥✈♦❧✉❝r❛rá ✉♥



✹✳✷✳ ❊♥❧❛❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s✿ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ✺✸

O O O

O C O

O O O

PP

P P P

P P P

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✿ ❘❡❞ ✉t✐❧✐③❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❊♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ✭❡♥ r♦❥♦✮ ② ❡♥❧❛❝❡s
♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ✭❡♥ ❛③✉❧✮✳

♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❛❝t✐✈♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ♣♦r r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ✭r❡✇✐r✐♥❣✮ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❊s ♣♦r
❡❧❧♦ q✉❡ ❞❡❜❡r❡♠♦s ❞✐st✐♥❣✉✐r ❡♥tr❡ ❞♦s s✉❜❝❧❛s❡s ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s✿

❘❡❞ ❡stát✐❝❛✿ s✐♥ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦✱ ❛✉♥q✉❡ ❝♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐✲
❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ✭♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s✮✳

❘❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✿ ❛q✉❡❧❧❛ q✉❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡
❡♥❧❛❝❡s✳

✹✳✷✳ ❊♥❧❛❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s✿ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡✲

①✐♦♥❛❞♦

❊❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❛❝❡r✈♦ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞❡ ❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ i✱ r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ♣♦r ❡❧ ✈❡❝t♦r V

i(t)✱ ❛ tr❛✈és
❞❡ s✉ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ❝♦♥ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ✈❡❝✐♥♦s ♣❡r♠❛♥❡♥t❡s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡❧ ❡♥✲
t♦r♥♦ ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s r❡❛❧❡s ♥♦ ♣❡r♠❛♥❡❝❡ ✐♥❛❧t❡r❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ tr❛♥s❝✉rs♦
❞❡❧ t✐❡♠♣♦✱ s✐♥♦ q✉❡ t❛♠❜✐é♥ s✉❢r❡ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s q✉❡ ❛❝♦♠♣❛ñ❛♥ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡
❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✳ ❈♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ❡st❡ ❛s♣❡❝t♦ ❡♥ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦✱
✐♥tr♦❞✉❝✐r❡♠♦s ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ❧❛ ✈❡rs✐ó♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛✲



✺✹
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

❞❛ ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳

▲❛ r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♥st✐t✉②❡ ✉♥ ♣❛s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛ ♥✐✈❡❧
❡str✉❝t✉r❛❧✳ ❆sí ❝♦♠♦ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❛❝t✉❛❧✐③❛♥ s✉ ♦♣✐♥✐ó♥ ❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✉❛r ❝♦♥ s✉
❡♥t♦r♥♦✱ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ♣✉❡❞❡♥ s✉st✐t✉✐r ❛ ❧♦s ♠✐❡♠❜r♦s ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦
♣♦r ♦tr♦s ❝♦♥ ❧♦s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡♥ ♠❛②♦r ❣r❛❞♦ ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞ ✉ ❤♦♠♦✜❧✐❛✳ ❊st❡ ú❧t✐♠♦
❝♦♥st✐t✉②❡ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❛❝t✐✈❛ ② ♣♦r ❡❧❧♦ ❛ ❡st❛ ❝❧❛s❡ ❞❡ r❡❞❡s s❡ ❧❛s
❞❡♥♦♠✐♥❛ r❡❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❛s✳

❊st❛❜❧❡❝❡r❡♠♦s ✉♥❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧♦s ♠❡❝❛♥✐s♠♦s ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥✲
❧❛❝❡s ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ② ♣❡rs♦♥❛❧❡s✳ ▲♦s ♣r✐♠❡r♦s s♦♥ ✈♦❧át✐❧❡s ♣♦r ❞❡✜♥✐❝✐ó♥✱ ❣❡♥❡r❛❧✲
♠❡♥t❡ ♥♦ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s♦ ♣❡rs♦♥❛❧ ② s♦♥ ❛❜s♦❧✉t❛♠❡♥t❡ ❞✐s❝r❡❝✐♦♥❛❧❡s✱
❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ❛❝t✉❛❧✐③❛rs❡ ❡♥ s✉ t♦t❛❧✐❞❛❞ ② s✐♥ r❡str✐❝❝✐ó♥✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦
❛ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s✱ ❞❛❞♦ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❢✉❡rt❡s ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉♦s✱ ❞❡❜❡♥ s❡r ♠ás ❡st❛❜❧❡s q✉❡ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ♠❡♥♦s ♣r♦♣❡♥s♦s ❛❧
r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ s♦❧♦ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r❡♠♦s ✉♥❛ ♣❡q✉❡ñ❛
❢r❛❝❝✐ó♥ ppc ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s✳

❆ ✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛r ❧❛s ❝❛♥t✐❞❛❞❡s t♦t❛❧❡s ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✱
❧♦s r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦s ♥♦ ♣✉❡❞❡♥ ❞❛rs❡ ❞❡ ❝✉❛❧q✉✐❡r ♠♦❞♦✳ ❊♥ ✈✐rt✉❞ ❞❡ ❡❧❧♦✱ ❡❧
r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ lij✱ ❝♦♥ ♥♦❞♦s ❢✉❡♥t❡ i ② ❞❡st✐♥♦ j✱ s❡❣✉✐rá
❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♣r❡s❝r✐♣❝✐♦♥❡s✿

✐✳ ❙✐ lij ❡s ❡♥❧❛❝❡ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✿ s❡ ❡❧✐❣❡ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❛❣❡♥t❡ k ❞❡ ❧❛ r❡❞ q✉❡ ♥♦
s❡❛ ✈❡❝✐♥♦ ❞❡ i✳ ❙✐ ❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❤♦♠♦✜❧✐❛ ht(i, j) < ht(i, k)✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❡❧
r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ s❡ ❛❝❡♣t❛ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ 1 ② ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ lij ❡s ❜♦rr❛❞♦ ②
s✉st✐t✉✐❞♦ ♣♦r ♦tr♦ ❡♥❧❛❝❡ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ lik✳ ❊♥ ❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ s❡ r❡❝❤❛③❛ ❡❧
r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ② s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦
❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳

✐✐✳ ❙✐ lij ❡s ❡♥❧❛❝❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐✈♦✿ s❡ ❡❧✐❣❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ k ❞❡ ❡♥tr❡ ❧♦s ❝♦♥t❛❝✲
t♦s ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ❞❡❧ ❛❣❡♥t❡ i✳ ❙✐ ht(i, j) < ht(i, k)✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ♣❡rs♦♥❛❧
❛❞❛♣t❛t✐✈♦ lij s❡ ❝♦♥✈✐❡rt❡ ❡♥ ❡♥❧❛❝❡ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ lik
s❡ r❡❝❛t❡❣♦r✐③❛ ❝♦♠♦ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐✈♦✳

❈❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ ❧❛ ♣r❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ♣❛r❛ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈♦s t✐❡♥❡ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♠♦✈❡r ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ❛ ❡♥❧❛❝❡
♣❡rs♦♥❛❧✱ ❝♦♥t❡♠♣❧❛♥❞♦ ✉♥❛ ❛✜♥✐❞❛❞ ♣r❡✈✐❛ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥t❡s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s✱ ❡♥ ❧✉❣❛r
❞❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❝✉❛❧q✉✐❡r ♦tr♦ ❛❣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r✳



✹✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✺✺

✹✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐✲

③❛❞♦

▲❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡s ❡s❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞❛ ❡♥ ❡❧
❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ❝♦♥ ❡❧ ❛❣r❡❣❛❞♦ ❞❡ ❧❛s ♣r❡s❝r✐♣❝✐♦♥❡s ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧ ②❛
s❡ñ❛❧❛❞❛s✳ ◆✉❡✈❛♠❡♥t❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛ r❡❞ ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❝♦♥ N =

2500 ♥♦❞♦s✱ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❡❧❧♦s ❝♦♥ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ❛ ♣r✐♠❡r♦s ② s❡❣✉♥❞♦s
✈❡❝✐♥♦s ✭kp = 8✮✱ ♠ás ❡❧ ❛❣r❡❣❛❞♦ ❞❡ 8 ❡♥❧❛❝❡s ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ♣♦r
♥♦❞♦ ✭kop = 8✮ t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ♠♦stró ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❛❧ ✐❣✉❛❧
q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸✱ ✜❥❛♠♦s F = 10 ✭♠ás ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❜✐♥❛r✐❛ ❛s♦❝✐❛❞❛ ❝♦♥ ❧❛
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✮ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s
✉♥ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛ κ = 2✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❞♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❧♦
♣♦❞rá♥ ✐♥t❡r❛❝t✉❛r s✐ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❛❧ ♠❡♥♦s ❞♦s ❞❡ s✉s ♦♣✐♥✐♦♥❡s
✭✈❡r ❡❝✳ ✸✳✺✮✳

❊♥ ❧♦ q✉❡ r❡s♣❡❝t❛ ❛ ❧❛ s✉❜r❡❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s✱ s❡ ❡❧✐❣❡ ❞❡ ❡♥tr❡ ❡❧ t♦t❛❧
❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ✉♥ ❢r❛❝❝✐ó♥ ppc = 0.1 ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s✱ q✉❡
♣❡r♠❛♥❡❝❡rá♥ ❡♥ ❞✐❝❤❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞✉r❛♥t❡ t♦❞❛ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦✳ ❊st♦s
s♦♥ ❧♦s ú♥✐❝♦s ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ s❡r r❡❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❝♦♠♦ ♣❛rt❡ ❞❡❧
♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱
t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s✱ ❡①❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✱ s♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s✳

▲❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ❧❛ ♠✐s♠❛ q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦
❛♥t❡r✐♦r✿ ❧❛s ♦♣✐♥✐♦♥❡s s♦♥ ❡❧❡❣✐❞❛s ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r ❡♥ {1, 2, 3, ..., q} ♣❛r❛
❝❛❞❛ ❛❣❡♥t❡✱ ❝♦♥ ❡①❝❡♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❝❛s♦✱
❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❝♦♠✐❡♥③❛♥ ❝♦♥ ✉♥❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ♣r♦✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✭V i

F+1(t) = 0✮✱ s❛❧✈♦ ❡❧
1% ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ Sstub ❝✉②❛ ♣♦st✉r❛ ❝♦♥tr❛ ❧❛
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡stá ✜❥❛✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❛❧❣♦rít♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❝❛❞❛
♣❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❡s✿

✶✳ ❯♥ ❛❣❡♥t❡ ❢✉❡♥t❡ i ❡s ❡❧❡❣✐❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ✉♥♦ ❞❡
s✉s ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s j ❡s ❡❧❡❣✐❞♦ ❝♦♠♦ ✏♦❜❥❡t✐✈♦✑✱ t❛♠❜✐é♥ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡
❛❧ ❛③❛r✳

✷✳ ❱❛r✐❛♥t❡s✿

✐✳ ❘❡❞ ❡stát✐❝❛✿ s❡❣✉✐r ❡♥ ❡❧ ít❡♠ ✸✳

✐✐✳ ❘❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✿ s❡❣✉✐r ❧❛s ♣r❡s❝r✐♣❝✐♦♥❡s ✐♥❞✐❝❛❞❛s ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ✹✳✷✳
❙✐ s❡ ❝♦♥❝r❡t❛ ❡❧ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ lij✱ s❡❣✉✐r ❡♥ ❡❧ ít❡♠ ✻✳ ❊♥
❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ✐♥✐❝✐❛r ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ❡❧ ít❡♠ ✸✳



✺✻
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

✸✳ ❙❡ ♦❜t✐❡♥❡ ht(i, j) ② ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥ P (i → j, t)✳ ▲✉❡❣♦✱ s❡
❡❧✐❣❡ ❛❧ ❛③❛r ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ n ❡♥ ❧❛ q✉❡ i ② j ♥♦ ❝♦✐♥❝✐❞❛♥✳

✹✳ ❙✐ n 6= F + 1✱ ❡s ❞❡❝✐r q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ♥♦ ❡s ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛
✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ i s✐❣✉❡ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❞❡s❝r✐♣t♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳
✸✳✸✳

✺✳ ❙✐ n = F + 1✱ ❝❛❜❡♥ ❞♦s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛s✿

i ∈ Sstub✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ i ❝♦♥s❡r✈❛ s✉ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥
✭V i

F+1(t+ 1) = V i
F+1(t)✮

i /∈ Sstub✱ ❡♥ ❝✉②♦ ❝❛s♦ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ s✐❣✉❡ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❞❡s✲
❝r✐♣t♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✸✳✸✳

✻✳ ❈♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡t❡♥❝✐ó♥✿ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❞♦s ♣♦s✐❜❧❡s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ❞❡t❡♥✲
❝✐ó♥✿

✐✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ s❡ ❞❡t✐❡♥❡ ❝✉❛♥❞♦ ❛❧❝❛♥③❛ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❛❜s♦r❜❡♥t❡✱
❡s ❞❡❝✐r✱ ❝✉❛♥❞♦ ♥♦ s♦♥ ♣♦s✐❜❧❡s tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s✳

✐✐✳ ❊♥ ❧♦s ❝❛s♦s ❞♦♥❞❡ ♣r❡✈❛❧❡❝❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❡❧ ❛❝❝✐♦♥❛r ❞❡
❧♦s ❛❣❡♥t❡s Sstub ♣✉❡❞❡ ❞❛r ❧✉❣❛r ❛ ♣❡q✉❡ñ❛s ✢✉❝t✉❛❝✐♦♥❡s ✐♥t❡r♠✐✲
t❡♥t❡s ❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ s✉ ❡♥t♦r♥♦✳ ❊s ♣♦r
❡❧❧♦ q✉❡ ✜❥❛♠♦s ❝♦♠♦ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡t❡♥❝✐ó♥ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❧❛ ✐♠♣♦s✐❜✐❧✐✲
❞❛❞ ❞❡ r❡❛❧✐③❛r tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ t♦❞❛s ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝✉❧t✉r❛❧❡s✱
❡①❝❡♣t✉❛♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ❛s ✢✉❝t✉❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
❝✉♥❛❝✐ó♥✳

✼✳ t → t+ 1✳ ❘❡t♦r♥❛ ❛❧ ♣❛s♦ ✶✳

❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦ ♣❛r❛ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❡❧
♠✐s♠♦ s❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❆✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✱ ❞❛r❡♠♦s ✉♥❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡
❛♠❜❛s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✭✐✳❡✳✱ ❡stát✐❝❛ ② ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✮✱ ❞❡st❛❝❛♥❞♦
s✉s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ② ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s✱ t❛♥t♦ ❡♥tr❡ ❡❧❧♦s ❝♦♠♦ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧
❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✳

✹✳✹✳ ❘❡❞ ❡stát✐❝❛✿ ❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❧❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❞❡

❡♥❧❛❝❡s

P❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❧❛s r❡❞❡s
❡stát✐❝❛s s♦♥ ❛q✉❡❧❧❛s q✉❡ ♥♦ ❛❞♠✐t❡♥ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✱ ❛✉♥q✉❡ ❝♦♥✲



✹✳✹✳ ❘❡❞ ❡stát✐❝❛✿ ❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❧❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ✺✼

s❡r✈❛♥ ❧❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡♥❧❛❝❡s
♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ❡♥❧❛❝❡s ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❤❡♠♦s
❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦ s♦❧♦ ❡♥❧❛❝❡s ❤♦♠♦❣é♥❡♦s ❝❛♣❛❝❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐t✐r t❛♥t♦ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❝♦♠♦
❡♥❢❡r♠❡❞❛❞❡s✳ ◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥
♥♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♥✐♥❣✉♥❛ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧♦ q✉❡ r❡s♣❡❝t❛ ❛ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲
❞✉❝t❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸✱ s✐❡♠♣r❡ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ♣❡r♠❛♥❡③❝❛ ❡stát✐❝❛
✭s✐♥ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦✮✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ❧❛ r❡❞ s♦❜r❡ ❧❛ q✉❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❛♥ ❧❛s ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❡s
❡s❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ ♠✐s♠❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❝❛❜❡ ♣r❡❣✉♥t❛rs❡ ❝✉á❧ s❡rá ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡
❧❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞
❡stát✐❝❛✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ❛❤♦r❛ t✐❡♥❡ ❧✉❣❛r ❡①❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ s♦❜r❡ ✉♥❛ s✉❜r❡❞ ❞❡ ❡♥❧❛✲
❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s✳ ❈♦♥ ❞✐❝❤♦ ♦❜❥❡t✐✈♦✱ r❡❛❧✐③❛♠♦s 10000 s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ ❧❛s r❡❞❡s ❡stát✐❝❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ② ❡❧ ❛q✉í ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦✱ ❛♠❜♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥❞♦ ❛ r❡❞
❡stát✐❝❛✱ ♣❛r❛ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞
t♦t❛❧ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s✳
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Percolation
95% CI
Model 2 φ=0.00
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Percolation
95% CI
Model 1 φ=0.00

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✿ ❚❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s
♣❛r❛✿ ✭❆✮ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♥ ❡♥❧❛❝❡s ❤♦♠♦❣é♥❡♦s ② ✭❇✮ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♥ ❡♥❧❛❝❡s ❤❡✲
t❡r♦❣é♥❡♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❣rá✜❝♦s s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❝✉❛❞r❛❞♦s ❛③✉❧❡s✮✳



✺✽
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

▲❛s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❛s ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✷ s❡ ❞❡❜❡♥ ❛ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥
❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ♣❛r❛ ❧♦s ♥♦❞♦s✿ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞
❝♦♥ ❡♥❧❛❝❡s ❤♦♠♦❣é♥❡♦s t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭〈k〉 = 16✮✱ ♣❛r❛ ❧❛
r❡❞ ❝♦♥ ❡♥❧❛❝❡s ❤❡t❡r♦❣é♥❡♦s 〈kp〉 = 8✱ s✐❡♥❞♦ 〈kp〉 ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦
❡①❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s✳ ❘❡s✉♠✐❡♥❞♦✱ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝❛♣❛❝❡s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛r ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛ s✉❜r❡❞ ❝♦♥st✐t✉✐❞❛ ♣♦r ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ❡s
❡①❛❝t❛♠❡♥t❡ ❧❛ ♠✐t❛❞ q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❝♦♥ ❡♥❧❛❝❡s ❤♦♠♦❣é♥❡♦s✳ ❉✐❝❤❛
❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❡s ❡str✉❝t✉r❛❧ ② ♦❝❛s✐♦♥❛ ✉♥❛ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧
t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱ r❡s✉❧t❛♥❞♦ ♠❛②♦r ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❝♦♥
❡♥❧❛❝❡s ❤❡t❡r♦❣é♥❡♦s✳

❆ ♠♦❞♦ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐ó♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✱ ❞✐r❡♠♦s q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♠ás r❡❛❧✐st❛ ❝♦♥
❡♥❧❛❝❡s ❤❡t❡r♦❣é♥❡♦s r❡s✉❧t❛ ♦♣t✐♠✐st❛ ❛❧ ❝♦♠♣❛r❛r❧♦ ❝♦♥ ❡❧ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡❝❡✲
❞❡♥t❡✱ ❛❧ ♠❡♥♦s ❡♥ ❧♦ q✉❡ r❡s♣❡❝t❛ ❛ ❧❛ ♣r❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱
❛ú♥ ❡♥ ❡st❡ ❡s❝❡♥❛r✐♦ ♦♣t✐♠✐st❛✱ ❧❛ s❡♣❛r❛❝✐ó♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡
♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❞✐s❝✉t✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸✮ ❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛✱ t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡♥
❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✳ ❈♦♥t✐♥✉❛r❡♠♦s ♥✉❡str♦ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✱ ❛❤♦r❛
✐♥❝♦r♣♦r❛♥❞♦ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳

✹✳✺✳ ❘❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛

❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥❛❧✐③❛r❡♠♦s ❧♦s ❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❡❧ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡
❡♥❧❛❝❡s ❝♦♠♦ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡
♦♣✐♥✐♦♥❡s✳ ◆❛t✉r❛❧♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❡✈♦❧✉❝✐♦♥❛rá ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦
❧♦ ❝✉❛❧✱ ❝♦♠♦ ❤❡♠♦s ♥♦t❛❞♦ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❡st♦s ♣r✐♠❡r♦s ❝❛♣ít✉❧♦s✱ ♦❝❛s✐♦♥❛ ❛ s✉
✈❡③ ❝❛♠❜✐♦s ❡♥ s✉s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✳ ❊❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❡s ✉♥❛ r❡❛❧✐♠❡♥t❛✲
❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ② ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡
❆①❡❧r♦❞✳ ❈❛❜❡ ❡♥t♦♥❝❡s ♣r❡❣✉♥t❛r♥♦s ❞❡ q✉é ♠♦❞♦ ❡❧ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s
❛❢❡❝t❛rá ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ❝♦♥s❡♥s♦ ✈❛❝✉♥❛❞♦r ② ❡❧ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ❡♥ ♥✉❡str♦
♠♦❞❡❧♦✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✸ ♠♦str❛♠♦s ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥
❞❡ q ❞❡ ❢♦r♠❛ t♦t❛❧♠❡♥t❡ ❛♥á❧♦❣❛ ❛ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✷ ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ◆✉❡✈❛♠❡♥t❡✱
❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s N = 2500✱ F = 10✱ 〈k〉 = 16 ② 〈kp〉 = 8✳

▲❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ♠♦str❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✸ r❡s✉❧t❛ ♠✉❝❤♦ ♠ás ❧❡♥t❛ q✉❡ ❧❛ ❝♦✲
rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ r❡❞ ❡stát✐❝❛✳ ❈♦♥ ❡❧❧♦ ♣♦❞❡♠♦s ❝♦♥❝❧✉✐r q✉❡ ❧❛ r❡❣✐ó♥ ❝rít✐❝❛ s❡
❡♥s❛♥❝❤❛✱ ❧♦ q✉❡ r❡s✉❧t❛ ❞❡s❡❛❜❧❡ ♣❛r❛ s✐♥t♦♥✐③❛r ♥✉❡str♦ s✐st❡♠❛ ❡♥ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥✳
P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ❛❤♦r❛ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ♣ró①✐♠♦ ❛ qC = 300✱ ♠❛②♦r
❛❧ ♦❜t❡♥✐❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ✭qC = 170✮✳ ❖tr♦ ❛s♣❡❝t♦ ❛ ❞❡st❛❝❛r ❞❡ ❧❛ ❋✐✲
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✿ ❋r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ q ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦
❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳

❣✉r❛ ✹✳✸ ❡s q✉❡ t❛♥t♦ ♣❛r❛ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♠♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦
❛rr♦❥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ✜♥❛❧ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♣❛r❛
q = qC ✳ ❉❡ ❛q✉í ❡♥ ♠ás✱ ✜❥❛r❡♠♦s q = 300 ♣❛r❛ ❛♥❛❧✐③❛r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❜❛❥♦ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ s❛❧✈♦ q✉❡ s❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❡①♣❧í❝✐t❛♠❡♥t❡ ❧♦
❝♦♥tr❛r✐♦✳

✹✳✺✳✶✳ ❋♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs

❊❧ ❛s♣❡❝t♦ ♠ás ❞❡st❛❝❛❞♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ✸ ❡s ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦✲
♠✐♥✐♦s ♦ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❝♦♥ ✉♥❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ♠✉❝❤♦ ♠❛②♦r q✉❡
❧❛ ♦❜t❡♥✐❞❛ ❝✉❛♥❞♦ ❧❛ ♠✐s♠❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❡s ❞✐str✐❜✉✐❞❛ ❛❧ ❛③❛r
✭❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✮✳ ❈❛❜❡ ♣r❡❣✉♥t❛r♥♦s s✐ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛✲
t✐✈❛ ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ s❡♠❡❥❛♥t❡✳

▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✹ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦✲
❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ q = 300 ② s✐❡♠♣r❡ ❝♦♥
F = 10✳ ❊s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡✱ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✱
s♦❧♦ ❡st✉❞✐❛♠♦s ❝❧✉st❡rs ♣❛r❛ ❧❛ s✉❜r❡❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s✱ q✉❡ s♦♥
❧♦s ú♥✐❝♦s r❡❧❡✈❛♥t❡s ♣❛r❛ ❧❛ tr❛♥s♠✐s✐ó♥ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❚❛❧ ❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧
❝❛s♦ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✱ ❝♦♠♣❛r❛♠♦s ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r✲
❝♦❧❛❝✐ó♥ ❛ ✜♥ ❞❡ ❞✐s❝❡r♥✐r s✐ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ❝♦♥st✐t✉②❡ ♦ ♥♦ ✉♥
❡✈❡♥t♦ ❢♦rt✉✐t♦✳ P✉❡❞❡ ✈❡rs❡ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✲✭❆✮ q✉❡ ❡❢❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡
❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❛ú♥ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥ ♠❛②♦r ❢r❡✲



✻✵
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ♣❛r❛✿ ✭❆✮ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦
❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ✭❇✮ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s
s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ② ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡❧
③✲s❝♦r❡ ✭✐♥s❡ts✮✳

❝✉❡♥❝✐❛ q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ ▼ás ❛ú♥✱ t❛♥t♦ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❛❜s♦❧✉t♦ ❝♦♠♦
❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s r❡s✉❧t❛ ♠❛②♦r ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥
r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✲✭❇✮✮✳ ❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡
♦♣✐♥✐♦♥❡s ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ♥♦ s♦❧♦ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲
✈❛❝✉♥❛❞♦s s✐♥♦ q✉❡ ❛ s✉ ✈❡③ r❡s✉❧t❛ ♠ás ♣r♦♣❡♥s♦ ❛ t❛❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✳ ❈❛❜❡
❞❡st❛❝❛r q✉❡ ❝✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛r❛♠♦s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❝♦♥ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛✲
❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❧❛ r❡❞ ✜♥❛❧ ❧✉❡❣♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥
♣♦r r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ P♦r ❡st❡ ♠♦t✐✈♦✱ ❧❛ r❡❞ s♦❜r❡ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ❞✐str✐❜✉②❡♥
❛❧ ❛③❛r ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ②❛ ❤❛ s✐❞♦ ♠♦✲
❞✐✜❝❛❞❛ ♣♦r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ✭❧❛s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❛s ❡♥tr❡
❛♠❜♦s s❡rí❛♥ ❛ú♥ ♠❛②♦r❡s ❛❧ ❝♦♠♣❛r❛r ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞
✐♥✐❝✐❛❧✮✳

✹✳✺✳✷✳ ❈❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s

❊♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ❤❡♠♦s ❛♥❛❧✐③❛❞♦ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧♦s ❜r♦t❡s s♦❜r❡ ❡❧ ❝❧✉st❡r
❞❡ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ SM ✭❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦✮✳ ❆q✉í ❤❛r❡♠♦s ❧♦ ♣r♦♣✐♦ ❝♦♥ ❧♦s ❝❧✉st❡rs
♠á①✐♠♦s ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✺ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ ❞❡ s❛r❛♠✲
♣✐ó♥ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✲✭❆✮ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛



✹✳✺✳ ❘❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ✻✶

❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡
♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✲✭❇✮ ❡s ❧❛ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡✲
♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ❈♦♥✈✐❡♥❡ r❡❝♦r❞❛r ❛q✉í q✉❡ ♣❛rt✐♠♦s ❞❡ ✉♥ ú♥✐❝♦
✐♥❢❡❝t❛❞♦ ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡ ❛❧ ❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦ ② ❡❢❡❝t✉❛♠♦s 10000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✿ ❚❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❜r♦t❡ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❝❧✉st❡r ♠á①✐♠♦ ♣❛r❛✿
✭❆✮ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ✭❇✮ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞
❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳

❉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛s ❋✐❣✉r❛s ✹✳✺✲✭❆✮ ② ✭❇✮ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ❡stát✐✲
❝❛ ♣r❡s❡♥t❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛s r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱
❡❢❡❝t♦ q✉❡ ♥♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ t❛♥ ♠❛r❝❛❞❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❛✳ P❛r❛ ❡①♣❧✐❝❛r ❡st❡ ú❧t✐♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ r❡❝✉rr✐r ❛❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛
❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✻ ♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á✲
①✐♠♦s ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ✭❋✐❣✉r❛ ✹✳✻✲✭❆✮✮
② ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ✭❋✐❣✉r❛ ✹✳✻✲✭❇✮✮✱ ❡♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s ❝♦♠♣❛r❛♠♦s ❧♦s ✐♥❞✐❝❛✲
❞♦r❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝♦s ❝♦♥ ❧♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣❛r❛ ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ❞❡ ✐❣✉❛❧ t❛♠❛ñ♦ ❛
♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳ P✉❡❞❡ ✈❡rs❡ ❝❧❛r❛♠❡♥t❡ q✉❡ ❧❛s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❛s
❡♥tr❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ② ❧♦s
❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱ ❞✐s♠✐♥✉②❡♥ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳
❊s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ♣♦r ❡st❡ ❤❡❝❤♦ q✉❡ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣❡r✲
❝♦❧❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧♦s t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❜r♦t❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✲✭❇✮ t❛♠❜✐é♥ ❞✐s♠✐♥✉②❡♥
❛♣r❡❝✐❛❜❧❡♠❡♥t❡ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧♦s ♦❜s❡r✈❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✲✭❆✮✳
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✻✿ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s✳ ▼♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦
❝♦♥ ✭❆✱❈✱❊✱●✮ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ✭❇✱❉✱❋✱❍✮ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s s❡
♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡s
❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳

✹✳✻✳ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥

▲❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛s ❡s ✉♥❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ♥❡❝❡s❛r✐❛ ♣❛r❛ ❛❧❝❛♥③❛r ✉♥❛
❝♦❜❡rt✉r❛ ❛♠♣❧✐❛✳ ●r❛❝✐❛s ❛ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❛
♥✐✈❡❧ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦r ♣❛rt❡ ❞❡ ❧❛ ❖▼❙✱ ❯◆■❈❊❋ ② ♦tr♦s ♦r❣❛♥✐s♠♦s ❞❡ s❛❧✉❞ ♣ú❜❧✐❝❛
❬P▲❆◆ ✷✵✶✷❪✱ ❡st❛ ♠❡t❛ ♣✉❡❞❡ ❛❧❝❛♥③❛rs❡✳ ❊❧ P❧❛♥ ❊str❛té❣✐❝♦ ❞❡ ❧❛ ❖▼❙ ✷✵✶✷✲



✹✳✻✳ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✻✸

✷✵✷✵ ❬P▲❆◆ ✷✵✶✷❪ ❝♦♥t❡♠♣❧❛ ❡♥tr❡ s✉s ♦❜❥❡t✐✈♦s ✉♥ ❛s♣❡❝t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✿

✏❈♦♠✉♥✐❝❛r ② ❝♦♠♣r♦♠❡t❡rs❡ ❛ ❝♦♥str✉✐r ❝♦♥✜❛♥③❛ ② ❞❡♠❛♥❞❛ ♣ú❜❧✐❝❛ ♣❛r❛

❧❛ ✐♥♠✉♥✐③❛❝✐ó♥✳✑

❊st❡ ❡s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ❡❧ ❛s♣❡❝t♦ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ♥♦s ❝❡♥tr❛♠♦s ❡♥ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ s❡❝✲
❝✐ó♥✳ ❈❧❛r❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛s ♥♦ ❡s s✉✜❝✐❡♥t❡ s✐ ❧❛s ♣❡rs♦✲
♥❛s ❧❛s r❡❝❤❛③❛♥✳ ❊❧ r❡❝❤❛③♦ ♣r♦✈✐❡♥❡ ♠❛②♦r✐t❛r✐❛♠❡♥t❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r❡s ❝✉❧t✉r❛❧❡s
❬❙❛❧♠♦♥ ✷✵✵✻✱ ❙❛✐♥t✲❱✐❝t♦r ✷✵✶✸❪✱ ❞❡ ❝♦♥❝✐❡♥❝✐❛ ❬P❡❛r❝❡ ✷✵✵✽❪ ② ❛ ✉♥❛ ♣❡r❝❡♣✲
❝✐ó♥ ❡rró♥❡❛ ❞❡❧ r✐❡s❣♦ ❛s♦❝✐❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱✳ P♦r s✉♣✉❡st♦✱ ❧♦ q✉❡ ♥♦s♦✲
tr♦s s♦st❡♥❡♠♦s ❛q✉í ❡s q✉❡ ❡st❛ ♣❡r❝❡♣❝✐ó♥ ❞❡❧ r✐❡s❣♦ ♥♦ ❡stá ❢✉♥❞❛❞❛ ❡♥ ✉♥❛
♦♣✐♥✐ó♥ ✐♥❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r ♣❛rt❡ ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❞❡❝✐s♦r❡s✱ s✐♥♦ ❡♥ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡
❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ♣♦r ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✳

✹✳✻✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦

❙✐ ❜✐❡♥ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ❛❞♦♣t❛♥ ✉♥❛ ♣♦st✉r❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❜❛❥♦ ❧❛ ✐♥✢✉❡♥❝✐❛
❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦ ♣ró①✐♠♦✱ t❛♠❜✐é♥ s♦♥ ♣❡r♠❡❛❜❧❡s ❛ ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ♣r♦♠♦❝✐ó♥ ❞❡
❧♦s ❜❡♥❡✜❝✐♦s ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❧❧❡✈❛❞❛s ❛ ❝❛❜♦ ♣♦r ❧❛s ❛✉t♦r✐❞❛❞❡s s❛♥✐t❛r✐❛s✳
■♥❝♦r♣♦r❛♠♦s ❡st❡ ❢❛❝t♦r ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❛ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡
✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ ❣❧♦❜❛❧ φ ≥ 0✱ ❛❧ ❝✉❛❧ ❡stá♥ ❡①♣✉❡st♦s t♦❞♦s ❧♦s ❛❣❡♥t❡s✳ ❉✐❝❤♦
❝❛♠♣♦ φ t✐❡♥❡ ♣♦r ❢✉♥❝✐ó♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ✉♥ s❡s❣♦ ❡♥ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥
❞❡ ✈❛❝✉♥❛❞♦r ❤❛❝✐❛ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ❡♥ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧✳

▲❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡ φ ❡♥ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❡s ❧❛
s✐❣✉✐❡♥t❡✿ ❙❡❛ i ✉♥ ✏❛❣❡♥t❡ ❢✉❡♥t❡✑ ✈❛❝✉♥❛❞♦r ✭V i

F+1(t) = 0✮ q✉❡ ✐♥t❡r❛❝tú❛ ❝♦♥
✉♥ ✏❛❣❡♥t❡ ❞❡st✐♥♦✑ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r j ✭V j

F+1(t) = 1✮ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡
✐♠✐t❛❝✐ó♥✳ ❙✐ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❡❧❡❣✐❞❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❡s ❧❛
♣♦st✉r❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ❞✐❝❤❛ ♣♦st✉r❛ s❡ ❛❝t✉❛❧✐③❛ s❡❣ú♥

V i
F+1(t+ 1) =

{

V j
F+1(t) ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ (1− φ)

V i
F+1(t) ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ φ .

✭✹✳✶✮

❊st♦ ❡s✿ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ ✈❛❝✉♥❛❞♦r ✭❢✉❡♥t❡✮ ❛ú♥ ❝♦♥s❡r✈❛ ✉♥❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♣❡rs✐st✐r ❡♥ s✉
♣♦st✉r❛✱ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ φ✱ ❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✉❛r ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥
s♦❝✐❛❧ ❝♦♥ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ✭t❛r❣❡t ♦ ❞❡st✐♥♦✮✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
❝✐ó♥ s♦❜r❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ ❝❛❜❡ ❡♥❢❛t✐③❛r q✉❡ ❡❧ ❝❛♠♣♦
❡①t❡r♥♦ φ ♥♦ ✐♥t❡r✈✐❡♥❡ ❡♥ ❢♦r♠❛ ❞✐r❡❝t❛ ❝♦♥ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡
❡♥❧❛❝❡s✳



✻✹
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

❈♦♠♦ r❡s✉❧t❛ ❡✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✶✱ ❝✉❛♥❞♦ φ = 0 s❡ r❡❝✉♣❡r❛ ❡❧ ♠❡✲
❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ tr❛❞✐❝✐♦♥❛❧✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡st❛❝❛r
q✉❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛ñ❛ ❛q✉í ♠♦❞❡❧❛❞❛ ❡s s♦❧♦ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ② ❝♦♥❝✐❡♥t✐③❛✲
❝✐ó♥ ❤❛❝✐❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ s❡♥t✐❞♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣♦r ❧❛ ❖▼❙✳ ▲❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡ φ ♥♦
♣r❡t❡♥❞❡ ✐♠♣♦♥❡r ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♣✉❧s✐✈❛ ♥✐ t✐❡♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡
❛q✉❡❧❧♦s q✉❡ ❤❛♥ t♦♠❛❞♦ ❧❛ ❞❡❝✐s✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛r✱ s✐♥♦ q✉❡ s♦❧♦ ❛❝tú❛ s♦❜r❡
❛q✉❡❧❧♦s ❛❣❡♥t❡s ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♣❛r❛ q✉❡ ♥♦ ♠♦❞✐✜q✉❡♥ s✉ ♣♦st✉r❛ ❡♥ ❡❧ ❢✉t✉r♦✳

✹✳✻✳✷✳ ❇❛rr✐❞♦ ❡♥ q ② φ

❊❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ ♥❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ ❛♠♣❧í❛ ♥✉❡str♦
❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ ♥❡❝❡s❛r✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ✉♥ ❜❛rr✐❞♦ t❛♥t♦ s♦❜r❡ q
❝♦♠♦ ♣❛r❛ ♥✉❡str♦ ♥✉❡✈♦ ♣❛rá♠❡tr♦ φ✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✼ ♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥
♠❡❞✐❛ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♣❛r❛ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✱ t❛♥t♦ ♣❛r❛
r❡❞ ❡stát✐❝❛ ✭❋✐❣✉r❛ ✹✳✼✲✭❆✮✮ ❝♦♠♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ✭❋✐❣✉r❛ ✹✳✼✲✭❇✮✮✱ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡
q ② φ✱ ❝♦♥s❡r✈❛♥❞♦ ✜❥♦ F = 10✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s s❡ ❞❡st❛❝❛ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ♠✐t✐❣❛❞♦r
❞❡ φ ♣♦r s♦❜r❡ ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡❧ 1% ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s✳ ❯♥❛
♠í♥✐♠❛ ✐♥t❡r✈❡♥❝✐ó♥ ♠❛s✐✈❛ s♦st❡♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❢❡❝t♦s ♥♦t❛❜❧❡s ❡♥
❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦st✉r❛ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✼✿ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♣❛r❛ ❜❛rr✐❞♦ ❡♥ q ② φ✳ ▼♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ✭❆✮ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ✭❇✮ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳

▲❛ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ > 0 ❢r✉str❛ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ ♥♦✲
✈❛❝✉♥❛❞♦r ❛❜s♦❧✉t♦ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ❡♥ ❧❛s tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ♣r❡✈✐❛s ❝♦♥ q < qC ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛



✹✳✻✳ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✻✺

✹✳✾✮✳ P❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ♣❡q✉❡ñ♦s ❞❡ q ♣✉❡❞❡♥ ❛ú♥ ❢♦r♠❛rs❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ❞❡ ❝♦♥s❡♥s♦ s✐ s❡
❛♥❛❧✐③❛♥ s♦❧♦ ❧❛s ♣r✐♠❡r❛s F ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡st♦ ♥♦ ♦❝✉rr❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦
❞❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ F + 1 r❡❢❡r✐❞❛ ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ▲♦ q✉❡ ♦❝✉rr❡ ♣❛r❛ q < qC ❡s ✉♥❛
❝♦♠♣❡t❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❞♦s ♣♦st✉r❛s ❛♥t❛❣ó♥✐❝❛s s♦❜r❡ ✉♥ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛
❡♥ ❧❛s ♣r✐♠❡r❛s F ♦♣✐♥✐♦♥❡s✳
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✽✿ ❚♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧❛s s✉❜r❡❞❡s ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ❝♦♥
❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ✳ ▲♦s ❝ír❝✉❧♦s ✭❝✉❛❞r❛❞♦s✮ r♦❥♦s✱ ❛③✉❧❡s ② ✈❡r❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥
❛ ❧❛s s✉❜r❡❞❡s ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ✭❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✮ ② φ = 0.00✱ 0.01 ② 0.02✱ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ▲❛s ❧í♥❡❛s ❞❡ ♣✉♥t♦s ✐♥❞✐❝❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ♣❛r❛ ❧❛s
s✉❜r❡❞❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s Gpers ✭❧í♥❡❛ ❞❡ ♣✉♥t♦s r♦❥♦s✮ ② Gop ✭❧í♥❡❛ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❛③✉❧❡s✮✳

❈❛❜❡ t❛♠❜✐é♥ ♣r❡❣✉♥t❛r♥♦s ❝ó♠♦ s❡ ♠♦❞✐✜❝❛ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛❧ ❜❛rr❡r
q ♣❛r❛ φ = 0.00✱ 0.01 ② 0.02✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥
❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ❘❡❝♦r❞❡♠♦s q✉❡ ❧❛ r❡❞ s❡
❡♥❝✉❡♥tr❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r ✉♥❛ s✉❜r❡❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ✭Gpers✮ ② ♦tr❛ ✐♥✲
t❡❣r❛❞❛ ♣♦r ❝♦♥t❛❝t♦s ❡①❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥ ✭Gop✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✽ ♠✉❡str❛ ❡❧
❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ✭〈k〉✮✱ ❧❛ ❧♦♥❣✐t✉❞ ❞❡ ❝❛♠✐♥♦ ♠❡❞✐❛ ✭ℓ✮✱ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛✲
❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ ✭C̄✮ ② ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ ✭Q✮✱ t♦❞♦s ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ q ② ♣r♦♠❡❞✐❛❞♦s s♦❜r❡



✻✻
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

100 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ t❛♥t♦ ♣❛r❛ ❧❛ s✉❜r❡❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦♥❛❧❡s ❝♦♠♦
♣❛r❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❝♦♥t❛❝t♦s ❡①❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ ❞❡ ♦♣✐♥✐ó♥✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ℓ s❡
♦❜t✐❡♥❡ s♦❜r❡ ❡❧ ❝❧✉st❡r ❞❡ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ ❡♥ ❛q✉❡❧❧♦s ❝❛s♦s ❞♦♥❞❡ ❧❛ s✉❜r❡❞ s❡
❢r❛❣♠❡♥t❛ ✭❡✈❡♥t♦ ♠✉② ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ s✉❜r❡❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ♣❡rs♦✲
♥❛❧❡s Gpers✮✳ ❈♦♠♦ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛rs❡ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✽✱ q ♥♦ ❛❢❡❝t❛ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡
Gpers ♣❡r♦ sí ❧♦ ❤❛❝❡ ❝♦♥ ❧❛ ❞❡ Gop✳ P♦r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ 〈k〉 ♣❡r♠❛♥❡❝❡
❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r❛ ❛♠❜❛s s✉❜r❡❞❡s ✭❡s ✉♥ ♣♦❝♦ ♠❡♥♦r ♣❛r❛ Gop ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥✲
❝✐❛s ❝♦♥ Gpers ❝❡r❝❛ ❞❡ ❧♦s ❜♦r❞❡s✮✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ℓ ♣❡r♠❛♥❡❝❡ ❝❛s✐ ✐♥❛❧t❡r❛❜❧❡ ❛♥t❡
❡❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡ q✱ ♠✉② ♣♦r ❞❡❜❛❥♦ ❞❡ s✉ ✈❛❧♦r ✐♥✐❝✐❛❧✱ ♣❛r❛ ❛♠❜❛s s✉❜r❡❞❡s✳
❊st♦ ✐♠♣❧✐❝❛ q✉❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦s ❛❝❡♣t❛❞♦s ❡s ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s
s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ ℓ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ✐♥✐❝✐❛❧✳ ❊❧ C̄ ❝r❡❝❡ ❝♦♥ q ♣❛r❛ ❡❧
❝❛s♦ ❞❡ Gop✳ ❊st♦ ♠✉❡str❛ q✉❡ ♣❛r❛ q ♣❡q✉❡ñ♦s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❛❝❡♣t❛❝✐ó♥ ❞❡❧
r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛✱ ❞❛♥❞♦ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥ ✉♥❛
s✉❜r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛r q✱ C̄ ❝♦♠✐❡♥③❛ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❛❧ ✈❛❧♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ ✐♥✐❝✐❛❧ ✭✐♥❞✐❝❛❞♦s ❡♥ ❧í♥❡❛s ♣✉♥t❡❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛
✹✳✽✮ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ r❡❞✉❝❝✐ó♥ ❞rást✐❝❛ ❡♥ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❛❝❡♣t❛❝✐ó♥✱ t❛♥t♦ ❞❡
♣❛s♦s ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ♣❛s✐✈❛ ❝♦♠♦ ❛❝t✐✈❛✱ ❡st❛ ú❧t✐♠❛ ♣♦r r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥✲
❧❛❝❡s✳ ❊❧ ❣rá✜❝♦ ♣❛r❛ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ Q ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ q t❛♠❜✐é♥ s✉st❡♥t❛ ❡st❛
❤✐♣ót❡s✐s✳ ❈❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ ❧♦s ✐♥❞✐❝❛❞♦r❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝♦s ❞❡ Gpers ❧❡ ❛❞❥✉❞✐❝❛♥
♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s s❡ ❝♦♥❝❧✉②❡
❧❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡❞ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ✱
❝✉②♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ♣❛r❛ φ = 0.00 ✭sí♠❜♦❧♦s r♦❥♦s✮✱ φ = 0.01 ✭sí♠❜♦❧♦s
❛③✉❧❡s✮ ② φ = 0.02 ✭sí♠❜♦❧♦s ✈❡r❞❡s✮✳

❊st✉❞✐❛r ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❝♦♠♣❧❡❥❛ ❞❡ ❡st❡ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ t♦❞♦ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ♣❛rá✲
♠❡tr♦s ❡s ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ♠✉② ❡①t❡♥s♦ q✉❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥ s✉s ❝♦♠✐❡♥③♦s✳ ❉❡ t♦❞♦s
♠♦❞♦s✱ ♥✉❡str♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ❛♥❛❧✐③❛r ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s
❞❡❜✐❞♦ ❛ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ❛ú♥ ❡♥ s✐t✉❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉✲
r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ② ❡♥ ❧❛ r❡❣✐ó♥ ❝rít✐❝❛ ❞♦♥❞❡ ❞✐❝❤♦s ❞♦♠✐♥✐♦s ❛❧❝❛♥③❛♥ ✉♥
❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ♠❡t❛❡st❛❜❧❡✳

▲❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♠❛s✐✈❛ ❡♥ ♠❛t❡r✐❛ ❞❡ s❛❧✉❞ ♣ú❜❧✐❝❛
♥♦ ❤❛ s✐❞♦ ✉♥ ❛s♣❡❝t♦ ♠✉② ❡①♣❧♦r❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦✱ ❝♦♥ ❡①❝❡♣✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❬❞✬❖♥♦❢r✐♦ ✷✵✶✷❪✳ ❙❡❣ú♥ ♥✉❡str♦ ❧❡❛❧ s❛❜❡r ② ❡♥t❡♥❞❡r✱ ❡st❛ ❝♦♥st✐t✉②❡ ❧❛
♣r✐♠❡r❛ ♦♣♦rt✉♥✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ q✉❡ s❡ tr❛t❛ ❡❧ t❡♠❛ s♦❜r❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ ❡str✉❝t✉r❛
❤❡t❡r♦❣é♥❡❛ ❞❡ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❬▼❡❞✉s ✷✵✶✹❜❪✳



✹✳✻✳ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ✻✼
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✾✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❝♦♥ q ♣❛r❛ ❛♠❜❛s ✈❛✲
r✐❛♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✳

✹✳✻✳✸✳ ❆❝❝✐ó♥ ❞❡ φ s♦❜r❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ②

❛❞❛♣t❛t✐✈❛

❈❛❜❡ ♣r❡❣✉♥t❛r♥♦s q✉é ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❝✉❛♥t✐t❛t✐✈❛s ❝♦♥❝r❡t❛s ❡①✐st❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛
❛❝❝✐ó♥ ♠✐t✐❣❛❞♦r❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ✱ s♦❜r❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❛✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ ❡❢❡❝t✉❛♠♦s 500 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s t❛♥t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥
❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♠♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ ❝♦♥ φ ∈ {0.0, 0.1, 0.2}✳ ❆ s✉ ✈❡③✱
s♦❜r❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s 500 ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ✜♥❛❧❡s ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❡❢❡❝t✉❛♠♦s
10000 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ r❡❣✐str❛♥❞♦ ❡♥ ❝❛✲
❞❛ ❝❛s♦ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ✜♥❛❧ ❞❡❧ ❜r♦t❡✳ P❛r❛ ❝✉❛♥t✐✜❝❛r ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ♠✐t✐❣❛❞♦r❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦
❡①t❡r♥♦✱ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s
t♦t❛❧❡s s✉♣❡r❛ ❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❞❡❧ 1% ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ ✭❞❛❞♦ N = 2500✱ ❞✐❝❤♦
✉♠❜r❛❧ s❡rá 25 ❛❣❡♥t❡s✮✳ ❉✐❝❤❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❛ ❞❡r❡❝❤❛ ❢✉❡ ❞❡✜♥✐❞❛ ❡♥
❧❛ ❡❝✳ ✸✳✻ ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ② ♥♦t❛❞❛ ❝♦♠♦ P (x ≥ 25)✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡
t❡♥❡r ✉♥ ❜r♦t❡ q✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❡ ❛ 25 ♦ ♠ás ❛❣❡♥t❡s✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✵ ♠♦str❛♠♦s P (x ≥ 25) ♣❛r❛ φ ∈ {0.0, 0.1, 0.2}✱ t❛♥t♦ ♣❛r❛
❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♠♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ❊❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧
♣❛r❛ ❝❛❞❛ ♣✉♥t♦ r❡s✉❧t❛ ❞❡s♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❞❛❞♦ ❡❧ ❣r❛♥ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♠✉❡str❛✳ ❯♥❛
❝♦♥❝❧✉s✐ó♥ q✉❡ s❡ ❡①tr❛❡ ✐♥♠❡❞✐❛t❛♠❡♥t❡ ❞❡❧ ❣rá✜❝♦ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✵ ❡s q✉❡ ❡❧



✻✽
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

0.0 0.01 0.02
campo externo φ
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❝♦♥
r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ P (x ≥ 25)✳

❡❢❡❝t♦ ♠✐t✐❣❛❞♦r ❞❡ φ r❡s✉❧t❛ ♠❛②♦r ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳
P❛r❛ ❤❛❧❧❛r ❧♦s ♦rí❣❡♥❡s ❞❡ ❡st❡ ❢❡♥ó♠❡♥♦ s❡rá ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛❜♦r❞❛r ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡❧
❡❢❡❝t♦ ❞❡ φ s♦❜r❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ tí♣✐❝❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❛rr♦❥❛❞♦s
♣♦r ❛♠❜❛s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✳

✹✳✻✳✹✳ ■♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ φ ❡♥ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐✲

♠♦s✳

❍❡♠♦s ✈✐st♦ q✉❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ✜♥❛❧ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❛ φ = 0 ❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡
t❛♥t♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♠♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❡♥ q = qC ✳
❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❛❝❛❜❛♠♦s ❞❡ ✈❡r q✉❡ ❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛r φ > 0✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦✲
t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ♠ás ❛❜r✉♣t❛♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞
❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ❊st♦ ♥♦ s❡ ❞❡❜❡ ❛ q✉❡ ❧❛ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❝❛♠❜✐❡ s✉ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❛❧ ❛✉✲
♠❡♥t❛r φ✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ❡st♦s ❝❛♠❜✐♦s ♥♦ s♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦s✱ t❛❧ ❝♦♠♦ ♠♦str❛♠♦s ❡♥
❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✽✳ ❊❧ ♠♦t✐✈♦ ❞❡ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ♦❜s❡r✈❛❞❛s s❡ ♦❜t❡♥❞rá ❛❧ ❝♦♠♣❛r❛r ❧❛
t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧❛ s✉❜r❡❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣❡rs♦✲
♥❛❧❡s Gpers✮ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛
✹✳✶✶ ❝♦♠♣❛r❛ 〈k〉✱ ℓ✱ C̄ ② Q ♣❛r❛ φ = 0.01 ✭❡❧ ❝❛s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ φ = 0.02

❡s t♦t❛❧♠❡♥t❡ ❛♥á❧♦❣♦ ② ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✻ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❞❡ φ = 0✮✳ ❚❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ♦❜s❡r✈❛
❡♥ ❡❧ ❣rá✜❝♦ ♣❛r❛ φ = 0.01✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❛rr♦❥❛ tí♣✐❝❛♠❡♥t❡
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✶✿ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ❝♦♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦
φ = 0.01✳ ▼♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ ✭❆✱❈✱❊✱●✮ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ✭❇✱❉✱❋✱❍✮ ❝♦♥ r❡❞
❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡
❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✳

❝❧✉st❡rs ❝♦♥ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ♠❡♥♦r q✉❡ ❡❧ ❞❡ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ✭❝♦♠♣❛r❛♥❞♦ ❝❧✉st❡rs ❞❡❧
♠✐s♠♦ t❛♠❛ñ♦✮✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s ✭ℓ̄✮ r❡s✉❧t❛ ♠❡♥♦r
♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ✭C̄✮
❡s ❧❡✈❡♠❡♥t❡ ♠❡♥♦r ② ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞ ✭Q✮ ❛❧❝❛♥③❛ ✈❛❧♦r❡s ❛❧t♦s ❡♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s✳
❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞
❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ❝❧✉st❡rs ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❝♦♥ ❧❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❞❡ ár❜♦❧✱ t❛❧ ❝♦✲



✼✵
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

♠♦ ♣✉❡❞❡ ✈❡rs❡ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✷✳ ▲❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❡str✉❝t✉r❛❧❡s ❛q✉í

❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✷✿ ❊❥❡♠♣❧♦s ❞❡ ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ✐♥t❡❣r❛❞♦s ♣♦r ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ 200
♥♦❞♦s ♣❛r❛✿ ✭❆✮ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ② ✭❇✮ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ ❛♠❜♦s ♣❛✲
r❛ φ = 0.01✳ ▲♦s ❞✐st✐♥t♦s ❝♦❧♦r❡s ❞✐st✐♥❣✉❡♥ ❧❛s ❝♦♠✉♥❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ♠❡❥♦r ♣❛rt✐❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❬❇❧♦♥❞❡❧ ✷✵✵✽❪ ✐♥❝❧✉✐✲
❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ◆❡t✇♦r❦① ❞❡ P②t❤♦♥ ♣❛r❛ ❧❛ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐❞❛❞
❬❍❛❣❜❡r❣ ✷✵✵✽❪✳

❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❤❛❝❡♥ q✉❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥
r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ r❡s✉❧t❡♥ ♠ás ❢rá❣✐❧❡s q✉❡ ❧♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❛♥t❡
❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ✳ ❘❡s✉♠✐❡♥❞♦✱ ❛✉♥q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥
r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ♣r♦♠✉❡✈❛ ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❛ú♥ ♠ás ❛❧❧á q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❝♦♥ r❡❞
❡stát✐❝❛✱ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ❛❧❝❛♥③❛❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♣r✐♠❡r♦ r❡s✉❧t❛♥
♠ás ❢rá❣✐❧❡s q✉❡ ❛q✉❡❧❧♦s ❛❧❝❛♥③❛❞♦s ❛ tr❛✈és ❡❧ s❡❣✉♥❞♦✳

✹✳✼✳ ▼♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛

❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r ❛♥❛❧✐③❛♠♦s ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥
❝✉❧t✉r❛❧ ❡♥ ❛q✉❡❧❧♦s ❝❛s♦s ❝♦♥ ✉♥❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ Pcob ♣ró①✐♠❛ ❛ ❧❛ ♠❡t❛ ❞❡ 95%

✭94.6% ≤ Pcob ≤ 95.4%✮ r❡❝♦♠❡♥❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❖▼❙✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✸ ♠✉❡str❛
q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t❡
s✉♣❡r✐♦r ❛ ❧❛ q✉❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥✱ t❛♥t♦
♣❛r❛ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♠♦ ❞✐♥á♠✐❝❛✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛rs❡ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ♠✐t✐❣❛❞♦r
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ s♦❜r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡ ❞❡ t❛♠❛ñ♦ ♠❛②♦r ❛❧ 1% ❞❡
❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ ✭P (x ≥ 25)✮✳



✹✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡s ✼✶
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❋✐❣✉r❛ ✹✳✶✸✿ ❍✐st♦❣r❛♠❛ ❞❡ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❜r♦t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❜❛❥♦ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s
❞❡ 95% ❞❡ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥
❝✉❧t✉r❛❧ ✭❜❛rr❛s r♦❥❛s✮ ② ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛❝✐ó♥ ✭❜❛rr❛s ❛③✉❧❡s✮✳ ❙❡
♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♣❛r❛ φ = 0.00✱ 0.01✱ 0.02✱ t❛♥t♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❝♦♥ r❡❞ ❡stát✐❝❛ ❝♦♠♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳

✹✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r❡s

❊♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❤❡♠♦s ♠♦str❛❞♦ q✉❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ r❡❛❧✐st❛ ❡♥tr❡ ❡♥❧❛❝❡s
♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s ✐♠♣❛❝t❛ ❡♥ ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❛❧
♠♦❞✐✜❝❛r ❡str✉❝t✉r❛❧♠❡♥t❡ ❡❧ s✉❜❣r❛❢♦ s♦❜r❡ ❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ♣r♦♣❛❣❛✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱
❛ú♥ s❡ ♠❛♥✐✜❡st❛ ❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s✱ ✈✐♥❝✉❧❛❞♦ ❛❧
♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✳

❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❤❡♠♦s ✐♥❝❧✉✐❞♦ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♥ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❡str✉❝t✉r❛❧ ❞❡
❧❛ r❡❞ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ r❡❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♠♦ ✉♥❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ♣r♦♣✉❡st♦✳ ▼♦str❛♠♦s q✉❡ ❞✐❝❤❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✱ ♣♦r
✉♥ ❧❛❞♦ ❢❛✈♦r❡❝❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ❣r❛♥ t❛♠❛ñ♦✱ ♣❡r♦ s✉s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s
t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❧♦s t♦r♥❛♥ ❡str✉❝t✉r❛❧♠❡♥t❡ ♠ás ❢rá❣✐❧❡s q✉❡ ❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛



✼✷
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❉✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✿ ♠♦❞❡❧♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❡stát✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ P♦r ❡st❡ ❤❡❝❤♦✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❞❡
✉♥❛ ❝❛♠♣❛ñ❛ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❢❛✈♦r ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞❛ ❛ tr❛✈és ❞❡❧
❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ✱ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥❛ ♠❛②♦r ❞✐s♠✐♥✉❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜r♦t❡
s♦❜r❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✺

●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥

❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

❮♥❞✐❝❡
✺✳✶✳ ❆❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♦ ❣❡♥❡r❛❞♦r ❞❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s

❡str✉❝t✉r❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✷✳✶✳ ❊❢❡❝t♦s ❞❡ ♠❡♠♦r✐❛ ♥♦✲♠❛r❦♦✈✐❛♥♦s✿ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✷✳✷✳ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❛♥❛❧ít✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✷✳✸✳ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭γ = 0✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✷✳✹✳ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✸✳✶✳ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✹✳ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✺✳ ❈❛s♦s ❞❡ ❡st✉❞✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✺✳✶✳ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✺✳✷✳ ▼❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈ ❡♥ r❡❞❡s r❡❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

❚❛❧ ❝♦♠♦ ❤❡♠♦s s❡ñ❛❧❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ❝❛♣ít✉❧♦s ♣r❡❝❡❞❡♥t❡s✱ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛s
r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s t✐❡♥❡ ✉♥ ✐♠♣❛❝t♦ ❞✐r❡❝t♦ ❡♥ s✉s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✳ ❊s
♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❡stát✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s ❢✉❡r♦♥
♣r♦❢✉s❛♠❡♥t❡ ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❝✐❡♥tí✜❝❛ ❞✉r❛♥t❡ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ❛ñ♦s ❞❡
❡st❡ s✐❣❧♦✳

▲❡❥♦s ❞❡ s❡r ♦❜❥❡t♦s ❡stát✐❝♦s✱ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛s ❞❡ ♦r✐❣❡♥
s♦❝✐❛❧✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ✉♥❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡ ❛❜❛r❝❛ ❧❛ ❝r❡❛❝✐ó♥ ②✱ ❡✈❡♥t✉❛❧✲
♠❡♥t❡✱ ❞❡str✉❝❝✐ó♥ ❝♦♥tí♥✉❛ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ② ♥♦❞♦s✳ ▲❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♥♦❞♦s ✉♥✐❞♦s ♣♦r
❡♥❧❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❡♥t♦♥❝❡s t❛♥ s♦❧♦ ❛ ✉♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠✲
♣♦ ❞❡ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞✐♥á♠✐❝♦✳ ❉✐❝❤❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❛❞q✉✐❡r❡ r❡❧❡✈❛♥❝✐❛ ❝✉❛♥❞♦



✼✹ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

s✉ t✐❡♠♣♦ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝♦ ❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦ ✭②❛
s❡❛ ❡st❡ ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛ ♦ ✉♥❛ ♦♣✐♥✐ó♥✮ q✉❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❛ s♦❜r❡ ❧❛ ♠✐s♠❛✳
P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ r❡❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛ ♣✉❞♦ ❛❝❝❡❞❡r ❛ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥
♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s r❡❞❡s ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♥ ❜✉❡♥❛ r❡s♦❧✉❝✐ó♥ t❡♠♣♦r❛❧✱ ② ❝♦♠❡♥③ó
❛ r❡❛❧✐③❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ❝♦♥❝r❡t♦s t❡♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❞✐❧✉❝✐❞❛r ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s
❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❬■s❡❧❧❛ ✷✵✶✶❪✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉♥❝✐ó♥ ❞❡ t♦❞♦s ❡st♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ✐♠♣✉❧só ❡❧
❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛s ❧❧❛♠❛❞❛s r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ s✉❜ár❡❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦
❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♠♣❧❡❥❛s✳

❉✐st✐♥t♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❛❝♦♠♣❛ñ❛♥ ❧❛ ❛♣❛r✐❝✐ó♥
❞❡ ♥✉❡✈♦s s❡ts ❞❡ ❞❛t♦s ❡♠♣ír✐❝♦s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❞✐❝❤♦s ♠♦❞❡❧♦s ❛s✉♠❡♥ ❤❛❜✐✲
t✉❛❧♠❡♥t❡ ❤✐♣ót❡s✐s t❡♥❞✐❡♥t❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛r s✉ ❡st✉❞✐♦ ❛♥❛❧ít✐❝♦✳ ❊♥tr❡ ❞✐❝❤❛s
❤✐♣ót❡s✐s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❧❛ ❞❡ ♠♦❞❡❧❛r ❛ ❧♦s ❤♦♠❜r❡s ❝♦♠♦ ❝❛♠✐♥❛♥t❡s ❛❧ ❛③❛r
❬❙t❛r♥✐♥✐ ✷✵✶✸❛❪ ♦✱ ❡♥ ❡❧ ♠❡❥♦r ❞❡ ❧♦s ❝❛s♦s✱ ❝♦♠♦ s✉❥❡t♦s s✐♥ ♠❡♠♦r✐❛ ❞❡ s✉s
❝♦♥t❛❝t♦s ♣r❡✈✐♦s ❬P❡rr❛ ✷✵✶✷❪✳ ❈♦♠♦ ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❡❧❧♦✱ ❧❛s r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s
❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❛rr♦❥❛❞❛s ♣♦r ❞✐❝❤♦s ♠♦❞❡❧♦s ♥♦ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧❛ ❛❧t❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥✱ ♥✐
❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❛s♦rt❛t✐✈♦✱ ❡♥ s✉♠❛✱ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s
❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❡st✉❞✐❛❞❛s ❡♥ s✉ ✈❡rs✐ó♥ ❡stát✐❝❛✳ ❊st♦ ♣❧❛♥t❡❛ ✉♥❛ t❡♥s✐ó♥
❡♥tr❡ ❞♦s r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐s♠❛ r❡❛❧✐❞❛❞✿ ❧❛ q✉❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡
❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s ② ❧❛ q✉❡ ❤❛❝❡ ❢♦❝♦ ❡♥ s✉ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳ ❊❧
♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❡s ♣r♦♣♦♥❡r ✉♥ ♠❛r❝♦ t❡ór✐❝♦ q✉❡ ♣❡r♠✐t❛ r❡s♦❧✈❡r
❡st❡ ❝♦♥✢✐❝t♦✱ ❛♣♦rt❛♥❞♦ ❡❧❡♠❡♥t♦s ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❛❧❣♦rít♠✐❝❛✲
♠❡♥t❡ s❛t✐s❢❛❣❛♥ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❛♠♣❧✐❛♠❡♥t❡ ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s
❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❛q✉í ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ♥♦s ♣❡r♠✐t✐rá ❡♥t♦♥❝❡s
❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛✳

✺✳✶✳ ❆❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♦ ❣❡♥❡r❛❞♦r ❞❡ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡✐❞❛❞❡s ❡str✉❝t✉r❛❧❡s

▼✉❝❤❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ♣♦s❡❡♥ ❝✐❡rt❛s ❝❛r❛❝✲
t❡ríst✐❝❛s ❣❡♥❡r❛❧❡s ❞✐st✐♥t✐✈❛s✿ ♣❡q✉❡ñ❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛ ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s ✭∝ lnN✮
② ❛❧t❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❛❧ ❝♦♠♣❛r❛r❧❛ ❝♦♥ ✉♥❛ r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❝♦♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ ♥ú♠❡r♦
❞❡ ♥♦❞♦s N ② ❡♥❧❛❝❡s L✱ ❢✉❡rt❡ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛s ② ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛✲
❞♦s P (k) q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ❛❜❛r❝❛r ❞❡s❞❡ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❛ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s
✭r❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛✮✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❡st❛ ú❧t✐♠❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞✱ ❤❡♠♦s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦
❡♥ ❧❛ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ✭❈❛♣ít✉❧♦ ✶✮ q✉❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ♠ás ❡①t❡♥❞✐❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝r❡❝✐✲
♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❡s ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❬❇❛r❛❜❛s✐ ✶✾✾✾❜❪✳ ❉✐❝❤♦



✺✳✶✳ ❆❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♦ ❣❡♥❡r❛❞♦r ❞❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s
❡str✉❝t✉r❛❧❡s ✼✺

♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❡stá ❜❛s❛❞♦ s♦❧♦ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥❡❝t✐✈✐❞❛❞ ② r❡q✉✐❡r❡ ❞❡❧ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ♣♦r ❛❣r❡❣❛❞♦ ❞❡ ♥♦❞♦s ② ❡♥❧❛❝❡s ♣❛r❛ ❥✉st✐✜❝❛r ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s
❧✐❜r❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❛ú♥ s❡ ❞✐s❝✉t❡♥ s✉s ♦rí❣❡♥❡s ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝♦s✳

❊♥ ❡❧ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✱ s❡ ❤❛ ♣r♦♣✉❡st♦ q✉❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❧✐❜r❡ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ♣✉❡❞❡ t❡♥❡r ♦r✐❣❡♥ ❡♥ ✉♥❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛
✐♥trí♥s❡❝❛ ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s ❞❡♥♦♠✐♥❛❞❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ✭a✮ ❬P❡rr❛ ✷✵✶✷❪✳
❆❧❣✉♥♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s r❡s✉❧t❛♥ s♦❝✐❛❧♠❡♥t❡ ♠ás ❛❝t✐✈♦s q✉❡ ♦tr♦s✱ ♣♦r ❧♦ ❝✉❛❧ ❡st❛✲
❜❧❡❝❡♥ ♠❛②♦r ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ✈í♥❝✉❧♦s s♦❝✐❛❧❡s q✉❡ s✉s ♣❛r❡s✳ ▲✉❡❣♦✱ s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥
❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ s✐❣✉❡ ✉♥❛ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s F (a) ∝ a−γ✱ ♣✉❡❞❡ ♠♦str❛rs❡ q✉❡
❞✐❝❤❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡s ❤❡r❡❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s
❛❝✉♠✉❧❛❞♦s ❞✉r❛♥t❡ ✉♥❛ ✈❡♥t❛♥❛ t❡♠♣♦r❛❧ T ✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ PT (k) ∝ k−γ✳ ❘❡❝✐❡♥t❡s
❡st✉❞✐♦s ❤❛♥ ♣r♦❜❛❞♦ q✉❡ ❧❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s q✉❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ ❡♥
♣r♦②❡❝t♦s ❝♦❧❛❜♦r❛t✐✈♦s t❛❧❡s ❝♦♠♦ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛ ✭❛❝t✐✈✐❞❛❞ ♠❡❞✐❞❛ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡
♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❛♣♦rt❡s✮ s❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❛ ❢✉❡rt❡♠❡♥t❡ ❝♦♥ ❡❧ ❣r❛❞♦ q✉❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s
✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❛❞q✉✐❡r❡♥ ❡♥ ❧❛ r❡❞ ❞❡ s❡❣✉✐❞♦r❡s ❬▼✉❝❤♥✐❦ ✷✵✶✸❪✳

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥ ❬P❡rr❛ ✷✵✶✷❪ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ N ♥♦❞♦s ✐♥✐✲
❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❞❡s❝♦♥❡❝t❛❞♦s✳ ❆ ❝❛❞❛ ♥♦❞♦ i s❡ ❧❡ ❛s✐❣♥❛ ✉♥❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ai ❞❡
❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ F (a)✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ai ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡
❡♥t♦♥❝❡s ❛ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ❛❝t✐✈❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♥♦❞♦ i✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ aiδt ❡s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
q✉❡ t✐❡♥❡ ❡❧ ♥♦❞♦ i ❞❡ ❛❝t✐✈❛rs❡ ❡♥ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦ δt✳ ❈✉❛♥❞♦ ✉♥ ♥♦❞♦ s❡
❛❝t✐✈❛✱ ❡st❛❜❧❡❝❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♥ ♦tr♦s m ♥♦❞♦s ❡❧❡❣✐❞♦s ❛❧ ❛③❛r✱ ❡st❡♥ ❡st♦s ú❧t✐♠♦s
❛❝t✐✈♦s ♦ ♥♦✳ ▲✉❡❣♦ ❞❡❧ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt✱ t♦❞♦s ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞ s♦♥ ❜♦rr❛❞♦s
② ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❝♦♠✐❡♥③❛ ♥✉❡✈❛♠❡♥t❡✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❧♦s ♥♦❞♦s ❛❝tú❛♥ ❝♦♠♦ ❛❣❡♥✲
t❡s ♠❛r❦♦✈✐❛♥♦s s✐♥ ♠❡♠♦r✐❛ ❞❡ s✉s ❝♦♥t❛❝t♦s ♣r❡✈✐♦s✳ ▼♦t✐✈♦ ♣♦r ❡❧ ❝✉❛❧ ❧❛ r❡❞
❛❝✉♠✉❧❛❞❛ t❡♠♣♦r❛❧♠❡♥t❡ r❡s✉❧t❛ ✉♥❛ r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s

PT (k) ∝ F

[

k

mT

]

, ✭✺✳✶✮

s✐❡♥❞♦ T ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✶ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❡❥❡♠♣❧♦s ❝♦♥s✐❣✲
♥❛❞♦s ❡♥ ❬P❡rr❛ ✷✵✶✷❪ ♣❛r❛ ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (x) ❡♠♣ír✐❝❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s
❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✸ ❜❛s❡s ❞❡ ❞❛t♦s✿ ❧❛ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❡♥ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs
✭P❘▲✮✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣❡❧í❝✉❧❛s ■▼❉❇ ②✱ ♣♦r ú❧t✐♠♦✱ ❧❛ ❞❡ ♠❡♥s❛❥❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞ ❚✇✐t✲
t❡r✳ P✉❡❞❡ ✈❡rs❡ q✉❡ ❡♥ ❧♦s tr❡s ❝❛s♦s ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ F (x) ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥
❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥ ❧❡②❡s ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s✳

❊❧ é①✐t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ◆✐❝♦❧❛ P❡rr❛ ❡t ❛❧ r❛❞✐❝❛ ❡♥t♦♥❝❡s ❡♥ ❧❛ ❡①♣❧✐❝❛❝✐ó♥
♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝❛ ❞❡❧ ♦r✐❣❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❡s❝❛❧❛✱ ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ ♣❛r❛❞✐❣♠❛
❞❡ r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❧❛s r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❛



✼✻ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✿ ❉✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ✉s✉❛r✐♦s✱ F (x)✱ ♠❡❞✐❞❛s
❡♠♣ír✐❝❛♠❡♥t❡ ✉s❛♥❞♦ ❝✉❛tr♦ ✈❡♥t❛♥❛s t❡♠♣♦r❛❧❡s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡♥ ❝❛❞❛ ❝❛s♦✳ ❊❧
♣❛♥❡❧ ✭❆✮ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ ❞❡ ❚✇✐tt❡r✱
✭❇✮ ♣❛r❛ ❧❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s ❛❝t♦r❡s ❞❡ ♣❡❧í❝✉❧❛s s❡❣ú♥ ❧❛ ❜❛s❡ ■▼❉❜✱ ② ❡❧ ♣❛♥❡❧ ✭❈✮
♣❛r❛ ❧♦s ❛✉t♦r❡s ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ r❡✈✐st❛ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs ✭P❘▲✮✳
❊❧ ♣❛♥❡❧ ✭❉✮ ♠✉❡str❛ ✉♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❡sq✉❡♠át✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞
s♦❝✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ s♦❧♦ 13 ♥♦❞♦s✳ ❙❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦
♣❛r❛ 3 ♣❛s♦s t❡♠♣♦r❛❧❡s s✉❝❡s✐✈♦s✳

♣❛rt✐r ❞❡ ❡st❡ ♠♦❞❡❧♦ ❝❛r❡❝❡♥ ❞❡ ♦tr❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛s
❛❧ ❝♦♠✐❡♥③♦ ❞❡ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❡♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ s❡❝❝✐ó♥ ♥♦s ❛❜♦❝❛r❡♠♦s
❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ ♥♦✲▼❛r❦♦✈✐❛♥♦ q✉❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛s ✈❡♥t❛❥❛s ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❛✉♥q✉❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥❞♦ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s ♣r♦♣✐❛s ❞❡
❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s r❡❛❧❡s✳

✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦

❙❡❛ Gt(N,L) ❡❧ ❣r❛❢♦ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦ t✱ ❝♦♠♣✉❡st♦ ♣♦r N(t) ♥♦❞♦s ②
L(t) ❡♥❧❛❝❡s✳ ❈♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ✐♥❞✉❝✐❞❛s ♣♦r ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ✭❆❙✮✱
t❛♠❜✐é♥ ❛s✉♠✐r❡♠♦s q✉❡ ❝❛❞❛ ♥♦❞♦ i ♣♦s❡❡ ✉♥❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ✐♥trí♥s❡❝❛ ai ❞❛❞❛ ♣♦r
✉♥❛ ♣❞❢ F (a)✳ ❊♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❆❙ ❧♦s ♥♦❞♦s s❡ ❛❝t✐✈❛♥ ❡♥ ❝❛❞❛ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt
❝♦♥ ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❛❞❛ ♣♦r aiδt✳ ❆q✉í ♣r♦♣♦♥❡♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦
❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✭●❙●✮ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞✱ ❞♦♥❞❡ ai r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ t❛s❛ ❛ ❧❛



✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✼✼

❝✉❛❧ ❡♠❡r❣❡♥ ♥✉❡✈♦s ❡♥❧❛❝❡s ❞❡s❞❡ ❡❧ ♥♦❞♦ i✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❡♥ ❧✉❣❛r ❞❡ ❛❣r❡❣❛r
♠ú❧t✐♣❧❡s ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ❝❛❞❛ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✱ ❡st♦s ✐rá♥ ❣❡♥❡rá♥❞♦s❡ ✉♥♦ ♣♦r ✉♥♦
s✐❣✉✐❡♥❞♦ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♥ t❛s❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s❡rá♥
✐♥❝♦r♣♦r❛❞♦s ❝♦♥ ✉♥❛ t❛s❛ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❛❞❛ ♣♦r

β(t) =

N(t)
∑

i=1

ai . ✭✺✳✷✮

❆sí ❝♦♠♦ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s♦♥ ❛❣r❡❣❛❞♦s✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● t❛♠❜✐é♥ ❛❞♠✐t❡ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦
❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❛ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ lj s❡ ❧❡ ❛s✐❣♥❛ ✉♥❛ t❛s❛ ❞❡
❜♦rr❛❞♦ µj ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡ ❞❡ ✉♥❛ ♣❞❢ FD(µ)✳ ❊♥ ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛✱ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ❜♦rr❛❞♦
t♦t❛❧ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦ s❡rá

η(t) =

L(t)
∑

j=1

µj . ✭✺✳✸✮

❙✐ ❜✐❡♥ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❛❞♠✐t❡ ❧❛ ❝r❡❛❝✐ó♥ ② ❜♦rr❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧
t✐❡♠♣♦✱ ❛q✉í ♥♦s ✐♥t❡r❡s❛ ❛♥❛❧✐③❛r ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❝✉✲
♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ AT ✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❛❣r❡❣❛❞♦s ♣❡r♠❛♥❡❝❡rá♥
❡♥ ♥✉❡str❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❝♦♠♦ s✐ ❢✉❡r❛♥ ❡stát✐❝♦s✳ ❊♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❝❛s♦✱ ❞❡st❛❝❛♠♦s
q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● t❛♠❜✐é♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❜♦rr❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s
❛r❜✐tr❛r✐♦✳

❆♥á❧♦❣❛♠❡♥t❡ ❛ ❧♦ q✉❡ s✉❝❡❞❡ ❝♦♥ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s✱ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦❞♦s t❛♠❜✐é♥
♣✉❡❞❡ s✉❢r✐r ❝❛♠❜✐♦s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ●❙● ❛❞♠✐t❡ ❛ s✉ ✈❡③ ❞♦s
r❡❣í♠❡♥❡s ♣❛r❛ ❧♦s ♥♦❞♦s✿ ✐✮ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♦ ✐✐✮ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ❝♦♥ ❡❧
t✐❡♠♣♦✳ ❈❛❞❛ ♥♦❞♦ ❛❣r❡❣❛❞♦ s❡ ❝♦♥❡❝t❛ ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛ ✉♥ ♥♦❞♦ ❡①✐st❡♥t❡ ❛ tr❛✈és
❞❡ ✉♥ ú♥✐❝♦ ❡♥❧❛❝❡✳

✺✳✷✳✶✳ ❊❢❡❝t♦s ❞❡ ♠❡♠♦r✐❛ ♥♦✲♠❛r❦♦✈✐❛♥♦s✿ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦

❈♦♠♦ ❤❡♠♦s s❡ñ❛❧❛❞♦✱ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❆❙ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣♦r P❡rr❛
❡t ❛❧ t✐❡♥❡ s✉ ♦r✐❣❡♥ ❡♥ ❧❛ s✉♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s s✐♥ ♠❡♠♦r✐❛ ❞❡ s✉s ❝♦♥t❛❝✲
t♦s ♣r❡✈✐♦s✳ ❊s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠✲
♣♦ r❡s✉❧t❛♥ ❡s❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ r❡❞❡s ❛❧ ❛③❛r ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❞❡❧ t✐♣♦
❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s✳ ❈❧❛r❛♠❡♥t❡✱ s❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥❛ ❤✐♣ót❡s✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛❞♦r❛ s✐♥ ❝♦✲
rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❛❧❣✉♥❛ ❝♦♥ ❧❛ ♦❜s❡r✈❛❝✐ó♥ ❡♠♣ír✐❝❛✳ ❊①✐st❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ s✉✜❝✐❡♥t❡
q✉❡ ❞❛ ❝✉❡♥t❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥ ❡♥ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s r❡❛❧❡s
❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❛✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❜✱ ❑♦ss✐♥❡ts ✷✵✵✻❪✳ ■♥❝♦r♣♦r❛r ❞✐❝❤❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦✲



✼✽ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❡♥ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ✐♠♣❧✐❝❛ ❛s✉♠✐r ♠❡♠♦r✐❛ ❞❡ ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s ♣r❡✈✐♦s
❡♥ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♠♦s ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ♠✐①t♦
q✉❡ ♣r♦❝❡❞❡ ❞❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠♦❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❛❣r❡❣❛❞♦ ❞❡ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡ lij✿

✶✳ ❙❡ ❡❧✐❣❡ ❡❧ ♥♦❞♦ ❢✉❡♥t❡ i ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛ s✉ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ai✳

✷✳ ❊❧ ♥♦❞♦ ❞❡ ❞❡st✐♥♦ j ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❡s ❡❧❡❣✐❞♦ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡
♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦✿

❛✳ ▼❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ ✭❚❈✮✿ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ q s❡ ❡❧✐❣❡ ✉♥
s❡❣✉♥❞♦ ✈❡❝✐♥♦ ❞❡ i✱ q✉❡ ♥♦ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❡ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ✈✐♥❝✉❧❛❞♦ ❛ j✱
❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ❝❡rr❛r ✉♥ tr✐á♥❣✉❧♦ ♣♦r tr❛♥s✐t✐✈✐❞❛❞✳

❜✳ ❈♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❛❧❡❛t♦r✐♦✿ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ 1− q s❡ ❡❧✐❣❡ ✉♥ ♥♦❞♦ j ✉♥✐✲
❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r✳

❊❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ ✭❚❈✮ ❤❛ s✐❞♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡✲
t♦ ❞❡ ❛❣r❡❣❛r tr❛♥st✐✈✐❞❛❞ ❡♥ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s ❬❑♦ss✐♥❡ts ✷✵✵✻✱
❉❛✈✐❞s❡♥ ✷✵✵✷✱ ❍♦❧♠❡ ✷✵✵✷✱ ❱á③q✉❡③ ✷✵✵✸✱ ❚♦✐✈♦♥❡♥ ✷✵✵✻✱ ▲✐❜❡♥✲◆♦✇❡❧❧ ✷✵✵✼❪✳
P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ t✐❡♥❡ ♣♦r ✜♥ r❡♣r♦❞✉❝✐r ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ❤❛❜✐t✉❛❧✲
♠❡♥t❡ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡♥ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❛♠✐st❛❞✿ ❧♦s ❛♠✐❣♦s ❞❡ ♥✉❡str♦s ❛♠✐❣♦s ❝♦♥
❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ t❛♠❜✐é♥ t❡r♠✐♥❛♥ s✐❡♥❞♦ ♥✉❡str♦s ❛♠✐❣♦s✳ ❊s ❡♥ ❡st❡ s❡♥t✐❞♦ ❡♥ q✉❡
♥♦s r❡❢❡r✐♠♦s ❛ ❛❣❡♥t❡s ❝♦♥ ♠❡♠♦r✐❛✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ♣❛r❛ q✉❡ r❡s✉❧t❡ ♣♦s✐❜❧❡ ❡st❛✲
❜❧❡❝❡r ✉♥ ✈í♥❝✉❧♦ ❡♥tr❡ s❡❣✉♥❞♦s ✈❡❝✐♥♦s ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ q✉❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s r❡❝✉❡r❞❡♥
t♦❞♦s s✉s ❝♦♥t❛❝t♦s ♣r❡✈✐♦s✳ ❈❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❛s✉♠❡ ❛❣❡♥t❡s
✐❞❡❛❧❡s ❝♦♥ ♠❡♠♦r✐❛ ✐♥✜♥✐t❛ ❡♥ ♣♦s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛r ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ✉❧t❡r✐♦r✳

✺✳✷✳✷✳ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❛♥❛❧ít✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ♣✉❡❞❡ ❢♦r♠✉❧❛rs❡ ♠❛t❡♠át✐❝❛♠❡♥t❡ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ♣r♦❝❡s♦ ❡st♦✲
❝ást✐❝♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ {Lt}t∈R≥0

❝♦♥ t❛s❛ ❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s β(t)✳
❊st❡ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ♣✉❡❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛rs❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❞❡ ❢♦r♠❛
♠ás s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♦ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❞✐s❝r❡t♦ ❡♠❜❡❜✐❞♦ {Lℓ}ℓ∈N✱ ❡♥ tér♠✐♥♦s
❞❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛❣r❡❣❛❞♦s ℓ✳ ❊♥ ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❝❛s♦✱ s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛ ♥♦t❛❜❧❡✲
♠❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♠❛t❡♠át✐❝❛ ② s✉ ♣♦st❡r✐♦r ❛♥á❧✐s✐s✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞✐s❝r❡t♦
❡♠❜❡❜✐❞♦ ❛s✉♠❡ ✉♥❛ t❛s❛ ❞❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ✐❣✉❛❧ ❛ 1✱
❞❛❞♦ q✉❡ ♣♦r ❝❛❞❛ ♣❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ s❡ ❛❞✐❝✐♦♥❛ ✉♥ ❡♥❧❛❝❡✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❧❛s
t❛s❛s r❡st❛♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡st❛rá♥ r❡❢❡r✐❞❛s ❛ ❞✐❝❤❛ t❛s❛ ✉♥✐t❛r✐❛✳

❆ ✜♥ ❞❡ ❛❜♦r❞❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♠ás ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛
t❛s❛ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦❞♦s γ✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ t♦t❛❧ ❞❡



✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✼✾

❡♥❧❛❝❡s ✈❡♥❞rá ❞❛❞♦ ♣♦r
L(ℓ) = L0 + (1 + γ)ℓ, ✭✺✳✹✮

❞♦♥❞❡ γℓ ♣r♦✈✐❡♥❡ ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❛s♦❝✐❛❞♦s ❝♦♥ ❧♦s ♥♦❞♦s ❛❣r❡❣❛❞♦s ② L0 ❡s ❧❛
❝❛♥t✐❞❛❞ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳ ❆♥á❧♦❣❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦❞♦s s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛
❝♦♠♦

N(ℓ) = N0 + γℓ, ✭✺✳✺✮

s✐❡♥❞♦ N0 ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ♥♦❞♦s ❡♥ ❧❛ r❡❞✳

❉❡✜♥❛♠♦s Pk|a(ℓ, ℓ0) ❝♦♠♦ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ q✉❡ ✉♥ ♥♦❞♦ ❝♦♥ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ a

✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣❛s♦ ℓ0 t❡♥❣❛ ❣r❛❞♦ k ♣❛r❛ ✉♥ ♣❛s♦ ♣♦st❡r✐♦r ℓ > ℓ0✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧✲
♠❡♥t❡✱ ❞❡✜♥✐♠♦s N̄k|a(ℓ) ❝♦♠♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k ❞❡ ❡♥tr❡
❛q✉❡❧❧♦s q✉❡ ♣♦s❡❡♥ t❛s❛ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ a✱ ❝✉②❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ Pk|a(ℓ, ℓ0)

r❡s✉❧t❛✿

N̄k|a(ℓ) =
ℓ
∑

ℓ0=1

Pk|a(ℓ, ℓ0) . ✭✺✳✻✮

❊♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❇ ♠♦str❛r❡♠♦s q✉❡ N̄k|a(ℓ) ❛❧ ♣r♦♣❛❣❛❞♦r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❝✉❧t❛s ♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥ ❬❇♦❣✉♥❛ ✷✵✵✸❪✳

▲❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡ N̄k|a(ℓ) ♣✉❡❞❡ ❢♦r♠✉❧❛rs❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ❞❡s❝r✐♣✲
❝✐ó♥ ❝♦♥t✐♥✉❛ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧❡s ❛❝♦♣❧❛❞❛s
❬❑r❛♣✐✈s❦② ✷✵✵✵✱ ❑r❛♣✐✈s❦② ✷✵✵✶❪

dN̄k|a

dℓ
=q
(

Θ(k − 1, a, ℓ)N̄k−1|a −Θ(k, a, ℓ)N̄k|a

)

+
1− q

N(ℓ)

(

a

〈a〉 + 1

)

(

N̄k−1|a − N̄k|a

)

+
γ

N(ℓ)

(

N̄k−1|a − N̄k|a

)

+ γδk1 ,

✭✺✳✼✮

❞♦♥❞❡ ❡❧ ♣r✐♠❡r tér♠✐♥♦ ❞❡❧ ♠✐❡♠❜r♦ ❞❡r❡❝❤♦ ✭r❤s✮ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✺✳✼ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ ❚❈✱ s✐❡♥❞♦ Θ(k, a, ℓ)

❡❧ ♥ú❝❧❡♦ ❞❡ ❚❈✳ ❊❧ s❡❣✉♥❞♦ tér♠✐♥♦ ❞❡❧ r❤s ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✺✳✼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ❛❣r❡❣❛❞♦s ❛❧ ❛③❛r✳ ❊st❡ ú❧t✐♠♦ ♣✉❡❞❡ ❞❡s❝♦♠♣♦♥❡rs❡
❡♥ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ♥♦❞♦ ❢✉❡♥t❡ ❡❧❡❣✐❞♦ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛ s✉
❛❝t✐✈✐❞❛❞

1− q

N(ℓ)

(

a

〈a〉

)

(

N̄k−1|a − N̄k|a

)

, ✭✺✳✽✮

s✉♠❛❞❛ ❛❧ ❛♣♦rt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ♥♦❞♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡❧❡❣✐❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r

1− q

N(ℓ)

(

N̄k−1|a − N̄k|a

)

. ✭✺✳✾✮



✽✵ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

❈♦♥t✐♥✉❛♥❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✺✳✼✱ ❡❧ ú❧t✐♠♦ tér♠✐♥♦ ❞❡❧ r❤s ❝♦✲
rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡①tr❡♠♦ r❡st❛♥t❡ ❞❡❧ ú♥✐❝♦ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ✈✐❡♥❡ ❥✉♥t♦
❝❛❞❛ ♥♦❞♦ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ a ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❛❧ s✐st❡♠❛✳ ❈❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ ❞✐❝❤♦ ❡①tr❡✲
♠♦ ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ s❡ ❝♦♥❡❝t❛ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ❛❧ ❛③❛r ❛ ❝✉❛❧q✉✐❡r ♥♦❞♦ ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡
❛ ❧❛ r❡❞✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡❧ ú❧t✐♠♦ tér♠✐♥♦ ❞❡❧ r❤s ✭γδk1✮ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❛♣♦rt❡ ❛ ❧❛
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ N̄1|a(ℓ) ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ❛❣r❡❣❛❞♦s ❝♦♥ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ a ② ❣r❛❞♦ ✐♥✐❝✐❛❧ k = 1✳

❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛❧ ♥ú❝❧❡♦ ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✼✱ ✭Θ(k, a, ℓ)✱ ✈✐❡♥❡ ❞❡✜♥✐❞♦
❝♦♠♦

Θ(k, a, ℓ) =
a

〈a〉N(ℓ)
+

k

2L(ℓ)
. ✭✺✳✶✵✮

❯♥♦ ❞❡ ❧♦s ❡①tr❡♠♦s ❞❡ ❝❛❞❛ ❡♥❧❛❝❡ ❛❣r❡❣❛❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈ ❡s
❝♦♥❡❝t❛❞♦ ❛ ✉♥ ♥♦❞♦ ❢✉❡♥t❡ ❡❧❡❣✐❞♦ ❛❧ ❛③❛r ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❛ s✉ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ a✱
❞❛♥❞♦ ♦r✐❣❡♥ ❛❧ ♣r✐♠❡r tér♠✐♥♦ ❞❡❧ r❤s ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✵✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ s❡❣✉♥❞♦
tér♠✐♥♦ ❞❡❧ r❤s ♣r♦✈✐❡♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❡①✐ó♥ ❞❡❧ ❡①tr❡♠♦ r❡st❛♥t❡ ❞❡❧ ❡♥❧❛❝❡ ❛❣r❡❣❛❞♦
❛ ✉♥ s❡❣✉♥❞♦ ✈❡❝✐♥♦ ❞❡❧ ♥♦❞♦ ❢✉❡♥t❡✳ ❊st❡ ú❧t✐♠♦ tér♠✐♥♦ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❡♥❧❛❝❡
♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ q✉❡ s✉r❣❡ ♥❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈✱ r❡s✉❧t❛❞♦ q✉❡
s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❝♦♥ ❧♦s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ r❡♣♦rt❛❞♦s ❡♥ ❬❍♦❧♠❡ ✷✵✵✷✱ ❱á③q✉❡③ ✷✵✵✸❪✳

❘❡❛❣r✉♣❛♥❞♦ tér♠✐♥♦s✱ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✼ ♣✉❡❞❡ r❡❡s❝r✐❜✐rs❡ ❝♦♠♦

dN̄k|a

dℓ
= N̄k−1|aΦγ,q(k − 1, a, ℓ)− N̄k|aΦγ,q(k, a, ℓ) + γδk1 ✭✺✳✶✶✮

❞♦♥❞❡ Φγ,q(k, a, ℓ) ❡s ❡❧ ♥ú❝❧❡♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❞❡ ❝♦♥❡①✐ó♥ ❞❛❞♦ ♣♦r✿

Φγ,q(k, a, ℓ) =
1

N(ℓ)

(

a

〈a〉 + 1− q + γ

)

+
k

2L(ℓ)
q . ✭✺✳✶✷✮

▲✉❡❣♦✱ ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ♥ú♠❡r♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k✱
♥♦t❛❞❛ N̄k(ℓ)✮✱ ❝♦♠♣r❡♥❞✐❡♥❞♦ ❡❧ ❛♣♦rt❡ ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s t❛s❛s ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ♣♦s✐❜❧❡s
❝♦♥ ♣❞❢ F (a)✱ q✉❡❞❛ ❞❡✜♥✐❞❛ ❝♦♠♦✿

N̄k(ℓ) =

∫

Ω

F (a)N̄k|a(ℓ)da ✭✺✳✶✸✮

s✐❡♥❞♦ Ω ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ❞❡ F (a)✳ P♦r ú❧t✐♠♦✱ ♣♦❞❡♠♦s ❞❡✜♥✐r ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ♣❛r❛ ✉♥❛ ❞❛❞❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛❣r❡❣❛❞♦s ℓ ❝♦♠♦

Pℓ(k) = N̄k(ℓ)/N(ℓ) . ✭✺✳✶✹✮

❊❧ ♠♦❞❡❧♦●❙● ❛q✉í ❞❡s❝r✐♣t♦ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ❛♠♣❧✐❛ ✈❡rs❛t✐❧✐❞❛❞✱ ♣❡r♠✐t✐❡♥❞♦



✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✽✶

♠♦❞✐✜❝❛r t❛♥t♦ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞❡s ❝♦♠♦ ❧♦s r❡❣í♠❡♥❡s ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦
❞❡ ❧❛s ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♥♦❞♦s ② ❡♥❧❛❝❡s✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❡♥ ❧❛s s✉❜s❡❝❝✐♦♥❡s s✐❣✉✐❡♥✲
t❡s ❡st✉❞✐❛r❡♠♦s ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✶ ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥st❛♥t❡
✭γ = 0✮ ② ❝r❡❝✐❡♥t❡ ✭γ > 0✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❡st✉❞✐❛r❡♠♦s ❞♦s ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐✲
❞❛❞ ♣❛r❛❞✐❣♠át✐❝❛s✿ ✭✐✮ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❝♦♥st❛♥t❡ F (a) = δ(a− a0) ② ✭✐✐✮ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡❧
t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s F (a) ∝ a−ξ✱ q✉❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛❞❡❝✉❛❞❛♠❡♥t❡ ❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡
❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s ♣❛r❛ ❛❧❣✉♥❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛
❬P❡rr❛ ✷✵✶✷✱ ▼✉❝❤♥✐❦ ✷✵✶✸❪✳

✺✳✷✳✸✳ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭γ = 0✮

❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❧ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ s♦❧♦ t✐❡♥❡ ❧✉❣❛r ❛ tr❛✈és ❞❡❧
❛❣r❡❣❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s s♦❜r❡ ✉♥❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦❞♦s✳ ❙✉st✐t✉②❡♥❞♦ γ = 0

❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✶ ② ❧✉❡❣♦ ❞❡ r❡❡♠♣❧❛③❛r ❡♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❡①♣r❡s✐ó♥
♣❛r❛ Φ0,q(k, a, ℓ)✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡✿

dN̄k|a

dℓ
=N̄k−1|a

[

1

N0

(

a

〈a〉 + 1− q

)

+
(k − 1)q

2L(ℓ)

]

−

N̄k|a

[

1

N0

(

a

〈a〉 + 1− q

)

+
kq

2L(ℓ)

] ✭✺✳✶✺✮

❞♦♥❞❡ s❡ ❛s✉♠❡ N(ℓ) = N0 ∀ℓ ≥ 0 ② ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝r❡❝❡ ❝♦♠♦ L(ℓ) =

L0 + ℓ✳ ❊♥ ❡st❛s ❝✐r❝✉♥st❛♥❝✐❛s✱ ❡❧ ❣r❛❞♦ k ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❛❞❛
♣♦r k ≤ (N0 − 1)✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛ ❛ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✺ ❛❞♦♣t❛ ❧❛ ❢♦r♠❛
tr✐✈✐❛❧ N̄k|a = N0δk,(N0−1) ∀a ≥ 0✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ♥♦s ✐♥t❡r❡s❛ ❛♥❛❧✐③❛r
❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥♦✲tr✐✈✐❛❧ tr❛♥s✐t♦r✐❛✳ ❊st♦ s❡ ❞❡❜❡ ❛ q✉❡ ❡❧ ré❣✐♠❡♥ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦❞♦s ❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❛s♦❝✐❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ r❡❞❡s
s♦❝✐❛❧❡s s♦❜r❡ ✉♥❛ ✈❡♥t❛♥❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦s s✉✜❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ♣❡q✉❡ñ❛ ♣❛r❛ q✉❡ ❞✐❝❤❛
❤✐♣ót❡s✐s r❡s✉❧t❡ ❛❞❡❝✉❛❞❛✳

❊s ♣♦s✐❜❧❡ r❡s♦❧✈❡r ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✺ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❡sq✉❡♠❛ ✐t❡r❛t✐✈♦ ❝♦♠♦ s✐❣✉❡✿

N̄k|a(ℓ) =

(

N̄k|a(0) +

∫ ℓ

0

N̄k−1|a(ℓ
′)

Πk|a(ℓ′)
Φ0,q(k − 1, a, ℓ′) dℓ′

)

Πk|a(ℓ) ✭✺✳✶✻✮

❞♦♥❞❡ Πk|a(ℓ) = A (L0 + ℓ)−kq/2 exp (− (a/〈a〉+ 1− q) ℓ/N0) ❡s s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧

dΠk|a(ℓ)

dℓ
= −Πk|a(ℓ)Φ0,q(k, a, ℓ). ✭✺✳✶✼✮



✽✷ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❡♥❝♦♥tr❛r s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛♥❛❧ít✐❝❛s ❝❡rr❛❞❛s ❛ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✺
❡♥ ❛❧❣✉♥♦s ❝❛s♦s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❡s✳ P♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ s✐ q = 0 ♣✉❡❞❡ ❞❡❞✉❝✐rs❡ ❢á❝✐❧♠❡♥t❡
q✉❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✺ r❡s✉❧t❛

N̄k|a(ℓ) = N0 × Pois (k;λ = ℓ(a+ 〈a〉)/(〈a〉N0)) , ✭✺✳✶✽✮

s✐❡♥❞♦ Pois(k;λ) = (λk/k!) exp(−λ) ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ λ✳
❘❡❡♠♣❧❛③❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✽ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✸ s❡ ♦❜t✐❡♥❡

Pℓ(k) =
N̄k(ℓ)

N0

∼ 1

ℓ
F

(

N0

ℓ
k − 1

)

, ✭✺✳✶✾✮

r❡❝✉♣❡r❛♥❞♦ ❛sí ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ✭❆❙✮ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶
❬P❡rr❛ ✷✵✶✷❪✳

◆✉❡str♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ❡♥❝♦♥tr❛r s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛♣r♦①✐♠❛❞❛s ❛ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✺ ❜❛❥♦ ❝♦♥❞✐✲
❝✐♦♥❡s ❡①tr❡♠❛s✱ q✉❡ ♥♦s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❡♥ ✉♥❛ ✐♥t✉✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡①❛❝t♦
❞❡ N̄k|a(ℓ) ②✱ ❧✉❡❣♦✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❛s♦❝✐❛❞❛ Pℓ(k)✳ ❈♦♥ t❛❧ ✜♥✱
❛s✉♠✐r❡♠♦s ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❡①tr❡♠❛

❛✳
1

N0

(

a

〈a〉 + 1− q

)

≫ q
k

2(L0 + ℓ)
, ✭✺✳✷✵✮

❡♥ ✈✐rt✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝✉❛❧ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✺ r❡s✉❧t❛

N̄k|a(ℓ) ∼
1

k!

(

a/〈a〉+ 1− q

N0

ℓ

)k

e
−

a/〈a〉+1−q
N0

ℓ ✭✺✳✷✶✮

❡s ❞❡❝✐r✱ ✉♥❛ P♦✐ss♦♥ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ λ = ℓ(a/〈a〉 + 1 − q)/N0✳ ▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
❡❝✳ ✺✳✷✶ r❡s✉❧t❛ ✐♥t✉✐t✐✈❛ ❞❛❞♦ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ❛✳ ✐♠♣❧✐❝❛ ❞❡s♣r❡❝✐❛r ❧❛ ❛❝❝✐ó♥
❞❡❧ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❡♥❧❛❝❡ ❛❧ ❛③❛r
♣❡s❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ♦♣✉❡st❛ ❛ ❛✳✿

❜✳
1

N0

(

a

〈a〉 + 1− q

)

≪ q
k

2(L0 + ℓ)
, ✭✺✳✷✷✮

❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ♦tr❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ❛ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✺✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❞❛❞❛ ♣♦r

N̄k|a(ℓ) ∼ (L0 + ℓ)−q/2

[

1−
(

L0 + ℓ

L0

)−q/2
]k−1

≈ (L0 + ℓ)−q/2 e
−(k−1)

(

L0+ℓ
L0

)−q/2

,

✭✺✳✷✸✮



✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✽✸

q✉❡ ♠✉❡str❛ ❞❡❝❛✐♠✐❡♥t♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ a✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✺✳✷✷✱ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❡s ❡❧ q✉❡ s❡ ✐♠♣♦♥❡✳
P♦r ❡❧❧♦✱ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❝♦♥ ❞❡❝❛✐♠✐❡♥t♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❡s ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❝♦♥ ❧❛ ❡s♣❡r❛❞❛
♣❛r❛ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥st❛♥t❡
❬❇❛r❛❜❛s✐ ✶✾✾✾❜❪✳

▲❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❞❡ N̄k(ℓ) s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✸ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s
♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) s❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞❛s✱ ❡♥ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦✿ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭F (a) = δ(a−a0)✮
♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ✭F (a) ∝ a−ξ✮✳

20 40 60 80 100
k

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

P
(k
)

(a)

q=0.1

q=0.3

q=0.9

40 60 80 100
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P
(k
)

101 102 103 104

k

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

P
(k
)

(b)
q=0.1

q=0.3

q=0.9

❋✐❣✉r❛ ✺✳✷✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ Pℓ(k) = N̄k(ℓ)/N0 ♣❛r❛ ❡❧ ré❣✐♠❡♥ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥
❝♦♥st❛♥t❡✳ ✭❛✮ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) = δ(a − a0)✱ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥
❡❧ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥ N = 105 ② 〈k〉 = 20✱ ✭❜✮ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) ∝
a−1.5✱ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❝♦♥ N = 105 ② 〈k〉 = 200✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s ❧♦s sí♠❜♦❧♦s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧♦s ♣r♦♠❡❞✐♦s s♦❜r❡ 100 s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ♣❛r❛✿ q = 0.1
✭❝ír❝✉❧♦s ♥❡❣r♦s✮✱ q = 0.3 ✭❝✉❛❞r❛❞♦s r♦❥♦s✮ ② q = 0.9 ✭tr✐á♥❣✉❧♦s ✈❡r❞❡s✮✳ ❈♦♥
❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛r ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐❞❛❞✱ ❧♦s ❣rá✜❝♦s ♣❛r❛ ❞✐st✐♥t♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ q ❤❛♥
s✐❞♦ ❞❡s♣❧❛③❛❞♦s ✈❡rt✐❝❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s✳ ▲❛s ❧í♥❡❛s só❧✐❞❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥
❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✻✱ ❧✉❡❣♦ ✐♥t❡❣r❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✸✱ ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦
❞❡ ♦❜t❡♥❡r Pℓ(k) = N̄k(ℓ)/N(ℓ)✳ ✭■♥s❡t ❡♥ ✭❛✮✮ ❉❡t❛❧❧❡ ♣❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ❣r❛♥❞❡s ❞❡
k ❛ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛r ❝♦♥ ❡❧ ❞❡❝❛✐♠✐❡♥t♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛
❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✸ ✭❧í♥❡❛ ❞❡ tr❛③♦s✮✳

❊♥s❛②❛♠♦s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧❡s ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ●❙● ❣❡♥❡r❛♥❞♦ r❡✲
❞❡s ❝♦♥ ✉♥❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ N = 105 ♥♦❞♦s✱ ♣❛r❛ ❧❛s ❞♦s ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✲
✈✐❞❛❞ F (a) ❝♦♥s✐❞❡r❛❞❛s✳ ❙✐♠✉❧tá♥❡❛♠❡♥t❡✱ r❡❛❧✐③❛♠♦s ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛
❞❡ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✺✳✶✺ ② ✺✳✶✹ ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛r ❧❛s ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦s
Pℓ(k) = N̄k(ℓ)/N(ℓ) ❝♦♥ ❧❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ❧❛s s✐♠✉❧❛❝✐♦✲
♥❡s ❞❡ ●❙●✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✷ ♠✉❡str❛ ❡❧ ♠✉② ❜✉❡♥ ❛❝✉❡r❞♦ ❡♥tr❡ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s



✽✹ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

❛♥❛❧ít✐❝❛s ❞❡ Pℓ(k) ② ❧❛s ♦❜t❡♥✐❞❛s ❞❡ ❧❛s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ●❙●✱ ♣❛r❛
F (a) = δ(a−a0) ✭❋✐❣✉r❛ ✺✳✷✲❛✮ ② F (a) ∝ a−ξ ✭❋✐❣✉r❛ ✺✳✷✲❜✮ ❝♦♥ ❞✐st✐♥t♦s ✈❛❧♦r❡s
❞❡ q✳

✺✳✷✳✹✳ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡

❊❧ ❝❛s♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ ❛❧ ❛♥❛❧✐③❛❞♦ ❡♥ ❧❛ s✉❜s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❛s✉♠✐r
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛r γ > 0 ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✼✳ ▲✉❡❣♦ ❞❡ ❛❣r✉♣❛r
tér♠✐♥♦s✱ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✼ ♣✉❡❞❡ r❡❡s❝r✐❜✐rs❡ ❝♦♠♦✿

dN̄k|a

dℓ
=N̄k−1|a

[

1

N(ℓ)

(

a

〈a〉 + 1− q + γ

)

+
(k − 1)q

2L(ℓ)

]

− N̄k|a

[

1

N(ℓ)

(

a

〈a〉 + 1− q + γ

)

+
kq

2L(ℓ)

]

+ γδk1

✭✺✳✷✹✮

❞♦♥❞❡ ❛❤♦r❛ N(ℓ) = N0 + γℓ ② L(ℓ) = L0 + (1 + γ)ℓ✳ ❆❧ ❝♦♥tr❛r✐♦ ❞❡ ❧♦ q✉❡
♦❝✉rrí❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭γ = 0✮ ❛❤♦r❛ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ♦❜t❡♥❡r
s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛s✐♥tót✐❝❛s ♥♦✲tr✐✈✐❛❧❡s ❛ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✹✳ ❙✐❣✉✐❡♥❞♦ ❬❑r❛♣✐✈s❦② ✷✵✵✵❪ ♣✉❡❞❡
❝♦♥❝❧✉✐rs❡ q✉❡ ❡st❛ ❝❧❛s❡ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛s✉♠❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ N̄k|a(ℓ) = nk|aℓ✱
s✐❡♥❞♦ nk|a ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡s❝♦♥♦❝✐❞❛ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ k ② ❞❡ ❧❛ t❛s❛ ❞❡
❛❝t✐✈✐❞❛❞ a✳ ❊♥ ❡❧ ❧í♠✐t❡ ❛s✐♥tót✐❝♦ ✭ℓ → ∞✮ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✹ ♣✉❡❞❡ r❡s♦❧✈❡rs❡ ❛ tr❛✈és
❞❡ ✉♥ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ✐t❡r❛t✐✈♦ ❛rr♦❥❛♥❞♦ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ❣❡♥❡r❛❧✿

nk|a = n1|a

k−1
∏

j=1

2(γ + 1)(a/〈a〉+ 1− q + γ) + qγ j

2(γ + 1) (a/〈a〉+ 1− q + 2γ) + qγ (j+ 1)
✭✺✳✷✺✮

s✐❡♥❞♦ n1|a ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ❜♦r❞❡ k = 1✱ ❞❛❞❛ ♣♦r

n1|a =
2γ2(γ + 1)

2(γ + 1) (a/〈a〉+ 1− q + 2γ) + qγ
. ✭✺✳✷✻✮

▼ás ❛❧❧á ❞❡ ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ r✐❣✉r♦s❛♠❡♥t❡ ❡①❛❝t❛ ♣❛r❛ nk|a✱ ♣r❡t❡♥❞❡♠♦s ❛❞q✉✐r✐r
✐♥t✉✐❝✐ó♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ s✉ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❡s❝❡♥❛r✐♦s ❛♣r♦①✐♠❛❞♦s✳
❆❧ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝♦♠❡♥③❛r❡♠♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧❛ s✐t✉❛❝✐ó♥
❡①tr❡♠❛ ❡♥ ❧❛ q✉❡ ♣✉❡❞❡ ❞❡s♣r❡❝✐❛rs❡ ❡❧ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳
✺✳✷✹✿

❛✳

(

a

〈a〉 + 1− q + γ

)

〈k〉ℓ ≫ qk ✭✺✳✷✼✮



✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ✽✺

s✐❡♥❞♦ 〈k〉ℓ = 2L(ℓ)/N(ℓ) ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❧✉❡❣♦ ❞❡ ℓ ❡♥❧❛❝❡s ❛❣r❡❣❛❞♦s ✭♦ ♣❛s♦s
❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ●❙●✮✳

■♥tr♦❞✉❝✐❡♥❞♦ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✺✳✷✼ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✹ ② s✉st✐t✉②❡♥❞♦ N̄k|a(ℓ) =

nk|aℓ✱ ♦❜t❡♥❡♠♦s ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❡st❡ ❡s❝❡♥❛r✐♦ ❛♣r♦①✐✲
♠❛❞♦✿

nk|a ∼
(

1 +
γ

a/〈a〉+ 1− q + γ

)−(k−1)

✭✺✳✷✽✮

q✉❡ ♠✉❡str❛ ✉♥ ❝❧❛r♦ ❞❡❝❛✐♠✐❡♥t♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧✳

❱❡❛♠♦s ❛❤♦r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛ ✺✳✷✼✱

❜✳

(

a

〈a〉 + 1− q + γ

)

〈k〉ℓ ≪ qk . ✭✺✳✷✾✮

❇❛❥♦ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✺✳✷✾✱ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✺ t♦♠❛ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❢♦r♠❛ ❛s✐♥tót✐❝❛

nk|a ∼ k−1−
2(γ+1)

q , ✭✺✳✸✵✮

♠♦str❛♥❞♦ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❝♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t❡ α =

1 + 2(γ+1)
q

✱ q✉❡ r❡s✉❧t❛ α > 3 ❝✉❛♥❞♦ 0 < q ≤ 1 ② γ > 0✳ ❯♥❛ ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡s q✉❡ nk|a r❡s✉❧t❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ a✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ N̄k(ℓ) ❞❡ ❧❛
❡❝✳ ✺✳✶✸ ❤❡r❡❞❛ ✐❞é♥t✐❝❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞✱ ❛❞♦♣t❛♥❞♦ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ❡♥ s✉ ❢♦r♠❛
❛s✐♥tót✐❝❛✿

N̄k ∼ k−1−
2(γ+1)

q . ✭✺✳✸✶✮

▲❛ ❡❝✳ ✺✳✸✶ ✐♥❞✐❝❛ q✉❡ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❛s✐♥tót✐❝♦ ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s
♠♦str❛❞♦ ♣♦r N̄k(ℓ) r❡s✉❧t❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) ② s❡ s♦s✲
t✐❡♥❡ s♦❧♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦✳ ◆✉❡✈❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♠✲
❜✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❝♦♥ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❛❧ ❞❛
❧✉❣❛r ❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s✱ t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ❡st❛❜❧❡❝❡ ❡♥
❬❇❛r❛❜❛s✐ ✶✾✾✾❜❪✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✸ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡❧ ♠✉② ❜✉❡♥ ❛❝✉❡r❞♦ ❡♥tr❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛s
s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ② ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛♥❛❧ít✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✹ ♣❛r❛ P (k)✱ ❜❛❥♦
F (a) = δ(a − a0)✳ ❊♥ ❧í♥❡❛ ❞❡ tr❛③♦s s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ s✉♣❡r♣✉❡st❛s ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s
❛♣r♦①✐♠❛❞❛s q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥❡♥ ❞❡ ❧❛s ❡❝✳ ✺✳✷✽ ② ✺✳✸✵✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✹ ♣r❡s❡♥t❛ ✐❞é♥t✐❝❛
❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥✱ ❛✉♥q✉❡ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ F (a) ∝ a−ξ ❝♦♥ ξ = 1.5✳

❊♥ ❧❛s ❋✐❣✉r❛s ✺✳✷✱ ✺✳✸ ② ✺✳✹ ♣✉❡❞❡ ✈❡rs❡ q✉❡ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ P (k)

♣❛r❛ F (a) ∝ a−ξ✱ ❡s ❞♦♠✐♥❛❞♦ ♣♦r ❡st❛ ú❧t✐♠❛ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❡♥ ❧❛ r❡❣✐ó♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛✱ ❧❡❥♦s ❞❡ ❧♦s ❝❛s♦s ❡①tr❡♠♦s ❛♥❛❧✐③❛❞♦s✳



✽✻ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

50 100 150 200 250 300
k

10−7
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10−3

10−2

10−1

100

101

102
P
(k
)

(a)
q=0.1

q=0.2

q=0.3

100 101 102 103

k

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

102

P
(k
)

(b)(b)(b)
q=0.8

q=0.9

q=1.0

❋✐❣✉r❛ ✺✳✸✿ ❉✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ Pℓ(k) = N̄k(ℓ)/N(ℓ) ♣❛r❛ ré❣✐♠❡♥ ❝♦♥ ♣♦✲
❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ② F (a) = δ(a − a0)✱ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ✜♥❛❧N = 105 ② 〈k〉 = 20✳ ▲♦s sí♠❜♦❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ♣r♦♠❡❞✐♦s s♦❜r❡
100 s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ♣❛r❛✿ ✭❛✮ q ∈ {0.1, 0.2, 0.3}✱ ② ✭❜✮ q ∈ {0.8, 0.9, 1.0}✳
▲❛s ❧í♥❡❛s só❧✐❞❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✹ ❛♣r♦✲
♣✐❛❞❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r P (k)✳ ▲❛s t❡♥❞❡♥❝✐❛s ❞❡ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s
❛s✐♥tót✐❝❛s ❞❡ ❧❛s ❡❝s✳ ✺✳✷✽ ② ✺✳✸✵ ❢✉❡r♦♥ ❣r❛✜❝❛❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧í♥❡❛s ❞❡ tr❛③♦s✳
◆✉❡✈❛♠❡♥t❡✱ ❧♦s ❣rá✜❝♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ q ❤❛♥ s✐❞♦ ❝♦♥✲
✈❡♥✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞❡s♣❧❛③❛❞♦s ♣❛r❛ ❢❛❝✐❧✐t❛r s✉ ✈✐s✉❛❧✐③❛❝✐ó♥✳

✺✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥

❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥❛❧✐③❛r❡♠♦s ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦
r❡♣r❡s❡♥t❛❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦s ✐♥❞✐❝❛❞♦r❡s✿ ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s
✭knn(k)✮ ② ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ ✭C̄(k)✮✱ ❛♠❜♦s ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧
❣r❛❞♦ k✳ ❚❛❧ ❝♦♠♦ ❤❡♠♦s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦✱ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥
❝♦♥st✐t✉②❡♥ ✉♥❛ s✐❣♥❛t✉r❛ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♦r✐❣❡♥ s♦❝✐❛❧✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ♦t♦r✲
❣❛♠♦s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t❡♥❝✐ó♥ ❛ ❡st❡ ❛s♣❡❝t♦✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❛♥❛❧ít✐❝❛
❡♥ ❡st♦s ❝❛s♦s s❡ t♦r♥❛ rá♣✐❞❛♠❡♥t❡ ✐♥tr❛t❛❜❧❡✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s♦❧♦ ❛❜♦r❞❛r❡♠♦s ✉♥
tr❛t❛♠✐❡♥t♦ ♥✉♠ér✐❝♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦✳

✺✳✸✳✶✳ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s

❯♥❛ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ✐♥❞✐r❡❝t❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❞❡ s❡❣✉♥❞♦ ♦r❞❡♥ ♣✉❡❞❡
♦❜t❡♥❡rs❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ❞❡ ❣r❛❞♦ k ✭knn(k)✮✱



✺✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥ ✽✼
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❋✐❣✉r❛ ✺✳✹✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ Pℓ(k) = N̄(ℓ)k/N(ℓ) ♣❛r❛ ❡❧ ré❣✐♠❡♥ ❞❡ ♣♦❜❧❛✲
❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ❝♦♥ F (a) ∝ a−1.5✱ r❡❞❡s ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ✜♥❛❧ N = 105 ② 〈k〉 = 200✳
▲♦s sí♠❜♦❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ♣r♦♠❡❞✐♦s s♦❜r❡ 100 s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ♣❛r❛✿
✭❛✮ q ∈ {0.1, 0.2, 0.3}✱ ② ✭❜✮ q ∈ {0.8, 0.9, 1.0}✳ ▲ás ❧í♥❡❛s só❧✐❞❛s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥ ❛ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✹✱ ♣r♦♠❡❞✐❛❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✶✸
② ❛♣r♦♣✐❛❞❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r P (k)✳ ❈♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛r
❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐❞❛❞✱ ❧♦s ❣rá✜❝♦s ♣❛r❛ ❞✐st✐♥t♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ q ❤❛♥ s✐❞♦ ❞❡s♣❧❛③❛❞♦s ✈❡r✲
t✐❝❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s✳ ▲ás ❧í♥❡❛s só❧✐❞❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s
♥✉♠ér✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✷✹ ❛♣r♦♣✐❛❞❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r P (k)✳ ▲❛s
t❡♥❞❡♥❝✐❛s ❞❡ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛s✐♥tót✐❝❛s ❞❡ ❧❛s ❡❝s✳ ✺✳✷✽ ② ✺✳✸✵ ❢✉❡r♦♥ ❣r❛✜❝❛❞❛s
♠❡❞✐❛♥t❡ ❧í♥❡❛s ❞❡ tr❛③♦s✳ ✭■♥s❡t ❡♥ ✭❜✮✮ ❉❡t❛❧❧❡ ♣❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ❣r❛♥❞❡s ❞❡ k ❛ ✜♥
❞❡ ❝♦♠♣❛r❛r ❝♦♥ ❡❧ ❞❡❝❛✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛
❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✸✶ ✭❧í♥❡❛ ❞❡ tr❛③♦s✮✳

❢♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❞❡✜♥✐❞❛ ❝♦♠♦ ❬P❛st♦r✲❙❛t♦rr❛s ✷✵✵✶❛❪✿

k̄nn(k) =
∑

k′

k′P (k′|k) , ✭✺✳✸✷✮

❞♦♥❞❡ P (k′|k) ❡s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧ q✉❡ t✐❡♥❡ ✉♥ ♥♦❞♦ ❞❡ ❣r❛❞♦ k ❞❡
❡st❛r ❝♦♥❡❝t❛❞♦ ❛ ♦tr♦ ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k′✳ ❉❡ ❡st❛ ❢♦r♠❛✱ ❧❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❞❡ k̄nn ❝♦♥
k ❞❛ ❝✉❡♥t❛ ❞❡ ❧❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❣r❛❞♦✲❣r❛❞♦✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡♥ ❛q✉❡✲
❧❧♦s ❝❛s♦s ♣❛r❛ ❧♦s ❝✉❛❧❡s k̄nn ❝r❡❝❡ ✭❞❡❝r❡❝❡✮ ❝♦♥ k ❞✐r❡♠♦s q✉❡ ❧❛ r❡❞ ♣r❡s❡♥t❛
❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞ ✭❞❡❛s♦rt❛t✐✈✐❞❛❞✮ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❬◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✷❛✱ ◆❡✇♠❛♥ ✷✵✵✸❛❪✳ ❆s♦r✲
t❛t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❡s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ q✉❡ ♦❜s❡r✈❛♠♦s ♣❛r❛ ❡❧
ré❣✐♠❡♥ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ t❛♥t♦ ❝♦♥ F (a) ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦♠♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s✱
t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✺ ✭❜✮ ② ✭❞✮✳ P♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙●
❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ② F (a) = δ(a− a0) ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❣rá✜❝♦ ❝✉❛s✐✲❝♦♥st❛♥t❡



✽✽ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛
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❋✐❣✉r❛ ✺✳✺✿ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡ ✉♥ ♥♦❞♦ ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k✱ k̄nn(k)✱ ♣❛r❛
♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙●✱ ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ✜♥❛❧ N = 105

② 〈k〉 = 20 ❡♥ ✭❛✮ ② ✭❜✮✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ N = 104 ② 〈k〉 = 20 ♣❛r❛ ✭❝✮ ② ✭❞✮✳ ▲♦s
sí♠❜♦❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧♦s ♣r♦♠❡❞✐♦s s♦❜r❡ 100 s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ❜❛❥♦
❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s✿ ✭❛✮ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) =
δ(a − a0)❀ ✭❜✮ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) = δ(a − a0)❀ ✭❝✮
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) ∝ a−1.5❀ ✭❞✮ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ②
♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) ∝ a−1.5✳

❞❡ k̄nn(k) ✭❋✐❣✉r❛ ✺✳✺✲✭❛✮✮✳ ❊st❡ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞✐❡♥t❡ ❛ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ❞❡ ❊r❞ös✲❘é♥②✐ ✭❊❘✮✱ ♣❛r❛ ❧❛s ❝✉❛❧❡s k̄nn(k′) = 〈k〉 ∀k′✱
❛✉♥q✉❡ ❡♥ ❜r❡✈❡ ♠♦str❛r❡♠♦s q✉❡ t❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❡s s♦❧♦ ♣❛r❝✐❛❧✳ P❛r❛ ❡❧
❝❛s♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ ❝♦♥ F (a) ∝ a−1.5 ❡❧ ❣rá✜❝♦ ❞❡ k̄nn(k) ❡s t❛♠❜✐é♥ ♣❧❛♥♦ ❛✉♥q✉❡
❧❡✈❡♠❡♥t❡ ❞❡❛s♦rt❛t✐✈♦ ✭❋✐❣✉r❛ ✺✳✺✲✭❝✮✮✳

P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥ q = 0 ② γ = 0✱ ♣✉❡❞❡ ❞❡♠♦str❛rs❡ ✭✈❡r ❆♣é♥❞✐❝❡
❇ ♣❛r❛ ✉♥❛ ❞❡r✐✈❛❝✐ó♥ ❢♦r♠❛❧✮ q✉❡ s❡ s❛t✐s❢❛❝❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❧❡② ❞❡ ❡s❝❛❧❛ q✉❡



✺✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥ ✽✾

10−2 10−1 100

(2〈a〉/〈k〉)k
10−4

10−3

10−2

10−1

100

(2
〈a
〉/
〈k
〉)(

k
n
n
(k
)
−

1)
−
2〈
a
〉

(a) 〈k〉=100
〈k〉=200
〈k〉=400

10−2 10−1 100
10−4

10−3

10−2

10−1

100

q = 0.5

10−3 10−2 10−1 100

(2〈a〉/〈k〉)k
10−4

10−3

10−2

10−1

100

(2
〈a
〉/
〈k
〉)(

k
n
n
(k
)
−

1)
−
2〈
a
〉

(b)

q=0.00

q=0.10

q=0.20

q=0.30

q=0.50

q=0.90

❋✐❣✉r❛ ✺✳✻✿ ●r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s ❞❡ ✉♥ ♥♦❞♦ ❞❡ ❣r❛❞♦ k r❡❡s❝❛❧❡❛❞♦✱
♣❛r❛ r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❝♦♥
♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) ∝ a−1.5 ② ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ N = 104✳ ▲♦s sí♠❜♦❧♦s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛❧ ♣r♦♠❡❞✐♦ s♦❜r❡ 100 s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s✳ ✭❛✮ ❈♦❧❛♣s♦ ❞❡ ❧❛s
s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ q = 0 ② 〈k〉 = 100✱ 200 ② 400 ✭❡❧ ✐♥s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ q = 0.5✮✳
▲❛ ❧í♥❡❛ ❞❡ tr❛③♦s r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✸✸✳
✭❜✮ k̄nn(k) r❡❡s❝❛❧❡❛❞♦ ♣❛r❛ ❞✐st✐♥t♦s ✈❛❧♦r❡s q ≥ 0✳

✐♥✈♦❧✉❝r❛ ❛ k̄nn(k)✿

2〈a〉
〈k〉

(

k̄nn(k)− 1
)

− 2〈a〉 ≃ (〈a2〉 − 〈a〉2)
(

2〈a〉
〈k〉 k

)−1

. ✭✺✳✸✸✮

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✻✲✭❛✮ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝♦❧❛♣s♦ ♣r❡❞✐❝❤♦ ♣♦r ❧❛ ❧❡② ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❞❡ ❧❛
❡❝✳ ✺✳✸✸ ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ 〈k〉✱ ❝♦♥ q = γ = 0✳ ❊s ♠✉② ❞✐❢í❝✐❧ ❞❡❞✉❝✐r
✉♥❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ s✐♠✐❧❛r ❛ ❧❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✸✸ ♣❛r❛ q > 0 ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s
❧♦❝❛❧❡s ✐♥❞✉❝✐❞❛s ♣♦r ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✻✲✭❜✮ ❤❡♠♦s
❣r❛✜❝❛❞♦ (2〈a〉/〈k〉)

(

k̄nn(k)− 1
)

− 2〈a〉 ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ 2〈a〉k/〈k〉 ♣❛r❛ q > 0✱
♠♦str❛♥❞♦ q✉❡ ❞❡ ❡①✐st✐r ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ✭❝♦♠♦ s✉❣✐❡r❡ ❡❧ ✐♥s❡t ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛
✺✳✶✹✲✭❛✮ ♣❛r❛ q = 0.5✮✱ ❡st❛ ❞❡❜❡rá ♣r❡s❡♥t❛r ✉♥❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❝♦♥ q ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛
(2〈a〉/〈k〉)

(

k̄nn(k)− 1
)

− 2〈a〉 ≃ F q
scal (2〈a〉k/〈k〉)✳



✾✵ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

✺✳✹✳ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥

❖tr♦ ✐♥❞✐❝❛❞♦r ❞❡ ❧❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❡s ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡
❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ C̄(k) ❞❡✜♥✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✷✳✾ ❝♦♠♦✿

C̄(k) =
1

Nk

∑

i∈Deg(k)

Ci, ✭✺✳✸✹✮

❞♦♥❞❡ Deg(k) ❡s ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k✱ ❝♦♥ Nk s✉ ❝❛r❞✐♥❛❧✱ ② Ci ❡s
❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡✜♥✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ✷✳✻✳

❊❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❛s♦❝✐❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡
❛♣❛r✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s tr❛♥s✐t✐✈♦s ♦✱ ✈✐st♦ ❡♥ ❢♦r♠❛ ❣❡♦♠étr✐❝❛✱ ❝♦♠♦ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦❝✉rr❡♥❝✐❛ ❞❡ tr✐❛❞❛s ❞❡ ♥♦❞♦s ✐♥t❡r❝♦♥❡❝t❛❞♦s ✭tr✐á♥❣✉❧♦s✮ ❡♥ ❧❛ r❡❞✳
▲❛s r❡❞❡s ❞❡ ♦r✐❣❡♥ s♦❝✐❛❧ ✉s✉❛❧♠❡♥t❡ ❡①❤✐❜❡♥ ✉♥❛ ❧❡② ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ♣❛r❛ C̄(k)

C̄(k) ∼ k−β , ✭✺✳✸✺✮

❝✉②♦ ❡①♣♦♥❡♥t❡ s❛t✐s❢❛❝❡ β . 1 ♣❛r❛ ♠✉❝❤❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❛ ❬❑❧✐♠❡❦ ✷✵✶✸❪✳ ❊st❛ ❧❡② ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❡s s❛t✐s❢❡❝❤❛ ♣♦r ❧❛s r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥
❡❧ t✐❡♠♣♦ ❣❡♥❡r❛❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙●✱ t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛
✺✳✼✳ ❊st❡ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♠✉❡str❛ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ●❙● ❝♦♥
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❝♦♥st❛♥t❡s ♥♦ s❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥ ❝♦♠♦ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s
❞❡ ❊❘ ❝♦♠♦ s✉❣❡rí❛ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✺✲✭❛✮✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ❡♥ ❞✐❝❤♦ ❝❛s♦ ❞❡❜❡rí❛♥ ♣r❡s❡♥t❛r
❡❧ C̄(k) ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s✱ ❝✉②❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ❡s
❬❉♦r♦❣♦✈ts❡✈ ✷✵✵✹❪

C̄(k) =
(〈k2〉 − 〈k〉)2

N〈k〉3 . ✭✺✳✸✻✮

P♦r ú❧t✐♠♦✱ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✽ ♠♦str❛♠♦s ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♣r♦✲
♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦

C̄ =
1

N

N
∑

i=1

Ci =
∑

k

P (k)C̄(k), ✭✺✳✸✼✮

❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❚❈ q✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❝r❡❝✐❡♥t❡
❞❡ C̄ ❝♦♥ q✱ t❛❧ ❝♦♠♦ r❡s✉❧t❛ ❡s♣❡r❛❜❧❡ ♣♦r ❞❡✜♥✐❝✐ó♥✳



✺✳✺✳ ❈❛s♦s ❞❡ ❡st✉❞✐♦ ✾✶

100 101 102

k

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

C
(k
)

(a)

q=0.20

q=0.30

q=0.50

q=0.80

q=0.90

100 101 102 103

k

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

C
(k
)

(b)

100 101 102

k

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

C
(k
)

(c)

100 101 102 103

k

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

C
(k
)

(d)

❋✐❣✉r❛ ✺✳✼✿ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ C̄(k) ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ k
♣❛r❛ r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ♦❜t❡♥✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙●✱ ❝♦♥
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ✜♥❛❧ N = 105 ② 〈k〉 = 20 ❡♥ ✭❛✮ ② ✭❜✮✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ N = 104 ②
〈k〉 = 20 ♣❛r❛ ✭❝✮ ② ✭❞✮✳ ▲♦s sí♠❜♦❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧♦s ♣r♦♠❡❞✐♦s s♦❜r❡ 100
s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ❜❛❥♦ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s✿ ✭❛✮ P♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡
② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) = δ(a− a0)❀ ✭❜✮ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞
F (a) = δ(a− a0)❀ ✭❝✮ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) ∝ a−1.5❀ ✭❞✮
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) ∝ a−1.5✳ ❙❡ ♠✉❡str❛♥ ❝♦♠♦ r❡❢❡r❡♥❝✐❛
❧í♥❡❛s ❞❡ tr❛③♦s ❝♦♥ ♣❡♥❞✐❡♥t❡ −1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ C̄(k) ∼ k−1✳

✺✳✺✳ ❈❛s♦s ❞❡ ❡st✉❞✐♦

❊♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ ❡st✉❞✐❛r❡♠♦s ❞♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ❡❢❡❝✲
t✉❛r ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙●✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ s❡rá
s❡♠✐✲❝✉❛❧✐t❛t✐✈❛ ❞❛❞♦ q✉❡ ♥♦ ♣r❡t❡♥❞❡♠♦s r❡♣r♦❞✉❝✐r ❝♦♥ ❡①❛❝t✐t✉❞ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
❞❡ ❛❧❣✉♥❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭♣❛r❛ ❡❧❧♦ ♥❡❝❡s✐t❛rí❛♠♦s ✐♥❝♦r♣♦r❛r ♠ás ♣❛rá✲



✾✷ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛
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❋✐❣✉r❛ ✺✳✽✿ ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♣r♦♠❡❞✐♦ C̄ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ q ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ❚❈✳ ❚♦❞♦s ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ♣r♦♠❡❞✐♦s
s♦❜r❡ 100 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ●❙● ❝♦♥ N = 104✱ 〈k〉 = 20 ② F (a) ∝ a−1.5✳ ■♥s❡t✿
r❡s✉❧t❛❞♦s ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❝♦♥ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♣r❡✈✐♦s ♣❡r♦ ❝♦♥ ❛❝t✐✈✐❞❛❞
❝♦♥st❛♥t❡ F (a) = δ(a− a0)✳

♠❡tr♦s ② ♠❡❝❛♥✐s♠♦s ❡s♣❡❝í✜❝♦s ❛❧ ♠♦❞❡❧♦✮✱ s✐♥♦ s♦❧♦ ❡①tr❛❡r s✉s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳

❊❧ ♣r✐♠❡r ❝❛s♦ q✉❡ ❛♥❛❧✐③❛r❡♠♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ✉♥ ❡st✉❞✐♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡
❝♦♥t❛❝t♦s s♦❝✐❛❧❡s ♣♦r ♣r♦①✐♠✐❞❛❞ r❡❛❧✐③❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❝♦❧❛❜♦r❛❝✐ó♥ ❙♦❝✐♦P❛tt❡r♥s
✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s♦❝✐♦♣❛tt❡r♥s✳♦r❣✴✮✳ ❈♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ r❡❣✐str❛r ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s
s♦❝✐❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧♦s ❛s✐st❡♥t❡s ❛ ✉♥❛ r❡✉♥✐ó♥ s♦❝✐❛❧✱ s❡ ❞✐s♣♦♥❡♥ ❡♠✐s♦r❡s ❞❡ r❛✲
❞✐♦❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ t♦rs♦ ❞❡ ❝❛❞❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✱ ❡♠✐t✐❡♥❞♦ ♣✉❧s♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s
❛❧ ✐❞ ❞❡❧ s✉❥❡t♦ ❝♦♥ r❡s♦❧✉❝✐ó♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡ ✷✵ s❡❣✉♥❞♦s ② ✉♥ ❛❧❝❛♥❝❡ ❞❡ ∼ 1♠
❬❈❛tt✉t♦ ✷✵✶✵❪✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦ ♥♦ s♦❧♦ r❡❣✐str❛ ❧♦s ❡♥❝✉❡♥tr♦s
s✐♥♦ t❛♠❜✐é♥ s✉ ❞✉r❛❝✐ó♥✳ ❯♥♦ ❞❡ ❡st♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ❢✉❡ r❡❛❧✐③❛❞♦ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛
❝♦♥❢❡r❡♥❝✐❛ ❆❈▼ ❍②♣❡rt❡①t ✷✵✵✾ ✭❍❚✮ r❡❛❧✐③❛❞❛ ❡♥ ❚✉r✐♥✱ ■t❛❧✐❛✳ ❙✐ ❜✐❡♥ s❡ r❡✲
❣✐str❛r♦♥ ❧♦s ❝♦♥t❛❝t♦s s♦❝✐❛❧❡s ❞✉r❛♥t❡ ❧♦s ❞♦s ❞í❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢❡r❡♥❝✐❛✱ ♥♦s♦tr♦s
tr❛❜❛❥❛r❡♠♦s s♦❧♦ ❝♦♥ ❧♦s ❞❛t♦s ♣r♦✈❡♥✐❡♥t❡s ❞❡❧ ♣r✐♠❡r ❞í❛✳ ▲❛ r❡❞ ❍❚ ❝✉❡♥t❛
❝♦♥ N = 113 ♥♦❞♦s ② L = 2196 ❡♥❧❛❝❡s ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧❡s ❬■s❡❧❧❛ ✷✵✶✶❪✳

❊❧ s❡❣✉♥❞♦ ❝❛s♦ q✉❡ ❛♥❛❧✐③❛r❡♠♦s ❡s ✉♥ s✉❜❣r❛❢♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❋❛❝❡❜♦♦❦
✭❋●✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥❞♦ ❛ N = 63731 ✉s✉❛r✐♦s ✭❝♦♥ Ncc = 63392 ≈ 0.995 × N

✐♥t❡❣r❛♥❞♦ ❧❛ ♠á①✐♠❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❝♦♥❡❝t❛❞❛✮ ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ❧❛ ❝✐✉❞❛❞ ❞❡
◆❡✇ ❖r❧❡❛♥s✱ ▲♦✉s✐❛♥❛ ✭❊❊❯❯✮✱ ✈✐♥❝✉❧❛❞♦s ♣♦r L = 817090 ❡♥❧❛❝❡s q✉❡ r❡✲
♣r❡s❡♥t❛♥ r❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛♠✐st❛❞ ❜✐❞✐r❡❝❝✐♦♥❛❧❡s✳ ❊❧ s✉❜❣r❛❢♦ ❋● ❢✉❡ r❡♣♦rt❛❞♦

http://www.sociopatterns.org/


✺✳✺✳ ❈❛s♦s ❞❡ ❡st✉❞✐♦ ✾✸

❡♥ ❬❱✐s✇❛♥❛t❤ ✷✵✵✾❪✳ ❚❛❧ ❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❡st❡ ❣r❛❢♦ t❛♠❜✐é♥ ❛♣♦rt❛ ✐♥✲
❢♦r♠❛❝✐ó♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❢❡❝❤❛ ❞❡ ❝♦♠✐❡♥③♦ ❞❡ ❧❛ ❛♠✐st❛❞✳ ❆❧ ❝♦♥tr❛r✐♦
❞❡ ❧♦ q✉❡ ♦❝✉rr❡ ❝♦♥ ❍❚✱ ❧❛ r❡❞ ❋● ❡①❤✐❜❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❡♥ ✉♥
❝♦♥t❡①t♦ s✐♥ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❡s♣❛❝✐❛❧❡s ♥❛t✉r❛❧❡s✳

✺✳✺✳✶✳ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s
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GSG model

❋✐❣✉r❛ ✺✳✾✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ P (k)✱ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ C̄(k)
② ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s k̄nn(k) ♣❛r❛ ✭❛✮✱✭❝✮✱✭❡✮ ❧❛ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛
❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❍❚✱ ② ✭❜✮✱✭❞✮✱✭❢✮ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡
N = 113✱ 〈k〉 = 38.9✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❚❈ q = 0.8 ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡②
❞❡ ♣♦♥t❡♥❝✐❛s ❝♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ξ = 0.79✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✾ s❡ ♠✉❡str❛ P (k)✱ C̄(k) ② k̄nn(k) ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ ❍❚✳ ❊♥ ❝✉❛♥✲
t♦ ❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s P (k)✱ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ P♦✐ss♦♥✐❛♥♦
♣❛r❛ k ♣❡q✉❡ñ♦✱ ❝♦♥ ✉♥ ❞❡❝❛✐♠✐❡♥t♦ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❝♦♥ ❡❧ ♦❜t❡♥✐❞♦ ♣❛r❛ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛
✺✳✾✲✭❛✮✮✳ P♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❛ r❡❞ ❋● ♠✉❡str❛ ✉♥❛ P (k) ❝♦♥ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥✲
t♦ ❞❡❧ t✐♣♦ P (k) ∼ k−α ✱ ❝♦♥ α ≈ 3.4 ♣❛r❛ k ❣r❛♥❞❡s ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✵✲✭❛✮✮✳
❊st❡ ú❧t✐♠♦ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ t❛♠❜✐é♥ r❡s✉❧t❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ♣❛r❛
●❙●✱ ♣❡r♦ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝r❡❝✐❡♥t❡✳ ❉❡ ✐❣✉❛❧ ♠♦❞♦✱ t❛♥t♦



✾✹ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

C̄(k) ❝♦♠♦ k̄nn(k) ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❍❚ ② ❋●✱ ❡①❤✐❜❡♥ ❝✉❛❧✐t❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❡❧ ♠✐s♠♦
❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ q✉❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ② ❝r❡❝✐❡♥t❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳
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❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✵✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ P (k)✱ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ C̄(k)
② ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✐♠❡r♦s ✈❡❝✐♥♦s k̄nn(k) ♣❛r❛ ✭❛✮✱✭❝✮✱✭❡✮ ❧❛ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❡♥
❡❧ t✐❡♠♣♦ ❋●✱ ② ✭❜✮✱✭❞✮✱✭❢✮ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡✱ ❝♦♥
N = 63731✱ 〈k〉 = 25.6✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❚❈ q = 0.8 ② ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞
❞❡❧ t✐♣♦ ❧❡② ❞❡ ♣♦♥t❡♥❝✐❛s ❝♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ξ = 1.5✳

P❛r❛ ♣r❡❝✐s❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣árr❛❢♦ ♣r❡✈✐♦✱ r❡❛❧✐③❛♠♦s ✉♥❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥
❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ N = 113✱ L = 2196 ✭k〉 = 38.9✮✱
❝♦♥ ✉♥❛ ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ F (a) ∼ a−ξ✱ ② ✜❥❛♥❞♦ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡
❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ q = 0.8 ✭❝✉②❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ s❡rá ❥✉st✐✜❝❛❞❛ ❡♥ ❜r❡✈❡✮✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱
❡❧ ú♥✐❝♦ ♣❛rá♠❡tr♦ ❞❡ ❛❥✉st❡ ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ r❡s✉❧t❛ ❡❧ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ξ ❞❡ F (a)✳
❆❥✉st❛♥❞♦ ξ ♣♦r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞ ✭▼▲❊✮ ✉s❛♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦
●❙● ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ s♦❜r❡ ❧♦s ❞❛t♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ P (k) ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞
❍❚✱ ♦❜t✉✈✐♠♦s ❡❧ ❣rá✜❝♦ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✾✲✭❜✮✳ ❊❧ ❛❥✉st❡ s❡ r❡❛❧✐③ó ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦
ξ ∈ [0.5, 3] ❝♦♥ ✉♥ ♣❛s♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ δξ = 0.01−0.1✳ ▲♦s ❣rá✜❝♦s ❞❡ ❧❛s ❋✐❣✉r❛s ✺✳✾✲✭❞✮
② ✭❢✮ ♥♦ ❢✉❡r♦♥ ❛❥✉st❛❞♦s s✐♥♦ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡
✜❥❛❞♦s ② ❛❧ ξ ♦❜t❡♥✐❞♦ ❞❡❧ ❛❥✉st❡ ❞❡ P (k)✳ ❊❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ r❡s✉❧t❛
❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s ❝✉❛❧✐t❛t✐✈❛♠❡♥t❡ s❡♠❡❥❛♥t❡ ❛❧ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❞ r❡❛❧ ❍❚✳



✺✳✺✳ ❈❛s♦s ❞❡ ❡st✉❞✐♦ ✾✺

❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ r❡❞ ❋●✱ ♣r♦❝❡❞✐♠♦s ❞❡ ✐❞é♥t✐❝❛ ❢♦r♠❛✱ ❛✉♥q✉❡ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦
❛❥✉st❛♥❞♦ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝r❡❝✐❡♥t❡✱ ♣❛rt✐❡♥❞♦ ❞❡ ✉♥❛
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧N0 = 100 ❝♦♥ ✉♥❛ t❛s❛ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♥♦❞♦s λ = N/L✱ s✐❡♥❞♦
N = 63731 ② L = 817090 ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♥♦❞♦s ② ❡♥❧❛❝❡s ✜♥❛❧❡s ❞❡ ♥✉❡str❛ r❡❞
❣❡♥❡r❛❞❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡ ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛s ✺✳✶✵✲✭❜✮✱ ✭❞✮ ② ✭❢✮✮✳

✺✳✺✳✷✳ ▼❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈ ❡♥ r❡❞❡s r❡❛❧❡s

❉❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ t❛♥t♦ ❧❛ r❡❞ ❍❚ ❝♦♠♦ ❧❛ ❋● ❝✉❡♥t❛♥ ❝♦♥ ❞❛t♦s ❞❡ s✉ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥ ❜✉❡♥❛ r❡s♦❧✉❝✐ó♥✱ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❛♥❛❧✐③❛r s✐ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈ t✐❡♥❡ ♦
♥♦ ❧✉❣❛r ❡♥ ❞✐❝❤♦s ❝❛s♦s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦✱ s❡❛ lt = (i, j)t ❡❧ ❡♥❧❛❝❡ q✉❡ ❡♠❡r❣❡ ❛ t✐❡♠♣♦
t✱ ✉♥✐❡♥❞♦ ❧♦s ♥♦❞♦s i = lt(1) ② j = lt(2)✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ s❡❛ d(lt, t) ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛
❡♥tr❡ ❞✐❝❤♦s ♥♦❞♦s ❡♥ ❡❧ ✐♥st❛♥t❡ ✐♥♠❡❞✐❛t❛♠❡♥t❡ ♣r❡✈✐♦ ❛ ❧❛ ❛♣❛r✐❝✐ó♥ ❞❡ lt✳
❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❛q✉❡❧❧♦s ❡♥❧❛❝❡s lt ♣❛r❛ ❧♦s ❝✉❛❧❡s d(lt, t) = 2✱ ❧❧❛♠❛❞♦s ❡♥❧❛❝❡s
tr❛♥s✐t✐✈♦s✱ s♦♥ ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❚❈ ✭❝✉❛❧q✉✐❡r❛ s❡❛ s✉ ♦r✐❣❡♥✮✳

▲✉❡❣♦✱ ❞❡✜♥✐♠♦s Nd(T ) ❝♦♠♦ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♥ d(lt, t) = d

♣❛r❛ t < T ✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ❞❡✜♥✐♠♦s d(lt, t) = 0 ❝✉❛♥❞♦ ❛❧❣✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s lt(1)

♦ lt(2) ❡s ♥✉❡✈♦ ❡♥ ❧❛ r❡❞✱ ② d(lt, t) = ∞ ❝✉❛♥❞♦ ♥♦ ❡①✐st❡ ❛❧❣ú♥ ❝❛♠✐♥♦ ❞❡
❝✉❛❧q✉✐❡r ❞✐st❛♥❝✐❛ q✉❡ ✉♥❛ ❛ ❞✐❝❤♦s ♥♦❞♦s ♣r❡✈✐♦ ❛ ❧❛ ❝♦♥❝r❡❝✐ó♥ ❞❡ lt✳ ❉❛❞♦
q✉❡ ♥♦ s❡ ♣❡r♠✐t❡♥ ♠ú❧t✐♣❧❡s ❡♥❧❛❝❡s ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s Nd=1(T ) = 0✳
❉✐❝❤♦ ❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝✐❛s ♣✉❡❞❡ ❞❡✜♥✐rs❡ ❢♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠♦✿

PT (d) = ĺım
L→∞

Nd(T )

L
✭✺✳✸✽✮

s✐❡♥❞♦ L =
∑

i∈N0
Ni(T ) ❡❧ ♥ú♠❡r♦ t♦t❛❧ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝✐❛s PT (d) ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ ♦r❞❡♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡ ❧♦s ❡♥✲
❧❛❝❡s {lt}t≤T ② ❡s ♣♦r ❡st❡ ♠♦t✐✈♦ q✉❡ ♣r♦✈❡❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ✈❛❧✐♦s❛ ❛❝❡r❝❛ ❞❡❧
♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞✳ ❈♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ✈❡r✐✜❝❛r s✐ ❡s q✉❡ ❡①✐st❡
✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ q✉❡ ♣r✐✈✐❧❡❣✐❡ ❧❛ ❛♣❛r✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s tr❛♥s✐t✐✈♦s ✭d = 2✮ ♣❛r❛ ❧♦s
❝❛s♦s ❛q✉í ❛♥❛❧✐③❛❞♦s✱ ❝♦♠♣❛r❛♠♦s ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ PT (d) ♣❛r❛ ❡❧ ♦r❞❡♥ t❡♠♣♦r❛❧
r❡❛❧ ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s {l1, l2, ..., lT}✱ ❝♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ♣r♦♠❡❞✐♦ 〈PT (d)〉rand s♦❜r❡
100 ♣❡r♠✉t❛❝✐♦♥❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s✳ ❙❡❛ {lσt}t=1,...,T ✉♥❛ ♣❡r♠✉t❛❝✐ó♥ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ ❞♦♥❞❡
σt ∈ Perm(T ) ♣❡rt❡♥❡❝❡ ❛❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛❝✐♦♥❡s ❞❡ T í♥❞✐❝❡s Perm(T )✳ ❊♥✲
t♦♥❝❡s✱ ❝❛❞❛ {lσt}t=1,...,T ❣❡♥❡r❛ ❡①❛❝t❛♠❡♥t❡ ❧❛ ♠✐s♠❛ r❡❞ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❛ t✐❡♠♣♦
T ♣❡r♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ P σ

T (d)✳

▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✶ ♠✉❡str❛ PT (d) ♣❛r❛ ❧❛s r❡❞❡s ❍❚ ✭❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✶✲✭❛✮✮ ② ❋●
✭❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✶✲✭❜✮✮ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ 〈PT (d)〉rand ❡♥ ❝❛❞❛ ❝❛s♦✳ ❊♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s s❡ ♦❜s❡r✲



✾✻ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♠♣ír✐❝❛

2 3 4 5 6
d

0.0
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P
T
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)

(a)
HT

HT random order

2 3 4 5 6
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P
T
(d
)

(b)
FB

FB random order

❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✶✿ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❞✐st❛♥❝✐❛s PT (d) ✭❝ír❝✉❧♦s ❛③✉❧❡s✮
② s✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♠❡❞✐♦ s♦❜r❡ 100 ♣❡r♠✉t❛❝✐♦♥❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ❞❡
❧❛ s✉❝❡s✐ó♥ r❡❛❧ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♦r❞❡♥❛❞❛ ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ✭❝✉❛❞r❛❞♦s r♦❥♦s✮ ♣❛r❛✿ ✭❛✮ ❧❛
r❡❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❝❛r❛✲❛✲❝❛r❛ ❍❚✱ ② ✭❜✮ ❡❧ s✉❜❣r❛❢♦ ❞❡ ❛♠✐st❛❞❡s ♦♥❧✐♥❡ ❋●✳ ▲♦s
❡rr♦r❡s st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t❛♥ ♠ás ♣❡q✉❡ñ♦s q✉❡ ❧♦s sí♠❜♦❧♦s✳

✈❛♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛s ❡♥tr❡ PT (d) ② 〈PT (d)〉rand✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ PT (d) <

〈PT (d)〉rand ♣❛r❛ d > 2✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ PT (2) > 〈PT (2)〉rand✱ ♣❛r❛ ❛♠❜❛s r❡❞❡s ❍❚
② ❋●✳ ▲❛ ❢✉❡rt❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❛ ♣❛r❛ d = 2 ♣✉❡❞❡ ❝✉❛♥t✐✜❝❛rs❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❝á❧❝✉❧♦
❞❡❧ z✲s❝♦r❡✱ ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦✿

z =
PT (2)− 〈PT (2)〉rand

σrand

, ✭✺✳✸✾✮

❞❛♥❞♦ ♣♦r r❡s✉❧t❛❞♦ zHT = 32 ② zFG = 185✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s
tr❛♥s✐t✐✈♦s r❡s✉❧t❛♥ ❝❧❛r❛♠❡♥t❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❡s ❡♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s ❛♥❛❧✐③❛❞♦s✱ ❝♦♥
PT (2) = 0.91(2) ♣❛r❛ ❍❚ ② PT (2) = 0.77(4) ♣❛r❛ ❋●✳ ❊st♦s ❤❡❝❤♦ ❞❛♥ ❝✉❡♥t❛
❞❡ ✉♥ ❢✉❡rt❡ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ♠❡♠♦r✐❛ ❡♥ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ q✉❡ ❞❛
❧✉❣❛r ❛ ✉♥❛ ♣r❡❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❚❈ ♦ tr❛♥s✐t✐✈♦s✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✻

P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡

r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s

❮♥❞✐❝❡
✻✳✶✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✶✳✶✳ ▲❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✶✳✷✳ ❚❛s❛s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✶✳✸✳ P❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✶✳✹✳ ❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✷✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✷✳✶✳ ❊①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛s ❝♦♥ ✐♠♣♦rt❛❝✐ó♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡

❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

❆ ♠❡❞✐❛❞♦s ❞❡❧ s✐❣❧♦ ♣❛s❛❞♦✱ ❡❧ ♠❛t❡♠át✐❝♦ ✐♥❣❧és ▼❛✉r✐❝❡ ❙✳ ❇❛rt❧❡tt ♠♦stró
q✉❡✱ ❡♥ ❧❛ ❡r❛ ♣r❡✲✈❛❝✉♥❛✱ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ r❡s✉❧t❛❜❛ ❡♥❞é♠✐❝♦ ♦s❝✐❧❛t♦r✐♦ ❡♥ ❝✐✉❞❛❞❡s
❣r❛♥❞❡s ✭❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ > 250000 ❤❛❜✳✮ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛❜❛ ❡①t✐♥❝✐♦♥❡s ②
r❡❜r♦t❡s ❡♥ ❝✐✉❞❛❞❡s ♣❡q✉❡ñ❛s✳ ❊s ❛sí ❝♦♠♦ ❞❡✜♥✐ó ✉♥ t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛

✭❈❈❙ 250000 − 500000 ❤❛❜✳✮ ♣♦r ❡♥❝✐♠❛ ❞❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ♦❜s❡r✈❛rí❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧
s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❛✐s❧❛❞❛s ❬❇❛rt❧❡tt ✶✾✺✻✱ ❇❛rt❧❡tt ✶✾✺✼❪✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱
♠♦❞❡❧♦s ♠ás s♦✜st✐❝❛❞♦s ♠♦str❛r♦♥ q✉❡ ❡❧ ✉♠❜r❛❧ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣♦r ❇❛rt❧❡tt ❡s
❢✉❡rt❡♠❡♥t❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛s ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s t✐❡♠♣♦s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝♦s ❞❡
tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧♦s ❞✐st✐♥t♦s ❡st❛❞♦s ❬❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❜✱ ▲❧♦②❞ ✷✵✵✶❪✳

P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ t❛♠❜✐é♥ s❡ ❞❡♠♦stró q✉❡ ❡❧ ❈❈❙ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛s ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡✐❞❛❞❡s ❡♥ ❧❛s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❡♥tr❡ ❧♦s ❞✐st✐♥t♦s ❣r✉♣♦s ❡t❛r✐♦s ② ❞❡
❢❛❝t♦r❡s ❡st❛❝✐♦♥❛❧❡s ✈✐♥❝✉❧❛❞♦s ❝♦♥ ❡❧ ❝✐❝❧♦ ❧❡❝t✐✈♦ ❬❇♦❧❦❡r ✶✾✾✸✱ ❇♦❧❦❡r ✶✾✾✺❪✳
❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ s❡ ❧❡ ❤❛ ❞❡❞✐❝❛❞♦ ♠✉② ♣♦❝❛ ❛t❡♥❝✐ó♥ ❛❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡ ❧❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐✲
❞❛❞❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✱ ❢r❡❝✉❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞❡s❝r✐♣t♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ r❡❞
❝♦♠♣❧❡❥❛✳ ❊♥tr❡ ❧❛s ❡s❝❛s❛s ❡①❝❡♣❝✐♦♥❡s✱ ♣♦❞❡♠♦s ❝✐t❛r ❡❧ tr❛❜❛❥♦ ❞❡ ▼❛tt ❑❡❡✲
❧✐♥❣ ② ❝♦❧❛❜♦r❛❞♦r❡s ❬❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❛❪ ❛❝❡r❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛r❡s



✾✽ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s

✭❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❡♥ ❛♣r♦①✐♠❛r ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ 3 ❝✉❡r♣♦s ❝♦♠♦ ♣r♦❞✉❝t♦s
❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ 2 ❝✉❡r♣♦s✮ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥✲
❢❡❝❝✐♦s❛ s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ t❛♠❜✐é♥ ❝❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r ❡❧ tr❛❜❛❥♦
❞❡ ❱❡r❞❛s❝❛ ② ❝♦❧❛❜♦r❛❞♦r❡s ❬❱❡r❞❛s❝❛ ✷✵✵✺❪✱ ❞♦♥❞❡ ❧♦s ❛✉t♦r❡s ❡st✉❞✐❛♥ ❧♦s ❡❢❡❝✲
t♦s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ❞❡ ♠✉♥❞♦ ♣❡q✉❡ñ♦ ❡♥ ❧♦s ❜r♦t❡s r❡❝✉rr❡♥t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❆
tr❛✈és ❞❡ ❡st♦s ❡♥❢♦q✉❡s s❡ ❤❛ ❡①♣❧♦r❛❞♦ ❡❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s
②✱ ❛ ❧♦ s✉♠♦✱ ❞❡ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❞♦s ❝✉❡r♣♦s ❡♥tr❡ ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s✳ ❙✐♥
❡♠❜❛r❣♦✱ s❡❣ú♥ ♥✉❡str♦ ❧❡❛❧ s❛❜❡r ② ❡♥t❡♥❞❡r✱ ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ s❡ ❞❡s❝♦♥♦❝❡ s✐
❧❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ♦r❞❡♥ s✉♣❡r✐♦r ❡♥tr❡ ❧♦s ♥♦❞♦s✱ ❝♦♠♦ ❧❛s
❞❡s❝r✐♣t❛s ♣♦r ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ C̄ ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ t✐❡♥❡♥ ❛❧❣ú♥ ✐♠♣❛❝t♦
❡♥ ❡❧ ♣❛tró♥ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳

❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡s❡♥t❛♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❙❊■❘ ❡st♦❝ást✐❝♦ ② ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❡❧
✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ♣❛r❛ ❡st✉❞✐❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❡t❛♣❛ ♣r❡✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱
❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❝✉❛❧ ♠♦str❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛r C̄✳
▲❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞ s❡rá ❝♦♥tr♦❧❛❞❛ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s tr❛♥s✐t✐✈♦s q✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❞♦r ❞❡
r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳

✻✳✶✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦

❯♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛❧ ❙✉s❝❡♣t✐❜❧❡✲❊①♣✉❡st♦✲■♥❢❡❝t❛❞♦✲❘❡❢r❛❝t❛r✐♦
✭❙❊■❘✮ ❞❡❧ t✐♣♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ r❡s✉❧t❛ ❡❧ ♠ás ❛♣r♦♣✐❛❞♦ ♣❛r❛ ❞❡s❝r✐❜✐r ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥✲
❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❯t✐❧✐③❛♠♦s ♣❛r❛ ❡❧❧♦ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ❜❛s❛❞❛s ❡♥ ❡❧
✐♥❞✐✈✐❞✉♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✳

❈❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞ ♣✉❡❞❡ ❛❞♦♣t❛r ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❝✉❛tr♦ ❡st❛❞♦s ♣♦s✐❜❧❡s✿ s✉s✲
❝❡♣t✐❜❧❡✱ ❡①♣✉❡st♦✱ ✐♥❢❡❝t❛❞♦ ♦ r❡❢r❛❝t❛r✐♦✳ ❯♥ ❛❣❡♥t❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ✭❙✮ s♦❧♦ ♣✉❡❞❡
❝♦♥tr❛❡r s❛r❛♠♣✐ó♥ ❞❡ ❛❧❣✉♥♦ ❞❡ s✉s ✈❡❝✐♥♦s ❞✐r❡❝t♦s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ✭■✮✱ ♣❛r❛ r❡s✉❧✲
t❛r ❡①♣✉❡st♦ ✭❊✮✳ ▲♦s ❛❣❡♥t❡s ❡①♣✉❡st♦s ♥♦ ❝♦♥t❛❣✐❛♥ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ❤❛st❛ t❛♥t♦
❤❛②❛♥ ❛❞q✉✐r✐❞♦ ❧❛ ❝❛r❣❛ ✈✐r❛❧ ♥❡❝❡s❛r✐❛ ♣❛r❛ s❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s ✐♥❢❡❝t✐✈♦s ✭■✮✳ ❋✐✲
♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❧♦s ✐♥❢❡❝t✐✈♦s ♣❛s❛♥ ❛❧ ❡st❛❞♦ r❡❢r❛❝t❛r✐♦✱ ❞♦♥❞❡ ❛❞q✉✐❡r❡♥ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞
♣❡r♠❛♥❡♥t❡✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛ t❛s❛ ❞❡ ♠♦rt❛❧✐❞❛❞ ✭µ✮ ② ♦tr❛ ❞❡
♥❛t❛❧✐❞❛❞ ✭ν✮✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❛♠❜❛s r❡s✉❧t❡♥ ✐❣✉❛❧❡s✱ ❝♦♥s❡r✈❛♥❞♦ ❛sí ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥
❞❡ ❧❛ r❡❞ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❛ ✐♥❝❧✉s✐ó♥ ❞❡ ❢❛❝t♦r❡s ❞❡♠♦❣rá✜❝♦s ❡♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ r❡s✉❧t❛
❡s❡♥❝✐❛❧ ♣❛r❛ r❡♥♦✈❛r ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s✳

❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ q✉❡ ❡❧❡❣✐♠♦s ♣❛r❛ ❡st✉❞✐❛r
❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡s ✉♥❛ ❈❛❞❡♥❛ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❚✐❡♠♣♦ ❉✐s❝r❡t♦
✭❉❚▼❈✮✳ ❊st♦ ❡s✱ ❡❧ ❡st❛❞♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❛ t✐❡♠♣♦ t+δt s♦❧♦ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ ❡st❛❞♦ ❛



✻✳✶✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ✾✾

t✐❡♠♣♦ t✳ ▲❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ ♠ás ❢r❡❝✉❡♥t❡ ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦ ❡s tr❛❜❛❥❛r
❝♦♥ ✉♥❛ ❈❛❞❡♥❛ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❚✐❡♠♣♦ ❈♦♥t✐♥✉♦ ✭❈❚▼❈✮✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❞✐❝❤❛
❡❧❡❝❝✐ó♥ r❡q✉✐❡r❡ ❞❡ ✉♥ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛
q✉❡ ❛❜♦r❞❛♠♦s ❛q✉í✱ ✐♥✈♦❧✉❝r❛♥❞♦ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ N ∼ 106 ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✱
❝❛❞❛ ✉♥♦ ❝♦♥ s✉ t❛s❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡❧ ❡♥t♦r♥♦✳ ❊st❛ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❛rí❛ ❧✉❣❛r ❛ t❛♥t❛s t❛s❛s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❤❛②❛ ❡♥ ❧❛
♣♦❜❧❛❝✐ó♥✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛ ❞❡ ✉♥❛ ❈❚▼❈ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦
❞❡ ●✐❧❧❡s♣✐❡ ❬●✐❧❧❡s♣✐❡ ✶✾✼✻❪ r❡s✉❧t❛ ❡①tr❡♠❛❞❛♠❡♥t❡ ❧❡♥t❛ ♣❛r❛ ♠♦❞❡❧♦s ❜❛s❛❞♦s
❡♥ ❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ❛q✉í ❡①♣✉❡st♦✳

✻✳✶✳✶✳ ▲❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧

▲❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❡♠♣❧❡❛❞❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ❝❛s♦ ❡s ❣❡♥❡r❛❞❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡❧
❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲♦s ♥♦❞♦s ② ❡♥❧❛❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛
❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ② ❛ s✉s ✈í♥❝✉❧♦s s♦❝✐❛❧❡s ❝❛♣❛❝❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐t✐r ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞
✐♥❢❡❝❝✐♦s❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜✉s❝❛♠♦s ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s ❝♦♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡
♥✐✈❡❧ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ r❡❣✉❧❛❞❛s ♣♦r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ tr❛♥s✐t✐✈♦
q✱ ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ❛♥❛❧✐③❛r s✉ ✐♠♣❛❝t♦ ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞✳
❚r❛❜❛❥❛♠♦s ❝♦♥ r❡❞❡s ❡stát✐❝❛s ❞❡ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ 〈k〉 ② ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♠♣r❡♥❞✐❞❛s
❡♥tr❡ 100000 ≤ N ≤ 3000000 ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✳

◆♦ ❡st✉❞✐❛r❡♠♦s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s ❡♥tr❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♠ás ❛❧❧á ❞❡ ❧❛s ♣r♦✲
✈❡♥✐❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s✱ ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ❝✐r❝✉♥s❝r✐❜✐r ♥✉❡str♦ ❛♥á❧✐s✐s
❛❧ ❡❢❡❝t♦ ❛✐s❧❛❞♦ ❞❡ ❡stás ú❧t✐♠❛s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❡♠♦s ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡✐❞❛❞❡s ❡♥tr❡ ❣r✉♣♦s ❡t❛r✐♦s ② s✉s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦✳ ❆❞❡♠ás✱
tr❛❜❛❥❛r❡♠♦s ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✳
❚❛♠♣♦❝♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛r❡♠♦s ❡❧ ❢❛❝t♦r ❡st❛❝✐♦♥❛❧ ❛s♦❝✐❛❞♦ ❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❢r❡✲
❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❡♥tr❡ ♥✐ñ♦s ♣❡q✉❡ñ♦s ❞✉r❛♥t❡ ❛❧ ❝✐❝❧♦ ❧❡❝t✐✈♦✳

✻✳✶✳✷✳ ❚❛s❛s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥

▲❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ❡♥tr❡ ❧♦s ❞✐st✐♥t♦s ❡st❛❞♦s s♦♥
❡s❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❧❛s ❞❡s❝r✐♣t❛s ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❆✱ s❛❧✈♦ ❡❧ ❛❣r❡❣❛❞♦ ❞❡ ✉♥❛ t❛s❛ ❞❡
♠♦rt❛❧✐❞❛❞ µ = 4.2 × 10−5 ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥ ✉♥❛ ❡①♣❡❝t❛t✐✈❛ ❞❡ ✈✐❞❛ ❞❡ 65 ❛ñ♦s
✭❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❝♦♠♦ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ■♥❣❧❛t❡rr❛ ❡♥ ❧❛ ❞é❝❛❞❛ ❞❡
1950 ❞✉r❛♥t❡ ❧❛s ♠❛②♦r❡s ❡♣✐❞❡♠✐❛s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❡r❛ ♣r❡✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❬❤tt♣✿
✴✴✇✇✇✳♦♥s✳❣♦✈✳✉❦✴❪✮✳ P♦r ❧♦ ❡①♣❧✐❝✐t❛❞♦ ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ♥❛❝✐♠✐❡♥t♦ s❡
❝♦♥s✐❞❡r❛ ✐❣✉❛❧ ❛ ❧❛ ❞❡ ♠✉❡rt❡ ν = µ✳ ▲❛s ❞✐st✐♥t❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥
♣❛r❛ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ i ❞✉r❛♥t❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt✱ s❡ r❡s✉♠❡♥ ❡♥ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ✻✳✶✳

http://www.ons.gov.uk/
http://www.ons.gov.uk/


✶✵✵ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ♣❛r❛ ✉♥ ♥♦❞♦✴✐♥❞✐✈✐❞✉♦ i s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞❡❜✐❞♦ ❛ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ z(i) ❞❡ ✈❡❝✐♥♦s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s✱ s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦✿

P i(S → E) = 1− (1− δt c/〈k〉)z(i) ✭✻✳✶✮

s✐❡♥❞♦ c/〈k〉 ❧❛ t❛s❛ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ♣♦r ❡♥❧❛❝❡ ♣❛r❛ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♥ ❣r❛❞♦
♠❡❞✐♦ 〈k〉✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ♣❛rá♠❡tr♦ c s❡ ✜❥❛ ❡♥ c = 2.8✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦
r❡♣r♦❞✉❝t✐✈♦ ❜ás✐❝♦ r❡s✉❧t❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥♦❝✐❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ 12 ≤
R0 ≤ 18 ❬❆♥❞❡rs♦♥ ✶✾✾✶❪✳

❈✉❛❞r♦ ✻✳✶✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞❡✲
♠✐♦❧ó❣✐❝♦✳

❚r❛♥s✐❝✐ó♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
S → E 1− (1− δt c/〈k〉)z(i)
E → I σδt
I → R γδt
S,E, I, R → ✭♠✉❡rt❡✮ µδt
→ S ✭♥❛❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ S✮ µδt

❋✐❣✉r❛ ✻✳✶✿ ❊sq✉❡♠❛ ❞❡ ❧❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ♣❛r❛ ❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❙❊■❘✳

❈❛❜❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❢❛❧❧❡❝✐❞♦s✱ ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ s❡❛ s✉ ❡st❛❞♦✱ s♦♥ s✉s✲
t✐t✉✐❞♦s ♣♦r r❡❝✐é♥ ♥❛❝✐❞♦s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❡♠♦s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♠✉❡rt❡ ♦ ❞❡ t❡♥❡r ❞❡s❝❡♥❞❡♥❝✐❛ ❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡❧ ❡st❛❞♦ ❡♣✐❞❡♠✐♦✲
❧ó❣✐❝♦ ❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s✳ ❊❧ ❝✐❝❧♦ ❛s♦❝✐❛❞♦ ❝♦♥ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥
❡s ❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✶✳

❆❞❡♠ás ❞❡ ❧❛s ②❛ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛s t❛s❛s ❞❡ ♥❛❝✐♠✐❡♥t♦ ② ♠✉❡rt❡✱ ❧❛ r❡st❛♥t❡s
t❛s❛s ❡♠♣❧❡❛❞❛s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦s t✐❡♠♣♦s



✻✳✶✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ✶✵✶

❞❡ ♣❡r♠❛♥❡♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦ ❡①♣✉❡st♦ ✭TE = 8 ❞í❛s✱ σ = 0.125✴❞í❛✮ ❡ ✐♥❢❡❝t✐✈♦
✭TI = 5 ❞í❛s✱ γ = 0.2✴❞í❛✮✳

❊s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡st❛❝❛r q✉❡ ❧❛s ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ t✐❡♠♣♦s ❞❡ ❡s♣❡r❛ ♣❛r❛ ❧♦s
❡st❛❞♦s ■ ② ❊ ❝♦♥t❡♠♣❧❛❞❛s ❡♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡rá♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧❡s✱ ❞❛❞❛ ❧❛ ❝❛✲
r❛❝t❡ríst✐❝❛ ❡str✐❝t❛♠❡♥t❡ ▼❛r❦♦✈✐❛♥❛ ❝♦♥ t❛s❛s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❍❡♠♦s
❞❡st❛❝❛❞♦ ❧❛ ❢✉❡rt❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❧❛s ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❡s♣❡r❛ ②
❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶ ❬❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❜✱ ❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✽✱
▲❧♦②❞ ✷✵✵✶✱ ❈♦♥❧❛♥ ✷✵✵✾❪✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❛q✉í ♣r❡t❡♥❞❡♠♦s ♠♦str❛r s♦❧♦ ❡❧ ❡❢❡❝t♦
❞❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❞✱ ♣r❡s❡r✈❛♥❞♦ ❡❧ r❡st♦ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧
♣r♦❜❧❡♠❛ ❡♥ s✉ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♠ás s❡♥❝✐❧❧❛✳

✻✳✶✳✸✳ P❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧

▲❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt r❡q✉✐❡r❡ ❝✐❡rt♦s ❝✉✐❞❛❞♦s✳ P♦r ✉♥ ❧❛❞♦✱ ❡s
❞❡s❡❛❜❧❡ q✉❡ ❞✉r❛♥t❡ δt ♦❝✉rr❛♥ ♠✉❝❤♦s ❡✈❡♥t♦s ❞❡ ❞✐st✐♥t❛ ❡s♣❡❝✐❡ ❛ ✜♥ ❞❡
❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ●✐❧❧❡s♣✐❡ ✭q✉❡ ♠♦✲
❞❡❧❛ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♥ ✉♥ ú♥✐❝♦ ❡✈❡♥t♦ ♣♦r ♣❛s♦✮✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ s✐ δt ❡s
❞❡♠❛s✐❛❞♦ ❣r❛♥❞❡✱ ♣♦❞rí❛♥ t❡♥❡r ❧✉❣❛r ♠ú❧t✐♣❧❡s tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ✉♥ ♠✐s♠♦ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉♦✱ ♥♦ r❡❣✐str❛❞❛s ♣♦r ❡❧ ❡sq✉❡♠❛ ♣r♦♣✉❡st♦✳ ❊♥ ❝❛♠❜✐♦✱ s✐ ❡❧ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s✉❧t❛r❛ ♠✉② ♣❡q✉❡ñ♦✱ s❡ ❞❡s♣❡r❞✐❝✐❛rí❛ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦ ❡♥ ♣❛s♦s ❞✉r❛♥t❡
❧♦s ❝✉❛❧❡s ♥♦ s❡ r❡❣✐str❛rí❛ ♥✐♥❣ú♥ ❡✈❡♥t♦✱ r❡s✉❧t❛♥❞♦ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❛ú♥ ♠ás ❧❡♥t♦
q✉❡ ❡❧ ❞❡ ●✐❧❧❡s♣✐❡✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡❧ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❜❡ s❛t✐s❢❛❝❡r✿

δt < ♠✐♥{TE, TI}, ✭✻✳✷✮

❛ ✜♥ ❞❡ ❡✈✐t❛r ❧❛s tr❛♥s✐❝✐♦♥❡s ♠ú❧t✐♣❧❡s✱ ♣❡r♦ ❧♦ s✉✜❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♦
♣❛r❛ ❝♦♠♣r❡♥❞❡r ♠✉❝❤♦s ❡✈❡♥t♦s✳ ❈♦♥t❡♠♣❧❛♥❞♦ ❞✐❝❤♦s ❛s♣❡❝t♦s✱ ✜❥❛♠♦s δt =
0.5 ❞í❛ ♣❛r❛ t♦❞❛s ❧❛s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛❞❛s✳

❉❛❞♦ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ❞❡ ❝❛❞❛ ♥♦❞♦ ❙ ❛❞q✉✐❡r❡ ✉♥ ✈❛❧♦r
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦✱ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡❜❡
r❡❛❧✐③❛rs❡ ❛ ♥✐✈❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❡♥ ❝❛❞❛ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt✱ ✉♥ ♥♦❞♦ ❙
♣✉❡❞❡ ❝♦♥t❛❣✐❛rs❡ ❞❡ ❧♦s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ❞❡ s✉ ❡♥t♦r♥♦ ② ♣❛s❛r ❛ ❡st❛❞♦ ❊✱ ♣✉❡❞❡
t❡♥❡r ❞❡s❝❡♥❞❡♥❝✐❛ ♦ ♠♦r✐r✱ ❛♠❜❛s ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ µδt✱ ♦ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❛r ❡♥
s✉ ❡st❛❞♦ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥ s✐♥❝ró♥✐❝❛ r❡❛❧✐③❛❞❛ s♦❜r❡ ❧♦s
♥♦❞♦s ❊✱ ■ ② ❘ ♥♦ r❡q✉✐❡r❡ tr❛t❛♠✐❡♥t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ❧❛s t❛s❛s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥
❡♥tr❡ ❡st♦s ❡st❛❞♦s s♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❡♥ ❡st♦s
❝❛s♦s ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥ ♣✉❡❞❡ r❡❛❧✐③❛rs❡ ❛ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡
❛❝❡❧❡r❛r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦✳



✶✵✷ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s

✻✳✶✳✹✳ ❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧

P❛r❛ ❡❥❡♠♣❧✐✜❝❛r ❡❧ ❡♥❢♦q✉❡ ❛ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡♠♦s ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡
❧♦s ♥♦❞♦s ❡♥ ❡st❛❞♦ ❊ ❛ t✐❡♠♣♦ t✳ ❊♥ ❝❛❞❛ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✱ ❞✐❝❤♦s ♥♦❞♦s ♣✉❡❞❡♥
r❡❛❧✐③❛r ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❛❧ ❡st❛❞♦ ■ ❝♦♥ ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ pI = σδt✱ ♣✉❡❞❡♥ ♠♦r✐r
✭s✐♠✉❧tá♥❡❛♠❡♥t❡ ❞❛♥❞♦ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥ r❡❝✐é♥ ♥❛❝✐❞♦ ❙✮ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ pd = µδt✱ ♦
♣✉❡❞❡♥ ♣❡r♠❛♥❡❝❡r ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦ ❊ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ps = 1− (σ+µ)δt✱ t♦❞❛s ♣♦r
✐♥❞✐✈✐❞✉♦✳ ❊st♦ ❡s✱ ❧♦s ♥♦❞♦s ❊ ❞❡❜❡♥ s❡r r❡♣❛rt✐❞♦s ❡♥tr❡ 3 ❡st❛❞♦s ♣♦s✐❜❧❡s✱ ❝❛❞❛
✉♥♦ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛❞♦ ♣♦r ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦❝✉rr❡♥❝✐❛ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❛ ❞❡
❝♦♥❝r❡t❛r❧♦ ❡s ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ MX1,X2,X3 ✱ ❝♦♥ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ pM ❞❛❞❛ ♣♦r✿

pM(n1, n2, n3) =
n!

n1!n2!n3!
pn1
I pn2

d pn3
s ✭✻✳✸✮

s✐❡♥❞♦✱ ♣❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦✱ n = n1+n2+n3 ❡❧ ♥ú♠❡r♦ t♦t❛❧ ❞❡ ♥♦❞♦s ❊ ♣❛r❛ ❡❧ t✐❡♠✲
♣♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦✱ ② {ni}i=1,2,3 ❧❛s ❝❛♥t✐❞❛❞❡s ❞❡ ♥♦❞♦s ❊ q✉❡ r❡s✉❧t❛♥ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s✱
❢❛❧❧❡❝✐❞♦s ❡ ✐♥✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ♣❛r❛ ❞✐❝❤♦ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✳

P❛r❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❤✐❝✐♠♦s ✉s♦ ❞❡ s✉ ❞❡s❝♦♠♣♦s✐✲
❝✐ó♥ s❡❝✉❡♥❝✐❛❧ ❡♥ ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❜✐♥♦♠✐❛❧❡s BXi

(n, p)✿

MX1,...,Xk
= BX1 (n, p1)⊗BX2

(

n− n1,
p2

1− p1

)

⊗✳✳✳⊗BXk

(

n−
k−1
∑

i=1

ni,
pk

1−
∑k−1

i=1 pi

)

.

✭✻✳✹✮
P♦r s✉♣✉❡st♦✱ ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✻✳✹ ♥♦ ✐♠♣❧✐❝❛ ❡♥ ♠♦❞♦ ❛❧❣✉♥♦ q✉❡ ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉❝✐ó♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♣✉❡❞❛ ❞❡s❝♦♠♣♦♥❡rs❡ ❝♦♠♦ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡s✱ ❞❛❞♦
q✉❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s Xi ♥♦ s♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s✳ ❊st❡ ❤❡❝❤♦ s❡ r❡✢❡❥❛ ❝❧❛✲
r❛♠❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ s❡❝✉❡♥❝✐❛❧✱ ♣♦r ❧❛ ❝✉❛❧ ❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ Xi r❡s✉❧t❛
❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ {X1, ..., Xi−1}✳

✻✳✷✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛

◆✉❡str♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ❛♥❛❧✐③❛r ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ ✉♥❛ r❡❞ s♦✲
❝✐❛❧✱ s✉ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ ②✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡ ❧❛s
❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ♦r❞❡♥ s✉♣❡r✐♦r ❡♥tr❡ ❧♦s ♥♦❞♦s✱ ✉s✉❛❧♠❡♥t❡ ♥♦ ❝♦♥t❡♠✲
♣❧❛❞❛s ❡♥ ❧❛s ❛♣r♦①✐♠❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦✱ ✐♥❝❧✉s♦ ❡♥ ❛q✉❡❧❧❛s ❞❡ ❝❛♠♣♦
♠❡❞✐♦ ❤❡t❡r♦❣é♥❡♦ q✉❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ r❡❞ ❡♥ s✉ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥✳ P❛r❛
❡❧❧♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❛ ♣❛r✲
t✐r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● ❝♦♥ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥st❛♥t❡ N ∈ [105, 3× 106] ✱ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦



✻✳✷✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ✶✵✸

〈k〉 = 40 ② ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s tr❛♥s✐t✐✈♦s q✳

❊♥ t = 0 s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥ I(0) = 10−4 × N ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ❡❧❡❣✐❞♦s ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡
❛❧ ❛③❛r ❞❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ N ✳ ❊❧ r❡st♦ ❞❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s S(0) = N − I(0)✳ ❙✐ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❡st✉✈✐❡r❛ t♦t❛❧♠❡♥t❡ ❛✐s❧❛❞❛✱ ❡st❛
❢r❛❝❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ❡♥ ♠✉❝❤♦s ❝❛s♦s ❞❡r✐✈❛rí❛ ❡♥ ✉♥❛ ♣r♦♥t❛ ❡①t✐♥✲
❝✐ó♥✱ ♣♦r ❧♦ ❝✉❛❧ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ✉♥ tr❛♥s✐t♦r✐♦ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞✉r❛♥t❡ ❡❧ ❝✉❛❧
s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ✐♠♣♦rt❛❞♦s✳ ❊♥ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦✱ s✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡❧ tr❛❜❛❥♦ ❞❡
❆✳ ▲❧♦②❞ ❬▲❧♦②❞ ✷✵✵✶❪✱ ❡❧❡❣✐♠♦s ✉♥❛ t❛s❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ✐♠♣♦rt❛❞♦s
λimport = 5✴❛ñ♦✳ ▲❛ ❞✉r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ tr❛♥s✐t♦r✐♦ ✐♥✐❝✐❛❧ s❡ ✜❥ó ❡♥ 30 ❛ñ♦s✱ ♣❡rí♦❞♦
q✉❡ r❡s✉❧t❛ s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❡st❛❜❧❡❝❡r ♦s❝✐❧❛❝✐♦♥❡s ❡st♦❝ást✐❝❛s r❡❝✉rr❡♥t❡s ✭✈❡r
❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✮✳
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✿ Pr❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ♣❛r❛ ✉♥❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ s♦❜r❡ ✉♥❛
r❡❞ ❝♦♥ N = 800000✱ 〈k〉 = 40 ② q = 0.7✳ ▲❛ ❧í♥❡❛ ♣✉♥t❡❛❞❛ ❛③✉❧ ✐♥❞✐❝❛ ❡❧ t✐❡♠♣♦
♣❛r❛ ❡❧ ❝✉❛❧ ❝✉❧♠✐♥❛ ❡❧ tr❛♥s✐t♦r✐♦ ✐♥✐❝✐❛❧✳ ❊❧ ❡❥❡♠♣❧♦ ♠♦str❛❞♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛
✉♥❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ♣❡rs✐st❡♥t❡✳

▲✉❡❣♦ ❞❡❧ tr❛♥s✐t♦r✐♦✱ s❡ ❞❡❥❛ ❡✈♦❧✉❝✐♦♥❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✱ s✐♥ ❧❛ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥
❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ❡①t❡r♥♦s✱ ❞✉r❛♥t❡ 30 ❛ñ♦s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✷ ♠✉❡str❛ ✉♥
❡❥❡♠♣❧♦ tí♣✐❝♦ ❞❡ ❧❛s ♦s❝✐❧❛❝✐♦♥❡s ❡st♦❝ást✐❝❛s ♦❜s❡r✈❛❞❛s ♣❛r❛ ❧❛ ♣r❡✈❛❧❡♥❝✐❛
❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥ ❧❛s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦✳ ❉✐r❡♠♦s q✉❡ ❡❧
s❛r❛♠♣✐ó♥ r❡s✉❧t❛ ♣❡rs✐st❡♥t❡ ❡♥ ✉♥❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ❝✉❛♥❞♦
s❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ ❡❧ s❡❣✉♥❞♦ ♣❡rí♦❞♦ ❞❡ 30 ❛ñ♦s s✐♥ ❡①t✐♥❝✐ó♥ ❞❡✜♥✐t✐✈❛ ❞❡❧
s❛r❛♠♣✐ó♥✳



✶✵✹ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s

P❛r❛ ❝❛❞❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ N ∈ [105, 3× 106] ❡❢❡❝t✉❛♠♦s 100 r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦✲
❞❡❧♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✱ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❞❡✜♥✐♠♦s ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❡①✲
t✐♥t❛s Pextin ❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝✉❧♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❡❣✉♥❞♦ ♣❡rí♦❞♦ ❞❡ 30 ❛ñ♦s
❝♦♠♦ ❡❧ ✐♥❞✐❝❛❞♦r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡♥
❧❛ r❡❞✿

Pextin =
r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❡①t✐♥t❛s

♥ú♠❡r♦ t♦t❛❧ ❞❡ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s
✭✻✳✺✮
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✸✿ ❋r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s ❡①t✐♥t❛s Pextin ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❙❊■❘ ❞❡s✲
❝r✐♣t♦ ❡♥ ❡❧ t❡①t♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❙❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s s♦❜r❡ r❡❞❡s ❝♦♥ q = 0.9 ②
q = 0.0✳ ▲♦s ✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ✭95% ❈■✮ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s s♦♥ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡s✳

❚❛❧ ❝♦♠♦ ♠❡♥❝✐♦♥❛♠♦s ❛❧ ❝♦♠✐❡♥③♦ ❞❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦✱ ❡s ✉♥ r❡s✉❧t❛❞♦ ❝♦♥♦❝✐❞♦ q✉❡
♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦ s✉✜❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❣r❛♥❞❡s✱ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ♥❛❝✐♠✐❡♥t♦s ② ♠✉❡rt❡s µ
r❡s✉❧t❛ s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ r❡♥♦✈❛r ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s✱ ♣❡r♠✐t✐❡♥❞♦ ❛sí q✉❡ ❡❧
s❛r❛♠♣✐ó♥ s❡ t♦r♥❡ r❡❝✉rr❡♥t❡ ❡♥❞é♠✐❝♦✳ ❊st❡ ❡s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦
♦❜s❡r✈❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✸✱ ❞♦♥❞❡ ♣r❡s❡♥t❛♠♦s Pextin ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ N ✱ t❛♥t♦
♣❛r❛ r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❝♦♥ q = 0.7 ❝♦♠♦ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❝♦♥ q = 0.0✱ s✐❡♥❞♦ ❡st❛s
ú❧t✐♠❛s ❡s❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✸ ♠✉❡str❛ q✉❡ Pextin ♣r❡s❡♥t❛
❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛s ❡♥tr❡ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s ❛♥❛❧✐③❛❞♦s✳ ▲❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❝♦♥
q = 0.0 r❡s✉❧t❛♥ ♠ás ♣❡rs✐st❡♥t❡s ❛♥t❡ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ q✉❡ ❛q✉❡❧❧❛s ❝♦♥ q = 0.9✳
❊st❛s ú❧t✐♠❛s ♣r❡s❡♥t❛♥ ❢✉❡rt❡s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ✐♥❞✉❝✐❞❛s ♣♦r ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s
tr❛♥s✐t✐✈♦s q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡r✐✈❛♥ ❡♥ ✉♥ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❡❧❡✈❛❞♦
C̄✱ ❝♦♠♦ ♠♦str❛♠♦s ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳

❖❜s❡r✈❛♠♦s ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✸ q✉❡ ❡❧ ❈❈❙ ✭t❛♠❛ñ♦ ❝rít✐❝♦ ❞❡ ❝♦♠✉♥❛✮ s❡ ❡♥✲
❝✉❡♥tr❛ ❡♥ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ [5× 105, 106] ♣❛r❛ q = 0✱ ② ❡♥ [106, 2× 106] ♣❛r❛ q = 0.9✳



✻✳✷✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ✶✵✺

❆♠❜♦s ❡①❝❡❞❡♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♦❜s❡r✈❛❞♦s ♣❛r❛ ❧❛s s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s ❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛
❡♥ ❡❧ ❘❡✐♥♦ ❯♥✐❞♦ ❞✉r❛♥t❡ ❧❛s ❞é❝❛❞❛s ❞❡ 1940 ② 1950✳ ❊st♦ ❡s ❡s♣❡r❛❜❧❡ ❞❛❞♦
q✉❡ ❡♥ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ s✐♠♣❧✐✜❝❛❞♦ ♥♦ ❤❡♠♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦ ❢❛❝t♦r❡s ❡st❛❝✐♦♥❛❧❡s
✐♥❞✉❝✐❞♦s ♣♦r ❡❧ ❝✐❝❧♦ ❧❡❝t✐✈♦✱ ♥✐ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡s ❞❡ ✈í♥❝✉❧♦s ❡♥tr❡ ❞✐st✐♥t♦s ❣r✉✲
♣♦s ❡t❛r✐♦s ❬❇♦❧❦❡r ✶✾✾✺✱ ❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❜✱ ❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✽❪✱ ❡♥tr❡ ♦tr♦s r❡✜♥❛♠✐❡♥t♦s
❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❉❡ t♦❞♦s ♠♦❞♦s✱ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❛q✉í ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡s s✉♠❛♠❡♥t❡ ✐♥t❡r❡✲
s❛♥t❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ♠✉❡str❛ ✉♥ ❛s♣❡❝t♦ ❞❡s♠❡r❡❝✐❞♦ ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ♣r❡✈✐♦s✿ ❧❛
✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ✐♠♣✉❡st❛s ♣♦r ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡
❝♦♥t❛❝t♦s✳ ❊❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ 〈k〉✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ♣♦r ❝♦♥t❛❝t♦ ❡♥tr❡ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉♦s S ❡ I ② ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s t❛s❛s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡st❛❞♦s s❡ ❤❛♥ ♠❛♥t❡♥✐❞♦
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❊s ❞❡❝✐r✱ ❤❡♠♦s ❝♦♥s❡r✈❛❞♦ t♦❞♦s ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s q✉❡ ❤❛❜✐t✉❛❧♠❡♥t❡
s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥ r❡❧❡✈❛♥t❡s ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦✳ ❊st♦
s❡ ❥✉st✐✜❝❛ ❞❛❞♦ q✉❡ ♠✉❝❤♦s ❞❡ ❞✐❝❤♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❤❛♥ s✐❞♦ ❡st❛❜❧❡❝✐❞♦s ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❝✐♦♥❡s ❜✐♦❧ó❣✐❝❛s ② ♥♦ ❝♦♠♦ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡
❛❥✉st❡ ❞❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♠♦ ♦❝✉rr❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❡♥❢♦q✉❡ ♠❡t❛♣♦❜❧❛❝✐♦♥❛❧
❝♦♥ ❣r✉♣♦s ❡t❛r✐♦s ♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥ ❬❇♦❧❦❡r ✶✾✾✸✱ ❑❡❡❧✐♥❣ ✶✾✾✼❜✱ ❈♦♥❧❛♥ ✷✵✵✾❪✳

▲❛ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ Pextin ♥♦ ❡s ❧❛ ♠ás ♥❛t✉r❛❧ ❝✉❛♥❞♦
s❡ ❛♥❛❧✐③❛♥ s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s r❡❛❧❡s✳ ❊❧ ❛s♣❡❝t♦ ♠ás ❝rít✐❝♦ ❡s q✉❡ ❧❛s ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s
❞❡ ❧❛s ❞✐st✐♥t❛s ❝✐✉❞❛❞❡s ♥♦ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❛✐s❧❛❞❛s ❞❡ s✉s ✈❡❝✐♥❛s✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡
❧❛s s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s r❡❛❧❡s ♥♦ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡①t✐♥❝✐♦♥❡s ❞❡✜♥✐t✐✈❛s s✐♥♦ ♣❡rí♦❞♦s ❞❡
❛✉s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s✱ q✉❡ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❛♥ ❤❛st❛ q✉❡ ❛❧❣✉♥♦s ✐♠♣♦rt❛❞♦s ✐♥❣r❡s❛♥ ❛
❧❛ ❝✐✉❞❛❞ ♣r♦✈♦❝❛♥❞♦ ✉♥ r❡❜r♦t❡✳ ❊♥ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ s❡❝❝✐ó♥ ❞❡✜♥✐r❡♠♦s ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛
❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ q✉❡ ❝♦♥t❡♠♣❧❛ ❡st❡ ❤❡❝❤♦✳

✻✳✷✳✶✳ ❊①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛s ❝♦♥ ✐♠♣♦rt❛❝✐ó♥ ♣❡r✲

♠❛♥❡♥t❡ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s

▲❛s s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s ♣❛r❛ ❧♦s r❡❣✐str♦s ❤✐stór✐❝♦s ❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥
♣r❡s❡♥t❛♥ ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s✱ s❡❣✉✐❞♦s ❞❡ ♣❡rí♦❞♦s ❞❡ ❜❛❥❛ ♦ ♥✉❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛✱
❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥✳ P❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❣r❛♥❞❡s✱ ❧♦s ♣❡rí♦❞♦s
♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝♦s ♣r❡s❡♥t❛♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧♠❡♥t❡ ❜❛❥❛✱ ❛✉♥q✉❡ ♥♦ ♥✉❧❛✱ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛✳
❊♥ ❝❛♠❜✐♦✱ ❡♥ ❧❛s ❝✐✉❞❛❞❡s ♠ás ♣❡q✉❡ñ❛s✱ ❧♦s ❜r♦t❡s s♦♥ s❡❣✉✐❞♦s ❞❡ ♣❡rí♦❞♦s
♣r♦❧♦♥❣❛❞♦s ❝♦♥ ❛✉s❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ❡♥ ❧♦s r❡❣✐str♦s✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❞❡
❝✉❛♥t✐✜❝❛r ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡s ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡①t✐♥❝✐♦♥❡s
♣♦st❡r✐♦r❡s ❛ ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s✱ q✉❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛r❡♠♦s Epost✱

Epost =
❊①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛s
❚♦t❛❧ ❞❡ ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s

✭✻✳✻✮



✶✵✻ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s

▲❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ ❞❡ Epost ♥❡❝❡s✐t❛ ❞❡ ✉♥ ❝r✐t❡r✐♦ ♣❛r❛ ❡st❛❜❧❡❝❡r ❝✉á♥❞♦ ❤❛② ✉♥
❜r♦t❡ ❡♣✐❞é♠✐❝♦ ② ❝✉á♥❞♦ ✉♥❛ ❡①t✐♥❝✐ó♥ ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛✳ ❊♥ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦✱ ♦♣t❛✲
♠♦s ♣♦r s❡❣✉✐r ❡❧ ❝r✐t❡r✐♦ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ❡♥ ❬❈♦♥❧❛♥ ✷✵✵✾❪ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✉♥❛ ❡①t✐♥❝✐ó♥
♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛ ❝✉❛♥❞♦ tr❛♥s❝✉rr❡♥ tr❡s s❡♠❛♥❛s ♣♦st❡r✐♦r❡s ❛ ✉♥ ❜r♦t❡ s✐♥
✐♥❢❡❝t❛❞♦s✳

❊♥ ❧♦ q✉❡ r❡s♣❡❝t❛ ❛ ❧♦s ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s✱ ❡♥ ❬❇❛rt❧❡tt ✶✾✺✼❪ ❇❛rt❧❡tt ♦♣tó
♣♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛r ✉♥ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ ❜r♦t❡ ❡♣✐❞é♠✐❝♦ ❞❡ 1 ♥✉❡✈♦ ❝❛s♦ ❞❡ ✐♥❢❡❝❝✐ó♥ ♣♦r ❝❛✲
❞❛ 4000 ❤❛❜✐t❛♥t❡s✱ ♣❛r❛ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡ ✉♥❛ s❡♠❛♥❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ♣❛r❛
♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ♣❡q✉❡ñ❛s✱ ❡st❡ ❝r✐t❡r✐♦ r❡s✉❧t❛ ♣♦❝♦ r❡str✐❝t✐✈♦✱ ❛❧ ❝❧❛s✐✜❝❛r ✢✉❝t✉❛✲
❝✐♦♥❡s ❡st♦❝ást✐❝❛s ❞❡♠♦❣rá✜❝❛s ❝♦♠♦ ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s✳ ❊s ♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❇❛rt❧❡tt
t✉✈♦ q✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ✉♥❛ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❛❞ ❤♦❝ ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s N . 105✱ ❞❡ t❛❧
♠♦❞♦ q✉❡ s✉ ✐♥s♣❡❝❝✐ó♥ ✈✐s✉❛❧ ❞❡ ❧❛s s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s ❝♦✐♥❝✐❞✐❡r❛ ❝♦♥ ❧❛ ❝❧❛s✐✜✲
❝❛❝✐ó♥ ❞❡❜✐❞❛ ❛❧ ❝r✐t❡r✐♦✳ ❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ✜♥❛❧ ❡s q✉❡ ❡❧ ✉♠❜r❛❧ ❡❧❡❣✐❞♦ s❡❛ s✉✜❝✐❡♥t❡
♣❛r❛ q✉❡ ❧♦s ♣✐❝♦s ❞❡ ❧♦s r❡♣♦rt❡s s❡♠❛♥❛❧❡s ❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛s s❡r✐❡s t❡♠♣♦r❛❧❡s
✭r❡❛❧❡s ♦ s✐♠✉❧❛❞❛s✮ s❡❛♥ ❝❧❛s✐✜❝❛❞♦s ❝♦♠♦ ❜r♦t❡s ❡♣✐❞é♠✐❝♦s✱ ② q✉❡ ❧❛s ♣❡q✉❡ñ❛s
✢✉❝t✉❛❝✐♦♥❡s s❡❛♥ ❞❡s❝❛rt❛❞❛s✳ ◆✉❡✈❛♠❡♥t❡✱ s❡❣✉✐r❡♠♦s ❡❧ ❝r✐t❡r✐♦ ♠ás s❡♥s✐❜❧❡
✐♠♣✉❡st♦ ❡♥ ❬❈♦♥❧❛♥ ✷✵✵✾❪✱ ❞♦♥❞❡ ❡❧✐❣✐❡r♦♥ ✉♥ ✉♠❜r❛❧ ❞❡ 1 ♥✉❡✈♦ ✐♥❢❡❝t❛❞♦
♣♦r ❝❛❞❛ 2000 ❤❛❜✐t❛♥t❡s ❡♥ ✉♥ ♣❡rí♦❞♦ ❞❡ ✉♥❛ s❡♠❛♥❛✳

❊s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝♦♥s❡r✈❛r ✉♥ ✢✉❥♦ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ✐♠♣♦rt❛❞♦s ♣❛r❛ q✉❡
Epost ♣✉❡❞❛ ❞❡✜♥✐rs❡✳ ❉❡ ♠♦❞♦ t❛❧ q✉❡ ❜❛❥♦ ❡st❡ ♥✉❡✈♦ ❡♥❢♦q✉❡ ❛s✉♠✐r❡♠♦s
λimport = 5✴❛ñ♦ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t❡ ❡❧ t✐❡♠♣♦ t♦t❛❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✱ ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s
❝❛s♦s✳ ❈♦♠♦ ❛♥t❡s✱ ❡♥ ❝❛❞❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ s❡ ❞❡❥❛ tr❛♥s❝✉rr✐r ✉♥ tr❛♥s✐t♦r✐♦ ❞❡ 30

❛ñ♦s ② ❧✉❡❣♦ s❡ ❡st✐♠❛ Epost s♦❜r❡ ❧♦s 30 ❛ñ♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s✳ ❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✹ ♠♦s✲
tr❛♠♦s Epost ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧♦s ♠✐s♠♦s ♣❛rá♠❡tr♦s
❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ r❡♣♦rt❛❞♦s✳ ◆✉❡✈❛♠❡♥t❡✱ ❝♦♠♣❛r❛♠♦s ❧♦s ❝❛s♦s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺ ❝♦♥ q = 0.0

② q = 0.9✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✹ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ q✉❡ ❡❧ ❝❛s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ r❡❞❡s ❝♦♥ q = 0.0

♣r❡s❡♥t❛ ♠❡♥♦r ♣r♦♣♦r❝✐ó♥ ❞❡ ❡①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛s q✉❡ ❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡
❛ q = 0.9✱ ❡♥ t♦t❛❧ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r✳

▲❛s ❝♦♠♣❛r❛❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛❞❛s ❤❛st❛ ❛❤♦r❛ ❝♦♥tr❛st❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♣❛r❛ r❡✲
❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❝♦♥ ❞✐st✐♥t❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s tr❛♥s✐t✐✈♦s ♦ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦
q✳ P♦r ❡❧❧♦✱ ❛❞❥✉❞✐❝❛♠♦s ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❛ ❧❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s
❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥ ❡♥tr❡ ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❤❡♠♦s ✈✐st♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣í✲
t✉❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ q✉❡ ❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛r q t❛♠❜✐é♥ s❡ ♦❜s❡r✈❛♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❝✉❛♥t✐t❛t✐✈❛s
❡♥ ❧❛s ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❝❛❜❡ ♣r❡❣✉♥✲
t❛r♥♦s s✐ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ s♦♥ r❡❛❧♠❡♥t❡ ❞❡❜✐❞❛s ❛❧
❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❡❧❡✈❛❞♦✱ ♦ s✐✱ ❡♥ ❝❛♠❜✐♦✱ t✐❡♥❡♥ ♦r✐❣❡♥ ❡♥ ❧❛ ♠♦❞✐✜✲



✻✳✷✳ ❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ✶✵✼
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✹✿ ❋r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛s Epost ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡s✲
❝r✐♣t♦ ❡♥ ❡❧ t❡①t♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❙❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ r❡❛❧✐③❛❝✐♦♥❡s s♦❜r❡ r❡❞❡s ❝♦♥ q = 0.9
② q = 0.0✳ ▲♦s ✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ✭95% ❈■✮ ♠♦str❛❞♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ 1.96
✈❡❝❡s ❡❧ ❡rr♦r st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦♠❡❞✐♦ s♦❜r❡ 100 s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ 30 ❛ñ♦s ✭♣♦s✲
t❡r✐♦r❡s ❛❧ tr❛♥s✐t♦r✐♦ ❞❡ ♦tr♦s 30 ❛ñ♦s ❞❡ ❞✉r❛❝✐ó♥✮✳

❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦✳ P❛r❛ ❞✐❧✉❝✐❞❛r ❡st❛ ❝✉❡st✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✺
❝♦♠♣❛r❛♠♦s ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞ ❞❡ Epost ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ N ✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ♣♦r ✉♥ ❧❛❞♦ ❧❛s
r❡❞❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❝♦♥ q = 0.9✱ ② ♣♦r ❡❧ ♦tr♦✱ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❝♦♥ ✐❞é♥t✐❝❛
❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ♣❡r♦ ❝♦♥str✉✐❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❛❧
♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥ ❬▼♦❧❧♦② ✶✾✾✺❪✳ ❊st❡ ú❧t✐♠♦ ❝❛s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛r r❡❞❡s ❛✉té♥✲
t✐❝❛♠❡♥t❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛s ♣❛r❛ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s s♦♥ ❡①❛❝t❛♠❡♥t❡ ❧♦s
♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❧❛s r❡❞❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✱ ♣❡r♦ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s♦♥ ❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❛❧ ❛③❛r✳

❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✺ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛rs❡ q✉❡✱ ❡❢❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❧❛s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❛s ❡♥
❝✉❛♥t♦ ❛ Epost ♣r♦✈✐❡♥❡♥ ♠❛②♦r✐t❛r✐❛♠❡♥t❡ ❞❡❧ ❛❧t♦ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥✳
◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ t❛♠❜✐é♥ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲❡♣✐❞é♠✐❝❛s
♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❛❧ ❝♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛
q = 0.9✱ ❡s ❛ú♥ ♠❡♥♦r q✉❡ ❧❛ ♦❜t❡♥✐❞❛ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❝♦♥ q = 0.0 ❡♥
❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✻✳✹✳ ❊st❡ ❤❡❝❤♦ ♣♦❞rí❛ ❞❡❜❡rs❡ ❛❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦
❝♦♥ ❞❡❝❛✐♠✐❡♥t♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ♠ás ♣r♦❧♦♥❣❛❞♦ ♣❛r❛ q = 0.9 ✭✈❡r ❋✐❣✉r❛ ✺✳✷ ❞❡❧
❈❛♣ít✉❧♦ ✺✮ ② ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ♣r❡s❡♥❝✐❛ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥ ❣r❛❞♦ ♠á①✐♠♦ s✉♣❡r✐♦r
❛ ❧♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣❛r❛ q = 0.0✳



✶✵✽ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ P❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✺✿ Epost ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s
♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❛❧✳ ❙❡ ❝♦♠♣❛r❛ ❧❛ ❢r❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡①t✐♥❝✐♦♥❡s ♣♦st✲
❡♣✐❞é♠✐❝❛s ❝♦♥s❡r✈❛♥❞♦ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❝♦♥ q = 0.9 ♣❛r❛
❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ▲♦s ✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ✭95% ❈■✮
♠♦str❛❞♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ 1.96 ✈❡❝❡s ❡❧ ❡rr♦r st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦♠❡❞✐♦ s♦❜r❡ 100
s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ 30 ❛ñ♦s ✭♣♦st❡r✐♦r❡s ❛❧ tr❛♥s✐t♦r✐♦ ❞❡ ♦tr♦s 30 ❛ñ♦s ❞❡ ❞✉r❛❝✐ó♥✮✳



❈❛♣ít✉❧♦ ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ❋✐♥❛❧❡s ② P❡rs♣❡❝t✐✈❛s

❊♥ ❡st❛ t❡s✐s ❡st✉❞✐❛♠♦s ❞♦s ❡❥❡♠♣❧♦s ❝♦♥❝r❡t♦s ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r
✉♥❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ r❡❞ ✐♥❝✐❞❡ r❛❞✐❝❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ✜♥❛❧ ❞❡❧ ❢❡♥ó♠❡♥♦
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❛♥❛❧✐③❛❞♦✳ ❊❧ ♣r✐♠❡r♦ ❞❡ ❡❧❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡
❧❛ ♣♦st✉r❛ r❡❧❛t✐✈❛ ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱✳
❊♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸ ✐♥tr♦❞✉❥✐♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❝✉❧t✉r❛❧ s♦❜r❡ ✉♥❛
r❡❞ ❡stát✐❝❛ s❡♥❝✐❧❧❛✱ q✉❡ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s
❝♦♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛❞♦ ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛✳ ❆
❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❬❙❛❧❛t❤é ✷✵✵✽❪✱ ♥✉❡str♦ ❡♥❢♦q✉❡ ♥♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ✜❥❛ ❞❡
♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❡♥ ❧❛ r❡❞✱ s✐♥♦ q✉❡ ❡st♦s s✉r❣❡♥ ♥❛t✉r❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠♦ ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛
❞❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ ✐♥t❡r✈❡♥✐❞♦ ♣♦r ✉♥ ♣❡q✉❡ñ♦ ❣r✉♣♦ ❞❡
♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ♦❜st✐♥❛❞♦s ✭❣r✉♣♦ ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✮✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ♣r❡s❝✐♥❞✐♠♦s
❞❡ ❛r❣✉♠❡♥t♦s ❞❡ t❡♦rí❛ ❞❡ ❥✉❡❣♦s ♣❛r❛ ♠♦str❛r q✉❡ ❧❛ ♦♣✐♥✐ó♥ ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥
♣✉❡❞❡ ♣r♦♣❛❣❛rs❡ s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞ ② ✜❥❛rs❡ ❡♥ ❞♦♠✐♥✐♦s ♦ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛
❝✉❧t✉r❛❧ ♣♦r s✐♠♣❧❡ ❛✜♥✐❞❛❞ ❡♥tr❡ s✉s ♠✐❡♠❜r♦s✳

❙✐ ❜✐❡♥ ♥✉❡str♦ ❡♥❢♦q✉❡ ❡s ❤✐♣♦tét✐❝♦✱ ♦❢r❡❝❡ ✉♥❛ ❡①♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣❛r❛ ❧❛
❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥✐♦s ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❡♥ s✐t✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛❧t❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ♣r♦✲
♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❈✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ♣♦r ❡❧ ❛❝❝✐♦♥❛r ❞❡
✉♥ ♣❡q✉❡ñ♦ ❣r✉♣♦ ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✳ ❊❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ✉t✐❧✐③❛❞♦
❤❛ s✐❞♦ ♦❜s❡r✈❛❞♦ ❛ tr❛✈és ❞❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐❛s ❝♦♥❝r❡t❛s ✈✐♥❝✉❧❛❞❛s ❝♦♥ ❧❛ ❛❞♦♣✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦s s❛❧✉❞❛❜❧❡s ❬❈❡♥t♦❧❛ ✷✵✶✶✱ ❈❤r✐st❛❦✐s ✷✵✶✸❪✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱
❞✐✈❡rs♦s ❡st✉❞✐♦s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♥❝❧✉②❡♥ q✉❡ ❧❛s ♦♣✐♥✐♦♥❡s ❛❞✈❡rs❛s r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
❝✉♥❛❝✐ó♥ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ✉♥ ❛♠❜✐❡♥t❡ ♣r♦♣✐❝✐♦ ❡♥ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞❡s ❞♦♥❞❡ ♣r❡✈❛❧❡❝❡ ✉♥❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❝✉❧t✉r❛❧ r❡✢❡❥❛❞❛ ❡♥ ❝✐❡rt❛s ♦r✐❡♥t❛❝✐♦♥❡s r❡❧✐❣✐♦s❛s✱ ✉♥❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
❝✐ó♥ ❝♦♥ t❡♥❞❡♥❝✐❛s ♥❛t✉r✐st❛s ❡①tr❡♠❛s✱ ♦ ❡❧ ❡s❝❡♣t✐❝✐s♠♦ ❡①❛❝❡r❜❛❞♦ ❡♥ ❝♦♥tr❛
❞❡ ❧❛s ♣♦❧ít✐❝❛s ♣ú❜❧✐❝❛s ❬▼❛② ✷✵✵✸✱ ❏❛❝♦❜s♦♥ ✷✵✵✼❪✳

❊♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✹ ♣r❡s❡♥t❛♠♦s ✉♥❛ ❡①t❡♥s✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣r❡✈✐♦✱ ❛❧ q✉❡ ❞❡♥♦♠✐✲
♥❛♠♦s♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❡♥❧❛❝❡s ❤❡t❡r♦❣é♥❡♦s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❞♦s
❡♥ ❞♦s ❝❛t❡❣♦rí❛s✿ ♣❡rs♦♥❛❧❡s ② ♥♦✲♣❡rs♦♥❛❧❡s✳ ❆✉♥q✉❡ ❛♠❜♦s ❡stá♥ ✐♥✈♦❧✉❝r❛❞♦s
❡♥ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✱ s♦❧♦ ❧♦s ♣r✐♠❡r♦s s♦♥ ❝❛♣❛❝❡s



✶✶✵ ❈❛♣ít✉❧♦ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ❋✐♥❛❧❡s ② P❡rs♣❡❝t✐✈❛s

❞❡ tr❛♥s♠✐t✐r ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛ ❝♦♠♦ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❆ú♥ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❡s✲
t❡ ❡sq✉❡♠❛ ♦♣t✐♠✐st❛ ✭❞❛❞♦ q✉❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ✐♥✈♦❧✉❝r❛❞♦s
❡♥ ❧❛ tr❛♥s♠✐s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞✮ s❡ ♦❜s❡r✈❛♥ ❝✉❛❧✐t❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s
r❡s✉❧t❛❞♦s q✉❡ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛♠♦s ✉♥ ♠❡❝❛✲
♥✐s♠♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ❡str✉❝t✉r❛❧ ❡♥ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧✱ q✉❡ ❛❝♦♠♣❛ñ❛ ② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛
❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ♣♦r ✐♠✐t❛❝✐ó♥✳ ❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ♠♦❞❡❧❛r ❧♦s ❞♦s ♠❡❝❛✲
♥✐s♠♦s ✐❞❡♥t✐✜❝❛❞♦s ❝♦♠♦ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❛✜♥❡s✿
❧❛ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ② ❧❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❛♠✐st❛❞❡s ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❬▼❝P❤❡rs♦♥ ✷✵✵✶❪✳
▲❛ ❛❞❛♣t❛❝✐ó♥ ♣♦r r❡❝♦♥❡①✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛ ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥
❞❡s❞❡ ❡❧ ❝♦♥s❡♥s♦ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r ❤❛❝✐❛ ❡❧ ✈❛❝✉♥❛❞♦r ♠❡♥♦s ❛❜r✉♣t❛ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦
❛♥t❡r✐♦r✱ ❝♦♥ ✉♥❛ r❡❣✐ó♥ ❝rít✐❝❛ ♠ás ❡①t❡♥s❛✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s
t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ♠á①✐♠♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s s❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛♥ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧♦s
❞❡ ✐❞é♥t✐❝♦ t❛♠❛ñ♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ r❡❞ ❡stát✐❝❛✳ ❚❛❧❡s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s
s❡ ♣❧❛s♠❛♥ ❡♥ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥✱ ❝♦♠♦ s❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛
✹✳✺✳

❖tr❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ✐♥❝❧✉s✐ó♥ ❞❡ ❝❛♠♣❛✲
ñ❛s ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❢❛✈♦r ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝ó♥✳ ▲❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ♠❛s✐✈❛s s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥
♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡①t❡r♥♦ φ q✉❡ ❛❝tú❛ ❛ ♠♦❞♦ ❞❡ s❡s❣♦ ❝♦♥tr❛ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡
✈❛❝✉♥❛❞♦r ❤❛❝✐❛ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r✳ ▲❛ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❛ ❞❡ ❞✐❝❤❛s ❝❛♠♣❛✲
ñ❛s ❡s q✉❡ ♥♦ ♣r♦♠✉❡✈❡♥ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ❝♦♠♣✉❧s✐✈❛✱ ♥✐ s✐q✉✐❡r❛ ❜✉s❝❛♥ ❝♦♥✈❡♥❝❡r
❛ ❧♦s ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s✳ ▼✉② ♣♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❛s ❝❛♠♣❛ñ❛s ❛q✉í ♠♦❞❡❧❛❞❛s ♣r♦♣♦✲
♥❡♥ ✉♥ ❡♥❢♦q✉❡ ❝♦♥s❡r✈❛❞♦r q✉❡ s♦❧♦ ❜✉s❝❛ ❡✈✐t❛r q✉❡ ❧♦s ✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s ❝❛♠❜✐❡♥
s✉ ♦♣✐♥✐ó♥✳ ▼♦str❛♠♦s ❡❧ ❡❢❡❝t♦r ❢✉❡rt❡♠❡♥t❡ ♠✐t✐❣❛❞♦r ❞❡ φ t❛♥t♦ ❡♥ ❧❛ ✈❡rs✐ó♥
❡stát✐❝❛ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❞❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❡❧
❡❢❡❝t♦ ❞❡ φ r❡s✉❧t❛ ♠ás ✐♥t❡♥s♦ s♦❜r❡ ❧♦s ❝❧✉st❡rs ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❛❞❛♣t❛t✐✈♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛
s✉ ♠❛②♦r ❢r❛❣✐❧✐❞❛❞ ❡str✉❝t✉r❛❧✳ ◆✉❡✈❛♠❡♥t❡ s❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ ❧❛ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❞❡❧ ❡s✲
t✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡❧ ❣r❛❢♦✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦r❡s✳

Pr♦❜❛❜❧❡♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐ó♥ ♠ás ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❧♦s ❈❛♣ít✉❧♦s ✸
② ✹ s❡❛ ❡❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞✱ ✐♥❞✉❝✐❞❛
♣♦r ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ✐♠✐t❛❝✐ó♥ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛❞♦ ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛✱ ❡♥ ❧❛ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❞❡
❣r✉♣♦✳ ▲♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❝❛♠♣♦ ♠❡❞✐♦ ♣r❡❞✐❝❡♥ q✉❡ ✉♥❛ ❝♦❜❡rt✉r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛
❚❈ ❞❡❧ 95% s❡rí❛ s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ♣r❡✈❡♥✐r ❜r♦t❡s ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ♣r♦t❡❣✐❡♥❞♦ ❛sí
❛ ❧♦s q✉❡ ♥♦ ❤❛♥ s✐❞♦ ✈❛❝✉♥❛❞♦s ♣♦r r❛③♦♥❡s ❞❡ ❢✉❡r③❛ ♠❛②♦r✳ ◆♦s♦tr♦s ♠♦str❛✲
♠♦s✱ ❛ tr❛✈és ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s✱ q✉❡ ❡st❡ ✉♠❜r❛❧ ♣♦❞rí❛ s❡r ✐♥s✉✜❝✐❡♥t❡
s✐ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s s♦❝✐❛❧❡s ❡♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❝♦♥ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡
❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s✳ ◆♦ ♦❜st❛♥t❡✱ ❛✉♥q✉❡ ❧♦s ❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❧❛ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥
❞❡ ♥♦✲✈❛❝✉♥❛❞♦s ♣r❡❞✐❝❤♦s ♣♦r ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦ ❤❛♥ s✐❞♦ ✈❡r✐✜❝❛❞♦s ❡♥ ♥✉♠❡r♦✲



✶✶✶

s❛s ♦♣♦rt✉♥✐❞❛❞❡s ❬▼❛② ✷✵✵✸✱ ❙❛❧❛t❤é ✷✵✶✶❪✱ ❛ú♥ r❡st❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐❛s ❝♦♥tr♦❧❛❞❛s
q✉❡ ♦❢r❡③❝❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ ❝✐❡♥tí✜❝❛✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦ ❧❛s r❡❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ r❡❛❧✐③❛❞❛s ♣❛r❛ ❡❧
❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❣r✐♣❡ ❬❇❛r❝❧❛② ✷✵✶✹❪✳ ❊st❡ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ❝♦♥❝r❡t♦ ♣❡r♠✐t✐rí❛ ❡st❛❜❧❡❝❡r
♥✉❡✈❛s ♣♦❧ít✐❝❛s ❞❡ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ② ❝❛♠♣❛ñ❛s ❞❡ ♣r❡✈❡♥❝✐ó♥ ❢♦❝❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❡rr❛✲
❞✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡✜♥✐t✐✈❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❡♥ ❧♦s ❈❛♣ít✉❧♦s ✸
② ✹ ❤❛♥ s✐❞♦ ❡♥✈✐❛❞♦s ♣❛r❛ s✉ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐ó♥ ❬▼❡❞✉s ✷✵✶✹❜❪✳

❈♦♠♦ tr❛❜❛❥♦ ❢✉t✉r♦✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥
❡st❛ t❡s✐s ❛ú♥ r❡q✉✐❡r❡ ❞❡ ✉♥ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐❞❛❞ ♠ás ❡①❤❛✉st✐✈♦ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡
❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♣❛rá♠❡tr♦s ✐♥✈♦❧✉❝r❛❞♦s✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❛sí ❝♦♠♦ s❡ ❤❛♥ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛❞♦ ❣r✉♣♦s ❛♥t✐✲✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥✱ t❛♠❜✐é♥ r❡s✉❧t❛rí❛ ✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❡①♣❧♦r❛r ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡
♣r♦♠♦t♦r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ q✉❡ ❣♦❝❡♥ ❞❡ ♣r❡st✐❣✐♦✱ ❝♦♥✜❛♥③❛ ② ❛✉t♦r✐❞❛❞ ❢r❡♥t❡
❛ ❧❛ s♦❝✐❡❞❛❞✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❧♦s ♠é❞✐❝♦s✳ ❖tr♦ ❛s♣❡❝t♦ q✉❡ ♣r♦②❡❝t❛♠♦s ❛❜♦r❞❛r ❡♥ ❡❧
❢✉t✉r♦ ✐♥♠❡❞✐❛t♦ ❡s ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ✉♥❛ ❡♣✐❞❡♠✐❛ ✐♥♠✐♥❡♥t❡ ❞❡ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥
❢❛❝t♦r q✉❡ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❧❛ ✈❛❝✉♥❛❝✐ó♥ ♣♦r t❡♠♦r ❬❋✉ ✷✵✶✶✱ ❇❛✉❝❤ ✷✵✶✷❪✳

❍❡♠♦s ✈✐st♦ q✉❡ ❧♦s ❛s♣❡❝t♦s t♦♣♦❧ó❣✐❝♦s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s s♦❝✐❛❧❡s r❡s✉❧t❛♥ r❡❧❡✲
✈❛♥t❡s ❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❞✐s❡♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥❡s ② ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞❡s ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛s✳ ❊s
♣♦r ❡❧❧♦ q✉❡ ❞✐✈❡rs♦s tr❛❜❛❥♦s s❡ ❤❛♥ ❛❜♦❝❛❞♦ ❛❧ ❡st✉❞✐♦ ❡s♣❡❝í✜❝♦ t❛♥t♦ ❞❡ s✉s
♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ❝♦♠♦ ❞✐♥á♠✐❝❛s✳ ▲❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❡stát✐❝❛s ♠ás
♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♦r✐❣❡♥ s♦❝✐❛❧ s♦♥ ❡❧ ❛❧t♦ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥
♣r♦♠❡❞✐♦ C̄✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ ❞❡ ❛❧❣✉♥❛s r❡❞❡s r❡❣✉❧❛r❡s✱ ② ❞✐st❛♥❝✐❛ ♠❡❞✐❛
❡♥tr❡ ♥♦❞♦s l̄ ❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ r❡❞❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s ✭l̄ ∼ lnN✮✳ ❙✐♥
❡♠❜❛r❣♦✱ r❡❝✐❡♥t❡s tr❛❜❛❥♦s ❞❡❞✐❝❛❞♦s ❛ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ♠✐❝r♦s❝ó♣✐❝❛ ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s
s♦❝✐❛❧❡s✱ ❤❛♥ ♣r♦♣✉❡st♦ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✱ ❞❛♥❞♦ ❧✉❣❛r ❛
r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s q✉❡ ♥♦ ❝♦♥t❡♠♣❧❛♥ ❡st❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ❛♥t❡s ♠❡♥❝✐♦♥❛✲
❞❛s ❬P❡rr❛ ✷✵✶✷✱ ❙t❛r♥✐♥✐ ✷✵✶✸❛✱ ❙t❛r♥✐♥✐ ✷✵✶✸❜❪✳ ❙✐ ❜✐❡♥ ❡st♦s ❝❛♣t✉r❛♥ ❝♦rr❡❝✲
t❛♠❡♥t❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞✐♥á♠✐❝❛s ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s ✭❢r❡❝✉❡♥❝✐❛✱ ❞✉r❛❝✐ó♥✱ ❡t❝✳✮✱ ♥♦
s❛t✐s❢❛❝❡♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡stát✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ q✉❡ ❤❛♥
s✐❞♦ ♦❜s❡r✈❛❞❛s ② ♠♦❞❡❧❛❞❛s t❛♥t♦ ❡♥ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐❞❛❞ ❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ♣❛s❛❞♦ r❡❝✐❡♥t❡✳

❊♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺ ♣r♦♣✉s✐♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s q✉❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛
❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧
❬P❡rr❛ ✷✵✶✷❪✱ ❞❡ t❛❧ ♠♦❞♦ q✉❡ ❧❛s r❡❞❡s ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❣❡♥❡r❛❞❛s s❛✲
t✐s❢❛❣❛♥ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ✉s✉❛❧❡s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛♠♦s ✉♥ ❛s♣❡❝t♦
❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ s♦s❧❛②❛❞♦ ❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✿ ❡❧
❝❛rá❝t❡r ♥♦✲♠❛r❦♦✈✐❛♥♦ ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ❊st♦ ❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❡❢❡❝t♦s
❞❡ ♠❡♠♦r✐❛ ❞❡ ❧❛r❣♦ ♣❧❛③♦ ❡♥ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s✳ ❊♥ ❝♦♥tr❛♣♦s✐❝✐ó♥✱ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s q✉❡
❡st✉❞✐❛♥ ❧❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s♦❝✐❛❧❡s ❢r❡❝✉❡♥t❡♠❡♥t❡ ❛s✉♠❡♥ ❛❣❡♥t❡s ♠❛r✲
❦♦✈✐❛♥♦s q✉❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥ ❝♦♠♦ ❝❛♠✐♥❛♥t❡s ❛❧❡❛t♦r✐♦s✱ ❡st❛❜❧❡❝✐❡♥❞♦ ✈í♥❝✉❧♦s



✶✶✷ ❈❛♣ít✉❧♦ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ❋✐♥❛❧❡s ② P❡rs♣❡❝t✐✈❛s

❝♦♥ ♦tr♦s ❡❧❡❣✐❞♦s ❛❧ ❛③❛r ❬❙t❛r♥✐♥✐ ✷✵✶✸❛❪✳

▼♦str❛♠♦s q✉❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ ✭❚❈✮ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡s❝r✐♣t♦
❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✱ ❧♦❣r❛ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥ ✉s✉❛❧♠❡♥t❡ ♦❜✲
s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❧❛s r❡❞❡s ❞❡ ♦r✐❣❡♥ s♦❝✐❛❧ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦✳ Pr♦♣✉s✐♠♦s ❞♦s
✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥♦❞♦s ❝♦♥st❛♥t❡ ② ❝r❡❝✐❡♥t❡✳ ❉❡s❝r✐❜✐✲
♠♦s ❛♥❛❧ít✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛s ❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s ② ❡st✉❞✐❛♠♦s ❡❧
❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❛s✐♥tót✐❝♦ ❛s♦❝✐❛❞♦✳ ❆ s✉ ✈❡③✱ ♠♦str❛♠♦s q✉❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s
t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ♥✉❡str♦ ♠♦❞❡❧♦✱ s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❝♦♥
❧❛s ♦❜s❡r✈❛❞❛s ❡♥ ❞♦s ❝❛s♦s ❞❡ ❡st✉❞✐♦✿ ✉♥ s✉❜❣r❛❢♦ ❞❡ ❧❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ❋❛❝❡❜♦♦❦
❬❱✐s✇❛♥❛t❤ ✷✵✵✾❪ ② ✉♥❛ r❡❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❝❛r❛✲❛✲❝❛r❛ ♦❜t❡♥✐❞❛ ❞❡❧ ♣r♦②❡❝t♦ ❙♦✲
❝✐♦P❛tt❡r♥s ❬❈❛tt✉t♦ ✷✵✶✵✱ ■s❡❧❧❛ ✷✵✶✶❪✳ ❆✉♥q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♥♦ ❡stá ❝❡♥tr❛❞♦ ❡♥
♥✐♥❣✉♥❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ② ❜♦rr❛❞♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s✱ ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥
♠❛r❝♦ t❡ór✐❝♦ ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ ❝✉á❧ ést❛ ♣♦❞rí❛ ✐♥tr♦❞✉❝✐rs❡✳

❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❞❡♠♦str❛♠♦s q✉❡ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ r❡❞❡s ❛q✉í
✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s ❞❡ ❬❇♦❣✉♥❛ ✷✵✵✸❪ ❝♦♠♦ ❝❛s♦
♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺ ❢✉❡r♦♥ ♣✉❜❧✐❝❛❞♦s ❡♥ ❬▼❡❞✉s ✷✵✶✹❛❪✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻ ✉t✐❧✐③❛♠♦s ❧❛s r❡❞❡s ❣❡♥❡r❛❞❛s ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ♣r❡✲
❝❡❞❡♥t❡ ♣❛r❛ ❡st✉❞✐❛r ❧❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐❞❛❞ ✐♥❞✉❝✐❞❛ ♣♦r ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦
❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ ❡♥ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ s♦❜r❡ ❧❛ r❡❞✳ ❉❡s❛rr♦❧❧❛♠♦s ✉♥
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦ ❞✐s❝r❡t♦✱ ❜❛s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ② ❞❡❧ t✐♣♦ ❙❊■❘
♣❛r❛ ❡st✉❞✐❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❈♦♠♦ ♣❛rt❡ ❞❡ ❡st❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♦r✐✲
❣✐♥❛❧✱ ✉t✐❧✐③❛♠♦s ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❛ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♥ ❡❧ ✜♥
❞❡ ❛❝❡❧❡r❛r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝ó♠♣✉t♦✳ ❊♥❝♦♥tr❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❛❧
✐♥❝r❡♠❡♥t❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ q✳ ❊st❡ ❤❡❝❤♦ s❡ ✈❡r✐✜❝❛ ♣❛r❛ ❧♦s
❞♦s ❝r✐t❡r✐♦s ❞❡ ♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦s✳

▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✻ ♠✉❡str❛♥ q✉❡ ❡❧ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ❡s♣❡❝í✜❝♦ ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ s♦❝✐❛❧ ♣✉❡❞❡ t❡♥❡r ✉♥ ✐♠♣❛❝t♦ ♥♦t❛❜❧❡ ❡♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛
♣❡rs✐st❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❛sí ❝♦♠♦ t❛♠❜✐é♥ ❞❡ ♦tr❛s ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞❡s ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛s
tr❛♥s♠✐t✐❞❛s ♣♦r ❝♦♥t❛❝t♦✳ ❊st♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s❡rá♥ ❡♥✈✐❛❞♦s ♣❛r❛ s✉ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐ó♥
❛ ❧❛ ❜r❡✈❡❞❛❞✳ ❈♦♠♦ tr❛❜❛❥♦ ❛ ❢✉t✉r♦✱ r❡st❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♠ás ❞❡t❛❧❧❛❞♦
q✉❡ ✐♥❝♦r♣♦r❡ ✉♥❛ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❞❡ s✉r❣✐♠✐❡♥t♦ ② ❜♦rr❛❞♦ t❛♥t♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s ❝♦♠♦
❞❡ ♥♦❞♦s✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ t❛♠❜✐é♥ ♣♦❞rí❛ ✐♥❝♦r♣♦r❛r ❝♦❤♦rt❡s ❡♥❧❛③❛✲
❞❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ♣♦r ❤♦♠♦✜❧✐❛✱ ❡st♦ ❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞♦s
✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ❞❡ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝♦❤♦rt❡ ♣♦❞rí❛ r❡s✉❧t❛r s✉♣❡r✐♦r ❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ♣❛✲
r❛ ♦tr♦s ❞♦s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ❝♦❤♦rt❡s ❞✐st✐♥t❛s✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ♣♦❞❡♠♦s ✐♥tr♦❞✉❝✐r
❞✐str✐❜✉❝✐♦♥❡s ❞❡ t✐❡♠♣♦s ❞❡ ❡s♣❡r❛ ♠ás r❡❛❧✐st❛ ❞❡❧ t✐♣♦ ●❛♠♠❛ ② ❡st✉❞✐❛r s✉
✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ r❡❧❛t✐✈❛ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ✐♠♣❛❝t♦ ❞❡ ❧♦s ❡❢❡❝t♦s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧❛



✶✶✸

r❡❞✳ ❍❡♠♦s ❝♦♠❡♥③❛❞♦ ❛ tr❛❜❛❥❛r s♦❜r❡ ❛❧❣✉♥❛s ❞❡ ❡st❛s ❧í♥❡❛s✳





❆♣é♥❞✐❝❡ ❆

▼♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦

❊❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ❡s ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ✈✐r❛❧ ✐♥❢❡❝❝✐♦s❛ ❝❛✉s❛❞❛ ♣♦r ✉♥ ♣❛r❛♠✐①♦✈✐✲
r✉s✱ s✐❡♥❞♦ ❡❧ s❡r ❤✉♠❛♥♦ s✉ ú♥✐❝♦ ❤✉és♣❡❞ ❝♦♥♦❝✐❞♦✳ ❙❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞
❛❧t❛♠❡♥t❡ ❝♦♥t❛❣✐♦s❛✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧♠❡♥t❡ tr❛♥s♠✐t✐❞❛ ❞❡ ♣❡rs♦♥❛ ❛ ♣❡rs♦♥❛ ♣♦r
✈í❛ ❛ér❡❛ ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛s ♠✐❝r♦❣♦t❛s ❞❡ ❋❧ü❣❣❡ ❡♠✐t✐❞❛s ❛❧ ❤❛❜❧❛r ♦ ❡st♦r♥✉❞❛r✳
❆❢❡❝t❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❛ ♥✐ñ♦s ♣❡q✉❡ñ♦s ❡♥ ❡❞❛❞ ❞❡ ♣r✐♠❡r❛ ❡s❝♦❧❛r✐❞❛❞ ② ❡s ✉♥❛
❞❡ ❧❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛✉s❛s ❞❡ ♠♦rt❛❧✐❞❛❞ ✐♥❢❛♥t✐❧ ✶✳ ▲❛ ✈❛❝✉♥❛ ❚❱✱ ❛❞♠✐♥✐str❛✲
❞❛ ❣❧♦❜❛❧♠❡♥t❡ ❞❡s❞❡ ✜♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝❛❞❛ ❞❡ ✶✾✽✵✱ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞ ❝♦♥tr❛ ❡❧
s❛r❛♠♣✐ó♥✱ ❧❛s ♣❛♣❡r❛s ② ❧❛ r✉❜❡♦❧❛✳

❆✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛❧ ❡st♦❝ást✐❝♦

❆ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ t❡s✐s ✉t✐❧✐③❛♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦ ❡st♦❝ást✐✲
❝♦ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛❧ ❞❡❧ t✐♣♦ ❙❊■❘ ✭❙✉s❝❡♣t✐❜❧❡✲❊①♣✉❡st♦✲■♥❢❡❝t❛❞♦✲❘❡❢r❛❝t❛r✐♦✮
♣❛r❛ ❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥✳ ❙♦❧♦ ❛q✉❡❧❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s s♦♥ ❝❛♣❛❝❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐✲
t✐r ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧♦s ✐♥❞✐✈✐❞✉♦s r❡❝✉♣❡r❛❞♦s ❛❞q✉✐❡r❡♥ ✐♥♠✉♥✐❞❛❞
♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ✭❡st❛❞♦ r❡❢r❛❝t❛r✐♦✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♥❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t♦s ❡♥✲
tr❡ ❛❣❡♥t❡s ❞❡s❝r✐♣t❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛ G(N,L)✱ ❝♦♠♣✉❡st❛ ❞❡
N ♥♦❞♦s ② L ❡♥❧❛❝❡s ❡♥tr❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✳ ▲♦s ❡❢❡❝t♦s ❞❡♠♦❣rá✜❝♦s s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥
❞❡s♣r❡❝✐❛❜❧❡s✳

▲❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡st❛❞♦s ♣♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ② ♣❛r❛ ✉♥ ✐♥t❡r✲
✈❛❧♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt s❡ ❞❡✜♥❡♥ ❡♥ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ❆✳✶✳ ▼❡r❡❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❛t❡♥❝✐ó♥ ❧❛ tr❛♥s✐❝✐ó♥
❞❡ ❡st❛❞♦ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❛ r❡❢r❛❝t❛r✐♦ ✭P (S → E)✮✳ ❙✐ ❧❧❛♠❛♠♦s z(i) ❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞
❞❡ ✈❡❝✐♥♦s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ♣❛r❛ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ i ❞❡ ❧❛ r❡❞ ② 〈kp〉 ❛❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❡♥❧❛❝❡s
♣❡rs♦♥❛❧❡s ♣♦r ❛❣❡♥t❡✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ❞❡❧ ❛❣❡♥t❡ i ❞❡❜✐❞❛ ❛
✉♥ ❝♦♥t❛❝t♦ ❡♥ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt ❝♦♥ ✉♥♦ ❞❡ s✉s ✈❡❝✐♥♦s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s✱ ✈✐❡♥❡
❞❛❞❛ ♣♦r δt c/〈kp〉 ✭❞♦♥❞❡ c/〈kp〉 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ t❛s❛ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦ ♣♦r ❡♥❧❛❝❡✮✳
▲✉❡❣♦✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ q✉❡ ❡❧ ❛❣❡♥t❡ i ❝♦♥tr❛✐❣❛ ❧❛ ❡♥❢❡r♠❡❞❛❞ ❡♥ δt ♣r♦❞✉❝t♦

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇❤♦✳✐♥t✴♠❡❞✐❛❝❡♥tr❡✴❢❛❝ts❤❡❡ts✴❢s✷✽✻✴❡♥✴

http://www.who.int/mediacentre/factsheets/fs286/en/


✶✶✻ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❆✳ ▼♦❞❡❧♦ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧ó❣✐❝♦

❞❡ s✉s ✈❡❝✐♥♦s ✐♥❢❡❝❝✐♦s♦s ❡s✿

P i(S → E) = 1− (1− δt c/〈kp〉)z(i) . ✭❆✳✶✮

❈✉❛❞r♦ ❆✳✶✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❙❊■❘
✉t✐❧✐③❛❞♦✳

❚r❛♥s✐❝✐ó♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
S → E 1− (1− δt c/〈kp〉)z(i)
E → I σδt
I → R γδt

❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s c = 2.8✱ ✈❛❧♦r ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ r❡✲
♣r♦❞✉❝t✐✈♦ ❜ás✐❝♦ ❞❡❧ s❛r❛♠♣✐ó♥ ✭12 ≤ R0 ≤ 18✮ ♣❛r❛ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛s
❬❆♥❞❡rs♦♥ ✶✾✾✶❪✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s q✉❡ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝♦ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❡①♣✉❡st♦ ❛ ✐♥❢❡❝t❛❞♦ ❡s TE = 8 ❞í❛s ② ❡❧ ❞❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦ ❛ r❡❢r❛❝t❛r✐♦
TI = 5 ❞í❛s ❬▲❧♦②❞ ✷✵✵✶✱ ❈♦♥❧❛♥ ✷✵✵✾❪✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ ❧❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s t❛s❛s
❞❡ tr❛♥s✐❝✐ó♥ s❡ ❞❡✜♥❡♥ ❝♦♠♦ σ = 1/TE = 0.125 ② γ = 1/TI = 0.2✳

❉❡✜♥✐♠♦s ❝♦♠♦ St✱ Et✱ It ② Rt ❧❛s ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛❣❡♥t❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s✱ ❡①✲
♣✉❡st♦s✱ ✐♥❢❡❝t❛❞♦s ② r❡❢r❛❝t❛r✐♦s ❛ t✐❡♠♣♦ t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❙❊■❘
❡st♦❝ást✐❝♦ ❝♦♥ r❡❞ ❝♦♠♣❧❡❥❛ ♣r♦♣✉❡st♦ r❡♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ♣❛✲
s♦ ❞✐s❝r❡t♦ δt✳ ▲✉❡❣♦✱ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❛❝t✉❛❧✐③❛ s✐♥❝ró♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛s ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡
❝❛❞❛ ❡st❛❞♦ ♣❛r❛ ✉♥ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧ δt = 1/2 ❞í❛✱ ❞❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠♦❞♦✿

✶✳ ❈❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ i ∈ St s❡ ✈✉❡❧✈❡ ❊①♣✉❡st♦ ❝♦♥ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❛❞❛
❡♥ ❧❛ ❡❝✳ ❆✳✶✱ s♦❧♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❛q✉❡❧❧♦s ❛❣❡♥t❡s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s j ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s
❛ s✉ ❡♥t♦r♥♦ ✭j ∈ It✮✳ ▲❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s s❡ ❛❝t✉❛❧✐③❛ ♣❛r❛ ❡❧
s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✿ St+δt✳

✷✳ ❈❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ❡①♣✉❡st♦ i ∈ Et s❡ ✈✉❡❧✈❡ ■♥❢❡❝t❛❞♦ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ σδt✳ ▲❛
♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛❣❡♥t❡s ❡①♣✉❡st♦s s❡ ❛❝t✉❛❧✐③❛ ♣❛r❛ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✿
Et+δt✳

✸✳ ❈❛❞❛ ❛❣❡♥t❡ ✐♥❢❡❝t❛❞♦ i ∈ It s❡ r❡❝✉♣❡r❛ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ γδt✳ ▲❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥
❞❡ ❛❣❡♥t❡s ✐♥❢❡❝t❛❞♦s s❡ ❛❝t✉❛❧✐③❛ ♣❛r❛ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ t❡♠♣♦r❛❧✿ It+δt✳

✹✳ ❙❡ ❛❝t✉❛❧✐③❛ ❡❧ t✐❡♠♣♦ t = t+δt✱ r❡t♦r♥❛♥❞♦ ❛❧ ♣❛s♦ ✶ ❤❛st❛ q✉❡ Et+It = 0✳



❆✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛❧ ❡st♦❝ást✐❝♦ ✶✶✼

◆♦t❛♠♦s q✉❡ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❛♥t❡r✐♦r ♥♦ ❛❝t✉❛❧✐③❛ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❢r❛❝t❛r✐♦s ❞❛❞♦
q✉❡ ❛❧ ♠❛♥t❡♥❡rs❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ N ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡st❛ ♣✉❡❞❡ ❞❡r✐✈❛rs❡ ❛ ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛s r❡st❛♥t❡s✳





❆♣é♥❞✐❝❡ ❇

❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s

❇✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s

▲❛ ❝❧❛s❡ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛♥ ✉♥❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ✐♥✲
trí♥s❡❝❛ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛ ❝♦♠♣❧❡t❛♠❡♥t❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞
❬❇♦❣✉♥❛ ✷✵✵✸❪✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠✐❡♥③❛ ❝♦♥ N ♥♦❞♦s ❞❡s❝♦♥❡❝t❛❞♦s✱ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❛s♦✲
❝✐❛❞♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝✉❧t❛ h✱ ♦❜t❡♥✐❞❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐❞❛❞ ρ(h)✳ P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ ❧♦s ❡♥❧❛❝❡s s❡ ❡st❛❜❧❡❝❡♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
❞❡ ❝♦♥❡①✐ó♥ s✐♠étr✐❝❛ r(hi, hj)✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✱ t❛♥t♦ ρ(h) ❝♦♠♦ r(hi, hj) ❞❡t❡r♠✐✲
♥❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❛♠❡♥t❡ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ✉♥❛ r❡❞ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥❛✳
❉✐❝❤❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s s♦♥ ♦❜t❡♥✐❞❛s ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝✉❧t❛ h

②✱ ❧✉❡❣♦✱ ✉♥ ♣r♦♣❛❣❛❞♦r g(k|h) ♣r♦✈❡❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡s❞❡ h ❤❛❝✐❛ ❡❧ ❣r❛❞♦
✉s✉❛❧ k✳ ❊❧ ♣r♦♣❛❣❛❞♦r g(k|h) r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧ ❞❡ q✉❡ ✉♥
♥♦❞♦ ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝✉❧t❛ h r❡s✉❧t❡ ✜♥❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k✳ ❉❡ ❡st❛ ❢♦r♠❛✱ ❧❛
❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ ♣✉❡❞❡ s❡r ❡s❝r✐t❛ ❝♦♠♦✿

P (k) =
∑

h

g(k|h)ρ(h). ✭❇✳✶✮

❉❡ ✐❣✉❛❧ ♠♦❞♦ ❡s t❛♠❜✐é♥ ♣♦s✐❜❧❡ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧♦s ✈❡❝✐♥♦s ✐♥♠❡✲
❞✐❛t♦s ❞❡ ✉♥ ♥♦❞♦ ❝♦♥ ❣r❛❞♦ k ❝♦♠♦ ❬❇♦❣✉♥❛ ✷✵✵✸❪

k̄nn(k) = 1 +
1

P (k)

∑

h

g(k|h)ρ(h)k̄nn(h), ✭❇✳✷✮

❞♦♥❞❡ k̄nn(h) s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦

k̄nn(h) =
N

k̄(h)

∑

h′

ρ(h′)k̄(h′)r(h, h′), ✭❇✳✸✮



✶✷✵ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❇✳ ❇r❡✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s

❝♦♥ k̄(h′) ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ h′✲♥♦❞♦✱ ❞❛❞♦ ♣♦r

k̄(h) = N
∑

h′

ρ(h′)r(h, h′). ✭❇✳✹✮

❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐③❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐♦ ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❣r❛❞♦
k ♣✉❡❞❡ s❡r ❡s❝r✐t♦ ❝♦♠♦

C̄(k) =
1

P (k)

∑

h

ρ(h)g(k|h)C̄(h) ✭❇✳✺✮

❞♦♥❞❡ C̄(h) s❡ ❞❡✜♥❡

C̄(h) =
∑

h′,h′′

P (h′|h)r(h′, h′′)P (h′′|h), ✭❇✳✻✮

❝♦♥ P (h′|h) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❝♦♥❡①✐ó♥ ❡♥tr❡ ✉♥ h✲♥♦❞♦ ② ✉♥ h′✲
♥♦❞♦✱ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

P (h′|h) = Nρ(h′)r(h, h′)

k̄(h)
. ✭❇✳✼✮

❊♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦●❙● ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺✱ ❧❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ a ❥✉❡❣❛ ❡❧ r♦❧ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝✉❧t❛✱ ❝♦♥ ❧❛ ♣❞❢ ❞❡ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ F (a) t♦♠❛♥❞♦ ❡❧ ❧✉❣❛r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥
ρ(h) ❡♥ ✉♥❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ❝♦♥t✐♥✉❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❧❛s r❡❞❡s ❛❣r❡❣❛❞❛s ❡♥ ❡❧ t✐❡♠♣♦
♦❜t❡♥✐❞❛s ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ●❙● r❡s✉❧t❛♥ ♥♦✲▼❛r❦♦✈✐❛♥❛s ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛s ❝♦rr❡✲
❧❛❝✐♦♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ✐♥❞✉❝✐❞❛s ♣♦r ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝✐❡rr❡ tr✐á❞✐❝♦ ❚❈ ✭❡①❝❡♣t♦ ♣❛r❛
❡❧ ❝❛s♦ ❝♦♥ q = 0✮✳ ❆s✐♠✐s♠♦✱ ❡♥ ❡❧ ❈❛♣ít✉❧♦ ✺ ❤❡♠♦s ♦❜t❡♥✐❞♦ N̄k|a ❝♦♠♦ ✉♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡❧ ♣r♦♣❛❣❛❞♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s ♣❛r❛
❝✉❛❧q✉✐❡r q ≥ 0✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ♥♦ ♥♦s ❢✉❡ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡r✐✈❛r ❧❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡
❣r❛❞♦ ❞❡ ❛❧t♦ ♦r❞❡♥ s♦❧♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥♦❝✐❞❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥❡①✐ó♥ r(a, a′)

❝♦♠♦ ♦❝✉rr❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s✳ ❊st♦ ❡s ❛sí ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡❧
♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❞❡ ❝♦♥❡①✐♦♥❛❞♦ ❚❈ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛❞♦ ♠ás ❛❧❧á ❞❡ ❧❛s
✐♠♣✉❡st❛s ♣♦r ❡❧ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ✐♥❞✉❝✐❞♦ ♣♦r ❧❛ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ s♦❝✐❛❧ ❞❡ ❧♦s ❛❣❡♥t❡s✳ ◆♦
♦❜st❛♥t❡✱ ♣✉❞✐♠♦s ❞❡s❝r✐❜✐r t♦❞❛s ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s t♦♣♦❧ó❣✐❝❛s ❞❡ ❧❛s r❡❞❡s ✉♥❛
✈❡③ ❝♦♥♦❝✐❞❛s F (a) ② r(a, a′) ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥ q = 0✳

P♦r ú❧t✐♠♦✱ ❞❛r❡♠♦s ❧♦s ❧✐♥❡❛♠✐❡♥t♦s ❣❡♥❡r❛❧❡s ♣❛r❛ ✉♥❛ ❞❡r✐✈❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ✺✳✸✸✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♥❡♠♦s q = 0 ②✱ ♣♦r
❡st❛ r❛③ó♥✱ ♣♦❞❡♠♦s ♦❜t❡♥❡r ✉♥❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
rℓ(i, j) ❞❡ q✉❡ ❞♦s ♥♦❞♦s i ② j ❝♦♥ ❛❝t✐✈✐❞❛❞❡s ai ② aj✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ r❡s✉❧t❡♥
❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❧✉❡❣♦ ❞❡ ℓ ❡♥❧❛❝❡s ❛❣r❡❣❛❞♦s✳ ❙❡❛ sℓ(i, j) = 1−rℓ(i, j) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞



❇✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝✉❧t❛s ✶✷✶

❞❡ q✉❡ ♥♦ s❡ ❡st❛❜❧❡③❝❛ ✉♥❛ ❝♦♥❡①✐ó♥ ❡♥tr❡ ❛q✉❡❧❧♦s ❞♦s ♥♦❞♦s ❝✉❛♥❞♦ ℓ ❡♥❧❛❝❡s
❢✉❡r♦♥ ❛❣r❡❣❛❞♦s✳ ❆sí✱ ♣♦❞❡♠♦s ❡s❝r✐❜✐r sℓ(i, j) ❝♦♠♦ ❬❙t❛r♥✐♥✐ ✷✵✶✸❜❪✿

sℓ(i, j) =
∑

zi,zj

Pℓ(zi)Pℓ(zj)

[

zi
∏

n=1

(

1− 1

N − n

)

][

zj
∏

m=1

(

1− 1

N −m

)

]

, ✭❇✳✽✮

❝♦♥ Pℓ(zi) ✭Pℓ(zj)✮ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ q✉❡ zi ✭zj✮ ❡♥❧❛❝❡s ❡♠❡r❥❛♥ ❞❡ i ✭j✮ ❧✉❡❣♦
❞❡ ℓ ❡♥❧❛❝❡s ❛❣r❡❣❛❞♦s✱ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

Pℓ(zi) =

(

ℓ

zi

)(

ai
N〈a〉

)zi (

1− ai
N〈a〉

)ℓ−zi

, ✭❇✳✾✮

s✐❡♥❞♦ ai/(N〈a〉) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡❧❡❣✐r ❡❧ ♥♦❞♦ i ❝♦♥ ❛❝t✐✈✐❞❛❞ ai ❞❡ ❡♥tr❡
t♦❞❛ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ zi, zj ≪ N ❡♥ ❧❛ ❡❝ ❇✳✽✱ t❡♥❡♠♦s ❡♥t♦♥❝❡s

zi,j
∏

n=1

(

1− 1

N − n

)

≃
(

1− 1

N

)zi,j

. ✭❇✳✶✵✮

▲✉❡❣♦✱ s✉❜st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ❡❝✳ ❇✳✾ ❡♥ ❇✳✽✱ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ❇✳✶✵✱
♦❜t❡♥❡♠♦s rℓ(ai, aj) ❝♦♥

rℓ(ai, aj) = 1− sℓ(ai, aj) ≃ 1−
(

1− ai
N2〈a〉

)ℓ(

1− aj
N2〈a〉

)ℓ

, ✭❇✳✶✶✮

q✉❡ ♣✉❡❞❡ s❡r ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ♣♦r

rℓ(ai, aj) ≃ 1− exp

(

− ℓ

N2〈a〉(ai + aj)

)

. ✭❇✳✶✷✮

❆ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ρ(h) → F (a)✱ r(h, h′) → rℓ(a, a
′)✱ g(k|h) → N̄k|a

② r❡❡♠♣❧❛③❛♥❞♦ ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✳ ❇✳✶✷ ❡♥ ❧❛s ❡❝s✳ ❇✳✸ ② ❇✳✹✱ ❛rr✐❜❛♠♦s ❛
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✺✳✸✸ s✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡s❝r✐♣t♦ ❡♥
❬❙t❛r♥✐♥✐ ✷✵✶✸❜❪✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛❢í❛

❬❆❧❜❡rt ✶✾✾✾❪ ❘✳ ❆❧❜❡rt✱ ❍✳ ❏❡♦♥❣ ❛♥❞ ❆✳▲✳ ❇❛r❛❜❛s✐✳ ❚❤❡ ❉✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❲♦r❧❞

❲✐❞❡ ❲❡❜✳ ◆❛t✉r❡✱ ✈♦❧✳ ✹✵✶✱ ♣❛❣❡s ✶✸✵✕✶✸✶✱ ✶✾✾✾✳ ✭✈❡r ♣á❣ ✷✷✳✮

❬❆❧❜❡rt ✷✵✵✷❪ ❘✳ ❆❧❜❡rt ❛♥❞ ❆✳✲▲✳ ❇❛r❛❜ás✐✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①

♥❡t✇♦r❦s✳ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳✱ ✈♦❧✳ ✼✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✹✼✕✾✼✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✷✳
✭✈❡r ♣á❣ ✷✶✳✮

❬❆♥❞❡rs♦♥ ✶✾✾✶❪ ❘✳ ▼✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼❛②✳ ■♥❢❡❝t✐♦✉s ❉✐s❡❛s❡s ♦❢ ❍✉♠❛♥s✿
❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✶✳ ✭✈❡r ♣á❣ ✶✷✱
✶✵✵ ② ✶✶✻✳✮

❬❆♥❞r❡ ✷✵✵✽❪ ❋ ❊ ❆♥❞r❡✱ ❘ ❇♦♦②✱ ❍ ▲ ❇♦❝❦✱ ❏ ❈❧❡♠❡♥s✱ ❙ ❑ ❉❛tt❛✱ ❚ ❏ ❏♦❤♥✱
❇ ❲ ▲❡❡✱ ❙ ▲♦❧❡❦❤❛✱ ❍ P❡❧t♦❧❛✱ ❚ ❆ ❘✉✛✱ ▼ ❙❛♥t♦s❤❛♠ ❛♥❞ ❍ ❏ ❙❝❤♠✐tt✳
❱❛❝❝✐♥❛t✐♦♥ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s ❞✐s❡❛s❡✱ ❞✐s❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡❛t❤ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ✇♦r❧❞✲

✇✐❞❡✳ ❇✉❧❧✳ ❲♦r❧❞ ❍❡❛❧t❤ ❖r❣❛♥✳✱ ✈♦❧✳ ✽✻✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✹✵✕✻✱ ❋❡❜r✉❛r②
✷✵✵✽✳ ✭✈❡r ♣á❣ ✷✳✮

❬❆①❡❧r♦❞ ✶✾✾✼❪ ❘✳ ❆①❡❧r♦❞✳ ❚❤❡ ❉✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉❧t✉r❡✿ ❆ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤ ▲♦❝❛❧

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ●❧♦❜❛❧ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❏✳ ❈♦♥✢✐❝t ❘❡s♦❧✉t✳✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♥♦✳ ✷✱
♣❛❣❡s ✷✵✸✕✷✷✻✱ ✶✾✾✼✳ ✭✈❡r ♣á❣ ✼✱ ✸✸✱ ✸✻ ② ✺✵✳✮

❬❇❛✐❧❡② ✶✾✺✹❪ ◆♦r♠❛♥ ❚❏ ❇❛✐❧❡②✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s

♦❢ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡❝t✐♦✉s ❞✐s❡❛s❡✳ ✶✾✺✹✳ ✭✈❡r ♣á❣ ✶✷✳✮

❬❇❛✐❧❡② ✶✾✺✻❪ ◆♦r♠❛♥ ❚❏ ❇❛✐❧❡②✳ ❖♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❛♥❞ ✐♥❢❡❝t✐♦✉s ♣❡r✐♦❞s

♦❢ ♠❡❛s❧❡s✿ ■✳ ❋❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ t✇♦ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ♦♥❧②✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ♣❛❣❡s ✶✺✕
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