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Resumen

En este trabajo se estudian, desde un punto de vista teodrico, distintas técnicas
6pticas que permiten observar in vivo procesos que ocurren en células y embriones.
Todas ellas involucran la obtencién de registros o imagenes de fluorescencia. Uno de los
objetivos del trabajo es determinar como analizar los datos experimentales para extraer
informacion cuantitativa sobre parametros biofisicos relevantes para los fenémenos
observados. En particular, se analiza como hacerlo cuando las moléculas observadas
difunden e interacttian (reaccionan) con otras especies. En los distintos casos analizados
las fluctuaciones de los registros o imagenes cumplen un rol fundamental ya que se
usan para extraer informaciéon. En base al conocimiento construido a partir del estudio
de las fluctuaciones en experimentos de fluorescencia, en el presente trabajo se avanza
también sobre otro aspecto relevante para los procesos de senalizacion biolégica como
es el tiempo que le lleva a un mecanismo celular endégeno “sensar” la concentracion de

un ligando con un dado nivel de error.

En la primera parte de la Tesis se hace foco en el estudio de la técnica conocida como
Espectroscopia por Correlacion de Fluorescencia (FCS, por su nombre en inglés). En los
experimentos de FCS se obtienen registros de fluorescencia en un pequeno volumen a
partir de los cuales se calcula la funcion de autocorrelacion (ACF) de las fluctuaciones
de la fluorescencia. Ajustando la ACF es posible extraer los tiempos de correlaciéon que
la caracterizan y los pesos con que entran dichos tiempos. Usando un modelo dindmico
de los procesos que subyacen a las observaciones es posible pasar de los parametros

de ajuste a parametros biofisicos. En particular, a partir de los tiempos de correlacion
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pueden estimarse las tasas de transporte de las moléculas marcadas y, a partir de los
pesos, puede obtenerse informacién sobre la concentracion de las moléculas observadas.
En el Capitulo 2 se estudia de qué modo, para un sistema de moléculas marcadas
que reaccionan y difunden, los tiempos de correlacion dependen de los parametros del
sistema y de los del experimento. Se muestra, en particular, como variando el volumen de
observacion los tiempos caracteristicos pasan de estar determinados exclusivamente por
los coeficientes de difusion libre de las especies involucradas a depender de coeficientes
efectivos que son funcion de las tasas de reaccion. En el Capitulo 3 se estudia la variacion
de la ACF dependiendo de si las moléculas marcadas interactiian con sitios méviles o
inmoviles. Se observa que en el caso de sitios inmoviles hay un tiempo de correlacion cuyo
peso se anula lo que tiene implicancias directas sobre la estimacién de concentraciones
a partir de los experimentos. En este Capitulo se estudia también con qué precision es

posible estimar concentraciones dependiendo de la longitud de los registros analizados.

En el Capitulo 4 se estudia la precision de los mecanismos de “lectura” endégenos
que involucran la ligadura de moléculas “efectoras” a sitios en la célula y la posterior
generacion de una respuesta que depende de la concentracion “leida”’. Se presentan, en
particular, expresiones que permiten estimar el error en la concentraciéon sensada como
funcion del tiempo de observacion y los tiempos caracteristicos del sistema. Uno de
los mayores aportes de esta parte del trabajo radica en que, a diferencia de estudios
anteriores, las expresiones describen el decaimiento del error para todo el rango de
tiempos de observacion, no sélo en el limite asintético. Por otro lado, incorpora una
correcion que tiene en cuenta la no linealidad del sistema que es relevante para tiempos
tempranos cuando se estudia el comportamiento de sitios de ligadura tnicos. En el
trabajo se muestra como esta correccion “no lineal” permite interpretar la reducciéon
en las fluctuaciones observada en experimentos realizados en embriones de la mosca
Drosophila melanogaster cuando se comparan las asociadas a la produccion instantanea
de mRNA con las de la proteina correspondiente acumulada a lo largo del tiempo. A
partir de la descripcion de las fluctuaciones tempranas se presenta también en este
Capitulo una estimacion de la distribucién de tiempos de espera entre eventos de ligadura

consecutivos. La distribuciéon obtenida permite interpretar observaciones experimentales
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de la actividad de enzimas a nivel de molécula tinica sin recurrir a modelos que suponen

que la molécula fluctia entre un sinntimero de estados conformacionales distintos.

La observacion de fenémenos in vivo mediante microscopia de fluorescencia es en
gran parte factible debido a que pueden manipularse los organismos en estudio para
que expresen algunas proteinas de interés con una cola fluorescente. Esto permite,
por ejemplo, estudiar las propiedades espacio-temporales de gradientes de proteinas
involucrados en morfogénesis. Un caso analizado con gran detalle es el del desarrollo
embrionaria temprano de la mosca de la fruta, Drosophila melanogaster, en particular,
el del gradiente de la proteina Bicoid (Bed) a lo largo del eje antero-posterior. En
muchos trabajos se interpretan las observaciones experimentales en el marco de un
modelo (SDD) en el que el Bed es sintetizado en un extremo del embrion desde donde
difunde a lo largo de éste a la vez que se degrada. El modelo SDD no logra explicar
cuantitativamente las caracteristicas observadas del gradiente. En el Capitulo 5 se
analiza de qué modo varia la informaciéon que puede extraerse de las imégenes al tener
en cuenta que Bed no sélo difunde sino que también se liga a sitios internos y que la
fluorescencia observada no distingue entre Bed libre y Bed ligado. Se introduce para tal
fin una extensiéon del modelo SDD al que llamamos SDID ya que incluye la interaccion
con sitios de ligadura con el que se estudia tanto la dindmica espacio-temporal de la
concentracion de Bed como su habilidad para actuar como factor de transcripcion. El
modelo logra reproducir las observaciones experimentales con parametros biofisicos
razonables y abre la puerta a una reinterpretacion de la relacion existente entre Bed y

la proteina Hunchback para cuya producciéon el Bed es factor de transcripcion.

Finalmente, en el Capitulo 6 se analiza la validez y limitaciones de un modelo que
describe las fluctuaciones de fluorescencia en imagenes donde se observa la distribucion
de Ca?T intracelular utilizando fluoréforos que cambian su intensidad al ligar a este
ion (single-wavelength Ca?* dyes). El modelo es la base de un método que permite
comparar cuantitativamente entre si experimentos de senales de Ca?* realizados en
distintas condiciones experimentales y que ayuda, por otro lado, a identificar parametros
experimentales 6ptimos para cada “set-up”. El anélisis detallado presentado en este

Capitulo muestra que el modelo reproduce correctamente las fluctuaciones observadas
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aunque no siempre para un conjunto univoco de parametros.
Palabras claves: Modelado de técnicas dpticas, andlisis fluctuaciones, sistemas de

reaccion-difusion, fluorescencia, correlacion



Analysis and modeling of fluorescence

experiments. Application to calcium signals

Abstract

In this Thesis we study, from a theoretical point of view, different optical techniques
that allow the observation in vivo of processes that occur in cells and embryos. In
all the techniques that we explore, fluorescence records or images are obtained. One
of the aims of the work is to determine how to analyze the experimental data so as
to extract quantitative information about biophysical parameters that are relevant
for the observed processes. In particular, we analyze how to do it when the observed
molecules diffuse and interact (react) with other species. In the various cases that we
analyze, fluctuations play a key role since they are used to extract information. Based
on the knowledge obtained through the study of fluctuations in fluorescence microscopy
experiments in this Thesis we also advance on another aspect that is relevant within
the realm of biological signaling such as the time it takes for a cellular endogenous

mechanism to “sense” the concentration of a ligand with a certain accuracy level.

In the first part of the Thesis we focus on the study of the technique known
as Fluorescence Correlation Spectroscopy (FCS). In FCS experiments one obtains
records of the fluorescence coming from a small volume from which one computes the
autocorrelation function (AFC) of the fluorescence fluctuations. Fitting the ACF it is

possible to determine the correlation times and the weights with which they enter the



ACF. Using a dynamical model of the processes that underlie the observations it is
possible to go from the fitting to biophysical parameters. In particular, the transport
rate of the marked molecules can be determined from the correlation times and their
concentrations from the weights. In Chapter 2 we study how the correlation times
depend on the parameters of the system and of the experiment in a case in which the
marked molecules diffuse and react. In particular, we show that the correlation times
change from being determined exclusively by the free diffusion coefficients of the species
involved to depend on the reaction rates. In Chapter 3 we study how the ACF varies
depending on whether the marked molecules interact with mobile or immobile sites.
We find that, when the sites are immobile, there is one correlation time whose weight
becomes exactly equal to zero. This finite change has implications on how to estimate
concentrations from the ACF. In this Chapter we also study what is the accuracy with
which concentrations can derived from the experiments depending on the length of the

analyzed records.

In Chapter 4 we study the precision of the endogenous “reading” mechanisms that
involve the binding of effectors to sites on the cell that subsequently induce an end
response that depends on the “read” concentration. We present, more specifically,
expressions that allow us to estimate the error in the sensed concentration as a function
of the observation and characteristic times of the system. One the main contributions of
this part of the work is that, differently from previous studies, our expressions describe
the decay of the error for all observation times, not just the asymptotic behavior. On
the other hand, we incorporate a correction that takes into account the nonlinearity of
the system which is relevant for the early behavior of single binding sites. We show in
the Thesis how this “nonlinear” correction allows us to interpret the reduction in the
fluctuation size observed in experiments performed in the fly Drosophila melanogaster
when comparing those associated to the instantaneous production of mRNA with
those of the accumulated corresponding protein. Having an expression that describes
the behavior of the early fluctuations allows us to obtain an approximation of the
waiting time distribution between consecutive bindings of a single binding site. This

approximated distribution allows us to interpret experimental observations on the
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activity of enzymes at the single molecule level without the need of assuming that the
molecule fluctuates among innumerous different conformers.

The observation of processes in vivo by means of fluorescence microscopy is doable
to a great extent because it is possible to manipulate organisms and cells so that the
proteins of interest are expressed with a fluorescent tag. This allows the direct study of
the spatio-temporal properties of gradients of proteins involved in morphogenesis. A
case that has been analyzed with great detail is that of the early embryonic development
of the fruit fly, Drosophila melanogaster, particularly, of the gradient of the Bicoid (Bed)
protein along the antero-posterior axis. In several studies the experimental observations
of this gradient is interpreted within the SDD model in which Bed is synthesized at one
end of the embryo from which it diffuses while it is degraded. The SDD model cannot
explain quantitatively all the observed characteristics of the gradient. In Chapter 5 we
analyze in which ways the information that can be extracted from the images changes
if we take into account that Bed not only diffuses but binds to sites on its way as well.
To this end we introduce an extension of the SDD model which we call SDID because
it includes the interaction with binding sites with which we study the spatio-temporal
dynamics of the concentration of Bed as well as its ability to act as transcription factor.
The model reproduces the observations with realistic parameter values and opens up the
possibility of re-interpreting the relationship between Bed and the protein, Hunchback,
for which production Bed is a transcription factor.

Finally, in Chapter 6 we analyze the validity and limitations of a model that describes
the fluorescence fluctuations of Ca* images obtained using dyes that change their
intensity of emission upon Ca®" binding (single-wavelength Ca?* dyes). The model is the
basis of a method that allows the quantitative comparison of Ca?* imaging experiments
performed under different conditions and which helps with the choice of experimental
parameters for each set-up. The detailed analysis presented en this Chapter shows that
the model reproduces correctly the observed fluctuations albeit not always for a unique
set of parameter values.

keywords: Modeling of Optical Techniques, Fluctuation Analysis, Reaction-diffusion

Systems, fluorescence, correlation
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Introduccion

La célula es el menor elemento que puede considerarse vivo y, pese a ello, presenta
una gran complejidad [Alberts et al., 2014]. Para entender su funcionamiento es necesario
observar su interior lo cual no es una tarea sencilla. La mayoria de los tipos celulares
son microscopicos, incoloros y translicidos. Ademas su interior esté constituido por una
gran diversidad de elementos y estructuras que se encuentran en constante interaccion
entre si y con el medio extra celular. Las técnicas 6pticas proveen una herramienta poco
invasiva que permite observar la composiciéon y el funcionamiento del interior celular.
Sin embargo este tipo de abordaje al mundo intracelular es indirecto. Para obtener
informacion confiable a partir de estas observaciones, los datos deben ser interpretados
correctamente. Es necesario entonces estudiar las técnicas 6pticas y de esta manera
contar con un marco tedrico que permita hacer interpretaciones confiables de los datos

obtenidos.



2 Introducciéon

En esta tesis se estudian técnicas Opticas empleadas para observar el interior celular
in vivo a través de indicadores y/o proteinas fluorescentes, y se desarrollan modelos que

permiten analizar la correcta interpretacion de datos experimentales.

1.1 Sistemas biofisicos de referencia

Para estudiar y analizar los modelos que se presentan en esta tesis, se tuvieron en
cuenta dos sistemas biofisicos de distintas caracteristicas. El primero, es el asociado
a la distribucion espacio-temporal de la proteina Bicoid, un morfégeno involucrado
en el desarrollo embrionario de la mosca Drosophila melanogaster, en particular en la
formacion temprana de su eje antero-posterior. El segundo sistema es el de las senales
de Ca?", en particular, aquéllas que se observan en el interior de ovocitos de Xenopus
laevis. El calcio es conocido por ser un senalizador universal debido a que se encuentra
involucrado en una gran diversidad de procesos celulares. La versatilidad de estas seales,

por lo tanto, es un objeto de estudio de gran interés.

1.1.1 Formacién del eje antero-posterior a partir del gradiente

de bicoid

Durante las primeras etapas del desarrollo embrionario la diferenciacion celular
ocurre por la regulaciéon transcripcional de la expresion génica mediada por morfégenos.
Estos compuestos forman gradientes que determinan el destino celular: las células
obtienen informaciéon de su localizacion espacial leyendo la concentracién de estos
morfogenos [Wolpert, 1969, Crick, 1970]. Un caso ampliamente estudiado, es el del factor
de transcripcion Bicoid (Bed) en embriones de D. melanogaster. Bicoid es responsable,
junto con otros factores de transcripcion, de la formacion del eje antero-posterior (AP)
del organismo. Bed actia como factor de transcripcion de unos 20 genes involucrados
en la morfologia y desarrollo del embrion. En particular, Bed regula la transcripcion de
otro factor llamado Hunchback (Hb), que también cumple un rol fundamental en los
primeros momentos de la embriogénesis. Luego de la fecundacion, la cigota experimenta

una serie de ciclos de divisiones nucleares (c.n.) formando un sincitio. Hasta el c.n. 7 los
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nucleos se encuentran en el centro del embrion, y a partir de entonces, se mueven hacia
la superficie. Para el ciclo 14 hay unos 6000 nucleos en la superficie. En ese momento

tiene lugar el proceso de citocinesis |Gregor et al., 2007a].

El ARN mensajero del bicoid (bed) es depositado maternalmente en el extremo
anterior del embrion [St Johnston et al., 1989], donde comienza a ser traducido a
proteina (Bed). Luego de un cierto tiempo se establece gradiente de concentracion de
Bed a lo largo del eje antero-posterior del embrion cuando este iltimo tiene un tamano
de unos ~ 500um. Recientemente, imagenes in vivo de embriones de D. melanogaster
que expresan Bed fluorescente permitieron observar la dinamica espacio-temporal del
gradiente. De estas observaciones se determind que el gradiente se establece dentro
del c.n. 10, ~ 100 minutos luego de la deposiciéon del huevo. Entre los ciclos 10 y 14,
el gradiente permanece estable, priacticamente sin cambios. Luego, la concentracion
comienza a decrecer [Gregor et al., 2007a]. En el mismo trabajo se observo también que
el perfil del gradiente de Bed es altamente reproducible en distintos embriones y que

“escalea’” con el tamano del embrion, el cual puede variar entre 2 — 3 %.

Modelos para la formacion del gradiente de Bed y controversias en la esti-

macion de su coeficiente de difusion

Mientras las causas que generan la diferenciacion celular se conocen en detalle,
los mecanismos que explican la formacion del gradiente atin no estan totalmente
determinados. Un modelo propuesto para la formacion del gradiente de Bed se basa
en que éste es sintetizado en el polo anterior del embriéon para luego difundir mientras
es degradado |Crick, 1970, Lacalli, 1991]. Debido a su sencillez, este modelo, conocido
con el nombre de sintesis-difusion-degradacion (SDD), fue rapidamente aceptado como
descripcion para la formacion de gradientes de concentracion de morfégenos. Lo atractivo
del modelo SDD es que reduce los mecanismos que controlan la formacion del gradiente
y por ende, la diferenciacion celular, a la mediciéon de un niimero reducido de parametros
biofisicos como el tiempo de vida media del morfégeno y su coeficiente de difusion.

De acuerdo a este modelo, una vez que el gradiente llega a su estado estacionario, la
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concetracion del morfogeno (e.g., Bed) se distribuye segin la siguiente expresion,
[Bed] (2) = [Bed], exp(—z/ z,), (1.1)

donde la notacion de corchetes indica concentracion, [Bed,) es la concentracion de
Bed en el polo anterior, z es la distancia al polo anterior sobre el eje antero-posterior
V 2o = \/D_/oc es la longitud caracteristica del gradiente, siendo D el coeficiente de
difusion del Bed y « su tasa de degradacion [Houchmandzadeh et al., 2002].

Si bien el modelo SDD se destaca por su sencillez, hay incertidumbre sobre si real-
mente es suficiente para explicar la formacion del gradiente. Una primera estimacion del
valor del coeficiente de difusion de Bed durante la mitosis fue realizada en [Gregor et al.,
2007a] usando la técnica de Recuperacion de Fluorescencia tras Fotoblanqueo (FRAP
por sus siglas en inglés) que se encuentra detallada en la seccion de técnicas opticas 1.2
obteniéndose el valor Dprap ~ 0,3um? /s. Por otro lado, la longitud caracteristica
del gradiente observado en este trabajo es z, ~ 100um. Por lo tanto, teniendo en
cuenta que el tiempo que le lleva al gradiente alcanzar el valor estacionario (~ 100min)
deberfa ser mucho mayor que 1/« y que 22 ~ 10*um? = D/« se deduce que deberia ser
D > 2um?/s, es decir, un orden de magnitud mayor que el obtenido por FRAP.

En [Bergmann et al., 2007] se propone entonces un modelo en el cual el gradiente no
llega al estado estacionario durante los primeros 14 ciclos por lo que la ecuacion (1.1)
no es valida para estimar el coeficiente de difusion del Bed, D. Se han propuesto otras
alternativas al modelo SDD, entre ellas las que incluyen transporte activo |Gregor et al.,
2007b] y advectivo |[Hecht et al., 2009] de la proteina Bicoid. Otro modelo propone
que la conformacion del gradiente se debe a un gradiente de ARNm a lo largo del eje
AP [Spirov et al., 2009], aunque luego la distribucion de ARNm fue medida en [Little
et al., 2011], determinando que se encuentra mayormente localizado en una region de
20pum alrededor del polo anterior. En cuanto a la difusion, el coeficiente de Bed fue
medido nuevamente en un trabajo mas reciente [Abu-Arish et al.; 2010] usando otra
técnica, llamada Espectroscopia de correlacion de fluorescencia (FCS por sus siglas en
inglés, y que también se encuentra detallada en la seccion 1.2. El valor estimado para el
coeficiente de difusién mediante esta técnica fue Dpog ~ 7um?/s. Ademés en el mismo

trabajo, el mismo coeficiente, D, fue estimado usando la técnica FRAP encontrando
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que Dprap ~ 1um?/s. Si bien el resultado de FCS es compatible con las estimaciones
del modelo SDD, surge la pregunta de por qué existe esa discrepancia entre los valores
en ambas técnicas y cuél es el correcto. En [Sigaut et al., 2014], basandose en resultados
previos de transporte en sistemas de reaccion-difusion [Pando et al., 2006, Sigaut et al.,
2010], se mostr6 que ambas estimaciones del coeficiente de difusion por FRAP y FCS
pueden ser correctas si se considera que la proteina Bed interactta con sitios de ligadura
(“trampas”) inmoviles o que difunden lentamente. En la seccion 1.3.1 se muestran los
detalles del trabajo de [Pando et al., 2006] y la interpretacion de los coeficientes de

difusion.

Precision en la conformaciéon del gradiente de Bed y Hb

Dos aspectos que se destacan del sistema Bicoid son la precision y reproducibilidad
del establecimiento de su gradiente y de la respuesta de sus genes blanco. En [Gregor
et al., 2007b] se estudiaron en detalle estas propiedades del sistema. Se observo que, una
vez establecido el gradiente, la concentraciéon de Bed en una posicion a lo largo del eje
AP correspondiente a una dada fraccion de la longitud del embrion varia ~ 10 % entre
distintos embriones independientemente de cudl sea dicha fracciéon. La misma variacion
fue encontrada entre ntucleos ubicados en dos posiciones contiguas a lo largo del eje AP.
La primera de estas observaciones ilustra la reproducibilidad del gradiente de Bed en
los embriones de D. melanogaster. La segunda se relaciona con la precision con la que
los genes cuya transcripcion es regulada por Bed pueden “leer” la concentracion de este
factor.

Uno de los genes blanco principales de Bed es hunchback (hb). De igual manera que
bed, hb es un gen maternal. En la primera etapa del desarrollo del embrion el ARNm de
hb es aportado por ARN transcripto en la cigota, cuya producciéon es regulada por el
Bed. La distribucion de la proteina resultante, Hb, presenta bordes bien pronunciados,
como si se tratase de un patron de estado “on/off”, ver figura 1.1. Esto indica la
existencia de una relacién no lineal entre [Hb| y [Bed|. En [Struhl et al., 1989, Driever
and Nusslein-Volhard, 1989] fueron localizados 7 sitios promotores de la transcripcion

de hb capaces de ligar Bed. Se supone entonces que hay un proceso cooperativo de
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Figura 1.1: Representacion esquematica de las distribuciones de Bed y Hb a lo largo del eje antero-
posterior (AP). La figura muestra como la proteina Hb pasa de un estado de alta concentracion a baja

concentracion, en una region del eje AP, donde la proteina Bed cambia su concentracion ~ 10 %.

ligado de Bed que promueve dicha transcripcion lo que permite explicar los bordes tan
pronunciados de [Hb] y relacionar las concentraciones de Hb y Bed por:

[Bed]™
[Bed|™ + [Bed)?} ),

1/2

[Hb]/[Hb]max = (1'2)

donde n es el coeficiente de Hill y [Bed]y /2 es la concentracion de Bed a la cual [Hb]
alcanza la mitad de su concentracion maxima. En [Gregor et al., 2007b| también se
estudioé cuén sensible era el Hb a las variaciones de la concentracion de Bed midiendo
la relacion entre Bed y Hb. De sus observaciones determinaron un coeficiente de Hill
n = 5. Por otro lado, teniendo en cuenta que la ubicacién de la zona de transicion
entre el estado “on” y “off” de Hb es reproducible entre distintos embriones y que la
concentracion, [Bed|, en dos niicleos en posiciones contiguas a lo largo del eje AP solo
difiere en ~ 10 %, en |Gregor et al., 2007b] concluyeron que Hb es capaz de “sensar” la

concentracion de Bed con una precision del orden de ~ 10 %.

1.1.2 Senales de Calcio

El i6n calcio, Ca?*, es conocido como un sefializador universal debido a que se
encuentra involucrado en una gran diversidad de procesos en distintos tipos celulares.

Entre estos procesos se encuentran la fecundacion, la reproduccion y la muerte celular,
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la contraccion muscular y las sinapsis neuronales [Berridge et al., 1998]. Puede actuar
localmente, a lo largo de una zona extendida en el interior de la célula o incluso abarcando
varias células distintas, dando lugar a senales intra e intercelulares. La informacion
transmitida por el calcio esta codificada en la distribucién espacio-temporal de su
concentracion dentro de la célula. Por lo tanto, para poder actuar en forma tan diversa,
las células cuentan con mecanismos que regulan la concentracién de Ca?* en su interior.
El Ca?* intracelular se encuentra principalmente almacenado en reservorios como las
mitrocondrias, el reticulo sarco o endoplasmaético (ER). Dentro de estos reservorios
la concentracion de calcio, [Cacl, es alta (~ 1mM), mientras que en el citoplasma es
~ 0,1uM. Por otro lado, la concentracion de Ca?* en el medio extracelular es también

del orden de 1mM.

El ingreso de Ca?" al citosol puede ocurrir desde el medio extracelular, a través de
canales en la membrana plasmatica, o desde el interior a través de canales ubicados en
la membrana de sus reservorios internos. Existen varios tipos de canales en la membrana
plasmética: en algunos la apertura es controlada por la diferencia de potencial eléctrico
(importantes en la generacion de oscilaciones rapidas en células cardiacas y en los
mecanismos de comunicacion neuronal en la célula pre-sinaptica), en otros por la union
de un ligando externo (como los receptores de NMDA presentes en sinapsis de algunas
neuronas), y en otros es incluso controlada por estimulos mecénicos. La liberacion
desde reservorios internos, se produce principalmente a través de dos tipos de canales
ubicados en la membrana de los reticulos sarco y/o endoplasmaético: los receptores
de rianodina y los receptores de inositol (1,4,5)-trifosfato (IP3R). Los receptores de
rianodina juegan un papel importante en la contraccion del mucsulo cardiaco. Los
receptores de IP3 se encuentran predominantemente en células no musculares [Choe

and Ehrlich, 2006, Lechleiter and Clapham, 1992, Foskett et al., 2007, Busa et al., 1985].

Ante un aumento de la concentracion de Ca®* citosolico existen proteinas especiali-
zadas que bombean calcio hacia el exterior de la célula o lo reingresan en los reservorios
internos. Ambos métodos requieren un gasto de energia ya que implican el transporte
de una sustancia en contra de su grandiente de concentracion. Ejemplos del primer tipo

son el intercambiador de Nat — Ca?*, que usa la energia electroquimica almacenada
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en el gradiente de sodio a expensas de la entrada de iones Na™ o la Ca?"c—ATPasa
de la membrana plasmatica (PMCA), que consume energia entregada por la hidrolisis
de moléculas de ATP. Uno de los mecanismo principales esta constituido por la Ca?*t-
ATPasa del reticulo endoplasmético, o bomba SERCA, por sus siglas en inglés, que
recaptura iones de Ca®" presentes en el citosol hacia el reticulo endoplasmatico [Keener
and Sneyd, 1998, Berridge et al., 1998]. Sin embargo, la forma méas rapida de reducir la
concentracion citosolica de Ca®* es proporcionada por sustancias llamadas “buffers”,
tipicamente proteinas que ligan Ca?" y estdn presentes en la mayoria de los tipos
celulares. Se estima que el 99 % del calcio citoplasmatico total se encuentra ligado a
buffers. Hay una gran diversidad de buffers que atrapan Ca?* con diferentes afinidades y
cinéticas. Estas sustancias regulan tanto la concentraciéon como la tasa a la que difunde.

Proteinas de este tipo también estédn presentes dentro de los reservorios internos.

Senales de Calcio en ovocitos de Xenopus laevis

Los ovocitos de Xenopus laevis son ideales para el estudio de las senales de calcio
ya que son células faciles de manipular debido a su gran tamano (~ 1lmm) y a que
presentan una gran variedad de senales. En estas células el calcio es liberado desde
el reticulo endoplasmatico a través de canales que son receptores de IP3, IP3R [Choe
and Ehrlich, 2006, Lechleiter and Clapham, 1992, Foskett et al., 2007, Busa et al., 1985].
Los IP3Rs estan distribuidos sobre la membrana del reticulo en forma inhomogénea,
agrupados en lo que se conoce como “clusters” de aproximadamente 50 — 200nm de
lado [Swillens et al., 1999] separados entre si por unos ~ 2 — 3um. Los mismos se
encuentran concentrados en una region delgada de unos ~ 6um de ancho, cercana a la
membrana plasmatica [Callamaras et al., 1998].

Tanto el Ca?* como el IP5 juegan un rol importante en la dindmica de los IP3R.
Para abrirse, estos canales necesitan estar unidos a Ca?t e IP3. Se encontrd que a altas
concentraciones el calcio inhibe a estos canales mientras que, a bajas concentraciones,
aumenta su probabilidad de apertura [I. Bezprozvanny and Erlich, 1991, J. Watras and
Erlich, 1991]. Esto dltimo da lugar al fenémeno conocido como “liberacion de calcio

inducida por calcio” (CICR por sus siglas en inglés). El hecho de que la apertura de los
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canales receptores de IP3 esté modulada por la concentraciéon de Ca?* hace del citosol
un medio excitable en lo que se refiere a la propagacion de las senales de calcio. La
apertura de un canal y la subseguiente liberacion de Ca?* pueden inducir la apertura
de canales vecinos. Dependiendo de la concentracion citosélica de IP3, esto da lugar
a una serie de eventos elementales, como se muestra en la figura 1.2 [Berridge et al.,
1998, Parker and Yao, 1996, Sun et al., 1998|. Si la apertura espontanea de un canal
individual no induce la apertura de otros canales, este evento se conoce con el nombre
de “blip”. Estos eventos son frecuentes cuando la concentracion de IP3 es baja. En
cambio, si la concentracion de IP3 es un poco mas elevada, el nimero de canales en
condiciones de abrirse es mayor y la liberaciéon de Ca?* por la apertura espontanea
de un primer canal puede inducir la apertura de algunos canales vecinos dentro de un
mismo cluster dando lugar a un “puff”. Si la concentracion de IP3 es suficientemente
alta puede ocurrir que casi la totalidad de los canales dentro del cluster estén activos.
En esta situacion, la liberacion de Ca?* por la apertura espontanea de un canal puede
provocar una liberacién masiva de Ca?" que llegue por medio de difusion a clusters

vecinos induciendo la apertura de sus canales dando lugar a una “onda”.

1.2 Microscopia de fluorescencia

La microscopia se ha convertido en una herramienta fundamental para avanzar en
la comprension de los sistemas bioldgicos. El desarrollo de nuevas técnicas Opticas, de
manipulacion genética y de marcado de componentes celulares ha permitido revelar el
interior de la célula, su composicion y funcionamiento. La microscopia de fluorescencia
estd en la base de estos avances. La misma explota la propiedad de las sustancias
fluorescentes de absorber luz a una determinada longitud de onda y emitirla en otra
de mayor valor [Lakowicz, 2006] por lo cual, mediante un sistema de filtros es posible
separar la luz de excitacion de la emitida obteniendo imagenes de gran contraste. Por
otro lado, a diferencia de las técnicas de microscopia por transmision y reflexion de la
luz, la microscopia de fluorescencia permite observar sélo la estructura de lo que fue

especificamente marcado con sondas fluorescentes. Esta propiedad, convierte a la mi-
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blip Baja[IP,]

Figura 1.2: Esquema que muestra la actividad de canales y clusters de canales modulados por
IP; en presencia de concentraciones crecientes de dicha sustancia. (A) Para bajas concentraciones,
pocos receptores ligan IP3, entonces la retroalimentacion debida al calcio liberado por un solo canal
esta restringida a ese canal, produciendo una sefial de calcio pequefia y localizada (blip). (B) Para
concentraciones intermedias de IPg, el calcio liberado a través de la apertura espontanea de un canal
causa la apertura de muchos otros canales dentro del mismo cluster y origina un puff, pero no logra
activar clusters adyacentes. (C) Altas concentraciones de IP3 provocan ondas de propagacion de calcio

mediante el mecanismo de liberacion de calcio inducida por calcio (CICR).

croscopia de fluorescencia en idénea para observar el interior y la estructura de muestras
bioldgicas. Existen varios métodos por los cuales es posible marcar fluorescentemente
componentes especificos de una muestra. Entre ellos se encuentran el marcado mediante
moléculas llamadas fluoréforos, la inmunofluorescencia y la expresion de proteinas

fluorescentes.

Los fluoréforos son moléculas fluorescentes que se unen quimicamente a diferentes
moléculas blanco de interés. Existe una gran variedad de fluoréforos, entre los que se
encuentran las familias derivadas de la fluoresceina y la rodamina. Estos fluoréforos se
desarrollan para tener afinidad por aquellas moléculas que se quiere observar. Algunos
son introducidos en la célula mediante microinyecciones y otros permean la membrana
por lo que es posible usarlos en células vivas para observar procesos dindamicos. Otra
manera de marcar moléculas blanco es mediante la técnica de inmunofluorescencia, la
que hace uso de la alta especificidad del ligado de los anticuerpos a sus respectivos
antigenos. En la inmunofluorescencia primaria se usa un tnico anticuerpo que esté

ligado a un fluoréforo. El anticuerpo se liga a su antigeno por lo que la fluorescencia da
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informacion sobre la distribuciéon de este ultimo. En la inmunofluorescencia secundaria
se usan dos anticuerpos, uno no marcado (primario) que se pega al antigeno y otro
marcado (secundario) que se pega al primario. Como habitualmente pueden pegarse
varios anticuerpos secundarios al primario la inmunofluorescencia secundaria provee
senales con mayor intensidad. La mayor limitacién de la inmunofluorescencia es que solo
puede usada en células fijadas (es decir, muertas) por lo que solo proveen informacion
sobre distribuciones estaticas, no sobre procesos dinamicos. La técnica méas utilizada
en los ultimos anos para observar la distribucion espacio-temporal de proteinas en el
interior celular consiste en introducir una modificaciéon genética para que la proteina de
interés sea expresada por la célula con una cola fluorescente. De este modo se obtienen
muestras que “vienen” con la proteina marcada. Para que la técnica sea til es necesario
comprobar que la proteina sigue siendo funcional y que su distribucién no se ve alterada
por la presencia de la cola fluorescente. Por otro lado, le lleva un tiempo a la cola
madurar y ser efectivamente fluorescente, por lo que la marcacion abarca generalmente
un subconjunto de la poblaciéon de proteinas. Finalmente, la técnica de hibridacion
fluorescente in situ permite el marcado de sitios especificos en el ADN como asi también

marcar moléculas de ARN.

Los microscopios de fluorescencia son, en general, epifluorescentes. Esto significa
que la luz de excitacion del fluoréforo y la debida a la fluorescencia viajan por el
mismo camino. La luz de excitacion se enfoca en la muestra a través del objetivo del
microscopio el cual también es utilizado para enfocar la fluorescencia sobre el detector.
Para permitir que la luz de excitacion llegue a la muestra minimizando a su vez la
fraccion reflejada de la misma que llega al detector se usa una combinaciéon de filtros y
espejo dicroico. En la microscopia de fluorescencia convencional se colecta luz de una
region de gran grosor de la muestra, es decir, la resoluciéon axial no es buena. Existen
distintas técnicas para mejorar esta resolucion. Una de ellas es la la microscopia confocal.
En esta técnica la muestra es iluminada por el “spot” de un léser que la va recorriendo
(“escaneando”) mediante un sistema de espejos. Esto otorga una resolucion espacial
relativamente buena en las direcciones contenidas en el plano focal. Para mejorar la

resolucion axial (transversal al plano focal) se hace pasar a la luz emitida por un
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pequeno diafragma o “pinhole” antes de que ingrese al detector. De esta manera sélo se
colecta la luz proveniente de una region delgada alrededor del plano focal cuyo espesor
(tipicamente, del orden del um) depende del ancho del diafragma y de la longitud de
onda. Esta combinacion de iluminacion y recoleccion de luz localizadas permite obtener
la fluorescencia proveniente de un volumen del orden del femtolitro. Por otro lado, los
microscopios confocales cuentan con un sistema de espejos que permiten realizar un
barrido sobre un area de la muestra en un tiempo relativamente pequeno obteniendo
asi imagenes 2D. Cambiando la ubicacion del plano focal se pueden obtener “stacks”
de imagenes 2D y construir visualizaciones en 3D [Pawley, 2010]. La combinacion de
la versatilidad de la espectroscopia de fluorescencia junto con la buena resoluciéon de
la microscopia confocal hacen posible estudiar el interior celular con un minimo de

disrupcion.

Otras alternativas al microscopio confocal que permiten recolectar la luz proveniente
de una region pequena y asi obtener buena resoluciéon espacial son la microscopia de
dos fotones, la microscopia de reflexion total interna (TIRFM) y la microscopia de
lamina de luz (LSFM). El microscopio de dos fotones usa la propiedad de las moléculas
de poder absorber dos fotones simultaneamente. Se ilumina entonces la muestra con
fotones de la mitad de la energia necesaria para excitar la molécula fluorescente. La
probabilidad de una molécula de absorber dos fotones simultaneamente es muy baja,
por lo que sélo se excitaran aquellas moléculas que se encuentren donde la luz hace foco.
El volumen focal tipico de un microscopio de dos fotones es ~ 1fl. La ventaja respecto
del microscopio confocal es que permite observar regiones més profundas dentro de la
muestra y con menor fotoblanqueo [Periasamy et al., 1999]. La microscopia de reflexion
total interna y la de lamina de luz, a diferencia del microscopio confocal y del de dos
fotones, iluminan una regién plana de la muestra con gran resoluciéon axial. En TIRFM
se usa la propiedad de que cuando se ilumina con luz de excitaciéon que incide en la
interfaz entre el objetivo y la muestra con un angulo mayor al de reflexion total interna
se genera una onda evanescente que penetra sobre la muestra s6lo unas centenas de
nan6émetros. La mayor desventaja es que s6lo pueden observarse componentes que se

encuentren suficientemente cerca de la membrana celular. En LSFM, en cambio, se
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ilumina una capa delgada en el interior de la muestra que puede estar alejada de la
membrana. Para ello se incide con luz que tiene un frente de onda de forma particular
y que viaja en direcciéon ortogonal a la axial a lo largo de la cual la fluorescencia es
recolectada. Con este tipo de microscopio es posible obtener una resolucion axial de
100 — 200nm.

Dentro de las técnicas Opticas se pueden encontrar aquéllas que permiten obtener
imagenes de distribuciones estéticas o de senales y las que permiten la cuantificacion de
pardmetros biofisicos. A continuacion se detallan las caracteristicas de las de interés en

la presente Tesis.

1.2.1 Imagenes de fluorescencia

Combinando la ingenieria de los indicadores de fluorescencia con la microscopia
confocal es posible observar senales in situ con buena resolucion espacial y temporal.
Por un lado, la gran variedad de indicadores fluorescentes y los diferentes mecanismos
de marcado hacen posible ver desde moléculas tinicas, estructuras intracelulares hasta
tejidos. Por el otro, la posibilidad de realizar con el micoscropio confocal barridos en
las direcciones X-Y del plano focal permite optar por recolectar luz de un area (imagen
2D) o de una linea de distintos tamafios. Si esto se realiza en forma iterada a lo largo
del tiempo es posible observar la variacion temporal de la luz lo que permite estudiar
senales espacio-temporales. La resolucion espacial tipica de un microscopio confocal
es del orden de ~ 0,2um en la direcciéon del plano focal y de ~ 1um en la direccion
axial. El tiempo que le toma al laser recorrer la region escaneada pone un limite a la
resolucion temporal. De esta manera hay un compromiso entre el tamano de la imagen

escaneada y la resoluciéon temporal.

Observacion de la distribucién de proteinas fluorescentes

El descubrimiento de la proteina verde fluorescente (GFP por sus siglas en inglés)
revoluciono la biologia molecular [Tsien, 1998]. A partir de aislar el gen que codifica
para esta proteina y fusionarlo a una gran variedad de moléculas blanco fue posible

monitorear procesos en sistemas vivos mediante microscopia 6ptica. Los avances en las
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técnicas genéticas hicieron posible modificar la GFP con el fin de producir un gran
nimero de variantes de colores, proteinas de fusiéon y biosensores, los cuales son en
general referidos como proteinas fluorescentes. Més atn, otras proteinas fluorescentes de
otras especies han sido identificada, resultando en una mayor extension de la paleta de
colores disponibles. Una de las propiedades que se destaca de las proteinas fluorescentes
es que son expresadas de manera endoégena sin necesidad de ser introducidas a las células.
Sin embargo, las proteinas fluorescentes deben madurar para volverse fluorescentes,
lo que impide su observacion desde el instante en que son sintetizadas [Remington,
2006|. Por otro lado, el hecho de modificar la proteina “salvaje” o enddgena para que

sea fluorescente puede alterar su funcionalidad.

Observacion de senales de Ca?*

El calcio es observado en células vivas o tejidos a través de lo que se conoce como
indicadores de calcio, moléculas que se ligan quimicamente al i6n Ca?" y, al hacerlo,
modifican sus propiedades de emision de fluorescencia [Nuccitelli, 1994]. Existen dos
grandes tipos de indicadores de calcio. Los quimicos que se introducen en la muestra
mediante microinyeccion haciendo que permeen la membrana y los genéticamente
codificados (GECI). Los indicadores quimicos son moléculas fluorescentes pequenas tales
que, cuando estan ligadas a Ca?*, aumentan la intensidad de emisién de la fluorescencia
(indicadores de tnica longitud de onda) o sufren un corrimiento en el espectro de
emision o excitacion (indicadores radiométricos). Los primeros tienen la ventaja de que
el incremento en la intensidad de la fluorescencia esta directamente relacionado con un
incremento en la concentracion de calcio. Sin embargo, la distribucion de la fluorescencia
observada es el resultado de la dinamica de pegado/despegado del fluoréforo al Ca®* y
de su transporte, procesos que no son faciles de “deconvolucionar” de la imagen obtenida.
Los indicadores radiométricos estiman la concentraciéon de calcio mediante el cociente
entre la emision del indicador libre y el ligado a Ca?*, con lo que evitan los problemas
asociados a las variaciones en la fluorescencia absoluta que estdn presentes en los
indicadores de tnica longitud de onda. Sin embargo, el uso de estos indicadores requiere

de una microscopia mas compleja que permita cambiar rapidamente la longitud de onda
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de excitacion y emision y detectores veloces. Por otro lado, los indicadores genéticamente
codificados (GECI) son proteinas fluorescentes fusionadas con calmodulina (CaM), una
proteina presente en células eucariotas que actiia como receptor de Ca?*. A diferencia
de los indicadores quimcos, los GECI no necesitan ser cargados en el interior de la
célula ya que son expresados directamente. Su desventaja es que son de cinética méas
lenta que los quimicos por lo que no son tutiles para observar procesos con dindmicas
de Ca?* rapidas. Independientemente de su tipo, todos estos indicadores proveen una
manera poco invasiva de ver sefiales de Ca?" en células intactas. Las células se cargan
con el indicador fluorescente o son modificadas genéticamente para que lo expresen y
mediante microscopia de fluorescencia se excita el indicador y se colecta la fluorescencia
emitida. De esta manera, es posible obtener imagenes de la distribucién de Ca?* en el
interior de la célula y seguir su evolucién temporal. Sin embargo, es importante resaltar
el hecho de que lo que se observa es la fluorescencia que proviene del indicador ligado
al calcio y no la del calcio libre por lo cual se requiere de un cuidado especial en la
interpretacion de estas observaciones.

Los ovocitos de Xenopus laevis constituyen un sistema paradigmatico para el
estudio de sefiales intracelulares de Ca?* que involucran la liberacion desde el reticulo
endoplasmatico a través de receptores de IP3. Un modo de inducir la apertura de los
IP3Rs experimentalmente es mediante la microinyecciéon de IP3 enjaulado que luego
es liberado por medio de un pulso de luz UV. Una vez liberado, el IP3 puede ligarse
a los receptores y activar los canales de Ca®T en el reticulo [Callamaras et al., 1998].
Las senales son luego observadas usando algin indicador fluorescente. En esta Tesis
se analizan sefales de Ca?" evocadas de esta forma en ovocitos y observadas usando
indicadores de longitud de onda tnica y microscopia confocal en el modo de linescan

(e.g., donde la region escaneada es una linea).

1.2.2 Cuantificaciéon de parametros biofisicos

Las técnicas opticas, ademas de brindar la posibilidad de observar senales, permiten
cuantificar diversos parametros biofisicos tales como coeficientes de difusiéon o concen-

traciones. Hay técnicas que se han desarrollado especificamente con estos fines. Las de
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interés en esta Tesis son la espectroscopia por correlacion de fluorescencia (FCS) (que
posee una gran cantidad de variantes), la de recuperacion de fluorescencia tras fotoblan-
queo (FRAP) que son utilizadas principalmente para estimar coeficientes de difusion y
concentraciones y la de Numero y Brillo (N&B) que permite estudiar agregacion de

moléculas fluorescentes. A continuacion se describen sus principios fundamentales.

Numero y Brillo de moléculas fluorescentes

El método Numero y Brillo, N&B, permite obtener un mapa del nimero medio de
moléculas (tipicamente proteinas) fluorescentes de una imagen con resoluv ciéon pixel a
pixel [Digman et al., 2008]. Para ello se estudia como flucttia la fluorescencia en cada
pixel a lo largo del tiempo (o como lo hace en una regiéon pequena) distinguiendo entre
dos fuentes de fluctuaciones: la variacion del niimero de moléculas que emite fluorescencia
en cada pixel y la variacién en el niimero de fotones detectados. La contribucion de estos
dos procesos a la varianza en el nimero de cuentas, k, del detector depende de un modo
diferente de la intensidad de fotones emitidos por cada molécula, . Sea n el niimero
de moléculas fluorescentes cuya luz emitida es recogida en un pixel durante el tiempo
de recoleccion, At. Suponiendo que n sigue una distribucion de Poisson (var(n) = (n))
y que todas las moléculas emiten un ntimero suficientemente alto de fotones de modo
que siempre llegan ¢ al detector durante At por cada una de ellas, las fluctuaciones
en n contribuyen a la varianza en k con un término de la forma o2 = £2(n). Por otro
lado, dado que llegan en fotones al detector en cada At, si la detecciéon introduce un
nuevo error de tipo Poissoniano, la varianza en la fluorescencia (k) introducida por este

tltimo efecto sera o3 = e(n). Llamando o =var(k) se concluye que:

0? =02 + 07 =e*n) +e(n), (1.3)
de donde se deduce que:
(k)?
(n) =—— T
: (1.4
(k)

2

Es decir, a partir de la fluorescencia media, (k), y de su varianza, ¢*, en un pixel o

region pequena es posible estimar el niimero medio de moléculas fluorescentes en la
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region observada. Adicionalmente, es posible hacer experimentos variando la potencia
del laser de modo de variar €. De las ecuaciones anteriores se deduce que la curva o? vs

(k) en estos experimentos debe seguir una ecuacion de la forma:

o? = (k) + (k), (1.5)

n)

a partir de cuyo ajuste puede deducirse (n) y validar el método. Esta técnica se utiliza
principalmente en imagenes estéaticas de muestras que contienen proteinas fluorescentes
para identificar si incrementos en la fluorescencia observada se deben a un cambio en el
nimero de moléculas que se encuentran emitiendo o en su brillo. Distinguiendo entre
nimero y brillo es posible obtener un mapa pixel a pixel del niimero y agregacion de
las moléculas fluorescentes de la imagen. N&B permite distinguir también entre las
fracciones moviles e inmoviles de las moléculas fluorescentes, debido a que la fracciéon

inmo6vil no contribuye a la varianza de la fluorescencia.

Recuperacion de fluorescencia tras fotoblanqueo (FRAP)

La recuperacion de la fluorescencia tras fotoblanqueo es una técnica 6ptica muy
usada para la determinacion de coeficientes de difusion y para el estudio de interacciones
de proteinas en células. Existe una extensa lista de bibliografia sobre este tema, dentro
de la que se destacan [Axelrod et al., 1976] [Jacobson and Wojcieszyn, 1984] y [Sprague
and McNally, 2005]. La técnica de FRAP consiste en fotoblanquear, por destruccion
fotoquimica del fluoroféro, a las moléculas fluorescentes que estan dentro de un volumen
de detecciéon y observar como se recupera en el tiempo la intensidad de fluorescencia.
Este tiempo depende de los procesos de difuson y/o reaccion en los que intervienen las
moléculas fluorescentes. La curva de recuperacion puede ser descripta de la siguiente

forma:
F(t) — F,

f) = 5= (16)

donde F'(t) es la fluorescencia en el volumen de deteccion, F, es la fluorescencia
inmediatamente después de fotoblanquear y F,, la fluorescencia a tiempos largos. Con

un adecuado modelo matemético que describa tedricamente como es la funcion f(t) se
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puede obtener informacién de parametros biofisicos del sistema observado tales como el

coeficiente de difusion o el tiempo de vida media de las moléculas.

Espectroscopia de correlacion de fluorescencia (FCS)

La espectroscopia por correlacion de fluorescencia, FCS, es una técnica que permite
cuantificar pardmetros biofisicos in situ a través del estudio de las fluctuaciones de la
fluorescencia proveniente de un volumen de observacion. Estas fluctuaciones se producen
debido a la dinamica de los procesos bajo estudio por lo que contienen informacion
sobre los mismos. Su analisis permite cuantificar concentraciones, constantes de difusion
y tasas de reaccion, entre otros parametros biofisicos y bioquimicos [Magde et al.,
1972] [Kim and Schwille, 2003] [Krichevsky and Bonnet, 2002] [Griinwald et al., 2005].
La técnica se basa en el marcado fluorescente de alguna especie de moléculas de interés
y la recoleccion de su fluorescencia, F'(t), en un volumen muy pequeno, del orden del
femtolitro, de manera que el nimero de moléculas dentro de éste sea muy pequeno y
las fluctuaciones, grandes. Luego se calculan las fluctuaciones, §F'(t) = F'(t) — (F'(t)), v,
a partir de ellas, la funciéon de autocorrelacion,
(0OF(t)0F (t + 1))

(F)*

donde (F'(t)) es el promedio temporal de la senal de fluorescencia registrada. El valor

G(r) =

(1.7)

que toma la funcién de autocorrelacion o ACF para el tiempo 7 = 0, se denomina peso
de la ACF, G, = G(1 =0), y es importante notar que es el cociente entre la varianza y
el cuadrado del valor medio de la fluorescencia,
var(F)
(F()”"

Una vez obtenida la funcion de autocorrelacion, G(7), ésta se ajusta con algun modelo

o =

(1.8)

matemaético adecuado para extraer parametros.

1.3 Modelado matematico

Para obtener informacion de los sistemas de estudio y ayudar a la interpretacion

de las observaciones es necesario contar con modelos matematicos para la dinamica de
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los elementos involucrados. En el caso de los sistemas de estudio en esta tesis, Bicoid
y Ca?*, las ecuaciones de reaccion-difusion posibilitan modelar la dindmica espacio
temporal de estas especies y, a partir de éstas, construir modelos para interpretar las

observaciones obtenidas mediantes distintas técnicas Opticas.

1.3.1 Sistemas de reaccion-difusion

En muchos casos las moléculas presentes en el interior celular se mueven aleatoria-
mente, sin fuerzas motoras que las impulsen en ninguna direccién, mientras interacttian
con moléculas de otras especies. La dinamica de estos procesos se describe adecuada-
mente, dentro de ciertos limites, con ecuaciones de reaccion-difusion [Berg, 1993] [Crank
et al., 1975] [Turing, 1952]. Si no se tiene en cuenta la interaccién entre moléculas, el
movimiento aleatorio de cada molécula sigue un movimiento browniano, mientras que
el conjunto de moléculas se puede modelar en forma determinista usando la ley de Fick

a partir de la cual se obtiene la ecuaciéon de difusion,

% = DV, (1.9)

donde ¢ es la concentracion o densidad de moléculas de la especie que difunde y D es
su coeficiente de difusion. Esta descripcion determinista de la densidad de moléculas
es valida en la medida en que las fluctuaciones en el nimero de moléculas en un
determinado volumen sea pequeno comparado con el nimero medio de moléculas dentro
del mismo. De no ser asi es necesario utilizar una descripcion estocastica que pueda
reproducir las fluctuaciones en la densidad de moléculas. Ambos enfoques son vélidos
dependiendo del nivel de detalle con el que se quiera estudiar el problema. En ese sentido,
la ecuacion (1.9) describe adecuadamente la dinamica macroscopica de la poblacion
de moléculas, mientras que la dindmica microscopica debe ser estudiada con modelos
estocasticos. La ecuacion de difusion, por otro lado, es valida en la medida en que
las escalas espacial y temporal de variacion de la concentraciéon son, respectivamente,
mucho mayores que el camino libre medio y el tiempo entre colisiones de las moléculas.
En cuanto a las reacciones, éstas son modeladas usando ecuaciones de cinética quimica

(reaction rate equation, RRE, en inglés). Del mismo modo que la ecuacion de Fick, las
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RRE describen la dindmica macroscopica de la poblaciéon de moléculas que interacttuan.
Una descripcién microscopica debe hacerse en términos de la probabilidad de que las
reacciones ocurran. De todos modos, tanto para la difusiéon como para las reacciones,
existe una conexion entre los parametros que describen la dindmica macroscopica
y la microscopica. Por ejemplo, el coeficiente de difusén es proporcional al cociente
entre el cuadrado del camino libre medio y el tiempo entre colisiones de las moléculas,
mientras que las probabilidades de reacciéon entre dos especies se relacionan con las
tasas de reaccion. En conjunto, la ley de Fick y las ecuaciones RRE permiten modelar la
dindmica macroscopica de un sistema de varias especies que difunden e interactian. A
continuacion se presenta el formalismo matematico de los sistemas de reaccion-difusion

en forma determinista y, més adelante, en forma estocéstica.

Esquema de reaccion

Dado un sistema de M ecuaciones quimicas acopladas entre N especies diferentes es

posible representarlo esqueméaticamente como:

Z S—>Zu S; Yu=1,---,M (1.10)

donde v~ = [v;,] y v* = [1;] son las matrices de N x M de coeficientes estequiométricos
de reactivos y productos respectivamente, S; es la i—ésima especie que reacciona y k,

es la tasa a la que dicha reaccion se produce.

Ecuaciéon de cinética quimica - Ley de acciéon de masas

Siguiendo un razonamiento termodinémico se llega a la siguiente expresion, conocida
como ley de accion de masas:

do _
= =t —v)To(9) (1.11)
dt
donde ¢ es el vector de concentraciones y (Ty), = k, Hfil ¢;*" . Esta ecuacion permite
encontrar la evolucién de un sistema de reacciones quimicas con N especies diferentes.

Especializamos ahora esta descripcion al sistema que estudiamos reiteradamente en la

presente Tesis. Se trata de un sistema con una especie de moléculas, Py, que difunden
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libremente con coeficiente Dy y que interactiian con sitios de ligadura o “trampas”, .S,
formando el compuesto Py. Las trampas, S, son mucho méas masivas que las moléculas,
Py, de manera que S'y B, difunden con el mismo coeficiente Dg < Dy. El esquema de

reaccion es el siguiente,

kon
Pr+S & B, (1.12)
kog s

donde k., y kofs son las tasas de reacciéon que definen la constante de disociacion,
Kp = kogs/kon- Este esquema es representativo de los dos sistemas de estudio que se
tratan en esta Tesis. En un caso la especie P; representa al Ca®" libre y la especie S
a un buffer tnico o a un buffer efectivo que tiene en cuenta el efecto neto de todos
los buffers que interactian con el Ca*™ [Duffy et al., 1998] [Smith, 1996]. En el otro
caso la especie Py representa a la proteina Bicoid y S a los sitios de ligadura con los
que interacttia que pueden ser sitios promotores de la transcripcion de genes u otras
“trampas” presentes en el interior celular. La reaccion del esquema (1.10) corresponde a
los siguientes pasos elementales:
P;+ S 2 p,

L (1.13)
Pbo—f);Pf-i-S,

lo que permite identificar los parametros que entran en las ecuaciones (1.10)—(1.11)

| [Pf] -1 1 Al
o=1191], vi-v=[-1 1|, To= ol PrllS] (1.14)

Usando la ecuacion (1.11) y teniendo en cuenta la difusion segin la ecuacion (1.9)
se llega a que la evolucion temporal de las concentraciones esta dada por el siguiente
sistema de reaccion-difusion:

% = DV Py] ~ kol PA[S] + kg ),
W) Dov?18] — ko[ PAIS] + hoss B, L15)
% = DsV2[P)) + kol PA[S] — kogs[P.
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. . . . . d .
Las soluciones estacionarias de este sistema son las que satisfacen d—‘f = 0. En particular,

en esta Tesis se estudian muchas situaciones en las que el sistema se encuentra en un

equilibrio espacialmente uniforme. En ese caso las concentraciones estan relacionadas

por:
_ _ [Pl [57]
[Prlieq[Slcay = EplPolieq),  [Polieq) = Pl + Ko’ (L.16)
[Prlieay + [Polieq) = [Prl; [STteq) + [Pol(eq) = [571,

donde [Pr| y [St| son las concentraciones totales de particulas y de sitios de ligadura,
respectivamente. Como en el caso de las ecuaciones (1.15), en general, el sistema (1.11)
es no lineal y no tiene una solucion analitica. Para encontrar sus soluciones se suelen

utilizar métodos numeéricos.

Aproximaciéon de reacciones rapidas y difusion efectiva

Es posible reducir el nimero de ecuaciones del sistema de ecuaciones (1.15) si se
supone que inicialmente la concentracion total de sitios de ligadura, [Sy] = [S]+ [P)], es
espacialmente uniforme. Dado que S y P, difunden a la misma tasa se deduce entonces
que [S7| permanecera espacialmente uniforme e igual al valor inicial para todo tiempo.

De esta manera la ecuacion (1.15) se reduce a:

% = D V2P| = kon[Pf][S] + kogs([S1] — [S]),
o (1.17)
= DsV?[S] = kon[P7I[S] + ks ([S1] — [S]).-

Si se considera, por otro lado, que no todos los procesos ocurren en la misma escala
temporal, sino que hay algunos mas rapidos que otros, se puede hacer una aproximacion
“ . . - . : . . , , :

cuasi-estacionaria” que permite reducir el sistema de ecuaciones atin més. En particular,
si las reacciones entre las trampas, S, y las moléculas, Py, ocurren en una escala temporal
mucho mas rapida que la de la difusiéon se puede considerar que a cada instante las

reacciones estan localmente en equilibrio en cada punto del espacio:

5] ~ Kp|St]

~ Bt B (1.18)

De esta manera las ecuaciones (1.17) se pueden reducir a una unica ecuaciéon de

reaccion-difusion para [Py] con un coeficiente de difusion efectivo que depende de las
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concentraciones de las especies [Duffy et al.,; 1998, Duffy et al., 2001, Wagner and Keizer,
1994, Smith, 1996, Strier and Dawson, 2000, Strier et al., 2003],

S 2
Df + KE)[]ST] Ds

[5]2
1+ KplST]

Degy = (1.19)

En el ambito de las senales de calcio esta reduccion es conocida como la aprozimacion
de buffers rapidos. El coeficiente de difusion efectivo dado por la ecuacion (1.19) es un
promedio pesado entre los coeficientes de difusion libres Dy y Dg que tiende a Dy si la
concentracion de particulas libres, [Pf], es mucho mayor que la de sitios de ligadura
libres, [S], mientras que tiende a Dg en el limite opuesto. Dado que Dg < Dy esto
significa que D.ss es una funcién creciente de [Pf] o, equivalentemente, de [Py] + [P].
Esta dependencia se observo en el caso del Ca?t en [Allbritton et al., 1992] donde se
utiliz6 Ca?* radioactivo para estimar su coeficiente de difusion en extractos citosolicos
de ovocitos de Xenopus laevis. Agregando previamente Ca* en distintas concentraciones
al extracto se encontré que el coeficiente de difusion crecia con la concentracion de
calcio en el medio. Esto fue interpretado como una consecuencia de que el calcio no
difunde libremente sino que interactia también con buffers presentes en el extracto que
difunden a una tasa menor que la del calcio libre.

En [Pando et al., 2006] se estudio la difusion efectiva en un sistema cuya descripcion
macroscopica esta dada por la ecuacion (1.17) analizando casos en que un subconjunto de
las particulas, Py y P, del sistema estan marcadas (e.g., son fluorescentes o radioactivas)
y otros en que no existe dicha marcacion. Se encontré que, a diferencia de la difusion
libre, en el caso de la difusion efectiva no hay un tnico coeficiente de difusion. En
particular, se identificaron dos coeficientes, Dy, v Do, a los que se llamé de “molécula

tinica” (sm por sus siglas en inglés) y colectivo, respectivamente y que se escriben como:

Df—i-l[{i]Ds
D,,, = —Q B (1.20)
Kp
[5]2
Df+mDS
Doy = % (1.21)

KplSr]
Ambos son promedios pesados de los coeficientes de difusion libre de las particulas

y las trampas, pero es D.,; el que coincide con el que se obtiene en la aproximacion
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de reacciones rapidas (Eq. (1.19)). Como es Dg < D; siempre resulta Dy, < Doy
Mas atin, dependiendo de los parametros, Dy, v D..; pueden tomar valores numéricos
muy distintos entre si. Dy, determina la dependencia temporal del desplazamiento
cuadratico medio de una particula marcada (e.g., fluorescente) que difunde en un medio
de trampas en equilibrio con particulas sin marcar. Es también el que puede estimarse
en experimentos de FRAP [Sprague et al., 2004, Sprague and McNally, 2005] donde se
observa la tasa a la que difunden las moléculas fluorescentes hacia adentro de un medio
donde inicialmente s6lo hay moléculas que han sido fotoblanqueadas. D..; determina
la tasa a la que una perturbaciéon al equilibrio entre particulas y trampas, localizada
espacialmente, se “desparrama’ en el tiempo en un caso en que no hay particulas
marcadas. Identificando a las particulas individuales, Py, con los mensajeros y a las
perturbaciones en su concentraciéon con los mensajes se concluye de este resultado que
los mensajes difunden més rapidamente que los mensajeros. Como se discutié en [Sigaut
et al., 2014] para el caso de Bicoid y se discute méas adelante en esta Tesis, esto implica
que las estimaciones de coeficientes de difusiéon mediante técnicas 6pticas deben ser

interpetadas con cuidado si las particulas que se observan interactiian con otras.

1.3.2 Modelos estocasticos

Las ecuaciones de reaccion-difusion deterministas han demostrado ser un excelente
modelo para estos procesos. Sin embargo existen situaciones donde no proveen una
descripcion del todo adecuada. Por ejemplo, cuando se busca describir la dinamica
dentro de voliumenes donde el ntimero de moléculas es muy pequeno las fluctuaciones en
las concentraciones se vuelven importantes produciendo comportamientos no triviales
que no pueden ser descriptos en el marco de las ecuaciones macroscopicas vélidas
para los valores medios. En esos casos es necesario recurrir a modelos que incluyen
alguna descripcion de la estocasticidad. Estos modelos pueden dividirse en dos grandes
grupos: aquéllos en donde se simula la dinamica de las variables aleatorias directamente
(es decir, se generan realizaciones estocasticas del proceso en estudio) y aquéllos que
modelan la dependencia espacio-temporal de las densidades de probabilidad, como la

ecuacion de Chapman-Kolgomorov o la ecuaciéon maestra. En esta Tesis usamos ambos
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procedimientos, dependiendo del problema. Por un lado utilizamos algoritmos numéricos
conocidos como SSA por sus siglas en inglés (stochastic simulation algorithm) como se
describe en el Apéndice B. Por otro lado, para el estudio tedrico de los experimentos
de FCS usamos las ecuaciones de reaccion-difusion linealizadas como modelo de la

dindmica de la densidad de probabilidad de las fluctuaciones alrededor del equilibrio.

1.4 Fluctuaciones en el ambiente celular: fuentes de
informacioén que limitan la precision de los proce-

sos endogenos

1.4.1 Modelado y analisis de experimentos de FCS

Analisis de experimentos de FCS: Difusion de particulas libres

La interpretacion de los resultados obtenidos en experimentos de FCS realizados
en sistemas con una tnica especie de moléculas fluorescentes que difunde libremente
es sencillo [Krichevsky and Bonnet, 2002]. La intensidad de la fluorescencia se puede

escribir como:
F(t) = / BRI (F)ge(F, 1), (1.22)

donde I(7) combina el perfil de iluminaciéon y deteccion del sistema 6ptico, ¢(7,t) es
la densidad de moléculas fluorescentes en la posicion 7 al tiempo ¢ que incluye las
fluctuaciones respecto del equilibrio, c., = ¢, al que se supone uniforme y estacionario y
¢ es un parametro que tiene en cuenta la eficiencia de absorcion y emision del fluoréforo,
la intensidad de la iluminacién y la seccion eficaz del detector de la senal. Si las moléculas
difunden con coeficiente, D, y se utiliza un microscopio confocal, a partir de la Eq. (1.22)
se puede calcular analiticamente la funcion de autocorrelacion obteniendo [Krichevsky

and Bonnet, 2002]:

G(r) = (1.23)
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donde se tuvo en cuenta el perfil de iluminacion/deteccion del microscopio, I(7) =
2 2 2 .

exp (—23—% - 2%—% — 23}—§> con (z,vy, z) las coordenadas cartesianas y w, y w, los anchos

medios en la direccion radial y axial, respectivamente, que definen w = w, /w,. G, y Tp

en 1.23 se expresan como:

1 1 w?
GO:—:— :—T’
™= UD

, 1.24
‘/obsceq <N> ( )

donde Vs = [ d3FI(F) = m*/*w?w, es el volumen de observacién y (N) es el ntimero
medio de moléculas fluorescentes en su interior. Esta expresion es utilizada, en primer
lugar, para calibrar el set-up experimental. Para tal fin se hacen experimentos de FCS
en solucion utilizando una concentraciéon conocida de moléculas fluorescentes cuyo
coeficiente de difusioén es también conocido. Ajustando la expresion (1.23) a la ACF
obtenida experimentalmente es posible determinar entonces Vs, w, y w. Una vez
obtenidos estos valores la expresion (1.23) puede usarse para estimar la concentracion,
Ceq, ¥ €l coeficiente de difusion, D, de moléculas fluorescentes que difunden libremente

en cualquier medio a partir de experimentos de FCS realizados con el mismo set-up.
Analisis de experimentos de FCS: Muchas especies difundiendo e interac-
tuando

Si se consideran m especies con concentraciones, ¢;, que fluorescen con eficiencia, ¢;,

la intensidad de la fluorescencia al instante ¢ se expresa como:

F(t) = / d*rI(7) Z gici(7,1). (1.25)

Si cada una de las especies difunde libremente con coeficiente, D;, y no hay interacciones,
procediendo como en el caso de una sola especie es posible obtener la ACF. La misma

es la suma de tantos términos de la forma (1.23) como especies:

R Goi
G(r) = Zl (1 N ;> (1 N inDi)m, (1.26)

cada uno caracterizado por un tiempo de difusién 7p, = w?4D; y un peso, G, =

g2 (N:)/ (D2, i{N:))?, donde (N;) = ¢;Vops es el nimero medio de moléculas fluorescentes
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de la especie i en el volumen de observacion, Vs, v ¢; es la concentracion de equilibrio
de la especie. Si las especies interactiian entre si el célculo de la ACF resulta mas

complicado. A partir de las ecuaciones (1.7) y (1.25) se llega a:

G(1) = (0F(t)0F(t+71)) = /d37’] f”)/d%'l Zqij (6¢i(F,t)0c; (r t47)), (1.27)

0.
donde d¢;(7, t) es la diferencia de la concentracion de la especie i en el punto 7 al tiempo
t respecto del valor de equilibrio, ¢; ., = ¢;. Para obtener G(7) es necesario determinar
5cj(7j’ ,t + 7) para cada especie j como funcion de las perturbaciones, dc;(7,t) V7, i.
Como se describi6 previamente, la dindmica de un conjunto de moléculas de diferentes
especies que difunden e interactian entre si esta descripta por un sistema no lineal.
Sin embargo, dado que lo que interesa son las perturbaciones respecto de un equilibrio
uniforme, se suele trabajar con las ecuaciones linealizadas alrededor de dicho equilibrio.

De este modo se puede suponer que
de;(rl t+7) Z/dg’rfﬂ — 7)0c; (T, 1). (1.28)

Por lo tanto, para obtener (dc¢;(7,t)dc;(17,t 4+ 7)) no es sélo necesario determinar
Li(r, - 7) a partir de las ecuaciones de evolucion linealizadas sino también hacer
alguna suposicion sobre (d¢; (7, t)dc; (73 ,t)), es decir, sobre las correlaciones iniciales.
En [Krichevsky and Bonnet, 2002| se supone que las correlaciones instanténeas son
de corto alcance (menores a la distancia media entre moléculas) y que el ntiimero de
moléculas de una especie dentro de un volumen sigue una estadistica de Poisson. Con

estas dos suposiciones se puede escribir:
(3c: (7, )¢ (17, 1)) = G0,;0(7 — 17). (1.29)

En [Krichevsky and Bonnet, 2002| calculan el propagador, I';;(T, - ), a partir de las
ecuaciones de reaccién-difusion linealizadas transformadas al espacio de Fourier. De
este modo la ACF se puede escribir en términos de autovalores y autovectores que son
funcion de la coordenada conjugada a 7 en el espacio de Fourier, 5, como:

G(r) = (;:72 &) /d3§I ququXlsexp (AsT X;jl (1.30)
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donde X es la matriz de autovectores y los A son los autovalores. La ecuacion (1.30)
muestra que la ACF, G(7), es la suma de varias componentes, una por cada rama de

autovalores del sistema linealizado.

Si bien contar con una expresion genérica para la ACF como la Eq. (1.30) puede
ser 1til, no lo es demasiado si el objetivo es ajustar datos experimentales para estimar
parametros biofisicos. Para tal fin es mejor contar con expresiones algebraicas sencillas
como la Eq. (1.26). En [Sigaut et al., 2010] se sigui6 la estrategia de [Krichevsky and
Bonnet, 2002] para derivar la ACF en el caso de un sistema descripto por las ecuaciones
(1.15) en el que tanto las particulas libres, Py, como las ligadas, P, son igualmente
fluorescentes. Posteriormente se estudio el limite de “reacciones rapidas” en el que la
ACF puede ser aproximada por una expresion no integral. Linealizando alrededor del

equilibrio uniforme (1.16) se obtuvieron para este problema la matriz:

_Df§2 - kon[s](efI) _kon[Pf](eq) Kors
M= _kon[S](eq) _Ds£2 - kon[Pf](eq) koff ’ (131)
kon[S](eq) kon[Pf](eq) _D8§2 - koff

que describe la evolucion temporal de las perturbaciones a las concentraciones de

equilibrio en el espacio de Fourier, §P(£)) = MP(€), y sus autovalores:

)\1 = Ds§2
Ay = — % (koff(a +h)+ (Dy+ Ds)gz) +
%\/(a + h)zkgff +2(Ds — Dy)(h — a)kos €% + (Ds — Dy)2E* (1.32)

Az =— % (kogs(a+h) + (Dy + Dy)€%) —

S/t W2 12D, — Dy)(h — a)kors€ + (D, — Dy

[Sheq)’ o= [P}‘g;@, h = 1 + ¢. Definiendo

donde a = Ko

Vi = @+ h)2kE +2(D, = Dp)(h = a)kogs& + (D, = D)€,

para simplificar las expresiones, es posible escribir la matriz de autovectores, X, que
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entra en la expresion (1.30) como:

0 atyn  a=ym
2kopra  2kopra
X=11 1 -1 |, (1.33)
1 1 1

donde o = (h — a)k,ss + (Ds — Dy)&%. Reemplazando las ecuaciones (1.33) y (1.32) en

la ecuacion (1.30) se obtiene la ACF como la suma de tres términos de la forma:

Gr(r) =
<1 - %) 1+ =
Galr) =(2m) et [ ) (4= %4’“0“6‘" bhta)oud, (130
G(T) :(%)3% / PEN(E) (—O‘(h — a)j%%"ff ah s a) M,
donde G,, = %%SEST] y Tg = 4%%5. De estas tres componentes, la tnica que tiene una

expresion andlitica es la asociada a Aq, que depende del tiempo como la ACF de un
conjunto de moléculas difundiendo libremente con el coeficiente de difusion de los sitios
de ligadura, Dg. Las componentes G1(7) y G2(7) no estan asociadas a autovectores
y autovalores que puedan expresarse en forma sencilla en un caso general. En [Sigaut
et al., 2010] se estudio el limite de “reacciones réapidas” en el que es posible obtener
una aproximacion analitica para G1(7) y Ga(7). Esta aproximacion consiste en suponer
que las reacciones ocurren en una escala de tiempo mucho mas rapida que la asociada
a la difusion de las moléculas dentro del volumen de observacion. En ese limite los
autovalores Ay y A3 pueden aproximarse como:
)\2 = _Dcoll£27

(1.35)
)\3 >~ -V - Def2€2>

a/th—l—DS

o Y D es el coeficiente efectivo colectivo

donde v = (a + h)koss, Depo =
definido en (1.21) con [S] = [S](cq). Estas expresiones se pueden obtener a partir de (1.32)
tomando el limite £ — 0. Mas rigurosamente, definiendo los tiempos caracteristicos de

.-, —_ . .-, 2 , . . , .
reaccion como 7, = v~ y de difusién como 7p, = -+, el limite de reacciones rapidas se

T 4Dy

satisface si 7, < 7p,. Por lo tanto, w? > %, condicion que se cumple cuando & — 0. En
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este limite resulta:

G,
Gi(r) = > ,
(1+5) i+
G T) ~ Ocoll ,
() (1+ T) 14 7 (1.36)
Teoll W Teoll
Gs(T) ~0,
G = leny (7 4 Len — % Por lo tanto la ACF en el limite d
con Goy = v, (P2 +KD[ST] Y Teoll = 3p.;- For lo tanto la en el limite de

reacciones rapidas se puede aproximar como la suma de dos componentes difusivas, una
asociada al coeficiente de difusion de las trampas Dg y otro al coeficiente efectivo, Dy,
de la Eq. (1.21) con [S] la concentracion de trampas libres en el equilibrio. En [Sigaut
et al., 2010| se estudié también el caso en que no todas las particulas son fluorescentes,
sino que hay una fracciéon, f, de las mismas que permanecen “oscuras”. Procediendo
como en el caso anterior se obtuvo una ACF que es la suma de tres componentes
difusivas, una asociada a Dg, otra asociada a D.,; v una tercera asociada al coeficiente
de difusion efectivo de molécula tnica definido en (1.21). Este calculo se explica en
maés detalle en el Capitulo 3. En [Sigaut et al., 2014] se usaron estas aproximaciones a
la ACF para interpretar los resultados de experimentos de FCS presentados en [Abu-
Arish et al., 2010] donde se estima el coeficiente de difusion de Bicoid en embriones
de la mosca D. melanogaster. Para tal fin se supuso que Bed interactuaba con sitios
de ligadura de acuerdo al esquema (1.12) con P = Bed. Asociando los 3 tiempos de
correlacion obtenidos en [Abu-Arish et al., 2010] con los de los coeficientes de difusion de
trampas y los efectivos, D, ¥ Do, se pudieron estimar los coeficientes libres, Dg y Dy,
concentraciones y la constante de disociacion de la reaccion (1.12). Més atin, este modelo
permitioé explicar de un modo unificado los valores aparentemente disimiles para la
difusion de Bicoid determinados usando FCS [Abu-Arish et al., 2010] y FRAP [Gregor
et al., 2007a]. En el Capitulo 5 se estudian las consecuencias que tiene un modelo
en donde Bed difunde e interacttia con sitios sobre la formacion y observacion de su

gradiente.
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1.4.2 Limites fisicos a la lectura endégena de concentraciones

en un medio fluctuante

Muchos procesos celulares dependen de la lectura de concentracion de algin agente
para dar una determinada respuesta. Para ello la célula cuenta con mecanismos que
le permiten estimar la concentracion en sus alrededores o en su interior. Una manera
de estimar la concentracion es sensando el grado de ocupaciéon de receptores capaces
de ligar a las moléculas de este agente. En ciertas situaciones la concentracion del
agente es muy pequena, siendo muy poca la cantidad de moléculas alrededor de los
receptores y sus fluctuaciones estadisticas muy grandes. Sin embargo las células, en
estos casos, pueden responder con gran precision frente al entorno fluctuante. En [Berg
and Purcell, 1977], y luego en [Bialek and Setayeshgar, 2005, Kaizu et al., 2014, se
estudiaron las limitaciones que impone la fisica sobre la precision en la determinacién
de la concentracion de agentes mediante receptores ligantes. En particular, en [Berg
and Purcell, 1977] se considera el caso de un microorganismo que necesita determinar
la concentracion en su entorno de moléculas de un ligando, X, para lo cual cuenta con
un receptor capaz de ligar a las moléculas de X. Se compara la medicién que puede
derivarse del estado de ocupacion del receptor con la situacion ideal en la que la célula
puede contar instantaneamente el nimero de moléculas, N(¢), de X que se encuentran
dentro de la region de interaccion del receptor, de volumen V. El namero, N(t), es una
variable aleatoria, ya que las moléculas de X pueden entrar y salir del volumen debido
a la difusion. En esta situacion ideal se puede estimar el nimero de moléculas dentro

de V' luego de un tiempo de observacion, T,;s, como:

_ 1 Tobs
N(To) = 7~ /0 dtN (). (1.37)

En condiciones estacionarias, a medida que el tiempo de observacion, T,,,, aumenta,
N(Tps) convergera a su valor medio, (N), que se relaciona con la concentracion del
ligando, ¢, como ¢ = (N)/V. La varianza de N(7T,s) da una medida del error que se

comete si se usa N(T,;) para estimar (N):

var (N(Tos)) = <(N(Tobs) - (N})2> . (1.38)



32 Introducciéon

La varianza del promedio se relaciona directamente con la funciéon de autocorrela-

cién [Berg and Purcell, 1977]
G(r) = ((N(t) = (N)) (N(t+71)—(N))), (1.39)

mediante:

- 1 Tobs Tobs
var (N (Tos)) = ﬁ/o dt'/o dtG(t' —t). (1.40)

Vale aclarar que la definicion de la ACF de la ecuacion (1.39) carece del factor de
normalizacion, (N)2, que se incluye en la expresion utilizada para el caso de FCS.
Teniendo en cuenta que G(7) es una funcién par, si se supone que T, es mucho
mayor que todos los tiempos de correlacion que caracterizan a G, la Eq. (1.40) puede

aproximarse por:

var (V(Typ.)) ~ bes /O TG, (1.41)

En general puede obtenerse una expresion analitica para la integral de esta ecuaciéon aun
cuando no se la tenga para GG. En particular, en el caso ideal del ligando que difunde

libremente con D resulta [Berg and Purcell, 1977]:

AN: var (W(Tobs)) 1/2_ 1
) ( vy ) - 142

\/5/37DacT s

donde se consider6 un volumen V = 4/3ma®. Teniendo en cuenta que este célculo

corresponde a la situacion ideal en que todas las moléculas de X que entran en V'
son “contadas”, la ecuacion (1.42) define una cota inferior para la precision en la
determinacion de la concentracion, ¢ = (N)/V, de X.

En |Berg and Purcell, 1977| también se estudia con qué error se infiere la concen-
tracion de X a partir de “medir” el estado de ocupaciéon de un receptor que lo liga. Si
se asume un volumen de observacion que encierra a un tnico receptor, definiendo la
variable aleatoria, N® como el nimero de sitios ocupados (o, equivalentemente, de
particulas ligadas) en dicho volumen, N®) puede tomar sélo dos valores: 1 si el receptor
esta ligado a X y 0 si esté libre. La probabilidad estacionaria de que el receptor esté
ocupado, f, = (N®), es el valor que se vincula con [X]. Identificando al receptor con

la especie S en el esquema (1.12) y a X con Py, f, se relaciona con la concentracion de
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equilibrio de X, ¢, mediante (ver e.g. las Egs. (1.16)):

c

Jo= c+Kp’

(1.43)

Suponiendo que una molécula de X se liga al receptor apenas queda a una distancia a
de éste y teniendo en cuenta que el niimero medio de moléculas de X que llegan a esta

distancia por unidad de tiempo es ~ cDa, en [Berg and Purcell, 1977| obtienen:

Ofy _ var (N®) [ (1= f) (1.44)

fb fb B QCLDCTobs ’

en el limite en que el tiempo de observacion T, es suficientemente grande (ver mas
adelante). La incerteza en la concentracion de ligando, ¢, se puede obtener propagando
el error en f, dado por (1.44) a través de la Eq. (1.43). Se obtiene [Berg and Purcell,
1977]:

oc  deco 1

- d_fb% ~ /2acD( — fy) o 14

La expresion (1.45) no tiene en cuenta que las moléculas pueden llegar al receptor y no

ligarse, ni tampoco que una molécula que se disocia del receptor se puede volver a ligar.

En [Bialek and Setayeshgar, 2005] se busca generalizar el resultado de [Berg and
Purcell, 1977] incorporando la dindmica de pegado y despegado entre el receptor y X
suponiendo un esquema de reaccion como el de la Eq. (1.12). Linealizando el sistema
de ecuaciones no-lineal de reaccion-difusion correspondientes y usando el teorema de

fluctuacion-disipacion en [Bialek and Setayeshgar, 2005] se obtiene:

oc 1 2
A 1.46
c \/W&CDTObS * Kogf foTobs’ (148)

donde a es el radio de interaccion entre el receptor y el ligando. A diferencia de la
expresion (1.45) [Berg and Purcell, 1977], la ecuacion (1.46) tiene dos términos, el
primero asociado a la llegada estocastica de las moléculas de X a la vecindad del
receptor y el segundo asociado a la estocasticidad de la reaccion. El primer término
de la ecuacion (1.46) difiere respecto del obtenido en [Berg and Purcell, 1977|. Por
un lado existe una diferencia menor debida a la distinta geometria considerada en

cada problema. Por otro lado hay un factor 1 — f, de diferencia que puede llegar a ser
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significativo dependiendo del valor de f,. Este resultado deja la pregunta abierta de cual
es la expresion que describe adecuadamente la precisiéon con que pueden determinarse
las concentraciones. En [Kaizu et al., 2014] se hace una revision de los resultados
obtenidos en |[Berg and Purcell, 1977, Bialek and Setayeshgar, 2005]. Siguiendo el
abordaje de [Agmon and Szabo, 1990] para el caso de reacciones limitadas por difusion

obtienen:

oc 1 2
= . 1.47
c \/27racD(1 — fo)Tobs * Kogr JoTobs (147)

Esta expresion tiene dos términos como la Eq. (1.46), el asociado a las reacciones es
idéntico al hallado en [Bialek and Setayeshgar, 2005] mientras que el de difusion es
similar al encontrado en [Berg and Purcell, 1977], es decir, difiere en el factor 1 — f,
respecto del de [Bialek and Setayeshgar, 2005]. Independientemente de estas diferencias,
las expresiones derivadas en estos tres trabajos son validas para tiempos de observacion

mucho mayores que el tiempo de correlacion promedio del problema, 7y, definido por:

1 o
) /0 G(t)dt, (1.48)

B var(
donde G es la funcién de autocorrelacion dada por la ecuacion (1.39) y N es el namero
de moléculas de la especie en interés (las del ligando en el caso en que se obtiene la
Eq. (1.42) y N® en el de la Eq. (1.45)). En el caso tratado en [Berg and Purcell,
1977, Bialek and Setayeshgar, 2005, Kaizu et al., 2014], de un receptor tunico que liga un
agente o ligando, X, se puede reescribir la expresion de la incerteza en la concentracion,

¢, del ligando a partir del tiempo de correlacién promedio como:

dc  fyde |27y
—=2=] 1.49
& C dfb Tobs’ ( )

con 7y, dado por la ecuacion (1.48) con N = N ). De esta ultima expresion se puede

ver que las diferencias entre las expresiones de Berg (1.45), Bialek (1.46) y Kaizu (1.47)
se deben a diferencias en el calculo del tiempo de correlaciéon promedio del sistema

receptor-ligando.
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1.5 Motivaciones y preguntas

Esta Tesis tiene como objetivo estudiar y desarrollar modelos que permitan extraer
informacion cuantitativa a partir de experimentos de microscopia de fluorescencia
realizados en células y organismos vivos. Més especificamente, se enfoca sobre métodos
de analisis que explotan las fluctuaciones para extraer dicha informacién. En particular,
se estudia el rol de las reacciones y la difusion sobre las fluctuaciones y de qué modo
impactan en la cuantificacion e interpretacion de los resultados experimentales. Para
tal fin se usa un sistema modelo sencillo con un tnico tipo de particulas que difunde y
reacciona con sitios de ligadura més masivos que difunden mas lentamente o permanecen
inmoviles. Este modelo sencillo es aplicable a los dos problemas biofisicos que se abordan
con més detalle en la Tesis, el de la distribuciéon de la proteina Bicoid en embriones de

mosca y el de las sefiales intracelulares de Ca®*.

La primera parte de la Tesis se enfoca sobre la técnica de FCS. En el Captitulo 2
se analiza qué informacion es posible extraer, a partir de esta técnica, en un sistema
donde moléculas fluorescentes difunden e interactiian con sitios de ligadura o trampas,
mas alla del limite de reacciones rapidas estudiado en [Sigaut et al., 2010]. Se intenta
determinar qué pardmetros se obtienen cuando se realiza un ajuste de la funcion de
autocorrelacion, ACF, de la fluorescencia usando distintas expresiones. Por un lado, se
estudia cuéles son las que describen mas adecuadamente la ACF. Por el otro, se analiza
céHmo se interpretan los parametros obtenidos a partir de los ajustes en términos de los
parametros biofisicos del sistema como los coeficientes de difusion, las concentraciones
de las diferentes especies y las constantes de reaccion. En el Capitulo 3 se contintia
estudiando la técnica de FCS cuando es aplicada a sistemas de reacciéon-difusion
analizando de qué modo la ACF varia dependiendo de si los sitios de ligadura difunden
o estan inmoviles. Se encuentra que en el caso de sitios inmoéviles las especies del sistema
estan correlacionadas, correlacion que desaparece apenas los sitios difunden. Es decir, el
limite de difusiéon nula es singular lo que hace que la ACF pueda variar en una cantidad
finita relevante dependiendo de si los sitios difunden o no. Se estudia, por otro lado,

coémo es posible estimar concentraciones a partir de los pesos de la ACF y de qué modo
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estas estimaciones se ven afectadas dependiendo de la difusion de los sitios de ligadura.
Luego, teniendo en cuenta que los experimentos se realizan durante un tiempo finito de
observacion se estudia con qué precision es posible obtener pardmetros biofisicos a partir
de ajustar la ACF experimental dependiendo de este tiempo. Se encuentra que para
estimar concentraciones a partir de los pesos con una precision del 10-20 %, el tiempo

de observaciéon debe ser 6rdenes de magnitud mayor que los tiempos de correlacion.

Los resultados previos junto con las observaciones de sistemas biol6gicos que son
capaces de “leer” pequenos cambios en las concentraciones de moléculas efectoras en
ambientes fluctuantes llevan a la pregunta de cuél es el cambio minimo en la concetracion
que puede ser leido por un mecanismo celular endégeno en un tiempo dado de observacion.
En el capitulo 4 se avanza en la respuesta a esta pregunta. En particular, en base a
los resultados de los Capitulos anteriores, se estudia el problema en el marco de una
sustancia efectora que difunde y reacciona con los sitios que “leen” su concentracion. Al
calcular la precision en la concentraciéon en términos de la varianza en el ntimero de
moléculas promedio, y teniendo en cuenta que dicha varianza puede escribirse como
una integral de la ACF del ntimero de moléculas de cada especie, y que, ademas, se
cuenta con expresiones analiticas para la ACF en dos limites opuestos, es posible obtener
expresiones para el error que son validas para todo tiempo de observacion, y no sélo para
tiempos largos como en [Berg and Purcell, 1977, Bialek and Setayeshgar, 2005, Kaizu
et al., 2014]. Por otro lado, la habilidad de relacionar la precision con la varianza del
nimero de moléculas de cada especie, permite incorporar efectos debidos a la relacion
no lineal entre las distintas especies, que podrian explicar la co-existencia de una
actividad transcripcional instantanea altamente fluctuante y una rapida convergencia

de la concentraciéon de ARN a valores relativamente precisos.

La posibilidad de pasar, en experimentos de FCS, de parametros de ajuste a parame-
tros de un modelo biofisico permitié describir resultados aparentemente contradictorios
sobre la difusion de la proteina Bicoid (Bed) en el marco de un modelo unificador [Si-
gaut et al., 2014]. Esta descripcion unificada supone que Bicoid, proteina fundamental
para el establecimiento del eje antero-posterior en embriones de D. melanogaster, no

solo difunde sino que también reacciona con sitios de ligadura dentro del embrién.
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En el Capitulo 5 se estudia de qué modo un modelo de este tipo impacta sobre la
interpretacion de los experimentos de fluorescencia en los que se observa la distribucion
de Bed y de la de la proteina, Hunchback, de la que Bed es factor de transcripcion.
Motivados en las controversias sobre cuales son los mecanismos que determinan las
propiedades del gradiente de Bed en embriones, en este Capitulo se estudia también la
dindmica espacio-temporal de Bed en un modelo (SDID) que incluye su sintesis en un
extremo, su difusion, la interaccion con sitios y su degradacion. Se muestra que, usando
los parametros derivados en [Sigaut et al., 2014], es posible obtener una distribucion
con una escala espacial similar a la experimental dentro de los tiempos observados
experimentalmente. Se estudia también qué coeficiente de difusion efectivo de Bed
da una mejor estimacion de la longitud caracteristica y del tiempo de formacion del
gradiente de esta proteina clave en la vida del embrién.

En el Capitulo 6 se analiza el modelo introducido en [Piegari et al., 2014] para
describir las fluctuaciones de fluorescencia en experimentos donde se obtienen imagenes
de Ca?" usando fluoréforos de longitud de onda tinica. El modelo fue desarrollado para
ser usado en combinaciéon con una serie de experimentos de calibracién y asi poder
estimar a priori la relacion senal-ruido esperada durante la observacién de senales
intracelulares de Ca?". Una calibracion de este tipo brinda la posibilidad de comparar
distintas condiciones experimentales en términos de su habilidad para detectar senales y
asi elegir parametros experimentales 6ptimos. El modelo, por otro lado, combinado con
simulaciones numeéricas de la dinamica del Ca?* intracelular, permite generar imagenes
numéricas de sefiales de Ca?" con ruido realista. En el Capitulo 6 se estudia la validez
del modelo propuestos y su posible aplicacién para cuantificar parametros biofisicos y
bioquimicos.

Finalmente en el capitulo 7, se presentan las conclusiones generales de la tesis y las

perspectivas de trabajo futuro.






Interpretacion de resultados de FCS
en sistemas de reaccion difusion -
limites de reacciones rapidas y

difusién rapida

En los experimentos de Espectroscopia por Correlacion de Fluorescencia (FCS) se
observan y caracterizan las fluctuaciones de la fluorescencia emitida desde un pequeno
volumen en una muestra biol6gica. A partir de las observaciones se derivan tiempos
de correlaciéon que, combinados con algin modelo, brindan estimaciones de algunos
de los pardmetros que caracterizan a los procesos que subyacen a las observaciones.

Para poder derivar dichos tiempos es necesario ajustar la funciéon de auto-correlacion
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(ACF), idealmente, usando una expresion algebraica sencilla. En la Introducciéon se
mostré que cuando las moléculas fluorescentes difunden y reaccionan la ACF predicha
por la teoria tiene una expresion integral que puede aproximarse por una expresion
algebraica si los tiempos que caracterizan a las reacciones son muchos menores que los
de la difusion en el volumen de observacion. En este Capitulo se analizan en detalle
las condiciones bajo las cuales esta aproximacion de ‘“reacciones rapidas” es vélida. Se
analiza también el limite contrario, de “difusion rapida”, y se estudia de qué modo se
modifican los tiempos de correlacion al ir de uno a otro limite. Se proponen finalmente
estrategias experimentales que permitan explorar uno y otro limite y asi extraer mayor

informacion sobre los procesos dindmicos que caracterizan a los sistemas bajo estudio.

2.1 FCS en sistemas de reaccién difusion: del limite
de reacciones rapidas al de difusién rapida.

En este Capitulo se considera el sistema de particulas que difunden con coeficiente
Dy y reaccionan de acuerdo al esquema (1.12) con sitios de ligadura, S, que difunden
con coeficiente Dg descripto en la Introduccion. Los tiempos de reaccion y difusion son,

respectivamente, 7, = k:;flf(l + [Ptlieq)/ KD + [Sl(eqy/Kp) ' y ™D, = gi (it=/f,9). La

ACF de este sistema cuando todas las particulas libres, Py, y ligadas, P, son igualmente

fluorescentes esta dada por:
G(T) :G1(7)+G2<7)+G3(7), (21)

con las componentes G; definidas en las Eqgs. (1.34). So6lo la primera componente tiene

una expresion analitica sencilla.

2.1.1 Limite reacciones rapidas

En el limite de reacciones rapidas, 7, < 7p,, las componentes de la ACF pueden
aproximarse por las Egs. (1.36). Este limite corresponde a una situacion en la que las
particulas, Py, al atravesar el volumen de iluminacién, reaccionan varias veces antes

de abandonarlo. Por lo tanto, una manera de alcanzar este limite es aumentando el
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volumen de observacién. Aumentar el volumen de observacion permite hacer més largos
los tiempos caracteristicos de la difusion, logrando asi que se cumpla la condicion de que
las reacciones deben ocurrir en una escala temporal méas rapida. Claro que aumentar
el volumen de iluminaciéon no es siempre viable, dado que se aumenta el ntimero de
moléculas fluorescentes y las fluctuaciones se vuelven menores. Otra manera de alcanzar
este limite es aumentando la concenctracion de las especies. Es interesante notar que,
debido a que los coeficientes efectivos de difusion dependen de las concentraciones,
cambiar la concentracion de alguna de las especies en un experimento puede ser una

manera de comprobar si el limite de reacciones rapidas se satisface.

2.1.2 Limite de difusién rapida

En el caso en que los tiempos caracteristicos de la difusién son mucho mas rapidos
que los de la reaccién, 7p, < 7., el sistema se encuentra nuevamente en un régimen
limite al que se define como de difusion rdpida. Este limite, opuesto al de reacciones
rapidas, tiene la particularidad de que la ACF del sistema también puede ser expresada
en forma analitica. Para hallar su expresion, se calculan los autovalores dados por las

ecuaciones (1.32) cuando &2 — oo,

)\2 = _DS£27
(2.2)
)\3 >~ —Df£2

Ambos autovectores corresponden al tipo difusivo dando lugar a componentes que
tienen la forma de la ecuacion (1.23). Dado que Ay y A son iguales en este limite, sus

componentes asociadas se unen formando una sola componente. Por lo tanto, integrando

las ecuaciones (1.34), la ACF se escribe,

G, G,
G(r) ~ ! + & , (2.3)
(1+2) i+ (1+2) 1+
T, weT, Tf w Tj
donde G,; = Pleq) Gy = Prleq) 7, = w?/(4Dg) y 7 = w?/(4Dy)
ol — AT 02 — VerrlPvl2 s T W S) Y Ty = W, fl:

Concluimos entonces que en los limites de difusion rapida y de reacciones rapidas se
tienen expresiones analiticas para la ACF, las cuales permiten ajustar observaciones

experimentales y cuantificar parametros biofisicos. Si bien la forma funcional de la
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expresion de la ACF en ambos limites es la misma, lo que cambia es la relacion de los
parametros de ajuste (los tiempos de correlacion y los pesos de las componentes) con
los parametros biofisicos (los coeficientes de difusion, las concentraciones y las tasas de
reaccion). Por lo tanto, para hacer una correcta interpretacion de los parametros del
ajuste es necesario saber en cual de los limites se encuentra el sistema observado. Por
otro lado, el sistema podria encontrarse en un régimen intermedio, en el que la ACF no

tiene una expresion anélitica.

2.2 Cuantificacion de parametros mediante el ajuste

de la ACF

2.2.1 Coémputo de la ACF numérica

Para explorar la funcién de autocorrelacion fuera del limite de reacciones rapidas y de
difusion rapida se integréo numéricamente la ecuacion (1.30) variando un parametro que
permita cambiar la relacion de las escalas temporales de difusion y reaccion. Esta funcion,
que se obtuvo de la integracién niimerica, es denominada ACF numérica, dado que es
la solucion exacta de la funcion de autocorrelacion para el sistema de ecuaciones (1.15).
Los parametros usados fueron extraidos en [Sigaut et al., 2010], a partir de mediciones
de la concentracion de Bed-eGFP realizadas en embriones de D. melanogaster usando
FCS [Abu-Arish et al., 2010] y se muestran en la tabla 2.1. El pardmetro que se utilizo
para ir de un limite al otro fue ks, ya que en el analisis de [Abu-Arish et al., 2010]
no hay informacién precisa sobre su valor. Dado que el tiempo de reaccion depende de
kos¢, es posible ir de un limite a otro variando este pardmetro. Si k,¢s es pequeno, las
reacciones son lentas, y los tiempos difusivos dominan la dindmica, correspondiendo
al limite de difusion répida. En cambio, cuando ks es grande, es probable que las
moléculas reaccionen muchas veces mientras atraviesan el volumen de iluminaciéon. Con
lo cual, los coeficientes efectivos de difusion dominan la dindmica, correspondiendo
al limite de reacciones rapidas. k¢ se vari6 manteniendo constante Kp. Dado que

Kp y el resto de los parametros se mantienen constantes al ir de un limite al otro, los
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Parametros biofisicos

Dy 19um?s~!
Dg 0,38um?s~1
[Pr] 35nM
[ST] TinM
Kp 32nM

k‘off S [10_48_1, 1055_1]

Parametros iluminacén

Wy 0,4um
w )
Veff 1,78,um3

Tabla 2.1: Parametros usados para generar ACF numérica dada por las ecuaciones (1.34). La constante
de disociacion, ks, se varia en el rango de valores que se muestra. El valor de k,,, también varia,

de manera de mantener Kp constante. Esto garantiza que los coeficientes de difusion efectivos se

mantengan constantes e iguales a Dy, = 7,3um?s™ !, Doy = 8,8um?s™ y D.jo = 10,6um?2s~ 1.

coeficientes de difusion efectivos no cambian, Deoy = 8, 8um?s™' v Dy, = 7, 3um?s L.

Los tiempos de difusion tampoco cambian, los cuales son 7; = w?/(4D;) =2 x 1073s y
Ts = w?/(4Dg) = 0,1s. Para valores de kosp = [107* — 10°]s los tiempos de reaccion,
T = 1/(koss(1 4 [Pfl(eq)/ KD + [S)(eq)/Kp)), varfan entre 3,23 x 107% y 3,23 x 10°s
(1, = 0,32 k‘o_flf). De manera que se garantiza que 7, > 7p, cuando k,ss es pequeno,
y T, < Tp, cuando k,ss es grande, de acuerdo con las condiciones para los limites de
difusion y reacciones rapidas respectivamente. En la figura 2.1 se muestran la ACF
numeérica calculada a través de la integracion numeérica de la ecuacion (1.30) para
distintos valores de k,fr. Ambos limites se ven claramente y estdn representados por
la linea solida (korp = 1072s71) y la linea de trazos con puntos (k,pr = 10°s71), que
representan la difusion rapida y las reacciones rapidas, respectivamente. La discrepancia
entre estas curvas se da para valores 107*s < 7 < 10s, mientras que para el resto
de los valores de 7 se hacen indistinguibles. La lineas de trazos y la linea punteada,
corresponden a valores de korp = 10s™1 y k,pp = 100s™! respectivamente, los cuales no

cumplen con ninguno de los dos limites.
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Figura 2.1: ACF numérica integrada usando los valores de los pardametros de la tabla 2.1y kory =
1073571 (linea continua), k,rs = 105! (linea a trazos), kors = 100s~! (linea punteada) y kory =
1075s! (linea de trazos con punto). Las ACFs para k,fs < 1/s son practimcamente indistinguibles
de aquella con korr = 1073571, Algo similar pasa con aquellas con k,fr > 1000/s y korr = 10°s7 1.
Estos comportamientos extremos estan asociados a los dos limites: difusién rapida (k.s¢ pequeno) y

reacciones rapidas (kof¢ grande).

2.2.2 Ajuste de la ACF numérica con diferentes modelos

Se recuerda que en los experimentos de FCS se calcula la ACF a partir de las
fluctuaciones de la fluorescencia y luego esta tultima es ajustada para obtener parametros
biofisicos y bioquimicos. La idea es que la ACF numérica, G(7), cumpla el rol de la
ACF medida en experimentos de FCS, y luego ajustarla con distintas funciones, G (1),
que son tipicamente utilizadas en FCS, de manera de relacionar los parametros que se
obtienen del ajuste con parametros biofisicos del problema.

Para el ajuste se consideran funciones que suelen ser usadas para analizar los datos
obtenidos en experimentos de FCS. Primero se prueba con una superposicion de dos
términos del tipo difusivo, debido a que incluye los casos de difusion rapida y reacciones

rapidas,

Go (2.4)
1+ ;) 1+

T;

i=1

()~ Gr) =Y

( w2
donde éoi y 7; son los pesos y los tiempos del ajuste. De los tiempos 7; es posible derivar
coeficientes de difuson D; = w?2/47; para luego compararlos con los coeficientes libres o

efectivos del sistema.
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Luego, motivado en el tercer autovalor en el limite de reacciones rapidas, A3 =
v+ D, f2§2, se ajustd con un expresion que incorpora una nueva componente que tiene

un término tipo difusivo multiplicado por una funcién exponencial decayendente,

N a,
G(r)~G(1) = 1 +
(1+2) 1+
G G .
= + = e, (2.5)
(1+z)1+ergg (1+2) 1+

Este tipo de solucion para la ACF fue utilizada en [Bismuto et al., 2001] donde también
se estudia un sistema de una especie fluorescente que difunde y reacciona.

También se prob6 el ajuste con un modelo similar a los anteriores, en el que, ademas,
se considera que la difusiéon puede ser anémala. Debido a que los resultados no se
distinguian de los correspondientes a los modelos (2.4) y (2.5), no se incluyen en lo que
sigue.

Para el ajuste se minimiz6 |G — G| mediante un método de cuadrados minimos no
lineal usando la rutina lsqgcurvefit de MATLAB [MATLAB, 2010]. Los resultados del
ajuste fueron analizaron mediante el célculo de 2,

=3 (6l - Guy) (26)
j
donde t; son los tiempos para los cuales se calcul6 el valor de G. Dado que la gran
cantidad de tiempos t; para los cuales fue evaluada la funcion G, los grados de libertad
entre los distintos modelos préacticamente no cambian.

En la tablas 2.2-2.3 se muestran los resultados de los ajustes usando ambos modelos
dados por las ecuaciones (2.4)-(2.5) respectivamente, para diferentes valores de kozs. El
valor de 2 se muestra como referencia para evaluar la calidad del ajuste. Los pesos Go;
se muestran como la fraccion total de G,. En la figura 2.2 se muestran las diferencias
entre la ACF numérica y los ajustes. Como se puede ver en la figura 2.2(a), la diferencia
entre la ACF numeérica y el ajuste usando la ecuacion (2.4) es despreciable para valores
grandes y pequenios de kofr, (korr > 100/s and k,rr < 10/s, respectivamente). Para
valores intermedios, 10/s < k,ry < 100/s, los ajustes no son tan buenos, aunque de

cualquier manera, las diferencias nunca superan el 10 % en la region mas relevante de 7
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hopsll] oo Di[#f] Do) Sn S
0,0001 1,26 0,38 18,95 0,63 0,37
0,001 1,28 0,38 18,96 0,63 0,37
0,01 1,70 0,38 19,00 0,63 0,37
0,1 18,0 0,40 1943 0,64 0,36
1 320 0,50 2231 0,67 0,33
5 645 0,82 2792 0,72 0,28
10 495 1,08 30,96 0,75 0,25
25 177 1,59 33,10 0,79 0,21
50 249 2,00 28,20 0,79 0,21
100 o987 1,16 7,82 0,39 0,61
250 126 0,31 6,36 0,14 0,86
500 320 0,31 710 0,15 0,85
1000 7,37 0,33 771 0,16 0,84
10000 0,73 0,37 8,57 0,18 0,82
100000 0,41 0,38 8,68 0,18 0,82

Tabla 2.2: Parametros obtenidos usando la expresion (2.4) para ajustar la ACF numérica para
distintos valores de ks junto con su correspondiente valor de x2. Mientras mas pequefio x? mejor es
el resultado del ajuste. En el limite de las reacciones répidas, korp > 100s~1, los parametos obtenidos
concuerdan con los de [Sigaut et al., 2010]. En el limite de difusiéon rapida, k,rr < 107's™!, los
coeficientes de difusion estimados son similares a los coeficientes de difusion de las especies libres,

Dy =19um?/s y Dgs = 0,38um?/s.

(1 <0,1s). Si se observan los valores de los parametros ajustados (table 2.2), se ve una
transicién en la medida que k,¢s crece, de una situacion en donde uno de los coeficientes
de difusion es Dy ~ 19m?/s a otra situacion en la cual éste resulta Dy ~ 8,5um?/s.
D, no varia significativamente, D; ~ 0,4um? /s, para la mayoria de los valores de
Eoss. D corresponde al coeficiente de difusién de las trampas, Dg = 0,38m> /s. Para
valores grandes de k,¢¢ (i.e. para reacciones rapidas), D, ~ Doy = 8,8pm?. Tanto los
tiempos, 7;, como los pesos, G, estimados del ajuste concuerdan con las predichos
analiticamente en el limite de reacciones rapidas (1.36). Para valores pequeiios de ko,

Dy ~ D; = 19um?/s, el coeficiente de difusion de las moléculas libres. En este caso,
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se recupera la aproximacion de la ACF para el limite de difusion rapida (2.3). Entre
los limites, los coeficientes de difusién que se obtienen del ajuste no se parecen ni a los
libres ni a los efectivos. D; difiere un factor 3 con respecto al coeficiente de las trampas,
Dg, mientras f)g se mantiene un poco mas parecido a D¢ 0 Dy;. El régimen en el que
el sistema méas difiere de los modelos de ajuste, se da para k,rr = 10/s, en el cual Dy es
1.5 veces mas grande que Dy. Este valor de k,s corresponde a 7, ~ 0,03s el cual es del
orden del valor de 74 que es obtenido cuando se usa la longitud de escala mas larga del

volumen de iluminacion (77 = (ww,)?/(4D;) = 0,05s).

Los ajustes con el modelo dado por la ecuacion (2.5) da muy pequenas diferencias a
lo largo de los distintos valores de k,fs, como se puede ver en la figura 2.2 (b). Para
korr > 10*/s los pesos de la componente con parte exponencial, G,,, son cero, y el
ajuste coincide con el primer modelo (2.4). Los coeficientes de difusion que se obtienen
en este caso son el libre de las trampas Dg y el efectivo D.,;, como en el caso de
las reacciones rapidas. Para k,sr < 0,1/s, el peso (;’01 se vuelve cero. De la tabla 2.3
se puede observar que para k,s; < 0,1/s el tiempo caracteristio de decaimiento, 1,
asociado a la tercer componente de la ecuacion (2.5), es mucho mas largo que los demas
tiempos caracteristicos (7! > T00 = w2/ (4Dpin) ~ 0,15). No solo eso, ademés se
corresponde con el tiempo en la cual la ACF tiene un valor del 10 % de su méaximo.
Por lo tanto, exp(—v7) ~ 1 para 7 < 0,1s y la funcion de ajuste de la ecuacion (2.5)
se aproxima a la misma que en caso del otro modelo, dada por la ecuacion (2.4) en
la region relevante de 7. Los coeficientes de difusion obtenidos para k,rr < 0,1/s son
aproximadamente iguales a los libres Dy and Dg. Para 0,1/s < ks < 1000/s, los
ajustes con este modelo dan errores més pequenos que el primer modelo. De cualquier
modo, no siempre los coeficientes de difusion ajustados pueden ser relacionados con
los verdaderos del problema, los libres o los efectivos por ejemplo, si se comparan los
valores obtenidos para k,sr = 1000/s con los de la tabla 2.1. Més atn, a pesar de que
para k,pr < 1/s 0 korp > 10%/s la ACF ajusta con un término puramente difusivo con
un tiempo asociado al coeficiente de difusion Dy, (ég para korr < 0,1/sy G, para
kopr = 1/sy kogr > 10*/s), ese mismo término no aparece para 10/s < korp < 100/s.

Segtn la ecuacion (1.34) ese término deberia estar presente para todo valor de k.
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Para k,rp > 10%/s el ajuste da los mismos resultados que el caso previo (2.4) en el

limite de reacciones rapidas con Dy &~ Dgy Dy = D, .

kg s Do Dy Dy w7t G T
00001 812 - 1895 038 2854 000 037 0,63
0001 802 - 1895 038 2851 000 037 0,3
001 698 - 1894 038 2593 000 037 0,63
01 232 - 1896 038 1100 000 036 0,64
1 470 039 1910 037 076 021 036 043
5 115 048 1972 031 015 026 035 039
10 145 056 2033 025 008 031 034 036
25 181 060 21,66 021 003 031 031 038
50 235 060 2373 051 002 031 026 043
100 350 061 2855 154 002 031 019 050
250 512 0,62 5414 430 002 032 006 062
500 49,1 061 1408 628 002 031 001 068
1000 333 034 442 930 001 015 053 031
10000 265 038 834 - - 018 080 002
100000 260 038 853 - - 018 081 001

Tabla 2.3: Similar a la tabla 2.2 pero usando la expresion (2.5) para ajustar la ACF numérica. Todas

las cantidades estan expresadas en las mismas unidades que las de la tabla 2.2.

2.2.3 Componentes de la ACF

Para entender la transicion entre los limites de difusion rapida y reacciones rapidas
se analiza qué pasa con las componentes de la ACF por separado. Para lo cual se integra
numéricamente las ecuaciones (1.34) para distintos valores de ks, de la misma manera
que se hizo antes con la ecuacion (1.30). De la misma manera que en el caso anterior de
la ACF numérica, a las componentes integradas, G;(7), se las ajusta por expresiones

tipo:

Gi(r) = : e T (2.7)
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Figura 2.2: Diferencias, AG, entre la ACF numérica y los modelos aproximados utilizados para el
ajuste parak,sy = 0,001/s (linea continua), k,sy = 10/s (linea a trazos), ko;rs = 100/s (linea punteada)
y kogs = 10°/s (linea de trazos y puntos). (a). El modelo dado por la ecuacion (2.4). (b). El modelo
dado por la ecuacion (2.5). En todos los casos, AG es despreciable para valores pequetios y grandes
de ko ¢, mientras que para valores intermedios, las diferencias se hacen considerables, aunque nunca

exceden el 10 % de la ACF numérica para 7 < 0,1s.

Como se mostroé anteriormente, cada componente esta asociada a un autovalor
diferente del problema linealizado (1.30) y por ende, a una escala temporal distinta.
La componente G1(7) puede expresarse analiticamente, por lo que no es necesaria su
integracién numérica. Ademas, esta G1(7) no depende de k,f¢. Las componentes G(7) y
G'3(T), en cambio, si dependen de k,ss. En la figura 2.3 se muestran las tres componentes
para valores crecientes de kosr de (a) a (d). Mientras que en la figura 2.4 se muestran
los tiempos (7; y 7; 1) y los pesos (GZ), que resultan del ajuste para los distintos valores
de k,rr usando (2.7). Se observa que, en el limite de difusion rapida, que corresponde
a la figura 2.3 (a), ambas componentes GG; y Go tienen aproximadamente el mismo
tiempo de correlacion. Esto se puede verificar en la figura 2.4 (a), donde se ve que
ambas componentes estan caracterizadas por el mismo coeficiente de difusion, el cual se
corresponde con el de las trampas libres Dg, ([?1 R Dg ~ Dg) para k,pp < 1s~'. Por otro
lado, el ajuste de la componente G5, ademéas de un tiempo asociado a la difusion 2.4 (a),
tiene un decaimiento exponencial, que se puede observar en la figura 2.4 (b). Este
tiempo caracteristico asociado al decaimiento exponencial es por lo menos un orden
de magnitud mayor que el difusién (7, ' > 0,785 y 7 ~ 0,1s para korr < 1s71). Con

lo cual, el decaimiento de Gy esta dominado por la difusiéon. Esto se ve claramente
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en la figura 2.3 (a) donde para 7 ~ 7, ' (k,;; = 1073s7!) = 250s el valor de G5 ya es
practicamente despreciable. En el mismo sentido, algo similar pasa con (3 para el cual
73! > 0,135 mientras 73 ~ 2,1 10735 para k,s;; < 1s7L. Por lo tanto, para ks < 157!
el decaimiento de G3 estd dominado por la difusion y su tiempo caracteristico asociado
se corresponde con la difusion de las particulas libres 7 = w?/(4D;), como se puede
observar en la figura 2.4 (a). Teniendo en cuenta los ajustes de cada componentes por
separado para el caso de k,rr < 1/s, en conjunto se obtiene que la ACF es béasicamente la
suma de componentes puramente difusivas, asociadas a los coeficientes de difusion libres
de las moléculas y las trampas. Lo que indica que el limite de difusion réapida se sostiene
hasta valores de k,;; = 1/s, para el cual 7. = 0,32s mientras 7 = w?/(4D;) = 2x 107 %s.
El caso para k,sr = 10/s no es muy distinta, para el cual Uyt = 0,125, 7 = 0,075s,
731 =0,016s y 73 = 0,002s. Esto lleva a pensar que la ACF también puede ajustarse
como la suma de dos componentes puramente difusivas asociadas a los coeficientes
Dg y Dy. Sin embargo, si se tiene en cuenta el valor de x* que se obtiene del ajuste
de Gq, se ve que es mucho mayor al caso k,rr < 1/s. De hecho, en el ajuste de la
con dos componentes difusivas de la ACF numérica para k,;y = 10/s, se ve que no
converge a los coeficientes de difusion libres como se ve en la tabla 2.2. A medida
que ko¢s crece, y las reacciones se vuelven mas rapidas, el tiempo caracteristico de
decaimiento de G5 disminuye (el coeficiente de difusion crece) mientras que el peso
relativo de su componente, Ggz/G,, crece (ver figuras 2.3 (b)-(c) y figura 2.4). Para
korr = 100/s, el ajuste de cada componente por separado da términos que no son
puramente difusivos. Es decir, tanto para G2 como para G5 el término del decaimiento
exponencial se vuelve relevante, dado que sus tiempos caracteristicos no son mucho
mayores a los de tiempos asociados a la difusion (7, ' = 6,7 10—2s, 7 = 1,4 10725,
53_1 = 2,95 1073s, 73 = 1,74 10—3s). Por otro lado, a pesar de que Dy ~ Dy, Dy, 1o se
puede asociar a algin coeficiente relacionado con los parametros biofisicos del sistema.
Igualmente la calidad del ajuste no es bueno, lo que se puede ver en que el valor que
toma x? es mucho mayor que para el caso de k,p; < 1/s. Para k,pp > 103571 el peso
relativo Gys /G, es despreciable, como se puede observar en las figuras 2.3 (d)-2.4 (d).

Por otro lado, Go se ajusta bien por un término puramente difusivo (7, ~ 5 1073
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Figura 2.3: Componentes de la ACF numérica para diferentes valores de k, ¢ normalizadas de manera

que la suma de los pesos sea igual a 1, G, = 2?21 .G;(t =0): G1/G, (linea continua), Go/G, (linea

de trazos) y G3/G, (linea de trazos y puntos). (a). k,rs = 1073571, que corresponde al limite de
difusion rapida. G; y G2 decaen aproximadamente al mismo tiempo, por lo que ajustan al mismo
coeficiente de difusion, Dy = Dy = Dg. (b). kors = 10s~!. En este caso, el tiempo caracteristico de la
componente G, es menor que en (a). (¢) koss = 10%s™. En este caso, el peso relativo de G es mayor
que en (b), mientras que el de G3 disminuye. El tiempo caracteristico de G5 es menor que en (b). (d).
korr = 10°s~1, que corresponde al limite de reacciones rapidas. En este caso, el peso relativo de la

componente G3, se vuelve despreciable.

mientras s > 0,33s) asociado al coeficiente efectivo de difusion Dy, como se ve en la

figura 2.4 (a).

2.2.4 Dependencia de los parametros ajustados con las concen-

traciones

Un aspecto importante de los limites de reacciones réapidas y difusion rapida es que
la ACF se expresa como la suma de dos componentes difusivas. Es decir, en ambos casos
la funcion de ajuste es la misma, pero la interpretacion que debe darse a los parametros
que se obtienen, no lo es. En el caso de la difusion rapida se recuperan los coeficientes
libres de las especies, mientras que en las reacciones rapidas se obtienen coeficientes

efectivos. Estos tltimos dependen de las concentraciones y la constante de equilibrio de
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Figura 2.4: Tiempo caracteristico y pesos obtenidos por el ajuste de cada componente, G;, de la
ACF numérica usando una expresion de la forma de (2.7). (a). Tiempos de difusion ajustados, 71
(circulos), 7o (cruces), 73 (cuadrados) y tiempos de difusién analiticos, 75 = w?/(4Dg) (linea continua),
Teoll = W2 /(4Dcoy) (linea de trazos), Tefo = w?/(4D.s2) (linea punteada) y 7; = w?/(4Dy) (linea de

trazos punteada). (b). Tiempos que caracterizan los decaiminetos exponenciales, que se obtienen a

1

partir del ajuste 7, ' (cruces) y 73! (cuadrados) y los analiticos v,} dados por la ecuacion (1.35)

(linea continua). (c). Pesos relativos G,, /G, (linea continua), G,,/G, (linea a trazos) y G,,/G, (linea

a trazos punteada) junto con los valores ajustados.

la reaccion. El hecho de que, en un limite los coeficientes dependen de las concentraciones
mientras que en otro no, abren la posibilidad de variar las concentraciones para evaluar
la dependencia de los mismos y asi determinar en que régimen se encuentra el sistema.
Para evaluar como dependen los coeficientes de difusion que se derivan del ajuste con las
concentraciones, se integréo numéricamente la ecuacion (1.30) variando la concentracion
total de moléculas fluorescentes [Pr|, para distintos valores de k,f¢. El resto de los
parametros se mantuvo igual que en los casos anteriores 2.1. Teniendo en cuenta que los
tiempos caracteristicos de reaccion estan dados por 7, = (Koy s+ kon[Py(eq) +Kon[Slteq)) ™
variar la concentraciéon puede cambiar la relaciéon entre 7, y los tiempos de difusion
libres, 74 = w?/(4Dy). En la figura 2.5 se muestran las curvas de la ACF numérica
para distintos [Pr| y para distintos valores de k,ss que fueron elegidos de manera
que fuera posible variar la concentracion [Pr] manteniendo constante la relacion entre
71y 7, a lo largo de cada subfigura. Es decir, 7y = 2107®s para todos los casos,
mientras que 6,210%s < 7. < 7,610%s en (a), 6,21073s < 7, < 7,61072s en (b),

6,2107%s < 7. < 7,6103s en (¢) y 6,21077s < 7. < 7,6107%s en (d). 7, decrece a
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medida que [Pr] aumenta. En la figura 2.5 se muestran en simbolos los coeficientes
de difusion derivados de ajustar la ACF numérica con el modelo de la ecuacion (2.4)
para los distintos valores de [Pr] y k,rr. Los cuadros (a) y (d) de la figura muestran
los limites de difusion réapida y reacciones rapidas respectivamente, mientras que los
cuadros (b) y (c) corresponden a casos intermedios. En lineas de distintos trazos estan
representados los coeficientes de difusion libres y efectivos (Dg linea de trazos, Dy
linea continua y D,y linea de trazos con puntos). Se puede ver de la figura 2.5 (a) que
ninguno de los coeficientes que se derivan del ajuste cambia con la concentracion [Pr],
lo que corresponde a los coeficientes libres, Dg y Dy. En la figura 2.5 (d), en cambio,
se ve que D; se mantiene constante (y aproximadamente igual a Dg) mientras que D,
crece con [Pr]. También se observa que Dy & D, oy para todo el rango de valores de [Pr]
explorados. Ambos coeficientes, Dg y Deoi se aproximan a Dy cuando [Pr] crece, lo
cual es de esperarse segtn (1.21). Esto muestra que, inclusive en el limite de reacciones
rapidas, el coeficiente de difusion libre de las moléculas fluorescentes, Dy, puede ser
recuperado, dependiendo de las concentraciones relativas de las especies del sistema. En
las figuras 2.5 (b)-(c), se observa que atn fuera del limite de reacciones rapidas (cuando
T¢ es apenas mas pequenlo o del mismo orden que 7,), el ajuste de la ACF numérica
con dos componentes difusivas da estimaciones relativamente buenas para Dg and D..;.
Esto es asi para [Pr| > 0,15pM en la figura 2.5 (b) que corresponde a 7,./7f < 10y
para [Pr| > 0,04 M en la figura 2.5 (c) que corresponde a 7,./7; < 1,5. Sin embargo, el
ajuste no es bueno cuando 7,/7s > 10 pero no lo suficientemente grande como en la
figura 2.5 (b) para [Pr] < 0,15uM o en la figura 2.5 (c) para [Pr] < 0,04uM. En esta
region, el ajuste tiende a sobrestimar el coeficiente de difuséon Ds, como se observa en

la figura 2.5 (c) que los valores que toma caen fuera del marco de la figura.

2.3 Desde la difusion libre hacia la difusion efectiva

en experimentos

Hasta aqui, se exploré la transicion de un limite a otro cambiando la constante

de reaccion k,rr. Cambios globales similares en la ACF se pueden obtener cuando se
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Figura 2.5: Coeficientes de difuson derivados del ajuste de la ACF obtenidos para diferentes valores
de [Pr] y koss con una expresion de la forma (2.4) (D: cuadrados, Da: circulos) y coeficientes de
difusion caracteristicos (Dg: linea de trazos, Dcoy: linea de trazos con puntos, Dy: linea continua).
(). kogr = 107951, que corresponde al limite de difusion rapida. Tanto D; como Dy no varian con
[Pr] y coinciden con los coeficientes libres del sistema. (b). korp = 10s™! y 3,1 < 7,./7; < 38. (c).
kor = 100s7' y 0,31 < 7,./7p < 3,8 (d). kogr = 10°s™!, que corresponde al limite de reacciones

rapidas. D; no cambia con [Pr] y satisface D1 =~ Dg. D5 no cambia con [Pr] y satisface Dy 2 Doy

varian otros parametros que afectan la relacion de escalas temporales [Elson, 2001,
Thompson et al., 2011|. Por ejemplo, variar el volumen de iluminacion, cambia el tiempo
caracteristico de difusion, 74 = w2/4D;. Si el cambio de volumen es suficientemente
grande, puede producir una transiciéon de un limite a otro. Entonces, surge la pregunta,
si es posible hacer experimentos con diferentes volimenes de iluminacion, en los que
sea posible pasar de un limite a otro, y asi estimar los coeficientes difusion libres Dg y
Dy, y el efectivo Dy Reducir el volumen de iluminacion esta limitado por el limite de
difraccion de la luz. Por otro lado, agrandar el volumen es mas viable, y el limite de
reacciones rapidas también puede dar informacion valiosa. Pero hasta donde es posible
agrandar el volumen y a su vez obtener fluctuaciones lo suficientemente grandes para que
la ACF pueda ser calculada, es algo que nos interesa determinar. De acuerdo con una
exploracion de parametros donde se vari6é w,, la transiciéon para obtener D,,; se observa

para w2kos; ~ 0,25um?/s. Este punto de transicion se corresponde con w, ~ 0,5um
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(valor del orden de un tipico microscopio confocal) para k,frr ~ 100/s y dos veces
ese valor w, ~ lum, para k,r; ~ 25/s. Dadas las concentraciones usadas en nuestro
ejemplo, el ntimero de moléculas fluorescentes en el volumen de observacion, 5%/ 2w3[Pr],
sera de 73 y 584, respectivamente, ntimeros que son adecuados para experimentos de

FCS |Charier et al., 2005]. Para evaluar hasta donde es posible agrandar el volumen

0.07
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Figura 2.6: Funcién de autocorrelacién obtenida de las simulaciones estocéasticas realizadas usando los
pardmetros de la tabla 2.1, k, ¢y = 355! y diferentes valores de w;. (a). ACF re-escaleada, G = w3G(1),
como funcién de los “tiempos” re-escaleados, 7 = Tw? para w, = 0,3um (linea continua), 0,5um (linea
de trazos), 0,8um (linea de puntos) y 1,2um (linea de trazos y puntos). Con flechas se indican tres
tiempos relevantes, 7y = ﬁ, Teoll = ﬁw” VTs= ﬁ. (b). G(7) para w, = 0,3um. (c). G(7) para
wy = 1,2um. 71 y T2 son los tiempos que se obtienen del ajuste de la ACF sin ruido (ecuaciones (1.34))

con ecuacion (2.4). La transicion entre los limites se hace evidente en la medida que w, aumenta.

de observacion y extraer informacion de las fluctuaciones usando FCS, se realizaron
simulaciones estocasticas como se explica en el apéndice B. Los resultados se muestran en
la figura 2.6, donde se grafican las distintas ACFs obtenidas de las simulaciones usando
korr = 35s~ !y diferentes valores de w, (w, = 0,3um, 0,5um, 0,8um y 1,2um). Se puede
observar que las fluctuaciones fueron suficientes en todos los casos para calcular la ACF.
Para que las distintas ACFs puedan ser comparadas fueron normalizadas de manera que
todas tuvieran el mismo peso. De esta manera, se puede observar la transiciéon entre
limites (figura 2.6 (a)). Luego queda claro que es posible estimar la escala temporal mas
corta (71), para ambos casos, como se puede observar en las figuras 2.6 (b)-(c) donde se
grafico la ACF para w, = 0,3um y w, = 1,2um. En cambio, en el caso de w, = 1,2um,
obtener la escala temporal més larga (la que corresponde a la difusion de las trampas)

es mas complicado porque la ACF es muy ruidosa para esos valores de 7. Los valores,
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T1 ¥y To, en la figura 2.6 (b)-(c), se obtuvieron ajustando con la ecuacion (2.4) la ACF
dada por la integraciéon numérica de las ecuaciones (1.34), en las cuales no hay ruido
que dificulte su estimacion. En cualquier caso, las simulaciones estocasticas muestran
que para ciertos valores de los pardmetros (kosy ~ 10 — 100s™! en nuestro ejemplo) es
posible inferir si los coeficientes de difusiéon estimados a partir del ajuste de la ACF
corresponden a coeficientes libres o efectivos, al cambiar el volumen de observacion
desde el volumen tipico de un microscopio confocal (w, = 0,3um) a valores mayores. Las
simulaciones estocasticas, por otro lado, muestran que las expresiones (1.34) proveen

una buena descripciéon de la funcién de autocorrelacion del problema estudiado.



Cuantificacion de concentraciones a

partir de FCS

En el capitulo 2 se estudié qué parametros biofisicos y bioquimicos pueden inferirse
en un sistema donde una especie de moléculas fluorescentes difunde e interactiia con
sitios de ligadura. Se analiz6 un amplio rango del espacio de parametros, lo que permiti6
determinar un régimen en el cual se infieren coeficientes de difusion libres (limite de
difusién rapida) y otro donde se infieren coeficientes de difusion efectivos que dependen
de las concentraciones de las especies (limite de reacciones rapidas). El analisis estuvo
focalizado en el rol de los tiempos caracteristicos y la relacion entre éstos y los parametros
del sistema. En este capitulo se considera un sistema similar al anterior, pero el anéalisis
se centra en los pesos de las componentes de la ACF, en como se relacionan con las

correlaciones y los parametros del sistema. Ademés se analiza con qué precision es



58 Cuantificacion de concentraciones a partir de FCS

posible inferir concentraciones en experimentos de FCS y cémo esta precision depende

de los tiempos caracteristicos del sistema.

3.1 ACF de un sistema con moléculas marcadas y sin
marcar

Se considera nuevamente el sistema de particulas, Py, que difunden con coeficiente de
difusion Dy e interactiian con sitios de ligadura S. A diferencia del sistema considerado
en el Capitulo 2, en este caso se tiene en cuenta que sélo una fraccion de las moléculas
Py y de las P, es fluorescente. Por lo tanto es necesario considerar las siguientes especies:
P; y Py, que son fluorescentes y Py, Py S que no lo son. Pty P}y Py y P son
iguales en todas sus caracteristicas y propiedades, con la tnica excepciéon de que una de
las especies es fluorescente y la otra no. Ademaés, se considera que durante el tiempo del
experimento no hay transformacion entre las versiones fluorescente y no fluorescente de

una misma especie. El esquema de reacciéon estéa dado entonces por:

kon kon
PlyS S P, PSSP (3.1)
koss kogy

Las concentraciones de equilibrio de las distintas especies, [Pf], [P}], [P}], [P] ¥
[S], satisfacen: [P;“] [S] = Kp[P)"], [Phy] = fi([Pf,] + [PF,]) siendo f; la fraccion de
moléculas fluorescentes y las constantes [Py |+ [P+ [Py ]+ [P)] = [Plr y [S]+[F]+[F)] =
[S]T.

Para el calculo de la ACF se sigue, como antes, el procedimiento de Krichevsky [Kri-
chevsky and Bonnet, 2002|, que consiste en linealizar las ecuaciones de reaccion-difusion
del sistema, pasar al espacio de Fourier, encontrar autovalores y autovectores, para
finalmente escribir la ecuacion (1.30). A diferencia de los casos discutidos hasta ahora,
en este capitulo se introduce la posibilidad de que las especies estén inicialmente corre-
lacionadas. En [Krichevsky and Bonnet, 2002] se supone que las correlaciones de las
concentraciones de las distintas especies cumplen (d¢;(7, 0)dc; (7", 0)) = (¢;)0;;0(F — ).
Es decir, que las moléculas de las diferentes especies inicialmente no estan correla-

cionadas, y que por lo tanto, el nimero de moléculas de cada una, dentro de un
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volumen de observacion, V,,,, sigue una distribucién de Poisson. Esta condicion es
relajada en lo que sigue y se considera que las especies pueden estar correlacionadas
inicialmente, aunque se mantiene la supocisiéon de una correlacién de corto alcance,
(0ci(7,0)0¢;(7,0)) = 030(7 = 7")/Vops con la matriz de correlaciones del nimero de
particulas, aizj = (0N,;0N;), que no necesariamente sera diagonal. Teniendo en cuenta
esto, la ACF puede generalizarse como:

e
Vol [P1] 1 [F])?

X/d?’fl Zq]quXlSeXp AsT) Z
k

donde los subindices 7, [, identifican a las 5 especies, el indice s identifica a los autovalores,

G(7)
(3.2)

X" es la inversa de la matriz de autovectores y I (é’) es la transformada de Fourier del
I(7). Dado que ¢? es una matriz simétrica, se puede definir Y = X 152

En el apéndice A se muestran los calculos realizados para obtener las expresiones
que siguen. Teniendo en cuenta que so6lo las especies Pt y P} emiten fluorescencia y que

ambas lo hacen con la misma eficiencia ¢, la expresion de la ACF (1.30) se reduce a:

_ (2m)~° 3
S0 = e | PO e (3.3

donde

q2 X1+ Xo1) (Y11 + Yio),

(12 Xig 4+ Xo2) (Yo + Ya2),

(X1a + Xog) (Yo + Yio),

( ) )

( ) )
¢ (X153 + Xa3) (Va1 + Yaz), (3.4)

( ) )
¢*(X15 + Xo5)(Ya1 + Ya2).
De la ecuacion (3.3), se puede ver que la ACF es la suma de varias componentes, una
por cada autovalor del sistema. De todas formas, como ya se discutio en el capitulo 2,
no siempre es posible obtener expresiones analiticas para la ecuacion (3.3). Sin embargo,
existen dos limites donde la ACF se puede expresar como la suma de componentes del
tipo difusivas (1.23), el limite de difusion rapida y el limite de reacciones rapidas [Sigaut

et al., 2010, Ipina and Dawson, 2013]. En este capitulo se trabajo en el limite de
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reacciones rapidas ya que asi pueden estudiarse los efectos de la interaccion entre las
especies dado que los tiempos caracteristicos estan asociados a coeficientes de difusion

efectivos. La ACF para el limite de reacciones rapidas se escribe como:

G(r) = Cos + Cocon + Coun (3.5)

N N G N e O N

coll coll

2(x%4y%) 222 227y
w?

donde se consider6 un perfil de iluminacion gaussiano, I(7) = Iy exp(— 2
wz

siendo w = w, /w, la relacion entre el ancho del haz en la direccion de propagacion de
la luz w, y el plano perpendicular w,. Los pesos y los tiempos caracteristicos para cada

componente son:

t
Gos = ! [Pf] 71, Ts = wg )
(N')? Kp + [Py]r 4Dg
1 [Pf] Kpy — [Plrs _wy
Ocoll — 2 I Teoll = ) (36)
(N)2 Kp + [Pylr [Prlr 4D oy
a 1 [Pflya—[Pfs o w?
Osm <Nt>2 [Pf]T I sm _4D5m7

donde D.,; y Dy, son los ya mencionados previamente en el capitulo 1 coeficientes de
difusion efectivos (1.21), (N*) = ([Pf] + [P}])Voss es el valor medio de la fluorescencia
en el volumen de iluminacion, [Sy] la concentracion total de sitios de ligadura y 7; son

factores que tienen en cuenta las correlaciones entre las distintas especies,

2 £ (SNESNY) + (NESNg) + (SNESN) + (SNESN) + (SN{SNs),

SN > (6N} >+2<5N}5N§>+<5N;5N}L>+<5N;5N;§>+<6N;5N;>+<5N;5N;>,

(ON,
(ON
(SNESNg) + (SN{SNg) — (SNE*) — (SNESNE) — (SNESNY) — (SNFSND),
(ON") + (ONy”) + 2(6N{ONY),

{

SNLSNY) + (SNFONE) + (BNLSNY) + (SNIOND,
(3.7)

Simulaciones numéricas

Para explorar el comportamiento del sistema representado por el esquema (3.1) y
verificar los resultados analiticos se realizaron simulaciones estocasticas basadas en el

método Monte Carlo. El detalle de las simulaciones puede encontrarse en el apéndice B.
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De las simulaciones se obtuvo la fluorescencia para distintos tiempos, F'(t), que luego
se usd para calcular la ACF. Se realizaron dos tipos de simulaciones distintas, que
variaban en la forma en que F'(t) era calculada. En la primera, F(t) era recolectada
usando un perfil de iluminaciéon gaussiano, como en un microscopio confocal. Entonces,
para calcular la fluorescencia en todo el volumen de observacion, se considerd que
cada molécula fluorescente contribuia con un peso dado por el perfil de iluminacion
gaussiano. En la segunda, F(t) se calcul6 contando el nimero de moléculas dentro
de un cubo, pesando a todas por igual. Los parametros utilizados fueron extraidos
del analisis [Sigaut et al., 2014] de experimentos de FCS realizados en embriones de
Drosophila melanogaster en el que se estima el coeficiente de difusion de la proteina
Bicoid [Abu-Arish et al., 2010].

Ademas de simulaciones del sistema donde las moléculas interactian segin (3.1), se
realizaron simulaciones en que las moléculas de cada especie difunden sin interactuar.
En la tabla 3.1 se muestran los parametros utilizados para las distintas simulaciones

que se muestran en las figuras del Capitulo.

Figura 3.1 (a) Figura 3.1 (b) Figura 3.2 (a) Figura 3.2 (b) Figura 3.3
Dg [0 —10]um?2s! 10pm?2s~! 0,005pm?2s~! 0 10pum?2s~!
Dy 19um?s! 19um?2s! 500pum?s 1 19um?s™t  19um?s~!
kogs 400571 4005t - 400571 0,1s7!
Kp 0,2496.M 0,2496M ; 0,2496uM  0,192nM
9] 2.87uM 2.87uM : 2.87uM  221nM
[P!] 5,90 M 5,90uM 0,01uM 590uM 4540 M
[P 68,20 M 68,20 M 0,01uM 68,20uM  52,53nM
[PY] 1,78 M 1,784 M ; 1,78uM  1,3TnM
(Py] 20,020 M 20,02 M ; 20,02uM 15,400 M
Tops 100s 100s [0,03 — 11 —1000)s [0,04 — 0,64 — 10 — 82]s 100s
I(T) Gaussiano Gaussiano Gaussiano Gaussiano Ctbico
Viobs 0,15um3 0736,um3 O,O68um3 0,15um3 O,O64um3
Vr 27um? [8 — 64]um? 27um? 27um3 27um?

Tabla 3.1: Parametros de las simulaciones que se muestran en las figuras del capitulo.
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3.2 Efecto de las correlaciones iniciales en los pesos

de la ACF

Como se puede ver de la ecuacion (3.6), los pesos de las distintas componentes
de la ACF dependen de las correlaciones inciales entre el nimero de moléculas de
cada especie. Es interesante notar que sélo los pesos de la ACF se ven afectados por
las correlaciones, mientras que los tiempos caracteristicos son independientes. El caso
tratado en [Krichevsky and Bonnet, 2002] y que es ampliamente extendido a la hora de
modelar experimentos de FCS, es considerar que las especies estan descorrelaciondas, es
decir, (0N;0N;) = var(N;)d;;. Por otro lado, se sabe que contar el ntimero de particulas
en un volumen fijo, al igual que contar el ntmero de eventos que suceden en un
determinado tiempo, sigue una distribucién de Poisson, la cual satisface que su varianza
es igual a su nimero medio, var(N;) = (IV;). Asi se llega finalmente a la expresion
utilizada por Krichevsky en su trabajo (0c;(7,0)dc;(7,0)) = (N;)d(7 — )/ Vops. En
varias ocasiones se hace referencia a la suposicion de Krichevsky como caso de poisson
o caso poissoniano. Reemplazando en las expresiones (3.6-3.7) los pesos de la ACF para

el caso poissoniano queda:

B [P}]?
Cos =V(PI + [BPBIr

__ A [ST*
G%ﬂ_vmm+¢%wﬁ(l+KbWh>’ (38)
G, —— L=

V(IR A+ B

donde f; = [P]/([Pfl+[P}]) = [Fy]/([Py]+[Py]) es la fraccion de moléculas flourescentes
en equilibrio. De la ecuacion (3.8) se verifica que la suma de los distintos pesos, G,
da el peso total de la ACF, GG, el cual cumple que es igual la varianza del nimero de
moléculas fluorescentes sobre su valor medio al cuadrado (1.8):

_ var(NY) _ 1 (3.9)

F o = "OvE ~ Iy

G, =G + G

Ocoll

La suposicion de que el nimero de moléculas dentro del volumen de iluminacién
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sigue una distribucion de poisson es en general correcta, y las expresiones derivadas a
partir de ésta, permiten hacer una buena estimacion de los parametros biofisicos del
sistema en estudio. Sin embargo, éste no es siempre el caso y se pueden dar situaciones
donde existan correlaciones entre el ntimero de moléculas de las diferentes especies y
los pesos de la ACF cambien en forma significativa. En caso de que las correlaciones
existan y no son tenidas en cuenta, las estimaciones de los pesos, y por consiguiente de
los parametros biofisicos, pueden no ser los correctos. A continuacion se analiza como
se modifica la ACF en dos casos en donde las correlaciones entre las especies surgen

naturalmente del sistema que se estudia.

3.2.1 ACF para sistemas con sitios de ligadura inmoéviles

En el primer caso considerado, los sitios de ligadura estéan fijos en el espacio y
no difunden, es decir Dg = 0. A diferencia del caso donde hay difusion, el namero
de sitios de ligadura dentro del volumen de iluminacién esta fijo y se cumple que
Ng, = Ng+ N} + Ny 6N} + 6N}* + 6Ng = 0. De esta manera, se puede ver que N{,
Ny Ng estan correlacionadas, y siguen una distribuciéon multinomial, que satisface

(ONZ) = (N;)(1 — &2y (ON;ON;) = —(N;) i) para i # j. Ademas se cumple

Ns.. Ns,.

(§NgON}) + (ONsSN) = —(6N2). (3.10)

Con respecto a NJE y N¥, no hay correlaciones, por lo que siguen una distribucion
de Poisson. De la ecuacion (3.7) se puede ver que y; = 0, con lo cual el peso de la
componente asociada al autovalor que depende de Dg se hace exactamente cero, G, = 0.
Los demas factores, 7;, se mantienen igual al caso Poissoniano, de manera que G,_, y
G,,,, toman los mismos valores que en la ecuacion (3.8). El peso total de la ACF se

expresa para el caso de Dg = 0 como:

Lq, = YN var(ND) NG+ (NP (N Nsr) g

Go =G Osm <Nt>2 <Nt>2

Ocoll

De las ecuaciones (3.9) y (3.11) se puede ver que existe una diferencia finita entre los
casos Dg # 0y Dg = 0, y que dicha diferencia es independiente de Dg. De hecho, esta

diferencia se da abruptamente cuando Dg = 0, y no hay una transicién continua entre
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un caso y el otro. También es interesante resaltar que en el caso de Dg = 0 no se cumple
que el peso de la ACF sea igual a la inversa del nimero de moléculas fluorescentes,

G, # 1/(N"'), lo que suele ser asumido en este tipo de analisis.

En la figura 3.1 (a) se muestra, en simbolos las ACFs obtenidas a través de simulacio-
nes numéricas para el caso Dg # 0y Dg = 0 junto con sus correspondientes expresiones
analiticas en lineas de trazos. Los pardmetros son los mismos en ambas simulaciones,
excepto por el valor del coeficiente de difusion de las trampas, Dg (Dg = 0 en cuadrados
y linea solida y Dg = 10um? /s en cruces y linea de trazos). G, es diferente en cada caso
a pesar que (N') es el mismo. La correspondencia entre los datos de las simulaciones
y la curvas analiticas, confirman lo predicho por las expresiones (3.9) y (3.11). Por lo
tanto, un ajuste a ciegas de los datos, asumiendo una estadistica de Poisson, puede
levar a una estimacion incorrecta de la concentracion de moléculas fluorescentes. Es
decir, para interpretar correctamente el peso de la ACF es necesario distinguir si las

trampas son moviles o inmoviles.

Figura 3.1: (a). ACF, G(7), de un sistema de moléculas que difunde e interactia con sitios de ligadura
inmoviles () o moviles (x). Las curvas son las predicciones tedricas a partir de la ecuacion (3.5) para
los casos Dg # 0 (linea de trazos) y Dg = 0 (linea solida). (b). Igual que en (a) pero con Dg # 0y dos
voliimenes de simulacion distintos, Vips = 0,36um?, Vo = 8um? (o) y Vops = 0,36um?, Vp = 64um?

(0O). Para detalles de los parametros usados ver la tabla 3.1.
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3.2.2 ACF para sistemas que difunden en volimenes confinados

El segundo caso considerado, en el cual existen correlaciones entres las especies, se
trata de moléculas que difunden en un volumen confinado. Hasta aqui, estaba implicita
la suposicion de que el volumen de observacion, Ve, era mucho mas pequeno que el
volumen disponible que poseen las moléculas para difundir, Vr, es decir, Vs < V.
Cuando V,, es lo suficientemente grande y se vuelve de tamano comparable al volumen
total, Vs < Vi, aparecen correlaciones entre las moléculas de una misma especie
que se encuentran dentro y fuera de V,,,. En este caso, la estadistica de Poisson deja
de ser valida. Es decir, el ntimero de moléculas fluorescentes en Vi, N* = N + N,
esta correlacionado con el ntimero fuera de V. Si se introduce la notacion NF** al

numero de moléculas de la especie i-esima fuera de Vs y Nfowl el nimero total de

moléculas en Vr, se cumple que N; + Nf*t = Nl = cte. El nimero de moléculas,

Vobs
Vr

var(N;) = NPtlp(1—p) = (N;) (1 — %) =(N;) <1 - ‘(3—;) Teniendo en cuenta este

N;, sigue una distribucién binomial B(N!! p) con pardmetro p = que satisface

resultado, el peso de la ACF queda:

_ovar(NY) 1 Vobs
Go= "7 = 7 (1— = ) (3.12)

Notar que existe un factor (1 — Vi,s/Vr) que diferencia el caso Vs S Vi con el caso
Vops < Vip. De hecho, si Vs < Vi, se cumple que (1 — Vi /Vr) ~ 1, y se recuperé el
caso tipico poissoniano. Ademas, a diferencia del caso donde los sitios de ligadura estéan
fijos, aca la transicion de un caso a otro es continua.

En la figura 3.1 (b) se muestran dos simulaciones que ilustran como cambia la ACF
cuando varia el volumen de iluminacién. En circulos se muestra una simulacion tal
que (1 — Vys/Vr) = 0,99, mientras que en cuadrados se muestra otra simulacién que
corresponde a (1 —V,s/Vr) = 0,96. Ambas simulaciones se muestran con sus respectivas
curvas analiticas (lineas solida y de trazos respectivamente). La diferencia entre las
curvas es, segun la ecuacion (3.12), ~ 4%, lo cual es similar a la diferencia obtenida en
las simulaciones.

Si se tiene en cuenta que los sitios de ligadura son inmoviles, es decir Dg = 0,

nuevamente aparece un factor (1 — V,,s/Vr) que tiene en cuenta las correlaciones
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debidas al volumen confinado. Las correlaciones debidas a los sitios de ligadura fijas
siguen presentes y afectan al peso de la ACF de la misma manera que se detalld

previamente. El peso de la ACF queda:

G, =

<NQ+U%K1—U%WNﬁO(L_%w>’ (3.13)

(Nt)? Vr

3.3 Precision en los pesos de la ACF en experimentos

de FCS

Como se mencion6 anteriormente, por un lado las fluctuaciones permiten obtener
informacién sobre los procesos que ocurren en el interior de las células, pero por otro
ponen un limite a la precisién con que pueden ser obtenidos los parametros biofisicos
en un determinado tiempo de observacion. En esta seccion se busca determinar durante
cuanto tiempo se debe registrar la fluorescencia en experimentos de FCS, para obtener
concentraciones con una dada precision.

Las fluctuaciones que se registran en experimentos de FCS provienen de dos fuentes
diferentes: la primera, las fluctuaciones producto de la dinamica de los procesos biofisicos
que tienen lugar en el interior de la célula, de las cuales se puede obtener informacion para
cuantificar parametros biofisicos y validar modelos. La segunda fuente de fluctuaciones
tiene que ver con el ruido que se introduce por el camino 6ptico que sigue la luz y
la eficiencia de los detectores. Este ruido, es conocido como “shot noise” y si bien es
indeseado, tiene la ventaja de que es puramente aleatorio, no esta correlacionado a
lo largo del tiempo y so6lo tiene incidencia en la funcién de autocorrelacién cuando
7 = 0 [Krichevsky and Bonnet, 2002]. En el anéalisis que se presenta en esta seccion,
esta fuente de error no es tenida en cuenta, y s6lo se hace foco en el estudio de las
fluctuaciones que se derivan de los procesos biofisicos de estudio.

Para cualquier sistema, los pesos individuales y el peso total de la ACF, G,, y
G, =), G, respectivamente, dependen del valor medio, la varianza y la covarianza de
variables aleatorias del problema. En experimentos reales, el valor medio, la varianza y

la convarianza son estimados a partir de las observaciones. Con lo cual, el célculo de los
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pesos se hace en términos de estos estimadores. Se define,

Go = —=, (3.14)
(*)
al estimador del peso total de la ACF, siendo,
> (v -7
— Nt ¢ ( ¢ >
Ntzh; st = (3.15)
n n—1

el estimador de (N*) y var(N?'), respectivamente donde N/ es el namero de moléculas

fluorescentes en V,,, al tiempo t = (At y n = % es el tamaiio de la muestra. N' y 52
son estimadores no sesgados, de manera que sus valores esperados son (N*) y var(N?)
respectivamente. A su vez, los estimadores son funciones de variables estocésticas,
por lo cual también son variables estocasticas. La varianza de estos estimadores, da
informacion de cuan diferentes pueden ser los valores que toman respecto de sus valores
esperados.

Se calcula var(ﬁt) y var(s?) para el caso de una tnica especie de moléculas fluores-
centes que difunden con coeficiente de difusion D. En este caso sblo existe un tiempo
de correlacion, que para un volumen de iluminaciéon gaussiano, se expresa 7p = %. En
cualquier experimento es necesario que At < 7p para poder determinar los tiempos de
correlacion, pero entonces los valores que toma N* a lo largo del tiempo, {N}}, no son
independientes. Entonces, al computar la varianza de los estimadores hay que tener en

cuenta la no independencia de los datos, de manera que,

var (N ) = var (E 3 N;) = — (V= (V) (VE = (V). (3.16)
=1 k=1
Hay que notar, que existe una similitud entre la expresion (3.16) y la definicion de la

ACF,

var(N"Y)
32
(1+5%)
™D

Dado que G(7) decae muy rapidamente de su valor méximo a su valor minimo es posible

aproximar (NI — (N')) (NL — (N*))) por (N} — (N®))?) = var(N?) si |At({ — k)| < 7p

(ND)2G(r) = ((N'(t) = (N)) (N'(t+7) = (N))) =
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y 0 caso contrario. Es decir,

var(NY) |At(l —k ™
(N = (N9) (V] — (Niy)y e TN AHE=RE< o g )
0 |At(l — k)| >

Usando la aproximacion (3.17) y reemplazando en la ecuacion (3.16) se obtiene la

varianza del promedio,

var(NY)

var(N') ~ (1+ (n—1)p) (3.18)
n
con p = 2% De igual manera, se obtiene la siguiente expresion para la varianza
de s2,
2 Nt 2
var(s?) ~ Mu +(n—1)p), (3.19)
n —_

con p igual al caso anterior. Finalmente, de las ecuaciones (3.18-3.19) y usando la

formula de propagacion de errores en la ecuacion (3.16), se puede escribir el error del

peso de la ACF,

AG, ’ _ var(s?) 4var(Nt) _dmp M
<<é0>) R N2 T (1 +2 ) . (3.20)

(N*)?

La ecuacion (3.20) depende del cociente entre el tiempo de correlacion y el de observacion.
Por un lado, en la medida que el tiempo de observaciéon es mayor, el error en el peso de la
ACF disminuye. Por el otro lado, cuanto mayor sea el tiempo de correlacion del sistema,
mayor serd el tiempo necesario para obtener una determinada precision. El segundo
término de la ecuacion (3.20) depende del numero medio de moléculas fluorescentes en
el volumen de observacion. En general, (N*) > 1, por lo tanto el segundo término se
hace despreciable frente al primero, el cual es quien termina imponiendo el limite a la
precision que se puede obtener a un tiempo 7.

En el caso de un sistema que tiene varias especies fluorescentes con la misma eficiencia
¢, v que difunden libremente sin interactuar, las ecuaciones (3.18-3.19) son también
validas. Siendo N} el nimero de moléculas dentro de V,, de cada especie, el peso total

de la ACF y su estimador estan dados por:

£y g2
GO Z”L Var(Ni)_ Go _ ZZ S’L (321)

= T~ n~nt\9 - T2
N

N
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donde N* =3 Nly N; y s? son los estimadores de (N}) y var(NY), respectivamente.

. —_ —_ . —_ —_ . —_ ——t
Identificando a (AZ)? = var(Z), siendo AZ el error y var(Z) la varianza, para = = N, s?

79 2%

se obtiene:

(5e) - e () e+ () won)

var(s?
2(:1 sé)é) +

7

4y var(Ny) 3, var(s?) 43, var(N})
(CND2 (X var(vh) N2 (3.22)

3.3.1 Especies difundiendo a tasas muy disimiles

Tal como se describi6 en la seccion 3.2.1, y que ademés se puede ver de la figura 3.1 (a),
la diferencia entre los pesos G,4 cuando Dg = 0 y cuando Dg # 0, es un valor finito e
independiente de Dg. Por lo tanto, existe un limite singular en el peso cuando Dg = 0.
Surge la pregunta, entonces, como es posible distinguir un sistema en el que las moléculas
difunden muy lentamente, de uno en el que son inmoéviles. Si las moléculas difunden
muy lentamente, durante el tiempo en que se observa el sistema, puede parecer que las
moléculas estan fijas. Es decir, a medida que mas lenta es la difusion de las moléculas,
es necesario un mayor tiempo de observacion para distinguir su movimiento. En esta
seccion, se analiza como cambia la ACF en funcién del tiempo de observacion, cuando
Dg es muy pequeno. Particularmente, se analiza, si existe un rango de valores de T;s en
que la ACF puede ser aproximada por una expresion con G,, = 0. Para ello, primero se
considera un sistema mas sencillo de dos especies de moléculas igualmente fluorescentes
(f vy S) que difunden con Dy y Dg < Dy, sin interactuar. En este caso, la ACF es
la suma de dos componentes difusivas de la forma (1.26) con tiempos de correlacion

w?

T = 1%, 1 = f, S. Luego, usando las ecuaciones (3.18-3.19), se calcula var(Z)/(Z)? para

==N' s i= f, Sy, definiendo

77 9%

se derivan los tiempos de convergencia, T, (=), para que = esté dentro de su valor
esperado con un error relativo a.

Asumiendo que N} y N§ siguen una distribucion de Poisson y que 7; > At, a partir
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de las ecuaciones (3.18-3.19), se obtiene,

T, (N}) 7 2007 /(N!) v Ta(s2) ~ 4007

(2

para o = 0,1. Se observa que, TQ(NZ) < T,(s?), si {(N}) > 1 y ademas que mientras
TQ(N:) decrece con (N!), T,(s?) es independiente del mismo. Esto tltimo, implica
que existe un limite de la precision con el que se puede estimar la varianza, y por lo
tanto, los pesos de la ACF, después de un dado tiempo de observacion, T,,,. Este limite
estd determinado por los tiempos de correlacion, 7y and 7g, y es independiente de las
concentraciones. Més atin, este limite, independiente de la concentraciéon, domina el
error relativo de G,, si (N*) es lo suficientemente grande (> 5). En ese caso, cambiar la
concentracion de moléculas fluorescentes en el volumen de observaciéon no resulta en un
incremento de la precision en la estimacion de los pesos.

Teniendo en cuenta la ecuacion (3.22) y considerando el tiempo de correlacion méas
lento de este ejemplo, 75, se puede concluir que T, > Ts/a® > Tg, para estimar G, con
error relativo a.. Por otro lado, el valor de 7g también determina el tiempo en que N
cambia significativamente. Es decir, es necesario que T, > 75 para que N& converja a
su valor medio. Dado que 75 > 7¢, en los tiempos de observacion cortos, 75 < Tpps < T,
el valor de N;, puede no ser cercano a (N&), mientras que N; ~ (N}). Con lo cual, va
a existir un rango de valores de T, en los cuales, el nimero de moléculas f convergio
a su valor medio, mientras que el ntiimero de moléculas S no varié significativamente de
su valor inicial, Ng ~ NE(Tops = 0).

A pesar de que 75 > 7y, el orden relativo entre Ta(sfc) y Ts es arbitrario. Entonces,
sl Tg > Ta(s?) se espera que exista un rango de valores de T, para los cuales la ACF
se pueda aproximar con un tnica componente difusiva con tiempo de corrrelacion, 7¢ y

peso

Gy ~ 52/ (N + NE(Tops = 0)).

Caso contrario, si 7¢ < Ta(sfc), la ACF no converge cuando T,,s < 75. Independiente-
mente del orden entre Ta(sfc) v Ts, si Typs > 75 la ACF converge a una expresion con

dos componentes difusivas, y su peso se aproxima como,

~ —t =t
Gy~ (s7+5%) /(N;+ Ng).
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Este comportamiento se confirmoé en las simulaciones estocasticas de la figura 3.2 (a),
donde se grafican las ACFs obtenidas usando distintos 7T,,s que satisfacen: Ta(s?) =
0,01ls < Tops = 0,027s < 79 = 2,655 (cuadrados), T,ps = 0,87s ~ 75/3 (tridngulos)
y Tops = 3508 ~ 13075 (circulos) para o = 0,1. Las ACFs obtenidas para T, hasta
~ 0,17¢ son similares a la representada en cuadrados. Como se puede observar, el
tiempo de correlacion, 7g, es inobservable para T,,s < Tg y se vuelve aparente para
Tops S Ts. El peso total de la ACF depende de N&(T,,s = 0) para Tops < 7s. En linea de
trazos y puntos se muestra la ACF analitica asumiendo que inicialmente el nimero de
moléculas S dentro de Vs es igual a su valor medio, es decir, N5(T,5s = 0) = (N&). La
simulacion representada en cuadrados, muestra que inicialmente el niimero de moléculas
S dentro de Vs es significativamente menor a su valor medio. Por otro lado, en la
region T, ~ 79, la ACF no converge a ninguna funciéon. Recién cuando T,,s > 75 la
ACF converge a su valor esperado. S6lo cuando se cumple esta condiciéon es que se
puede estimar un valor confiable para la concentracion total de moléculas fluorescentes,

a partir del peso de la ACF, G,.

1072 10° 10°

7[s]
Figura 3.2: ACF, G(7), calculada a partir de simulaciones numércicas estocasticas para diferentes
Tobs (simbolos) y de expresiones analiticas tedricas (lineas continuas). (a) Las especies f y S difunden
libremente sin interactuar con coeficientes de difusion Dy = 500um?/s y Dg = 0,005um? /s respecti-
vamente, y (Ny) = (Ng) = 0,4; Tpps = 0,027s (cuadrados), 0,87s (triangulos), 350s (circulos). ACF
tedrica para Ng = 0 (linea de trazos y puntos) y la ACF normalizada de manera que coincida con el

peso de la simulacion (linea de trazos). (b) Mismo sistema que el de la figura 3.1 (a) (Dg = 0) para

Tobs = 0,045 (cruces), 0.64s (cuadrados), 10.22s (circulos) y 81.76s (tridngulos).
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Las simulaciones de la figura 3.2 (a) también muestran que se satisface que G, #
1/(N*), cuando Dg = 0, en el limite de difusién rapida (cuando 7p < 7,.), dado que la
ACF en ese caso coincide con la de un sistema de moléculas que no interacttian. Ademas,
debido a que se obtiene el mismo resultado en las dos situaciones limites del sistema
de reaccion-difusion, se espera que se sostenga en cualquier otra situacion intermedia (

D ~ Tp).

Sistema de reaccién difusién con sitios de ligadura inmoéviles

Cuando Dg = 0, la escala temporal, 7g, esta ausente de la ACF y la varianza de N*
se reduce para ambos sistemas, el de la figura 3.2 (a) y el sistema de reaccion difusion con
respecto al caso de Dg # 0. Estas dos caracteristicas implican que AG, / G, se reduce y
que el valor esperado de G, puede ser alcanzado en una escala temporal méas corta si Dg =
0. Esto es equivalente a la situacion transitoria de la figura 3.2 (a) para T,ps < Tg, pero
con G, convergiendo a su valor real. Esto se ilustra en la figura 3.2 (b), donde se muestra
la ACF derivada de los mismos datos que la figura 3.1 (a) (Dg = 0) para distintos valores
de Tpps. Al comparar los valores de T, elegidos con el tiempo de correlaciéon mas lento,
(en este caso, Tyy,), se satisface que, Thps/Tem ~ 3 (cruces), 43 (cuadrados), 681 (circulos)
y 5450 (tridngulos). Los errores relativos de G, en la figura 3.2 (b) se corresponden
bastante bien con los estimados usando la ecuacion (3.22) con var(N}) y var(s?) dados,
respectivamente, por las ecuaciones (3.18-3.19) con N* = N} (i = f,5) ¥ Teorr = Tem-
Es decir, para los parametros de la simulacion var(Nf) = (N})(1 — [P!]/[S]r) = 10400

(var(V)) 2+ (var(IV})?)
y var(N7) = (N;) = 3580, y por lo tanto, AG, /Gy ~ 8Ten/Tobs (Var(1<f})+var(zvbt)b)2

~Y
5Tsm/Tops- Por lo cual, de acuerdo a las estimaciones, el error relativo de los ejemplos

de la figura 3.2 (b) disminuye desde 1.7 a 0.001, al aumentar el tiempo de observacion.

Sistema de reaccién difusién con sitios de ligadura que difunden lentamente

Si ahora se considera el sistema en el cual las especies difunden e interactian entre
si, cuando Dg # 0, el tiempo de correlacion mas corto, 7g, también domina la variacion
de Ngr. Ademas determina durante cuanto tiempo se observa una correlaciéon aparente

que hace G, =~ 0. A diferencia del caso con dos especies que fluorescen con la misma
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intensidad y que difunden sin interactuar, en este caso no hay una correspondencia uno
a uno entre las variables aleatorias independientes y los tiempos de correlaciéon, como
se puede ver de las ecuaciones (3.5- 3.11). De cualquier manera, para calcular el error

del estimador del peso total, G,, se usa la ecuacion (3.22) con

S
Ni= f(NE+ ﬁzv;), N

[55]
[S]r

(L= fON" v Ny=1 N,

es decir, se trabaja como si Nf, i = 1,2, 3, fueran tres variables aleatorias independientes.
Cada una de ellas esté caracterizada por un tnico tiempo de correlacion (17 = e,
Ty = Tem ¥ T3 = Tg) y cumplen que var(N}) = (N}). Se satisface que >, Nf = N* de
modo que el peso total esta dado por G, = Y, var(N})/(3>_, Nf)?, como se deduce de

la ecuacion (3.22).

x1073
e (b)
o
g o,
Q g A §
S EE o B °
H
B
H
10° 10" 10' 10°
« 10_3 obs [3] Tobs[s]
7,
x (d)
¥ % x A A
=TT §
g i : &
Al i
¥ i A
1§
?o“ 10' 10’ 10?
Tobs [3} Tobs [3]

Figura 3.3: Pesos de las componentes y peso total de la ACF calculados a partir de simulaciones
numeéricas estocésticas para un sistema donde las moléculas f difunden e interacttian con los sitios de
ligadura S (simbolos), junto con el error esperado para los dintitos tiempos de observacion, Tpps (area

sombreada). Los parametros de las simulaciones se muestran en la tabla 3.1.

En la figura 3.3 se muestran los pesos de la ACF obtenidos a partir de las simulaciones

estocésticas, en funcion del tiempo de observacion, T, (simbolos). Se observa, como
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los valores de los pesos disminuyen sus fluctuaciones a medida que T,,s es mayor,
convergiendo a su valor esperado. Las areas grises de la figura 3.3, representan el error
estimado a partir de la ecuacion (3.22), calculado para las variables aleatorias definidas
previamente. Se puede ver que las fluctuaciones en los valores de las simulaciones
concuerdan con el error estimado a partir de nuestra aproximacion. Esto implica que,
cuando las moléculas difunden y reaccionan, existe un limite fundamental para la
precision con la que pueden estimarse los pesos de la ACF, en un dado tiempo de
observacion. Este limite esta determinado por los distintos tiempos de correlacion del
sistema, y es independiente del valor medio de moléculas en V5. Esto es consecuencia

de que la ecuacion (3.22) tiene dos tipos de términos,

var(s?)/(s)? ~ 2p; ~ 473/ Ty var(N3)/(N])Y? = i/ (N]) ~ 273/ (T (N)),

(3

donde los primeros no dependen del ntimero medio de moléculas en el volumen de

observacion, mientras que los segundos si.



Lectura endo6gena de concentraciones

en el fluctuante ambiente intracelular

Aquellas fluctuaciones que son responsables de poner un limite a la estimacion de
parametros cuando se observan procesos o senales en el interior celular, también afectan
la precision en que los mismos procesos biofisicos se llevan a cabo. Tal es el caso de
la lectura de concentraciones de agentes por parte de las células o por componentes
en su interior. Las células necesitan leer la concentracién de agentes mensajeros que
le indican céomo actuar en diversos momentos. Se ha observado que diversos procesos
en el interior celular responden con gran precision frente a cambios muy pequenos en
concentraciones de agentes. La reproducibilidad de los patrones con que se expresan los
genes en las primeras etapas del desarrollo embrionario es un buen ejemplo de cuan

preciso puede llegar a ser un sistema biologico. El caso de la expresion del Hunchback a
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partir del gradiente de Bicoid en Drosophila melanogaster, demuestra que para alcanzar
tal precision la célula debe determinar la concentraciéon de Bed con una precision muy
cercana al limite fisico impuesto por las propias fluctuaciones en el nimero de sus
moléculas [Gregor et al., 2007b]. Otro ejemplo de este tipo de sistema es la quimiotaxis
en bacterias, fenomeno por el cual las bacterias se orientan y mueven en la direccién de
mayor concentracion de su fuente de alimento. En [Berg and Purcell, 1977] se estudié cual
era el limite con el cual las concentraciones podian ser determinadas, como se describio
en el capitulo 1. En este Capitulo se retoman los trabajos de Berg & Purcell [Berg and
Purcell, 1977], Bialek [Bialek and Setayeshgar, 2005] y Kaizu [Kaizu et al., 2014], y se
busca determinar el limite fundamental con que pueden ser estimadas concentraciones
a partir de contar el nimero de moléculas dentro de un volumen de observacién, en un
sistema de ligandos que difunden e interactiian con receptores fijos. Para esto, se hace
uso de los formalismos desarrollados en los capitulos anteriores, sobre la determinacion
de expresiones analiticas para la ACF. Se presentan expresiones para el error en la
estimacion de concentraciones que son validas para todo tiempo de observacion, y no sélo
para tiempos largos. Ademas, se presenta una expresion que tiene en cuenta una fuente
de ruido adicional, debido a la relaciéon no lineal entre ligandos y receptores. Por tltimo
se analizan dos situaciones en las cuales los resultados presentados en este Capitulo
pueden ayudar a entender las observaciones experimentales: la rapida convergencia de
la precision de la concentracion de ARN en la transcripcion de ADN) y las diferentes
escalas temporales observadas en la distribucién de tiempos de espera de creacion de

productos en un sistema de enzima tnica.

4.1 Estimacion de concentraciones a partir de las fluc-

tuaciones en el niimero de moléculas

Se considera un sistema compuesto de moléculas de un ligando, Py, que difunden
con coeficiente de difusion Dy y que interactian con receptores S, de acuerdo con
el esquema de reaccion (1.12). Ademas, se considera que los receptores pueden ser

inmoéviles o moviles, y en el tltimo caso mucho mas masivos que los ligandos de manera
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que las especies S'y P, difunden con coeficiente Dg < Dy. Las moléculas de las distintas
especies estan distribuidas uniformemente dentro de un volumen Vi del cual no pueden
escapar y estan en equilibrio.

Dado que se quiere determinar las concentraciones de las distintas especies, se cuenta
el namero de moléculas de cada una, N, N® y NGO dentro de un volumen de
observacion, V. Estas son variables aleatorias, ya que las moléculas pueden difundir,
y cambiar de una especie a otra. Por lo tanto, es necesario medir durante un tiempo de

observacion T, para estimar su valor

—(S) 1 Tobs
N (Tos) = / dtN@(¢). (4.1)
obs J0O

donde el indice (s) identifica a cada una de las especies, s = f,b,S. En la medida que
el tiempo de observacion, T, aumente, los valores de N(s) (Tops) se van a aproximar a su
valor medio correspondiente, (N(*)). En el caso de P, el valor medio satisface (N/)) =
[P¢]Vops. En el caso de los receptores, hay que diferenciar si se trata de receptores moviles
o inmo6viles. Cuando los receptores pueden difundir, es decir, Dg # 0, los valores medios
de las especies P, y S satisfacen (N®)) = [B]V,ps v (N®)) = [S]V,4, respectivamente.
En cambio, si Dg = 0, el ntimero de receptores ocupados y libres se mantiene constante
dentro del volumen de observacion Vs, Ngv = N () 4+ NO = cte, por lo tanto, los
valores medios satisfacen que (N®)) = Ngr[Ps]/([Pf] + Kp) y (N®)) = Ngp — (N®).
Para determinar, cuén precisa es la estimacion del valor medio a tiempo T, se calcula

la varianza de N(S).

var (V9(T) = (5 (T) = 7)), (12)

La varianza se puede relacionar con la funciéon de autocorrelacion [Berg and Purcell,

1977],
GO(r) = (N7 — (V) (Nt +7) = (N©)), (4.3)

€como,

_(5) 1 Tobs Tobs
var (N (Tobs)) = dt’ / dAtGW (' —t). (4.4)
Tobs 0 0

De la ecuacion (4.4) se ve que es posible calcular la varianza a través de la funcion

de autocorrelacion. A continuacion, se calcula la ACF para este sistema. Vale aclarar
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que la definicion de la ACF de la ecuacién (4.3) difiere por un factor (N®))? de la

definicién utilizada en los capitulos anteriores para el caso de FCS.

4.1.1 ACF de las fluctuaciones en el nimero de moléculas

Para el calculo de la ACF, se expresa el nimero de moléculas de cada especie en

funciéon de su concentracion,
NG (t) = / e (7. 1), (4.5)
1%

donde ¢®)(7,t) es la concentracién de la especie (s) en el punto 7 y tiempo t. A
diferencia del caso de la ACF en FCS, en donde las moléculas emiten fluorescencia
que es recolectada por un detector, y es necesario integrar a lo largo de todo el
volumen, V7, en este caso, so6lo hace falta contar las moléculas dentro de V. De
todas maneras, en las cuentas que siguen se considera un volumen gaussiano y se
integra sobre todo el volumen V7, dado que se simplifican los calculos, y asi se pueden
obtener expresiones andliticas. Entonces, en vez de contar las moléculas dentro de
Vops se cuentan en todo el volumen Vr, asignando un peso gaussiano a cada molécula,
NG)(t fv d*r1(7)c®) (7,t), donde I(7) = exp (—2;—;), r = |r], w, es el ancho de la
cintura de la gaussiana y ¢{¥) = 3", §( — 7, (t)) sumando sobre todas las moléculas de

la especie (s) y 75, (t) su ubicacion al tiempo ¢. De esta forma, la ACF queda:

GO(r) = (5N(S (t)ONO(t + 7)) (4.6)
- / dF / dr / N TR )5 (7 4)5eD (7 ¢+ 7),

obs

siendo §¢®) = ¢ (F 1) — (NO) Ve v Vops = [ BFI(F) = (m/2)%2w?.
Resolver la ecuacion (4.6) nos va a permitir estimar la ecuacion (4.2). De todas
formas, primero se analizan dos casos particulares sencillos, que van a servir para luego

generalizar a sistemas donde los ligandos interactiian con los receptores.
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Difusion libre de ligandos

Primero se considera el caso de un conjunto de moléculas que difunden libremente,
pero que no interactiian con receptores. La expresion de la ACF a partir de (4.6) se
obtiene de manera similar a como se hizo en la ecuacion (1.23),

var(N)
G = 20
(1+3)
D

donde D es el coeficiente de difusion del ligando, 7p = % el tiempo de correlacion. A su

(4.7)

vez vale recordar que el nimero de moléculas en el interior de V4 sigue una distribucion
de Poisson, con lo cual var(N) = (N). Usando la ecuacion (4.4), es posible expresar la

varianza del promedio como,

var (N(Tys))) = var(N) ;Tf (1 + 2;’2 (1 —(1+ %)1/2» . (4.8)

Si se considera T,,s > 7p, se puede escribir el error relativo del estimador promedio

como,

—\1/2
A(N):<Var(N ) S, (4.9)

(N) V2D{N)Tons

De esta ultima expresion, se puede ver que el error en la estimacién del namero de

moléculas no solo depende del niimero de moléculas dentro de Vi, sino que también de-
pende del tiempo de observacion y la constante de difusion. A partir de la ecuacion (4.9),
es posible estimar el tiempo necesario para tener una precision de valor «,

Tpvar(N).
(a{N))?

Finalmente, se puede reescribir la ecuacion (4.9), en términos de la concentracion ¢

Tops(x) ~ (4.10)

de las moléculas en Vi, ¢ = (N)/Vips, como,
(var(e)"* 1
c V2712732 D, T '

La ecuacion (4.11) es la misma que encuentran Berg & Purcell en [Berg and Purcell,

A(e) =

(4.11)

1977] v que se present6 en el capitulo 1 (1.42), con la unica diferencia de un factor
geométrico que depende del volumen de observacion considerado. Es importante notar
que la ecuacion (4.9), a diferencia de la expresion de Ber & Purcell, permite estimar la

varianza del promedio, para cualquier tiempo de observacion, inclusive, si Ty < 7p.

~Y
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ACF con decaimiento exponencial

Si ahora se considera un conjunto de receptores inmoviles, que puede cambiar entre
k1
dos estados A = B, (prendido o apagado, libre u ocupado), la funcién de correlacion

k_1
es una funcion exponencial simple [Krichevsky and Bonnet, 2002],

G(7) = var(N) exp(—i), (4.12)

T

donde 7, = ki 4+ k_; es el tiempo de relajacion al equilibrio del sistema. Nuevamente,

reemplazando G en la ecuacion (4.4), la varianza del promedio se escribe,

var (N(Ts))) = var(N) 27 (1+ o ((T%’fs —1)). (4.13)

Tobs Tobs

Ligandos interactuando con receptores

Estos dos primeros casos particulares son sencillos de analizar, dado que el sistema
s6lo tiene un tnico tiempo de correlacion. Sin embargo, cuando se consideran reacciones
entre ligandos y receptores, como se mostro en los capitulos anteriores, aparecen varios
tiempos caracteristicos, lo cual vuelve el anélisis un poco méas complicado.

Se considera el sistema descripto por el esquema de reaccion (1.12), y se procede al
calculo de la ACF. Siguiendo el mismo procedimiento que en la secciéon 2.1 y también
descripto en [Ipina and Dawson, 2014, Krichevsky and Bonnet, 2002], se calcula 5c®),
para las 3 especies del sistema, como la soluciéon de las ecuaciones de reaccién-difusion
linearizadas alrededor del equilibrio. Luego, la solucién puede ser escrita en el espacio de

Fourier en términos de los autovectores y autovalores del sistema linearizado, resultando

G(7):
GO(r) = / di LD X exp(A™7) (X6 ™ (4.14)

donde el indice j hace referencia a las distintas especies (j = 1 para s = §, j = 2
para s = f y j = 3 para s = b) y el indice (m) identifica a los autovalores, () es la
transformada de Fourier de I() y ¢ es la variable conjugada de 7, X es la matriz de

autovectores, A(™) es el m-ésimo autovalor y o2 es la matriz de correlaciones iniciales
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entre las distintas especies, o7} = (NG ()N ())23/2 )V, donde i, j son los indices

correspondientes a la especie (s) y (s'), respectivamente.

Se asume, de igual manera que se hizo en el capitulo 3, que las correlaciones
son de corto alcance, es decir (3¢ (7, 4)6¢) (17, 1)) = o50(7 — 7). Como se mostro
anteriormente, el ntmero de moléculas dentro de V,,, de una especie que difunde
libremente sigue una distribucion de Poisson, y afj = (c®))4,;, siendo &;; la funcion delta
de Kronecker. Esto es valido para los ligandos, pero no para los receptores, los cuales
pueden ser moéviles o inmoviles. En caso de que sean moviles, es decir, que Dg # 0 , el
nimero de moléculas va a seguir una distribucion de Poisson, pero en el caso de que
sean inmoviles, Dg = 0, ésto ya no es correcto. Dado que al no difundir, el nimero
de receptores dentro de Vs es constante (N &)+ NO = Ngp = cte), y el niamero de
moléculas de los receptores en estado libre, N, o ligado a un ligando, N® | sigue una
distribucion Binomial, de manera que (5¢() (7, 4)6¢® (17, 1)) = —(6¢® (7, 1)6c®) (77, 1)) =
—(NOY(1 = f,)8(7 — 17)23/2 )V, donde f, = (N®)/Ngr es la fraccion de receptores

ligados a un ligando en Vs [Ipina and Dawson, 2014].

La ecuacion (4.14) en general no tiene una solucion anélitica, pero como se mostro
en el capitulo 2 y en [Ipina and Dawson, 2013] existen dos limites, el de reacciones
rapidas y el de difusion réapida, en los cuales los tres autovalores del sistema pueden ser

expresados como \; = —v; — D;¢?. En ese caso, la ACF se escribe como:

~ o0 ~ G
GO(r) = DG =) e, (4.15)

donde mp; = wf /AD; v Tyiz1 /v, son los tiempos caracteristicos asociados a la difusion y
(s)

a las reacciones respectivamente, y los pesos, G, resultan de combinaciones lineales

de las covarianzas, o2, entre las distintas variables estocésticas y satisfacen, G((,S) =

ij
> ng) = var(N®).

En la tabla 4.1 se muestran los distintos coeficientes, 7p;, v; y GS) derivados de la

ecuacion (4.14), para ambos limites y en los casos Dg =0y Dg # 0 para s = f,b.
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G(()f) ng) ™ v
Ds=0 Dg#0 Ds=0 Dg#0 Ds=0 Dg#0 Ds=0 Dg#0
Gi(7)
r—r 0 0 fb<N(b)> 4155 0
d—r 0 0 f(NO) e 0
Ga(7)
rer oY) %H@)ﬁ (N®) ID.ort 0
w? Keop s (1 ko
d—r 0 (1= fo)(N®) iDs flf—(f:rﬁ) 1—fffb
G3(T)
B (A—fv) w? koyr(14+8)
T g (V) ) (V) .5 e
d—r (N 0 i 0

Tabla 4.1: Expresiones de los pesos, Gg’:) y G((f;), para los casos Dg =0y Dg # 0 y en los limites de

PSP . - _ (NGO _ D;+BDs _ BD;y+Ds
difusion rapida (d-r) y reacciones rapidas (r-r), donde f, = “Nop+ Deott = e Deyo = =5
d (N(S))2 Se defi 1 . de ti wf wi wi
and 8 = RpNapvV,. - ¢ definen las siguientes constantes de tiempo, 7y = i, TS = 1Dg Teoll = D,y

S 5 | S L3
ef2 = ADer? ' T kops (14P) of ' = Tosy

Dado que los tiempos caracteristicos 7p; y 7,; = 1/v; estan asociados a la difusion y
las reacciones respectivamente, y debido a que las expresiones corresponden a limites
en donde los tiempos de reaccion y de difusion estén separados en varios érdenes de
magnitud, es posible asumir que cada componente tiene asociado un tnico tiempo de
correlacion. Este tiempo de correlacion puede ser difusivo o exponencial. De manera que
es posible escribir la ACF como la suma de varias componentes con expresiones como las
de las ecuaciones (4.7) y (4.12), donde en vez de var(/N) se usa el peso correspondiente
al tiempo de correlacion,

GO (r) = 23: W) (1), (4.16)

%
i=1

(s) -3/2
donde W*) = %&()) y &9 (r) = (1 - T/Ti(s)) en caso de que 71" corresponda a
() = exp(=r/r") si 7"

un tiempo difusivo y & es exponencial.
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4.1.2 Varianza y errores relativos

A partir de las ecuaciones (4.8) y (4.13), se puede escribir el error del promedio del

ntimero de moléculas para el caso de ligandos que interacttian con receptores como:

)
var ( N
(s) \Wir s s
(AN (Tops) = <]§(S)>2)~ }jw< o (71 [ Tops). (4.17)

() ()
donde o (71 /T) = 4TT;,S (1 + 27— (1 —(1+ :’b*)lm en caso de que 7.*) corres-

(s) ()
ponda a un tiempo difusivo, y goz ( /Tobs) = 2T7b (1 Z (exp (—%) — 1)) si

7 es ex ial
p ponencial.

La expresion (4.17) permite estimar el error en la determinacion del nimero de
moléculas de la especie (s) en un dado tiempo T, en funcién de la varianza var(N)),
el nimero medio (N (5)> y los pesos W; y tiempos de correlacién 7; que se derivan de
la ACF. Es interesante notar que, dependiendo de la duracion de la observacion, el
error va a estar dominado por distintos tiempos. Para tiempos de observacion cortos,
va a existir contribuciéon de todos los tiempos en el error. A medida que el tiempo de
observacion es cada vez mayor, la contribucion de los tiempos mas cortos comienza a ser
despreciable y el error es dominado por los tiempos de correlacion asintéticos. Por otro
lado, hay que tener en cuenta el peso W; de cada tiempo de correlaciéon. Como ejemplo,
se puede pensar en una situacion donde el tiempo de correlacion més réapido, (7, donde
se recuerda que los tiempos de correlacion fueron ordenados de menor a mayor), esté
acompanado del peso mayor en la ACF, supéngase W; = 0,9. En ese caso, cuando
Ty > 11 el término del error asociado al tiempo 7, se hace despreciable, y el error
en A se reduce un 90 %. Por el contrario, si los tiempos mas largos tienen los pesos
predominantes, el error no se va a ver reducido de forma apreciable a medida que el

tiempo de observacion supera los tiempos de correlaciéon més cortos.

Caso de receptores inmoéviles y reacciones rapidas

Dada la ecuacion (4.17), considerando el caso Dg = 0 y recordando que en el limite

de reacciones rapidas se cumple que 7, < 7p se puede escribir la varianza del

eff2?
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promedio del ntimero de moléculas, para los ligandos libres y los receptores ligados

como,
+7(b)
var(V"), = (1= (V) (500,00 (L) + 500 (T) ). (418)
~7(f)
var(N) = (ND) (50,0 (Ton) + 12500 (Tas) ) (4.19)
donde,
D (Tore) = et (1250 (1= 14 D)) (4.20)

or(Tos) = 2= (1 e <eXp (—T;gs) - 1)) . (4.21)

Es interesante notar que dado que los pesos de la ACF de ambas especies se
encuentran cruzados, es decir, WQ(f) = Wéb) =(1+p8)""y Wéf) = Wg(b) =1- WQ(f), la

misma situacion se vuelve a dar para las varianzas.

Caso de receptores inméviles y difusion rapida

Ahora se analiza como es la convergencia del promedio en el limite de difusion réapida
y Dg = 0. De la tabla 4.1, se puede ver que en este caso las ACF para las diferentes
especies solo dependen de un tinico tiempo de correlacion. Nuevamente, a partir de la

ecuacion (4.17) es posible escribir la varianza del error para cada especie,

(@) = (1= N (142 (exp (<5) 1)), 422)

Tof f

(f) 4T T
var(W),_, = (VD) fr (1 270 (1 1+ ﬁ—;)) . (4.23)

Contribucion no-lineal de las fluctuaciones en el valor medio de la fraccion

de sitios ocupados

Cuando los sitios son inméviles, N® es binomial y var(N®) = (1 — f,)(N®)
depende de (N} debido a que f, = (NW)/((NU)) + KpV,,). Todas las estimaciones
del error que se han usado fueron derivadas cuando el sistema se encuentra cercano al
equilibrio y su dindmica puede ser modelada por un conjunto de ecuaciones lineales.

La dependencia de var (N (b)) con (N} es una consecuencia de la no linealidad del
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problema. El nimero de moléculas libres en V,;,, N, es una variable estocastica y por
lo tanto, esta sujeta a los mismos tipos de incertezas que N®. Es decir, toma cierto
tiempo para que N(f) difiera de (N¥)) en un porcentaje pequefio. Entonces, es posible
considerar que, luego de un tiempo T, s6lo se cuenta con una aproximaciéon del valor
de f, v que las fluctuaciones en N, que decaen con su propio tiempo de correlacion,
tiene una influencia directa en var(N®) (y en V&I‘(N(b))). De manera de tener en cuenta

este efecto, se estima | f, — f,| como:

Afy = ‘ O | Vvar ) = 51— 1)), (4.24)
ON
luego se aproxima:
var(N®) '~ (1 — f)(N®) + ’%}fﬂb)) Afy
b
= (=R (14 50,N)), (4.25)

b P : 9 : 2
y se usa para calcular A, (N ( )) como antes. La correccion “no-lineal” de la ecuacion (4.25)
puede ser apreciable si (Nf)) es lo suficientemente pequefio, una situaciéon que ocurre

cuando se da el limite de difusion rapida.

4.1.3 Comparacién con expresiones de Berg & Purcell, Bialek

y Kaizu

En el capitulo 1 se hizo una breve introduccién de los resultados obtenidos en los
trabajos de [Berg and Purcell, 1977, Bialek and Setayeshgar, 2005, Kaizu et al., 2014].
En esta seccién se realiza una comparacion de sus expresiones con las nuestras. En
los tres trabajos se busca determinar cual es el limite fundamental en la precision con
la que pueden estimarse concentraciones de especies en forma endbgena, a través de
la interaccion de moléculas con un receptor en un esquema de reaccion igual al que
se considera en este trabajo (1.12). Luego la concentracion del ligando, a la que se
identifica como ¢ = [Pf| para mantener la misma notaciéon que estos trabajos, se estima
a partir del promedio del estado de ocupacion del receptor en un tiempo de observacion

Tys- De esta manera, teniendo en cuenta que f, = el error en la concentracion

PR
c+Kp’
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del ligando se escribe a partir del error en la ocupaciéon del receptor como,

oc 1ldec .~ 1 —(b
— = o(fy) = A= ) (N®Y var(N)

- 4.26
c  cdfy (4.26)

Por otro lado, en los trabajos de Berg & Purcell, Bialek y Kaizu estudian el problema
para tiempos de observacion mucho mayores que los tiempos de correlacion asintoticos

del sistema. Definiendo al tiempo de correlacion asintotico de cada especie como,

1 o0
() — = (s)
T var (N /0 G (T)dr. (4.27)

Por lo que, formalmente, las expresiones de Berg & Purcell, Bialek y Kaizu son validas
para Ty, > 7). En ese caso, la varianza del promedio de los receptores ocupados se
puede escribir como, var(N(b)) =(1—- fb)(N(b)>2;(—z), por lo tanto la ecuacion (4.26) se

puede escribir,

de 27()
o \/<1 NIy (4.28)

De esta manera, es posible comparar las diferentes expresiones a través de los tiempos
asintoticos de correlacion. Es decir, las diferencias entre las expresiones de Berg &
Purcell, Bialek y Kaizu se deben a que obtienen diferentes expresiones para 7). Usando

la ecuacion (4.27) se calcula el tiempo de correlacion dado por nuestra ACF (4.15),

1—f)(N®Y 1 f
o (L= Jy b 4.29
’ 21/27T3/2&6Df k‘off ( )

donde para mantener la notacion de Berg & Purcell, se usa el simbolo a = w,./2, que en
nuestro caso es la mitad del ancho de la cintura de la gaussiana, mientras que en sus
trabajos representa el radio de la seccion eficaz de interaccion del receptor. Si se compara
el tiempo de correlacion obtenido con los que se desprenden de las expresiones de Berg
& Purcell, Bialek y Kaizu, las ecuaciones (1.45), (1.46) y (1.47) a partir de (4.28), se
observa que es el mismo que obtiene Bialek en su trabajo [Bialek and Setayeshgar,

2005],
(®) (1= f)N®) 1-f
= +
27TCLCDf k?off

Thialek —

)

con la diferencia de un factor geométrico. Por otro lado, los tiempos de Berg & Purcell

y Kaizu son

ST ) R N € S B
berd — 4acDy haizu " AracDy kogs
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respectivamente. Por un lado, Tb(i chek’ y T,galzu tienen un término asociado a la posibilidad

de los ligandos de pegarse y despegarse del receptor, que es el mismo para ambos y
también es igual al de nuestra expresion. Este término no aparece en la expresion de
Berg & Purcell dado que en su descripcién no incorporaron la dindmica del receptor.
Por otro lado, el otro término, que tiene en cuenta la llegada de los ligandos al receptor,
no es el mismo en todos los casos. Nuestro término es el mismo que obtiene Bialek,
pero diferente al que obtienen Berg y Kaizu. La diferencia parece deberse a distintas
maneras de linealizar las ecuaciones del problema no-lineal que describen la dinamica.

Retomando nuestra expresion para el tiempo de correlacion asintotico, es posible

reescribirlo como,

® = Wr(i)rTcoll + Wéi)rTOfﬁ (4.30)

donde WT@T y Wd(li)r son los pesos de la ACF, de la ecuacion (4.16) para la especie (s = b),
asociados a la componente con el tiempo de correlacion més lento, 7., ¥ Toff, en los
limites de reacciones rapidas y difusion rapida respectivamente. De cualquier manera, a
pesar de que el tiempo de correlacion asintotico tenga dos términos, en los limites donde
nuestras expresiones son validas, s6lo uno de los términos tiene relevancia. Por ejemplo,
en el limite de reacciones rapidas, 7.y = To¢f, por lo que 7®) W,@TTCOU = %.

En cambio, en el limite de difusion répida, 7. > 7o5¢, €l tiempo de correlacion queda
70 WCEE)TTO ff = };—fffb Con lo cual, se puede decir, que el tiempo de correlaciéon que
pone el limite fundamental a la precision en la lectura endégena de concentraciones

depende del limite en el que el sistema se encuentra.

4.1.4 Mas alla del limite asintotico

Como se mencion6 previamente, los resultados de Berg & Purcell, Bialek y Kaizu,
son validos para tiempos mucho mayores a los de correlacion, Ty, > 7, mientras
que las expresiones (4.17-4.25) son vélidas para todo tiempo. A continuacion se com-
paran las diferencias entre estimar los errores de las concentraciones usando nuestras
expresiones (4.17-4.25) y la expresion asintotica de Bialek (1.46).

En la figura 4.1 se muestra la varianza del promedio normalizada por su valor

esperado, V&I“(N(b)> Jvar(N®)), en funciéon de T, usando nuestra expresiones (4.18)



Lectura endégena de concentraciones en el fluctuante
88 ambiente intracelular

y (4.22) que son vélidas para todo Ty (linea continua) y la expresion para tiempos
asintoticos (1.46) (linea de trazos y puntos). En la figura 4.1 (a), (b) y (d) vale la
aproximacion de reacciones rapidas, mientras que en la figura 4.1 (c) se cumple la difusion
rapida. Se observa que, para tiempos T, suficientemente largos, nuestra expresion
y la asintotica predicen el mismo decaimiento. Esto se puede ver claramente en la
figura 4.1 (b), donde se muestran las mismas curvas que en la figura 4.1 (a) pero con el
eje vertical en escala logaritmica. Sin embargo, para tiempos no tan largos, se ve una
marcada diferencia entre el error predicho por la expresion (4.17) y la asintotica (1.46),
donde esta tltima tiende a sobrestimarlo. El rol de los tiempos individuales se puede
examinar en el limite de reacciones rapidas, donde hay dos tiempos carécteristicos, 7,
Y Teolls (Tr < Teou)- En las figuras 4.1 (a) y (d), el decaimiento inicial del error esta
asociado al tiempo corto 7., y esta claramente separado del subsiguiente decaimiento
asociado al tiempo largo 7., (asintotico). Si 7, < 7., €l término asociado a 7, en la
ecuacion (4.18) puede ser despreciable, atin cuando Tps < Teo. Ademéas, dependiendo
de los pesos de cada término, los cuales difieren en un factor 3, puede acentuarse el
decaimiento de la varianza para tiempos T,,s < T En tal caso, usar la expresion
asintotica, puede llevar a una sobre estimacion del tiempo necesario para alcanzar una
determinada precision «, inclusive si a es muy pequeno. En la figura 4.1 (d), se muestra
una situacion donde 8 = 0,0034, 7, = 5 x 107°s y 7oy = 0,255, por lo que el valor de
la varianza decae al 10% en T, = 9,4 x 10™*s < T.. Por otro lado, la expresion
asintotica estima un tiempo de T, = 0,033s para que la varianza decaiga al 10 %.
Finalmente, en la figura 4.1 (c), se muestra una situacion en el limite de difusion rapida,
la linea continua representa la expresion (4.22), y la expresion asintotica en linea de
trazos y puntos, mientras que la linea de trazos corresponde a la expresion (4.25), que
tiene en cuenta el error en fj. Se observa una diferencia mayor al 20 % inicialmente, si
se tiene en cuenta el error de f;. La diferencia entre ambas expresiones converge para

tiempos largos casi al mismo momento que lo hace la expresion asintotica.
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Figura 4.1: Varianza del promedio en el nimero de moléculas ligadas, normalizada por su valor
esperado, Var(N(b))/var(N(b)), en funcion de T,ps, obtenida a partir de las expresiones (4.18) (a), (b)
y (d) y (4.22) (c) (linea continua) y la expresion para tiempos asintoticos (1.46) (linea de trazos y
puntos). La linea a trazos en (c) corresponde a la expresion (4.25). Los parametros utilizados para

cada figura se muestran en la tabla 4.2.

4.2 Validacion de las expresiones a través de simula-

clones numéricas estocasticas

Para probar la validez de las expresiones para la ACF (4.15), y de la ecuacion (4.17),
junto con las que posteriormente se derivan de ésta, se realizaron simulaciones numéricas
estocasticas similares a las presentadas en los capitulos 2-3. Los detalles de la imple-
mentacion se encuentran descriptos en el apéndice B. Se integro el sistema representado
por (1.12) durante T,,, = 100s. Inicialmente, las moléculas de cada especie fueron
distribuidas con probabilidad uniforme dentro de un volumen de simulacién ciibico de
Vp = 27pum?3. El ntimero de moléculas de cada especie se determiné de manera tal que
se satisfaga la condicion de equilibrio en V. Cada dt = 2,193 x 107°s se registraba el
numero de moléculas de cada especie dentro de un volumen de observacion V,,,. Al igual
que en el capitulo 3, se consideraron dos tipos de volimenes de observaciéon: un volumen
gaussiano y un volumen ctubico. En el volumen gaussiano las moléculas eran contadas

asignandoles un peso dado por una funcién gaussiana ubicada en el centro de Vr, (la
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Figura 4.1 (a-b) Figura 4.1 (¢) Figura 4.1 (d)

Dy Tpum?2s—1 10pum?2s=1 Tpum?s—1
ko g 10s™* 0,1s* 100s~*
Kp 1,66 M 16,6nM 0,083uM
[Pr] 0,33uM 83,1nM 16,6 M
[ST] 3,32uM 16,6nM 11,63uM
fo 0,17 0,84 0,995
Ié] 1,39 0,03 0,0034
Vobs 0,125um3 0,125um? 1um3

Tabla 4.2: Parametros utilizados en las curvas de la figura 4.1.

misma I(7) usada en la expresion (4.6)), este volumen permite obtener expresiones
analiticas para la ACF. El volumen ciibico estaba centrado en Vr, en este caso las
moléculas eran contadas de manera normal, todas por igual, sin pesos preferenciales.
Con los datos obtenidos de las simulaciones, se calcularon los promedios y sus
errores. A su vez se calcularon las fluctuaciones, para finalmente obtener la funciéon de
autocorrelacion, ACF. Los parametros utilizados fueron extraidos del analisis [Sigaut
et al., 2010] de experimentos de FCS realizados en embriones de D. melanogaster para
estimar el coeficiente de difusion de la proteina Bicoid [Abu-Arish et al., 2010], y se

pueden ver en la tabla 4.3.

4.2.1 Funcién de autocorrelacién del nimero de particulas

Previo a la verificacion de la expresion (4.17), se analizo6 y comprob6 la validez de
las expresiones para la ACF del sistema de ligandos interactuando con receptores (4.15).
En la tabla 4.1 se muestran los diferentes pesos W; y tiempos de correlacion 7; para
las especies s = f, b, en los limites de reacciones rapida y difusion rapida. Ademés se
muestran los casos de Dg =0y Dg # 0.

Primero se analiz6 el caso de los ligandos, s = f. Los pesos de las componentes de
la ACF para los ligandos, Wi(f ), no dependen de Dg, por lo tanto son iguales para el

caso de receptores moviles y receptores inmoviles, Dg # 0 y Dg = 0 respectivamente,
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Figura 4.2 (a) Figura 4.2 (b-c) Figura 4.3 (a-b) Figura 4.4

Dg [0 — 5]lum?2s~1 [0 — 5]lum?s~! Opm?s=t  OQum?2s~1
Dy 19um?s—1! 19um?s~! 19um?s~1  19um?2s~!
korr [0,5—1—5]s7! 400571 400571 0,551
Kp 1,92nM 0,2496.M 0,2496uM  1,92nM
S] 922, 1nM 2,87uM 2.87uM  22.1nM
[Pf] 59,1nM 7,68uM 7.68uM  59,1nM
I 679,30 M 88,31uM 88,31uM  679,3nM
Tobs 100s 100s 100s 100s
I(7) Gaussiano Gaussiano Cibico Cibico
Viobs 0,053um3 0,053um3 0,016pm®  0,016um3

Tabla 4.3: Parametros de las simulaciones utilizados en las distintas figuras.

ver tabla 4.1. Si dependen del limite en que el sistema se encuentra. Para el limite de
reacciones rapidas, GY)(7) tiene dos componentes, la primera puramente difusiva, y la
segunda difusiva pero con un término que decae exponencialmente con el tiempo. Ambas
componentes difusivas estdn asociadas a coeficientes de difusion efectivos, Doy y Deyo.
Do es el mismos derivado en [Pando et al., 2006], que se muestra en la ecuacion (1.21).
El término que decae exponencialmente, tiene un tiempo caracteristico igual al tiempo

caracteristico de reaccién v—!

= Toff, tal cual se describi6 en la seccion 2.1.1. Dado que
se cumple la condicién de reacciones rapidas, 7, < T.r2, de la segunda componente de
G (1) se puede despreciar el término difusivo. Por otro lado, en el limite de difusion
rapida, G)(7) ahora tiene una tinica componente difusiva, que corresponde a los
ligandos difundiendo sin interactuar con los receptores.

En cuanto a los receptores, la situacion es distinta. Al igual que en el capitulo 3,
los pesos de la ACF para los receptores ocupados, G (7), cambian si las trampas son
moviles o inmoviles, dado que la varianza del nimero de moléculas se modifica, siguiendo
en el primer caso una distribucién de Poisson y el segundo una Binomial. En realidad,
la componente asociada al tiempo de difusion puro de la trampa Dg desaparece en el

caso de que los receptores son inmoéviles. En la figura 4.2 se muestran simulaciones de

la ACF para los receptores ocupados, re-normalizada de manera que su peso sea 1 en el
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Figura 4.2: (a) G®)(7)/(N®) para un sistema de particulas que difunden y reaccionan con sitios de
ligadura inmoviles () o méviles (x) en el limite de difusion rapida para kepr = 0,5s71, 1s71, 5s~1.
Se observa que G (7)/(N®) varia con kos; cuando Dg = 0. (b) G®)(7)/(N®)) como en (a) pero
para otras concentraciones, k,¢s = 400s~! de manera que el limite de reacciones rapidas sea valido y

Dg =0 (0) o 5um?s~1 (x). En (a) y(b), las curvas representan las predicciones tedricas para Dg # 0

(linea a trazos, escala izquierda) y Dg = 0 (linea continua, escala derecha). (c) N©®)(Tp)/(N®) vs.

T,ps para los mismos parametros que en (b) y Dg = 0 () o 0,2um?s™! (x).

caso de Dg # 0 (G®(7)/(N®)), para los limites de difusién rapida (a) y reacciones
rapidas (b). En el caso de difusion rapida y Dg # 0 la ACF tiene dos componentes, una
puramente difusiva y una difusiva pero con un término exponencial. Ambas componentes
difusivas estan asociadas al coeficiente de difusion Dg. El tiempo caracteristico con el
que decae exponencialmente la segunda componente es igual al tiempo caracteristico
de las reacciones, v~! = 7,. Dado que el sistema se encuentra dentro del limite de
difusion rapida, Dg > v, la parte exponencial de la segunda componente decae muy
lentamente comparado con como decae el término difusivo, y G®)(7) se comporta como
si se tratase de la ACF de los receptores difundiendo libremente. En el caso que los
receptores son inmoéviles, es decir Dg = 0, la ACF tiene una tinica componente que decae
exponencialmente, que depende de un tiempo caracteristico distinto a v, ' = Z—ff;’ # Tp.
En la figura 4.2 (a) se muestran la ACF obtenida a partir de la expresion (4.15) en linea
s6lida, junto con datos obtenidos de simulaciones en cruces para Dg # 0 y cuadrados
para D, = 0. Notar que en la figura la escala de la izquierda corresponde para el caso
Dg # 0, mientras que la escala de la derecha corresponde a Dg = 0. Por un lado se

observa como el peso de la ACF cambia significativamente en un caso y en el otro. Por

otro lado, también se observa como cambian las escalas temporales. En la figura 4.2 (a)
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se muestra la funciéon de autocorrelacion calculada, junto con los datos de simulaciones,
para distintos valores de koryr, (kopr = 05571, =1,0s71 y =5,0s71). En el caso Dg # 0
no se aprecia ninguna diferencia entre las distintas curvas, siendo consistente con la
separacion de escalas temporales entre los tiempos de difusion y reacciéon. En cuanto al
caso de los receptores inmoéviles, Dg = 0, la ACF depende claramente del valor de k.
Dado que los receptores no pueden difundir, los tiempos de pegado y despegado de los
ligando a los receptores ahora se vuelven perceptible, a pesar de estar dentro del limite
de difusion rapida.

En el limite de reacciones rapidas, si Dg # 0 la ACF tiene tres componentes, dos
puramente difusivas, y una tercera difusiva, pero con un término exponencial. Los
coeficientes de difusién asociados a cada componente son Dg, Deoy v Defo, es decir, el
coeficiente de difusion de los receptores, y los dos coeficientes efectivos. Al igual que el
caso de los ligandos el tiempo caracteristico del decaimiento exponencial es el tiempo
caracteristico de las reacciones, v~ ! = T,¢q.. En cuanto al caso Dg = 0, la componente
asociada al coeficiente Dg desaparece, quedando las otras dos componentes restantes.
Si bien los pesos de estas componentes son iguales que en el caso Dg # 0, sus tiempos
caracteristicos asociados, cambian debido a que Dg = 0. La figura 4.2 (b) muestra la
misma informacion que la figura 4.2 (a), con la diferencia que ahora los parametros
son tales que el sistema se encuentra dentro del limite de las reacciones réapidas. En
la figura se ve claramente como los pesos y los tiempos asociados a cada componente

cambian cuando Dg # 0y Dg = 0.

4.2.2 Precision en el nimero de moléculas en funcién del tiempo

de observacion

El tiempo que toma obtener una determinada precision en la estimacion de los
valores medios del nimero de receptores ocupados depende de los tiempos de correlacion
del sistema, pero también de los pesos de la ACF. De la figura 4.2 (b) se ve como
cuando los receptores son inmoviles la ACF converge a cero mas rapido que el caso

en que los receptores son moviles. Esto ocurre porque la escala temporal asociada a
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la difusion de los receptores desaparece cuando Dg = 0. Ademés, dado que el sistema
se encuentra en el limite de reacciones rapidas, el tiempo 7g, asociado a Dg, es el mas
lento de todos los tiempos de correlacion, lo que implica que si Dg = 0, las correlaciones
mas lentas desaparecen y la ACF converge a cero en una escala temporal mas corta. De
acuerdo con la ecuacion (4.17), el promedio del niimero de receptores ocupados va a
converger a su valor medio mas réapidamente en el caso Dg = 0. Esto se puede ver en la
figura 4.2 (c), donde se representa el cociente entre el promedio obtenido a tiempo ¢ y su
valor asintotico, (N(b) (t) /N(b)(Tobs)), para simulaciones usando los mismos parametros
que en la figura 4.2 (b), para Dg # 0 (cruces) y Dg = 0 (cuadrados). Se puede observar
que mientras los receptores inmoviles mantienen fluctuaciones por debajo del 1 %o
practicamente desde tiempo ¢t = 0s, los receptores moéviles tienen fluctuaciones del orden
del 10 % en los primeros tiempos y les toma del orden de 10s alcanzar la precision de

los receptores inmoviles.

(f) (b

. . . -~ —=(b)
Ahora, se compara el tiempo necesario, Tpps (), para estimar N’y N* con un error

relativo «, cuando Dg = 0. La ecuacion (4.17) implica que Tpps(r) escalea linealmente
con var (N®)) /(N®)2 Recordando que si Dg = 0, var (N®)) = (N®))(1— f,), mientras

que las fluctuaciones en N) siguen una distribucién de Poisson. Mas alla de los tiempos

(N®) (b

) -
~ van a ser pequenas, y su
St

~ 1, las fluctuaciones en N

de correlacion, si f, =

valor muy cercano al valor medio.

Caso de receptores inmoviles y reacciones rapidas

Primero se analiza el caso de los receptores inmoéviles en el limite de reacciones
rapidas. Las ecuaciones (4.18) y (4.19) describen la evolucion de las varianzas de los
promedios en funcién del tiempo de observacion. Como se hizo notar previamente,
las expresiones (4.18) y (4.19) dependen de los mismos pesos de la ACF, pero con la
particularidad de que se encuentran cruzados, es decir, WQ(f ) = Wg(b) =1+p8)"ty
W3(f ) = WQ(b) =1- W2(f ), Independientemente de cuanto sea el valor de f3, cual de los
promedios de cada especie va a tener menor error relativo depende del valor de . Si

)

£ > 1, los pesos dominantes van a ser Wg(f ) = WQ(b), con lo cual, Y converge con T,

. +7(b) .57 () .
mientras N lo hace con 7.,;. Es decir, N’ se acerca a su valor medio en una escala
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Figura 4.3: Promedios normalizados del namero de ligandos, N(/) (a), y receptores ocupados, N (®)
(b), obtenidos a partir de simulaciones estocésticas (o y x) del sistema de reaccion difusion con Dg =0
y errores relativos, iZAT(N(f’b)), dados por las ecuaciones (4.19) y (4.18) (areas grises) como funciéon
de Tpps. En linea de trazos y puntos se representa el error relativo para tiempos asintoticos. En (a,b)

los parametros son los mismos que en la figura 4.2 (b,c).

temporal mucho méas rapida que N(b). Si 8 < 1, los roles ahora se intercambian y N(b)
es la que converge en un escala temporal mas corta. Ademas, en esta tltima condicién,
aun si f, ~ 1, el tiempo de correlacion 7., tiende a 7¢. Esto implica que puede darse una
situacion donde f;, ~ 1, es decir, la mayor parte del tiempo los receptores estan ocupados,
y el tiempo de convergencia mas lento es el asociado a la difusion de los ligandos libres.
En la figura 4.3 se muestran los promedios normalizados por el valor medio de los
ligandos, N /(N (a)(circulos) y receptores ocupados, " J{N®) (b)(cruces), para
simulaciones realizadas usando parametros que se desprenden del analisis realizado
en [Sigaut et al., 2010, Sigaut et al., 2014]. Se puede ver que AT(N(b)) < Ar(ﬁ(f))
para todo T,,. La diferencia no responde sélo al hecho de que (N®) > (N)) sino
tambi én a que f, ~ 0,97. Por otro lado, las areas grises representan el error de los
promedios estimados a partir de la ecuacion (4.19) en (a) y (4.18) en (b). Se puede
ver ¢ 6mo la dispersion de los datos obtenidos de las simulaciones cae mayormente
dentro del area predicha, mostrando que las expresiones (4.18) y (4.19) son una buena
aproximacon para A, (N(S)). Por otro lado, la figura 4.3 muestra en linea de trazos y
puntos, las expresiones asintoticas, que se obtienen cuando Ty > 7)) para s = f en
(a) y s=0ben (b). Al igual que en la figura 4.1, se ve como las expresiones asintoticas
s6lo describen bien los tiempos de observacion largos, mientras que sobrestiman el error

para los tiempos T, cortos.
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Caso de receptores inmoviles y difusion rapida

Ahora se analiza el caso de receptores inméviles en el limite de difusiéon rapida. Nos
interesa analizar la varianza de N(b), ya que en esta situacion pueden hacerse visibles
los efectos de la relacién no-lineal entre las variables del problema. En la figura 4.4 se
muestra el promedio del nimero de moléculas N®) normalizado por su valor medio, en
funcion del tiempo de observacion. Los simbolos [ representan los valores obtenidos
a partir de simulaciones numéricas estocasticas. El area gris es la region 1 + AT(N(b))
obtenida a partir de la ecuacion (4.22), mientras que la linea de trazos delimita la misma
region pero en caso de tener en cuenta los efectos no-lineales de las fluctuaciones de
N, segiin la ecuaciéon (4.25). Se observa que para Ty < 0,55, la ecuacion (4.25) es la
que mejor describe la evolucion de la varianza, mostrando que los efectos no-lineales son
apreciables en este caso. Para T,,s > 0,5s, las ecuaciones (4.22) y (4.25) no muestran
diferencias apreciables y ambas describen adecuadamente la dispersion de los datos de

la simulacion. Ademas, para Tps > 0,55 las ecuaciones (4.22) y (4.25) convergen a la

expresion para tiempos asintoticos.

1.o4l <

o ‘N,

0.94%

Tobs [5}

Figura 4.4: Promedio del ntimero de receptores, ~® (T,ps), normalizado por su valor medio (N®)), en
funcion del tiempo de observacion Ty, para difusion rapida y Dg = 0. Los simbolos (O) corresponden
a datos obtenidos a través de simulaciones estocasticas. El area gris es el error estimado por la
ecuacion (4.22) y la linea de trazos el error considerando la ecuacion (4.25). En linea de trazos y puntos

se representa la expresion de la varianza del promedio para tiempos asintoticos.

Vale aclarar que, de la figura 4.4 ;se puede ver que los puntos de la simulaciéon estén

distribuidos asimétricamente alrededor del valor medio, mostrando una mayor dispersion



4.3 Aplicaciones 97

en los valores por debajo de este. Este efecto se debe a ¢ 6mo fueron computados los
datos. Todos los datos se desprenden de una tnica simulaciéon de 100s de duracion, la
cual fue partida en ventanas de distintas duraciones donde el promedio era calculado.
Los puntos que muestran la asimetria son los que corresponden a los datos iniciales de
la simulacion, y su apartamiento se debe a que inicialmente el sistema no se encontraba

en equilibrio.

4.3 Aplicaciones

En esta seccion se presentan dos posibles sistemas en los cuales la ecuacion (4.17)

puede ser de utilidad para interpretar las observaciones experimentales.

4.3.1 Ecuacion de Michaelis-Menten a nivel de molécula tinica

La actividad catalitica de las enzimas se puede entender en términos de los trabajos
de Michaelis-Menten [Menten and Michaelis, 1913, Murray, 2002|. El mecanismo que
describe la actividad enzimatica considera un sustrato S que se liga reversiblemente a
una enzima F, para formar en una primera etapa un complejo sustrato-enzima E.S, y
luego se transforma en un producto P, mientras la enzima original E es regenerada via
E°, como se describe en el siguiente esquema:

k
S+E=ESRBE 1P EME (4.31)

k1
donde, k1, k_1, ko v k3 son las distintas constantes de reaccion, de las distintas etapas
del ciclo catalitico. Michaelis-Menten encontraron que para este sistema, mientras la
concentracion del complejo no varia durante el tiempo que toma el producto en formarse,
la tasa con la que se forma el producto, v, se puede expresar de la siguiente manera,

_ kalE)lS)

R (4.32)

donde [] indican concentraciones, Ky = % y [E]r es la concentracion total de
enzima. El modelo de Michaelis-Menten provee una adecuada descripcion de la actividad

catalitica en el caso de un ensamble de muchas enzimas.
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Figura 4.5: Esquema del experimento de enzima tnica. El experimento consistia en guardar los
tiempos en que los productos eran creados por la tinica enzima observada. De los datos recolectados se

obtiene la funcion de distribucion de tiempos de espera.

Recientemente, en [English et al.; 2006, Kou et al., 2005] se estudié como es el
comportamiento del sistema sustrato-enzima (4.31), a nivel de enzima tnica, y si, en
ese caso, la descripcion de Michaelis-Menten sigue siendo valida. Para ello efectuaron
un experimento en el cual la actividad de una tnica enzima era observada, el cual se
esquematiza en la figura 4.5 [English et al., 2006]. La enzima transformaba un sustrato
no fluorescente en un producto fluorescente. Mediante microscopia confocal, cada vez
que un producto era creado, se registraba un pico en la intensidad de la fluorescencia.
De esta manera, la distribuciéon en los tiempos de espera entre la creacion de productos,
f(t), era calculada. De los resultados que obtuvieron se encontr6 que la distribucion f(¢)
dependia de la concentracion de sustrato, [S]. Cuando la concentracion de sustrato era
pequena, f(t) seguia una distribucién monoexponencial, mientras que a medida que la
concentracion de S aumentaba f(t) cambiaba a una distribucién multiexponencial. Por
otro lado, en [Kou et al., 2005] se dedujo a partir del modelo de Michaelis-Menten, que la
distribucion f(t) es siempre monoexponencial independientemente de la concentracion
de S. Para explicar la discrepancia entre las observaciones y lo predicho por el modelo
de Michaelis-Menten, en [Kou et al., 2005, English et al., 2006] propusieron que el
comportamiento multiexponencial era debido a un desorden dinamico, producido por
fluctuaciones en las constantes de reaccién, asociadas a cambios conformacionales de
la enzima. En esta aplicacion de nuestros resultados, se muestra como el cambio en
las escalas temporales debido al aumento en la concentracion del sustrato pueden ser

entendidas a partir del cambio de los tiempos de correlacion del sistema.
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El esquema de reaccion de la enzima (4.31) es muy similar al esquema estudiado
en este capitulo (1.12). La diferencia esta dada en que en el esquema de Michaelis-
Menten, la enzima que forma el complejo puede volver a su estado inicial por dos
caminos distintos: desarmar el complejo en sustrato y enzima; o puede producir un
producto y luego regenerarse mediante el estado intermedio E°. Si se supone que el
producto es creado inmediatamente una vez formado el complejo, y que ademés la
enzima vuelve inmediatamente a estar disponible para generar un nuevo complejo,
es decir, ko, ks > (k_; + k1[S]) ambos esquemas son equivalentes (S = Py, E= Sy
ES = P,), y las fluctuaciones en P son las mismas que las del complejo ES. Por lo
tanto, estudiando los tiempos de espera del complejo ES, se obtiene la distribuciéon
1),

Recordando que al tener una tnica enzima, el sistema solo puede estar en 2 estados,
con la enzima libre, ¢, y con la enzima ocupada, formando el complejo, ¢gs. El
tiempo que transcurre entre que se forman dos productos sucesivos se relaciona con
la probabilidad de encontrar al sistema en el tiempo t + 7 con la enzima libre, ¢g,
dado que en el tiempo ¢ se encontraba formando el complejo, ¢rs, P(¢rs,t + T|dg,t).
En realidad, P(¢gs,t + 7|¢g, t) no diferencia si, entre ¢t y t + 7, el sistema vuelve al
estado ¢ por primera vez, o si lo hizo varias veces, pero de cualquier manera aporta
informacion de los tiempos de espera. Es posible relacionar esta probabilidad con la

funciéon de autocorrelacion de la siguiente manera:
G () =GF9(r)
=(1 = fo) (P(¢p, L+ T[¢p, 1) — (1 = fi)) (4.33)
=(1—fo) (1 = P(¢rs,t + 7log,t) — (1 = fp))
donde f3, es la probabilidad de encontrar la enzima formando el complejo. La distribucion

de tiempos de espera, f(t), se puede escribir como:

i) =it Ton)

dG(ES)
=< dr

donde ¢ es una constante de normalizacion de manera que [ f(¢) = 1. De esta manera se

(4.34)

tiene una expresion aproximada para f(t) que se calcula a través de la ecuacion (4.15).
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Recordando que las expresiones para G(Z%) en los limites de difusion rapida y reacciones
rapidas, es posible escribir la distribucion de tiempos de espera f(t). En el limite de

difusion rapida,

far(r) =——e7T/or1, (4.35)
Tof f
para el caso de difusion rapida, siendo 7,5 = };ff;. Para el limite de reacciones rapidas,
3/2 Wi Wy 3/2 1Y _
fT—T‘ T) X T + T ( + - € 7—/’7'7" 436
( ) Teoll (1 + a)S/Z (1 + @)3/2 Tef2 +7 Ty ( )

2(1 21 1— :
donde W; = % Wy = ﬁ, Teoll = wTLij’B), Tefa = %Diﬂ) y T, = W{iﬁ)’ siendo w,

el ancho de la cintura de la gaussiana del volumen de observacion y 8 = %

De la expresion (4.35) se observa que fy_, tiene un comportamiento monoexpo-
nencial, tal como es predicho por el modelo de Michaelis-Menten, sin embargo en la
expresion (4.36) se observa una distribucion mas compleja, que depende de tres tiempos
caracteristicos, con un término tipo ley de potencias y otro exponencial. Por lo tanto,
la dependencia temporal de f(t) va a depender de en que limite se encuentre el sistema.
Del capitulo 2 se recuerda que una manera de pasar de un limite a otro es cambiando la
concentracion de alguna de las especies. De esta manera, partiendo de una concentracion
de ligandos lo suficientemente pequena para estar en el limite de difusion rapida, al
aumentarla se puede alcanzar el limite de reacciones rapidas. Es decir, aumentando [S],
se puede pasar de una distribucién de tiempos de espera monoexponencial a una de
varios tiempos caracteristicos.

Para estudiar ¢ 6mo cambia la distribucion de los tiempos de espera cuando aumenta
la concentracion de sustrato, [S], se integré numéricamente la ecuacion (4.34) para los
parametros que se muestran en la tabla 4.4. Los resultados se muestran en la figura 4.6.
Notoriamente, hay una gran similitud de nuestros resultados con los del experimento
realizado por English et. al., publicados en [English et al., 2006]. Cuando la concentracion
de sustrato es baja, la distribucion de tiempos muestra un decaimiento exponencial (linea
recta en el grafico con el eje de las ordenadas en escala logaritmica), lo cual coincide
con lo esperado segiin Michaelis-Menten. A medida que la concentracion aumenta, f(7)
comienza a tener un comportamiento no-lineal. La forma de la distribucién coincide con

la observada en [English et al., 2006]. A modo ilustrativo, se calcularon fy_.(7)y fr—.(7)
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Figura 4.6: Distribucion de tiempos de espera, f(7), calculada a partir de la expresion (4.34) integrando
numeéricamente para distintas concentraciones de sustrato (cuadrados). También para los mismos
parametros, se muestran fy_,.(7) (linea solida) y f._.(7) (linea a trazos), calculadas segun (4.35)

y (4.36) respectivamente.

a partir de las ecuaciones (4.35) y (4.36), linea solida y linea a trazos respectivamente.
Cuando la concentraciéon es baja, el sistema se encuentra en el limite de difusion
rapida, por lo tanto, f;_,.(7) describe la distribuciéon de tiempos de espera. Como ya
se menciond, fy_, es una distribucién monoexponencial, coincidiendo con Michaelis-
Menten. Sin embargo, cuando la concentraciéon de S aumenta, el sistema eventualmente
pasa al limite de reacciones rapidas, en el cual f,_, describe la distribuciéon de tiempos
de espera, que sigue para tiempos largos una ley de potencias, ~ 7°/2.

A partir de nuestro analisis de las fluctuaciones en el estado del complejo ES' es
posible predecir distribuciones de tiempos de espera con las mismas caracteristicas
observadas en [English et al., 2006]. A medida que la concentracion de sustrato aumenta
el sistema pasa de un régimen dominado por un decaimiento exponencial a otro dominado

por distintos tiempos de correlacién y un decaimiento tipo ley de potencias para tiempos

largos.

4.3.2 Precisiéon en la transcripciéon de ADN

La segunda aplicacion de los resultados presentados en este capitulo es entender ¢ 6mo

se reducen las fluctuaciones en la transcripciéon de ADN en observaciones experimentales
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[S]  [10 — 20 — 50— 100 — 200]uM

Dg 5um?s—t
k_1 0,551
K 2uM—1s™1
Ng 1
|4 5,57 x 103 um?

Tabla 4.4: Parametros utilizados para la integracion numeérica de la ecuacion (4.34).

de la produccion del ARNm del gen Krupel en embriones de Drosophila melanogaster.
En [Little et al., 2013] se realizan observaciones de la transcripcion instantanea del
gen Krupel, (kr) mediante la técnica de hibridaciéon fluorescente in situ (FISH por
sus siglas en inglés), que permite marcar y detectar moléculas de ARNm individuales.
Mediante el uso de esta técnica es posible contar el ntimero absoluto de moléculas de
los distintos genes que se expresan en el embrién, y por lo tanto estudiar la precision en
la transcripcion en diferentes nicleos y embriones durante las primeras etapas de la
diferenciacion celular. En particular, en [Little et al., 2013|, estudian las fluctuaciones
de la transcripcién de moléculas de ARNm nacientes en el nicleo y las comparan
con las fluctuaciones en el nimero de moléculas de ARNm que se acumulan en el
citoplasma. Encuentran que en el caso del gen kr, la variacion en el niimero de moléculas
de ARNm nacientes en el ntucleo es 7,,,. = 0,22 4+ 0,03, mientras que la misma variacién
en el citoplasma, cuando hay acumuladas alrededor de 800 moléculas de ARNm, es
Ocyto = 0,06 £ 0,02, valor consistentemente menor a sus estimaciones. En su trabajo
consideran una fuente con fluctuaciones que siguen una distribuciéon tipo Super-Poisson,
con un desvio estandar, o,,., por Ny moléculas de ARNm producidas, la maxima
eficiencia en la reduccion de ruido debido al promediado temporal se alcanza cuando
las diferentes realizaciones son independientes, de modo tal que, si se producen m
realizaciones del mismo proceso, el valor medio de moléculas de ARNm acumuladas es
= mN,, con un desvio estandar o,,.1/m. Por lo tanto, las fluctuaciones en el ARNm

acumulado sigue la siguiente relacion,

~ ~ 1/2
Ucyto - (UEL’U,CNO//’L + T]2) / ) (437)
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donde 7 tiene en cuenta las fuentes de ruido externas a la produccion de ARNm.
A partir de mediciones directas, Ny = 100 %+ 20, dpue = Onue/No = 0,22 £ 0,03 y
una estimacion conservadora de n = 3%, la ecuacion (4.37) Geyo = 8 %, cuando hay
aproximadamente ~ 800 moléculas de ARNm acumuladas. Dado que sus estimaciones,
a partir del promediado temporal, no pueden explicar la reduccion del ruido en los
niveles de expresion, suponen que debe existir un promediado espacial, a través del
intercambio de moléculas producidas en niicleos vecinos que da cuenta de esa diferencia.
La ecuacion (4.25) puede dar una interpretacion diferente de estos resultados.
Identificando al factor de transcripcion que se pega al ADN para transcribir el gen,
como NV y N en su estado libre y ligado respectivamente, podemos usar nuestros
resultados para calcular la precision de la transcripcion del gen en funciéon del tiempo
acumulado. A pesar de que nuestro modelo es sencillo, da cierta idea de qu é procesos
pueden ser responsables de la reducciéon del ruido observada. Para este fin, se asume
que las fluctuaciones del ARNm naciente son proporcionales a las fluctuaciones en
N® y que aquellas en la proteina acumulada al tiempo T}, son proporcionales a las
fluctuaciones en fOT”bS dtN©® = obsN(”). Por lo tanto, las fluctuaciones del ARNm
naciente y de la proteina acumulada, estdn dados, respectivamente, por A, (W(b))(Tobs =
0)y AT(N(b))(TObS). A partir de las ecuaciones (4.22) y (4.25), en T,ps =~ 0, se puede

escribir,

var (b) var ()
P g (1 SN (1 + f#) S )

donde se uso la notacion, &,,., para el error del niimero de moléculas de ARNm naciente,
como en [Little et al., 2013]. Se espera que las fluctuaciones en N decaigan mucho

b : e . .
®) (esto es asi en el limite de difusion rapida y también en

mas rapido que aquellas en N
reacciones rapidas si 3 es suficientemente grande). Por lo tanto, independientemente si
se usa la ecuacion (4.38) o var(N®)) = (1 — f,)(N®), para la varianza (inicial) de N,
AT(N(ZJ)) es eventualmente dado por la ecuacion (4.22), con var(N®) = (1 — f,)(N®),

o hayan decaido y su valor asintotico

De esta manera, luego que las fluctuaciones en N
. . (b . .

se haya alcanzado, la subsecuente reduccion del ruido en N ® s equivalente a la provista

por el promediado temporal. Si se incluyen otras fuentes de error debido a las mediciones,

como en [Little et al., 2013], ésto implica que, para T,,s mayor que los tiempos de
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Parametros extraidos Parametros estimados
de [Little et al., 2013] a partir de bicoid
Ny 100 Dg 19um?2s~1
Cnuc 0,22 [Pf] M
7 0,03 kory 1s™1
Ky 0,192nM
Nsr 6
o 0,9973
v 0,125um3

Tabla 4.5: Parametros utilizados para el célculo de la ecuacion (4.40), representada en la figura 4.7.

., . ~7(f) .
correlacion en las que las fluctuaciones en N’ decaen, el error en la proteina acumulada

es,

Teyto R (Ar(ﬁ(b))) ~ (% + ?72) 1/2, (4.39)

donde nuevamente se uso6 la notacion de [Little et al., 2013] e identifico Gy, como el
error de la proteina acumulada. m es el nimero de veces que se repite el proceso, el cual
esta relacionado con T,/ (27®). Insertando la ecuacion (4.38) en la ecuacion (4.39) se

obtiene,

A a-12111(:]\]0 2 2

donde se reemplazé m = /Ny y var(NY)) = (NU)) dado por NY) que sigue una
distribuciéon de Poisson. Comparando las ecuaciones (4.40) y (4.37), se puede ver que
la correcciéon no-lineal explica una mayor reducciéon del ruido que la predicha por
solo el promediado temporal. Entonces, se quiere evaluar si esta reducciéon puede ser
cuantitativamente similar a la observada experimentalmente. De las mediciones en [Little
et al., 2013] se sabe que G,y ~ 22 %. Por lo tanto, se fija var(N®)/(N®)2 = (0,22)? =
0,05 con var(N®) dado por la ecuacién (4.38). En su trabajo también estiman Ny = 100,
y 1 = 0,03. De manera que quedan por determinar varios parametros que no fueron
estimados. No se cuenta con informacion de esos pardmetros en el caso del gen krupel,
pero si para el gen bicoid. Por lo que usamos parametros estimados para bicoid, los

cuales dan un orden de magnitud de qué valores serian realistas en una situacién como
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la que se pretende analizar. En la tabla 4.5 se muestra la eleccion utilizada para nuestra

estimacion de los diferentes parametros del problema.

Tobs[a.u.} I

Figura 4.7: Desvio estandar del niimero observado de moléculas de proteina que es acumulada en el
citoplasma en funcién del (a) tiempo de observacion Tpps, y (b) nimero de moléculas acumuladas p. (a)
En linea de trazos grises se muestra la prediccién de cémo decae el ruido debido al promediado temporal
a partir de la ecuacion (4.22). En linea solida negra, la estimacion de 6., a partir de la ecuacion
no lineal, dada por la ecuacion (4.25). Ambas lineas parten del valor medido de las fluctuaciones
instantaneas iniciales, Geyt(Tops = 0) = Gpue = 0,22. La linea de trazos y puntos grises, es la estimacion
dada por la ecuacion (4.22) normalizada de manera que coincide con la ecuacion (4.25) para Topps
grandes. (b) En linea solida negra, se representa nuestra estimacion que tiene en cuenta la reduccion
en el ruido debido a las fluctuaciones en el arribo de moléculas N/)| dada por la ecuacion (4.40),
mientras que la linea de trazos grises representa la estimacion en [Little et al., 2013], a partir de la

ecuacion (4.37).

En la figura 4.7 (a), se muestra como se reduce el ruido en el nimero observado de
moléculas de proteina acumulada en el citoplasma, en funcién del tiempo observado
si se tiene o no en cuenta la contribucién no-lineal de las fluctuaciones en N&),| que
se obtiene a partir de las ecuaciones (4.25) y (4.22) respectivamente. Si bien el gen
que se observa es krupel, del cual no se cuenta con suficiente informacion, si se cuenta
para el gen bicoid. Por lo que usamos parametros estimados para bicoid, para obtener
un orden de lo que serian valores realistas en una situaciéon como la que se pretende

analizar. Se observa que cuando ambas ecuaciones parten de la misma varianza inicial,

2

e @ medida que avanza el tiempo, la estimacion que tiene

en este caso dada por &
en cuenta la contribucion no-lineal de N decae méas rapidamente que la que solo

tiene en cuenta el promediado temporal. Por otro lado, se muestra que para que las
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estimaciones dadas por las ecuaciones (4.25) y (4.22) coincidan para tiempos T
largos, el valor de 6., (Ttps = 0) en la ecuacion (4.22) debe ser, para los valores de
los parametros escogidos, un 35% menor que en el caso de la estimacion no-lineal.
Estas dos observaciones muestran que la contribucién en las fluctuaciones debido a la
llegada de moléculas del factor de transcripcion que se liga a los promotores del gen,
produce un efecto, que puede ser considerable, en la estimaciéon de la evolucion temporal
de la reduccién del ruido del ARNm producido. Por lo que sélo tener en cuenta una
reduccion debido al promediado temporal puede no ser suficiente para interpretar las
observaciones de estos procesos. En la figura 4.7 (b), se muestra como se reduce el
ruido en funcién de la cantidad de proteina acumulada, u, segin la estimacion teorica
realizada en |Little et al., 2013], dada por la ecuacion (4.37), y nuestra estimacion que
tiene en cuenta la contribucién de las fluctuaciones del factor de transcripcion, a partir
de la ecuacion (4.40). Nuevamente se observa que cuando ya se acumuld cierta cantidad
de proteina, es decir, transcurrié un tiempo suficiente tal que T, > 71, el ruido para
el caso con la contribucién no-lineal es menor. Cuando p ~ 800, como la situacion que
se analiza en [Little et al., 2013], el ruido estimado a partir del promediado temporal es
Geyt ~ 0,08, mientras que segin nuestro modelo que tiene en cuenta las fluctuaciones en
N, Geyt ~ 0,06, valor similar al observado en |Little et al., 2013]. Por lo que, nuestra
suposicion de que existen fluctuaciones en la concentracion, y por lo tanto, en la tasa
con la que arriban los factores de transcripcion a los sitios promotores, provee una
explicacion valida para la subestimacion en la reduccién del ruido de la proteina Kr
acumulada que se observa en [Little et al., 2013]. Vale aclarar, que estos resultados
dependen de la eleccion de varios parametros de los cuales no se cuenta con valores
medidos. De todas formas, se recuerda que se hizo una estimaciéon de los valores de los

parametros, buscando que sean lo mas realista posibles.



El rol de las reacciones en la

formacion del gradiente de Bicoid

Las técnicas de manipulacién genética, que permiten que diversas proteinas nativas
de interés sean expresadas con una cola fluorescente en organismos vivos, han abierto
la posibilidad de observar el funcionamiento de procesos de relevancia fisioldgica de un
modo directo. Un caso paradigmatico en este sentido lo constituye la observacion de
“morfogenos”; tipicamente, proteinas, cuya distribuciéon no uniforme dentro del embrion
da lugar a la subsiguiente diferenciacion celular. Como se mencioné en la Introduccion,
un ejemplo de morfogénesis muy estudiado es el del desarrollo embrionario de la mosca
Drosophila melanogaster. En particular, dentro de este contexto, un tema que ha
concitado gran interés es el del establecimiento y las propiedades del gradiente de la

proteina Bicoid (Bed), un morfégeno que acttia como factor de transcripcion regulando
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la produccion de muchas otras proteinas. La posibilidad de contar con embriones de
mosca que expresan bed-egfp permitié observar la dindmica espacio-temporal de Bed in
vivo |Gregor et al., 2007a]. A pesar de ello, los mecanismos por los cuales se establece
este gradiente son atin motivo de controversia y continuo estudio |Grimm et al., 2010].
Como se describi6 en la seccion 1.1.1, el modelo SDD, el cual supone que la proteina es
sintetizada en un extremo del embrién y luego difunde mientras es degradada, fue en
un principio propuesto para explicar la formacion del gradiente de Bed [Driever and
Nussleinvolhard, 1988, Driever and Nusslein-Volhard, 1989, Struhl et al., 1989]. Si bien
el modelo SDD ha mostrado ser exitoso en describir la conformaciéon de gradientes de
morfogenos en otros casos [Wolpert, 1969, Crick, 1970], en el del Bed no parece ser
suficiente para explicar las observaciones experimentales [Gregor et al., 2007a]. Uno de
los principales problemas es el del tiempo que le lleva al gradiente establecerse. Las
observaciones de [Gregor et al., 2007a] mostraron que este tiempo es de alrededor de una
hora después de la fertilizacién. Estimandolo como ~ L?/D con L ~ 500um la longitud
del embrién y D ~ 0,3—1um?2s™! el coeficiente de difusiéon determinado en experimentos
de FRAP [Gregor et al., 2007a, Abu-Arish et al., 2010] se obtiene un valor (> 69h)
mucho mayor. Diversos modelos se han propuesto para explicar esta discrepancia. Entre
otros, estan los que consideran que el gradiente observado no corresponde al del estado
estacionario [Bergmann et al., 2007], los que incorporan transporte activo |Gregor et al.,
2007b| y advectivo [Hecht et al., 2009] o los que suponen que la distribuciéon de Bed es
un reflejo directo de la del ARNm a partir del cual es producido [Spirov et al., 2009].
Esta ultima suposicion fue refutada en experimentos recientes [Little et al., 2011] que
mostraron que mas del 90 % del ARNm a partir del cual se sintetiza Bed esté localizado
en el 20 % del polo anterior mientras que para Bed se observa un gradiente que decae
exponencialmente hasta un 75 % de la longitud del embrion, es decir el ARNm de Bed
estd més localizado que la proteina que produce. Dadas todas estas observaciones, no
hay consenso atin sobre cuél es el modelo que mejor describe la dinamica del gradiente de
Bed ni de cuéles son valores confiables para los parametros biofisicos relevantes [Gregor
et al., 2007a, Little et al., 2011, Abu-Arish et al., 2010, Grimm et al., 2010]. En el caso

del coeficiente de difusiéon, mediciones realizadas con la técnica de FCS estimaron un
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valor para D un orden de magnitud mayor que el obtenido usando FRAP [Abu-Arish
et al., 2010, Porcher et al., 2010] (ver seccion 1.2). Estas discrepancias fueron estudiadas
en [Sigaut et al., 2010, Sigaut et al., 2014| sugiriendo que pueden ser explicadas si se
considera que Bed interactta con sitios de ligadura o trampas, .S, segin el esquema (1.12).
Si el coeficiente de difusion libre de Bed es Dy y las trampas difunden con Dg, en [Pando
et al., 2006] se encontré que el transporte neto de Bed puede describirse en términos
de los coeficientes de difusion efectivos, Deyy y Dgm, dados por las ecuacion (1.21).
Como se dijo en la seccion 1.3.1, Dy, describe el transporte de una molécula tnica (de
Bed) v Doy la dispersion de un conjunto de ellas. En [Sprague and McNally, 2005] se
determiné que FRAP provee una estimacion de D, mientras que en [Sigaut et al.,
2010] se mostr6 que FCS da estimaciones para Dy, v D..y. El analisis de [Sigaut
et al., 2014] interpreto los resultados de FCS de [Gregor et al., 2007a, Abu-Arish et al.,
2010, Porcher et al., 2010] dentro de este marco. De este modo se determiné que ambos
resultados experimentales eran compatibles si se suponia que el coeficiente de difusién
libre del Bed era Dy & 19um?*s™!, los sitios de ligadura eran inmoviles o difundfan con
Dg ~ 0,09um?s~! y que las concentraciones y la constante de disociacién eran tales que
Dy ~ 1um?s™' y Deoyy = 14um?s~1. Dados estos valores, los tiempos determinados
por L?/D con D = D 0D = D,y son menores al que, de acuerdo a las observaciones
experimentales, le lleva al gradiente establecerse. Por lo tanto, si son Dy o Dy los
coeficientes que establecen la escala temporal de formacion del gradiente podria, en
principio, resolverse el problema del tiempo de formaciéon incluyendo la interaccion de
Bed con sitios de ligadura. En este Capitulo se investiga un modelo que incorpora esta

interaccion.

Ahora bien, si la dinamica del Bed esta fuertemente afectada por la interaccion
con distintos sitios de ligadura a lo largo del embrién, no s6lo la interpretacion de los
experimentos de FCS y FRAP debe revisarse (como se hizo en [Sigaut et al., 2014]),
sino que la observacion de la distribucion de Bed en si [Gregor et al., 2007a, Little
et al., 2011, Abu-Arish et al., 2010] debe reinterpretarse ya que la fluorescencia no
distingue entre Bed libre y Bed ligado. En este Capitulo se estudian estos aspectos. Mas

especificamente se estudia qué informacion proveen las observaciones de fluorescencia
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si se las analiza suponiendo que el gradiente es el resultado del transporte difusivo en
presencia de trampas y que la fluorescencia observada corresponde al Bed total, no
solo al libre. También se analiza el tiempo de formacion y la longitud caracteristica
del gradiente dentro de este marco y se intenta determinar de qué manera esta re-
interpretacion de la distribucion observada afecta las conclusiones obtenidas sobre el
comportamiento de Bed como factor de transcripcion para la expresion de la proteina
Hunchback |Gregor et al., 2007b|. Para tal fin se consideran diversas versiones de
un modelo que tiene en cuenta la interaccion de Bed con sitios de ligadura segiin el
esquema (1.12). El propésito no es describir exactamente la dinamica del gradiente de
Bed (que es cooperativa, mucho més complicada y que ocurre a lo largo de una larga
secuencia de ciclos de division celular). Se busca hacer un analisis semi-cuantitativo
que permita abordar las cuestiones aqui planteadas en términos de la relacion entre
las escalas caracteristicas de los fendmenos basicos (difusion, produccion, interaccion y

degradacion) que subyacen a la formacion del gradiente.

5.1 Modelo SDID

Se considera un modelo para la conformacion del gradiente de la proteina Bicoid que
se basa en que ésta es Sintetizada a lo largo de una regiéon extendida del polo anterior,
Difunde e Interactua con sitios de ligadura segin (1.12), mientras es Degradada, de
ahf la sigla SDID. Por simplicidad, se modela al embrién como un dominio cilindrico
donde las concentraciones de las especies varian a lo largo de la direccion axial, z, que
representa al eje AP, siendo z =0y z = L = 500um las coordenadas del polo anterior
y del polo posterior, respectivamente. Siguiendo los resultados sobre la distribuciéon del
ARNm del Bed determinadas en |Little et al., 2011], se supone que Bed es sintetizado

con una tasa:

0, siz <0,2L

0 siz > 0,2L
donde 6, es constante. Esta es una aproximacion a las observaciones de [Little et al.,
2011] de acuerdo a las cuales, si bien méas del 90 % del ARNm de Bed esta en el

20 % anterior del embrion, la distribuciéon de ARNm en esa region no es espacialmente
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uniforme. Se supone también que los sitios de ligadura se encuentran uniformemente
distribuidos a lo largo de todo el embrién y difunden con coeficiente Dg. Se considera
que los sitios de ligadura corresponden a moléculas mucho méas masivas que las de Bed

y, por lo tanto, su coeficiente de difusion no cambia cuando tienen Bed ligado.

5.1.1 Un modelo con varias alternativas

A continuacién se muestran las ecuaciones que describen al modelo para los distintos

casos considerados en la presente Tesis.

Modelo SDID con degradaciéon parcial de Bed

En primer lugar se considera una version del modelo en que la degradacion del Bed

s6lo ocurre cuando éste esta libre. En tal caso las ecuaciones dinamicas son:

a[gtcd] —D;V?[Bed) — kon|Bed)([St] — [Bedy)) + kog s [Bed,)
— &[Bed] + 6(z), (5.2)
3[Ba(tidb] =DgsV?[Bedy) + kon[Bed)([St] — [Bedy)) — kops[Bedy),

donde [Bedr] = [Bed] + [Bedy) y [St] = [S] + [Bedy) son las concentraciones totales
de Bed y de sitios de ligadura, respectivamente, & es la tasa de degradacion y 6(z)
es la fuente de Bed. Para simplificar notaciones, se utiliza [Bed] para identificar la
concentracion de Bicoid libre, lo que no debe confundirse con Bed que se usa para

referirse genéricamente a la proteina.

Modelo SDID con degradaciéon total de Bed

Se considera en segundo lugar una version del modelo en que el Bed es degradado

con la misma tasa, @, tanto cuando esta libre como cuando se encuentra ligado a S. En
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este caso las ecuaciones dindmicas son:

a[gtc : =Dy V?[Bed| — kon|Bed)([St] — [Bedy]) + kogs[Bedy)
—a[Bed) + 6(2),
J[Bedy) (5.3)
o Y —DgV2[Bedy) + kon[Bed)([St) — [Bedy)) — kog g [Bed,)

— E[Bcdb],

Modelo SDID con maduracién de la GFP

La GFP no es fluorescente inmediatamente después de ser sintetizada dentro de
la célula sino que necesita madurar, lo que le lleva un tiempo del orden de ~ 10 —
60min [Sniegowski et al., 2005, lizuka et al., 2011]|. Lo mismo ocurre con la Bed-eGFP
dentro del embrion. Este tiempo de maduracion afecta el perfil de la distribuciéon de
Bed que puede observarse en embriones de D. melanogaster. Se considera entonces una
variante del modelo con degradacion parcial en la que se incorpora el retraso en la
maduracion de la GFP y se analiza qué efecto produce sobre la dinamica del gradiente.
Para ello es necesario distinguir entre el Bed fluorescente y el no-fluorescente (Bed! y
Bed", respectivamente) e incluir la transformacion de uno en otro. De esta manera, las

ecuaciones quedan:

BT 1) — b Bed)(157] ~ [Bed]) — [Bed)
+ ko[ Bed?] — a[Bed”] — A[Bed®] + 6(2),
ABAY _ 2 Bed) — ko Bet) (151] — (o] — [Beds)
+ koys [ Bedy] — a@[Bed'] 4+ v[Bed"), (5.4)
ABE] Do Bed) + bl Bea] (1S1] — [Bedy] — [Bedy)
— kop[Bedy] — v[Bedy),
OB Dy Bed) + ki Bed) (15] ~ [Bedy) — [Bedy)

— kogg[Bedy] + v[Bedy),

donde ~y es la tasa de maduracion de la proteina Bed-eGEFP.
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En [Liu et al., 2013] se analiza el efecto de la maduracion en el gradiente de Bed
considerando un modelo SDD modificado que tiene en cuenta la conversion entre
moléculas de Bed no fluorescentes a fluorescentes con tasa vy (igual al modelo descripto
por la ecuacion (5.4) considerando que no hay trampas y que la fuente es puntual).
Aplicando el modelo para analizar la distribucién de Bed-eGFP en embriones vivos
medida dentro de los 16 4+ 5 minutos luego del c.n. 14, en este trabajo se encuentra que
la tasa de maduracion es igual a la tasa de degradacion, es decir, v = «. Teniendo en
cuenta las estimaciones realizadas en [Drocco et al., 2011| se determina v = 0,0003s~1.
Por otro lado, comparando el perfil de Bed total, es decir, el marcado y sin marcar
(Bed', Bed™), con el observado (Bed') se ve que el efecto de la maduracion es mas
importante en la zona cercana al polo anterior y que disminuye al alejarse del mismo.
Para corregir el gradiente por este efecto en este trabajo se define el factor de correccion,
R(z), que depende de la posicion a lo largo del eje antero-posterior como

Bed'|(z) + [Bed")(2)
[Bedt](z)

R(z) = | (5.5)

En [Liu et al., 2013] hallan que R(z) tiene un valor maximo de = 3 alrededor del polo

anterior, mientras que cerca del polo posterior es ~ 1.

5.1.2 Estimaciones analiticas: Modelo SDID bajo la aproxima-

cion de reacciones rapidas

Las distintas versiones del modelo SDID que se han introducido en este Capitulo
corresponden a sistemas de reaccién-difusion. El analisis de este tipo de sistemas puede
resultar complicado. Es por eso que para interpretar algunos resultados y para elegir a
priort algunos de los parametros del modelo se trabaja con una versiéon aproximada en
donde el transporte del Bed esta descripto en términos de un coeficiente de difusion
efectivo. Para tal fin se procede como en situaciones en las que existe una separacion
de escalas temporales en las que las reacciones ocurren mas rapidamente que todos los
otros procesos, incluyendo la difusion, la sintesis y la degradacion. En esta aproximacion

de reacciones rapidas |Strier and Dawson, 2000] o buffers rdapidos [Wagner and Keizer,
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1994] los sistemas de ecuaciones (5.2) o (5.3) se reducen a:

J[Bcd|

o Doy V?[Bed) — BDg|V[Bed)|? — a[Bed) + 0(z, t), (5.6)
[Bedy) %, (5.7)

donde D, es el coeficiente de difusion efectivo definido en la ecuacion (1.21),

0 ; 2[S)?
PERTCE - S)2
L+ K[DHST] K2D[ST]2<1 + K/[:)[]ST])

0 — , (5.8)

R a
G=—"r (5.9)

L+ Kp[ST]

para el modelo con degradacion parcial (ecuaciones (5.2)) y

al+ £

[S]2 ?

(5.10)
L+ Kp[ST]

o=

para el modelo con degradacion total (ecuaciones (5.3)). Dado que Dg < Dy, por

simplicidad se considera Dg = 0. En ese caso el término o |V[Bed]|? desaparece de la

ecuacion (5.6) y ésta se reduce a:

J[Bcd]

o = Doy V?|Bed] — &[Bed) + 0(2). (5.11)

Es importante notar que la solucion estacionaria de la ecuacion (5.11) junto con (5.7)
coincide con la del sistema (5.2) para Dg = 0 y es aproximadamente igual a la del
sistema (5.3) si @ < kof. A pesar de que la ecuacion (5.11) parece lineal, no lo es: Dy,

ay 0 dependen de [Bed], i.e., son dependientes de la posicion y del tiempo.

5.1.3 Resolucion Numérica del Modelo SDID

Las soluciones de los sistemas de ecuaciones (5.2), (5.3) y (5.4) son obtenidas
numéricamente (ver apéndice B para mayor detalle). En todos los casos se considera un
cilindro de largo L = 500um con condiciones de borde de flujo cero en ambos extremos
como dominio de integraciéon. En la tabla 5.1 se muestran los parametros que son usados
en las simulaciones. Para las concentraciones, constantes de disociaciéon y coeficientes

libres de difusion fueron usadas las estimaciones presentadas en [Sigaut et al., 2014]
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derivadas del analisis de los datos experimentales de [Abu-Arish et al., 2010]. Para la
tasa de maduracion, 7, se usaron las mediciones experimentales realizadas en [Drocco
et al., 2011, Liu et al., 2013|. Las tasas de sintesis, 6,, degradacion, & o @, y reaccion,
koff, fueron elegidas de manera de obtener un gradiente simulado con caracteristicas

similares a las observadas experimentalmente.

Dg 0,095um?s =t

Dy 19um?s~!
koff 0,151
Kp 0,192nM
[ST] 130nM
L 500um

Tabla 5.1: Parametros utilizados en las simulaciones.

5.2 Reproduccion del gradiente

En esta seccion se muestran los resultados de las simulaciones numéricas del mode-
lo 5.1. En primer lugar se analiza como las propiedades de las soluciones cambian en
funcion de los pardametros eligiendo los méas adecuados, de acuerdo a cada version del
modelo, para reproducir las observaciones. Luego, se analiza qué parametros determinan
las escalas espaciales y temporales del gradiente comparando los resultados obtenidos
con los que corresponden a un modelo que no considera las reacciones. Finalmente, se
re-analiza la relacion entre las distribuciones de Bed y de la proteina, Hunchback, de la
cual es factor de transcripcion, considerando que las observaciones de fluorescencia no

distinguen entre Bed libre y Bed ligado a sitios.

5.2.1 Eleccién de parametros

Como se mencion6 anteriormente, se cuenta con estimaciones de D¢, Dg, Kp, [St]
y [Bedr] en el polo anterior derivadas en [Sigaut et al., 2014] a partir de un anélisis de

los experimentos realizados en [Abu-Arish et al., 2010, Gregor et al., 2007b]. Se conocen
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también L [Gregor et al., 2007b] y v [Drocco et al., 2011, Liu et al., 2013]. Para elegir
los parametros restantes se explora el espacio de parametros manteniendo aquéllos
que permiten reproducir el gradiente de Bed con una escala espacial y tiempos de
conformacion similares a las observados experimentalmente |Gregor et al., 2007a, Little
et al., 2011]. En primer lugar se trabaja con el modelo con degradacion parcial de
Bed dado por las ecuaciones (5.2). Para organizar la busqueda, primero se analiza
la solucion estacionaria de (5.2). Dado que en experimentos usando Bed-eGFP no es
posible distinguir entre la proteina en su estado libre o ligado nos interesa la distribucion
estacionaria de la concentracion de Bed total, i.e., de [Bedy] = [Bedy) + [Bed]. Es mas
sencillo encontrar esta solucién estacionaria cuando Dg = 0 lo que no es una mala
opcion ya que Dg < Dy. Si Dg = 0, dentro de la region donde Bed es sintetizado
(i.e., para z < 0,2L con L la longitud del embrion), la producciéon continua de Bed
eventualmente satura los sitios de ligadura. Por lo tanto, debe existir una pequena region,
z < z, < 0,2L, en la cual es posible suponer que [Bed] y [Bedy] estan distribuidos

uniformemente con Bed y S en equilibrio entre ellos de manera que:

[Bedy) = [Bed][S7]/([Bed] + Kp), (5.12)
[S] = KplSr]/([Bed] + Kp). (5.13)

En el equilibrio, en esta pequena regiéon debe haber un balance entre la tasa a la que el

Bed es producido y a la que es degradado. Por lo tanto, la solucion estacionaria debe

satisfacer:
[Bed] ~ @ (5.14)
o )
0, [ST]
Bed))  —=—F———. 1
[Bed] ~ F o a T Ky (5.15)

La concentracion (total) de [Bed] observada en el polo anterior ha sido estimada en
~ 140nM. Por lo tanto, se eligen 6,/a tal que [Bedy| = [Bedy) 4 [Bed) = 140nM en
z = 0. Para Dg = 0, la solucion estacionaria de la ecuacion (5.2) satisface la condicion
de equilibrio dada por las ecuaciones (5.12)—(5.13) en todos los puntos del espacio pero

a su vez debe cumplir la relacion:

0 = D;V?[Bed)s — a|Bed), + 0(2) = D;V?[Bed]s — a[Bed]s, si0,2L < z < L. (5.16)
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Esta tltima igualdad implica que, para 0,2L < z < L'y Dg = 0, la solucién estacionaria

[Bed]s esta dada por la ecuacion (1.1) con z, igual a:

20y =/ Dy /. (5.17)

Esta escala espacial corresponde al gradiente del Bed libre en nuestro modelo. La
concentracion total, [Bedr| = [Bedy] + [Bed], que es la que debe ser comparada con las

observaciones, esté caracterizada por una escala distinta. Se define como:
Zop = [Bedr]/|V[Bedyr]|, 2> 0,2L. (5.18)

Usando las ecuaciones (1.1) y (5.12) se obtiene,

ZOf Dsm
= —, 5.19
Dcoll ( )

Zor

donde Dy, v D.ou estan dados por la ecuacion (1.21) con Dg = 0. Claramente, la
ecuacion (5.19) no describe una tunica longitud de escala, z,,., dado que Dg,, ¥ Deop
dependen de [Bed], el cual no es uniforme para z > 0,2L. De cualquier modo, este
analisis muestra que, contando con estimaciones previas de los coeficientes de difusion,
la constante de disociacion de la reaccion y las concentraciones de las distintas especies,
a partir de la longitud caracteristica de la distribucion de Bed observada es posible
estimar el valor de a. Luego, teniendo en cuenta el valor de la concentracion total de
Bed en z = 0 y que ésta se relaciona con 0,/& a través de las ecuaciones (5.15) se puede
estimar el valor de 6.

Si ahora se considera el modelo con degradacion total descripto por las ecua-
ciones (5.3) y se procede como en el caso anterior, se deduce que la condicién de
equilibrio (5.12)—(5.13) no se mantiene para todo z > 0,2L. Ahora bien, si se usa la apro-
ximacion de “reacciones rapidas” (5.6)—(5.7) las ecuaciones (5.12)—(5.13) se satisfacen en
cada punto de la region z > 0,2L. La separacion de escalas temporales requerida para
que la aproximacion sea valida se satisface para los parametros de la simulacion, listados
en la tabla 5.1, siempre que @ sea suficientemente pequeno. En ese caso la evolucion de
[Bed] esta determinada por las ecuaciones (5.6)—(5.8) con & dado por la ecuacion (5.9),

igualdad que se reduce a & = @D,/ Dsm, para Dg = 0. La solucion estacionaria para
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estas ecuaciones satisface una condicion similar a la dada por la ecuacion (5.16) pero
con Doy, &y 0 en lugar de Dy, &y 0, respectivamente. Asi, en este caso se estima la

longitud caracteristica de la solucion estacionaria de [Bed] como

%oy & \/ Deon/@ = \/ Dy /@, (5.20)

y, para [Bedr], la longitud
Z/T = Z:)choll/Dsm- (5.21)

O

Si bien el cociente entre las longitudes caracteristicas de [Bed] y de [Bedr| es el mismo si
se usa el modelo con degradacion parcial o total, la longitud del gradiente como funciéon
de los parametros biofisicos es diferente en ambos casos (comparar (5.17) con (5.20)).
Por lo tanto, si se procede como antes y se estima @ a partir de igualar 2/, a la longitud
caracteristica medida del gradiente, se obtendré un valor distinto al obtenido en el caso
con degradacion parcial. Mas especificamente, ambas constantes de degradacion estaran
relacionadas por @ = &Dj,,,/Dy. Dado que Dy, < Dy, al usar el modelo de degradacion
total, se derivara un valor para la degradacion y para la intensidad de la fuente, 60, (a
través de la ecuacion (5.15)) que es aproximadamente un factor Dy,,/Dy més chico que
el derivado usando el modelo con degradacion parcial. Cabe aclarar que las estimaciones
de las tasas de produccion y degradacion obtenidas de este modo son valores a priori
que dan una idea del rango de valores que es razonable elegir. Los valores finalmente
utilizados son los que, a partir de las simulaciones numéricas, permiten reproducir las

propiedades observadas del gradiente.

5.2.2 Resultados de las simulaciones numeéricas

En la figura 5.1 se muestran las concentraciones de las distintas especies a lo largo
del eje antero-posterior obtenidas para el tiempo, ¢ = 100 min usando el modelo
con degradacion parcial (a) o total (b) con los parametros de la tabla 5.1. Para las
estimaciones a priori de los otros pardmetros se procedié como se explicd anteriormente.
En particular, sabiendo que z,, ~ 150um, que Dy ~ 20,um2/s y que Dy /Doy = 0,1
en la region donde se realizan los experimentos de FCS [Sigaut et al., 2014], usando las

ecuaciones (5.17)-(5.19) se obtiene un valor a priori para & de ~ 0,1s7!. Partiendo de
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este valor la biisqueda subsiguiente determiné que una tasa de degradacion & = 0,0557*
permitia reproducir varias caracteristicas del gradiente. Usando este valor de &, la
ecuacion (5.15) y [Bedr|(z = 0) = 140nM, se estima 6y = 0,5nMs~!. Las simulaciones
mostradas en la figura 5.1(a) corresponden a estos valores. Se observa que la distribucion
espacial de [Bedr] es consistente con las observaciones experimentales. En particular,
su concentracion decae ~ 50 % para z ~ 150um. Consistente con lo estimado en [Sigaut
et al., 2014] se observa que la mayoria de las moléculas de Bed en el polo anterior
estan ligadas (los sitios de ligadura estan saturados cerca de la fuente de Bed) mientras
que a medida que aumenta z la concentraciéon de Bed total comienza a disminuir y el
numero de sitios de ligadura libres comienza a crecer. Si se comparan las distribuciones
de las concentraciones de Bed libre y de Bed ligado se observa que esta tltima se hace

despreciable a distancias mayores del polo anterior que la primera.

En la figura 5.1(b) se muestra lo mismo que en (a) pero para el modelo con
degradacion total. Siguiendo los razonamientos que se describieron previamente y
teniendo en cuenta que en la zona donde se realizan los experimentos de FCS es
Dy, /Dy ~ 0,05, se obtiene, a partir de las ecuaciones (5.20)-(5.21), una estimacion
a priori para @ ~ 0,00557 1. Las simulaciones numéricas para este orden de magnitud
de la tasa de degradacion, sin embargo, no dieron distribuciones razonables. Se utiliz6
entonces @ = 0,00055 " y 6y = 0,1nMs~". Debido a que ahora se degradan el Bed libre
y el ligado, la forma del gradiente de Bed total cambia ligeramente. Se puede ver, por
ejemplo, que en los alrededores del polo anterior, donde actia la fuente de Bed, la
pendiente de [Bedy| es un poco més pronunciada que en el caso de degradacion parcial.
Esto hace que la longitud caracteristica del gradiente sea levemente distinta en ambos
casos. En el caso de degradacion parcial la concentracion de Bed total decae al 10 %
de su valor méximo para z ~ 195um, mientras que en el caso de degradacion total el
mismo porcentaje se alcanza para z ~ 165um. Por otro lado, de la figura 5.1 también
se ve que, tanto en el caso de degradacion parcial como en el de degradacion total, la
distribucion del Bed no sigue a la del ARNm, dado por la fuente 6(z). Esto muestra
que la distribucién de Bed no es un reflejo pasivo de la del ARNm que la produce,

contrariamente a lo supuesto en [Spirov et al., 2009].
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Figura 5.1: Distribuciones obtenidas mediante simulaciones numeéricas para las diferentes especies
([Bedr] en linea continua, [Bed] en linea a trazos, [Bedp| en linea de puntos y [S] en linea de trazos y
puntos) a lo largo del eje antero-posterior. Todas las concentraciones estan expresadas en nM. Los
perfiles mostrados corresponden al tiempo ¢ = 100 min. (a) Modelo con degradacion parcial, para

& =0,055"1, 6 = 0,5nMs~ . (b) Modelo con degradacion total, para @ = 0,00055%, 6y = 0,1nMs~L.

Comparando los valores para la tasa de degradacion usados en la figura 5.1 con los
reportados en la literatura, 0,0003s~! — 0,0015s~! [Grimm et al., 2010, Gregor et al.,
2007a, Drocco et al., 2011], vemos que el del modelo con degradacion total estd dentro
de este rango, mientras que el del modelo de degradacion parcial supera ampliamente
el valor maximo de este rango. Esto tltimo es razonable si se tiene en cuenta que las
estimaciones de |Gregor et al., 2007a, Drocco et al., 2011] fueron obtenidas a partir
de mediciones de fluorescencia que no distinguen entre Bed ligado y libre. En caso de
que so6lo el Bed libre fuera degradado con una tasa & la estimacion obtenida a partir
de observar la fluorescencia total estaria re-escaleada por la fraccion de Bed libre a
Bed total. Esta fraccion es ~ 0,08 en el ejemplo de la figura 5.1 (a) lo que permite

1

explicar, en parte, la discrepancia entre el valor, & = 0,05s™", utilizado en el modelo

con degradacion parcial y los valores estimados en [Gregor et al., 2007a, Drocco et al.,

2011].

En lo que se refiere a la tasa de sintesis, 0, en [Little et al., 2011] se determina el
numero de moléculas de ARNm dentro del embrién a lo largo de los distintos ciclos
nucleares. En particular, entre los ciclos 10 y 13 la cantidad de moléculas de ARNm en

el embrion es ~ 10°. Si en base a las observaciones de |Gregor et al., 2007a] suponemos
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que la region donde se encuentran los niicleos y puede moverse el Bed es la cascara de
un elipsoide de radios ~ 250um, 75um y 75um, que el cascarén es de unos 20um de
espesor, que las moléculas de ARNm ocupan el 20 % anterior de ese volumen y que cada
una de ellas sintetiza una molécula de proteina por segundo [Milo and Phillips, 2015], se
obtiene una tasa de sintesis del orden de 0,3nM/s. Este valor es similar a los obtenidos
para que el modelo con degradacion parcial o con degradacion total reproduzcan el

gradiente de Bed observado.

Hasta aca se han determinado las tasas de producciéon y de degradacion de Bed
basandose en las propiedades espaciales del gradiente. Como ya fue mencionado, el
tiempo que le toma al gradiente formarse es otro aspecto importante que ha sido muy
debatido, principalmente debido a que el coeficiente de difusion estimado en [Gregor
et al., 2007a| era muy pequeno para explicar la formacion del gradiente en los tiempos
observados. Un pardmetro de nuestro modelo que no se analizé hasta el momento es,
kosf, el cual se relaciona con la escala temporal. El parametro k¢ permite controlar los
tiempos de reaccion entre las moléculas de Bed y los sitios de ligadura, ya que cambiando
su valor pero manteniendo constante Kp, podemos cambiar la escala temporal con
las que las reacciones ocurren. Es de esperar que al cambiar la escala temporal de las
interacciones se modifique la convergencia del gradiente. Por ejemplo, si ky¢r es muy
pequeno, la interacciéon entre moléculas de Bed y sitios de ligadura es muy lenta, y los
moléculas de Bed libres logran difundir durante mayor tiempo antes de ser atrapadas
por los sitios. Por lo tanto, hay una primera fase en la que el gradiente de Bed cambia
rapidamente debido a que la especie avanza sin interactuar, pero hay después otro
proceso mas lento debido a la interaccion con los sitios. En el otro extremo, si k,¢f es
muy grande, las interacciones son réapidas comparadas con los tiempos de difusion y se
puede analizar el problema en el marco de la aproximacion de reacciones rapidas. Se
hicieron simulaciones para distintos valores k,¢; abarcando varios érdenes de magnitud,
1075 — 103s7!. Se encontré que, manteniendo los otros pardmetros como antes, el
sistema es poco sensible a cambios en k,f¢ (n0 se muestran). Las distribuciones de las
concentraciones de las distintas especies s6lo cambian considerablemente para valores

extremos de k,r, los cuales son poco realistas. Por esta razon se utilizo ko = 0,157
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un valor razonable para este tipo de interacciones.

En la figura 5.2(a) se muestra como es la convergencia del gradiente de Bed total en
funcion del tiempo de observacion para el modelo con degradacion parcial. El tiempo a
partir del cual las diferencias entre el gradiente observado y la solucién asintotica son
menores al 5% es T'= 800 minutos (= 13 horas). Este tiempo es mucho més largo que
los 100 minutos que, de acuerdo a las observaciones de [Gregor et al., 2007a], le toma al
gradiente alcanzar el estado estacionario en embriones. De todas maneras, entre los 70
y 167 minutos el gradiente no cambia significativamente como se ve en la figura 5.2(b).
En este intervalo de tiempo la concentracion, [Bedy|, difiere en menos de un 10 % de
la obtenida para ¢ = 100 minutos y las mayores diferencias estédn restringidas a una
region espacial muy pequena. Por otro lado, la diferencia respecto del valor estacionario
para t > 70min no supera el ~ 15% en todos los puntos. Debido al ambiente ruidoso de
los experimentos, la diferencia del 10 % puede no ser apreciable y el gradiente parecer
estable. Esto concuerda con lo presentado en [Bergmann et al., 2007| donde se discute
que, durante la etapa de sincitio, el gradiente no alcanza a llegar al estado estacionario.
En el caso del modelo con degradacion total se observa una evolucion del gradiente de
[Bedr] similar. Entre los 80 y 120 minutos el gradiente varia menos de un ~ 20 % en la
misma regiéon que en el caso con degradacion parcial. Se concluye entonces que, si bien
los parametros de produccion y degradacion son diferentes, la dinamica espacio-temporal
del Bed libre y del Bed total predicha por los modelos con degradacion parcial o con
degradacion total es similar. Por lo tanto, de ahora en més se trabajara con el modelo

con degradaciéon parcial.

Si bien el tema de la convergencia al estado estacionario puede acomodarse segun lo
descripto, hay otra propiedad de nuestras simulaciones que resulta incompatible con
las observaciones: el maximo de concentracion, ([Bedr](z = 0)), es alcanzado en forma
practicamente instantanea. Esto no coincide con lo observado en [Little et al., 2011]
en donde se ve que el maximo se alcanza aproximadamente unos 80 minutos luego de
la fecundacion del embrion. El hecho de que los experimentos usan Bed-eGFP para
observar y que a ésta le lleva un tiempo madurar y volverse fluorescente podria ser la

razon que explique esta diferencia. Otra posible explicacion podria ser la migracion, a
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partir del ciclo nuclear 10 (~ 80min después de la fecundacion), de los nicleos desde el
centro a la membrana del sincitio, donde la fluorescencia emitida no es obstruida por
el interior del embrion. Se analiza a continuacion si teniendo en cuenta el tiempo de

maduraciéon de la eGFP es posible corregir este problema.
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Figura 5.2: (a) Distribucion de Bed total a lo largo del eje AP obtenida para distintos tiempos con
el modelo con degradacion parcial (T' = [50 — 60 — 70 — 80 — 90 — 100 — 110 — 120 — 167 — 833] min
aumentando de izquierda a derecha). La linea continua negra del centro, (7' = 100 min), corresponde
al tiempo reportado en que se establece el gradiente. (b) Diferencias entre los valores de [Bedr] a
distintos tiempos con respecto al que corresponde a T' = 100min, [Bedr|* = [Bedr](T = 100min). A
lo largo de T'= 70 — 167 minutos, la concentracion, [Bedr|, permanece practicamente constante a lo

largo del eje AP, excepto en una pequena region donde las diferencias son menores al 10 %.

Para evaluar el efecto de la maduracién se realizaron simulaciones numéricas del
sistema de ecuaciones (5.4). En la figura 5.3 (a) se observa la concentracion (normalizada
respecto de su valor asintotico) del Bed marcado total, [Bedy], en el punto donde la fuente
se extingue (z = 20um) como funcion del tiempo para distintas tasas de maduracion, 7.
Se muestra también, con linea a trazos negra, la concentracion del Bed total para el
modelo SDID con degradacion parcial sin maduracion. Los parametros de la simulacion
son iguales a los de la figura 5.1 (a). Como era de esperar, se observa que la convergencia
al valor asintético demora més a medida que la maduracién es mas lenta, es decir, ~
mas pequeiio. Para v = 0,01s7! se observa poca diferencia entre el modelo que tiene en
cuenta la maduracion y el original en que las moléculas de Bed son instantaneamente
fluorescentes. Para t = 10min la concentracion de Bed total en z = 20um alcanza el

98,1 % del valor asintotico para el modelo con maduraciéon retardada, contra 99,4 %



124 El rol de las reacciones en la formaciéon del gradiente de Bicoid

! el menor de todos

para el modelo con maduraciéon instantanea. Para v = 0,0005s~
los valores considerados, la concentracion alcanza el ~ 73 % del valor asintotico para el
mismo tiempo. En regiones alejadas del polo anterior y de la fuente, la concentracion de
moléculas de Bed maduras es mayor por lo que el retardo en la convergencia, producto
del efecto de la maduracion, se ve reducido. Se obtienen resultados similares si se
incorpora la descripcion de la maduracion al modelo con degradacion total.

Ahora bien, al incluir la maduracion de la eGFP en el modelo no s6lo el tiempo de
convergencia a la solucion estacionaria se ve afectado, sino que la distribucién asintética
del Bed fluorescente también se modifica con el consecuente cambio en la longitud
caracteristica del gradiente observable [Liu et al., 2013]. Por lo tanto, los pardmetros
estimados en base a las simulaciones donde la maduracién no es tenida en cuenta
deberfan revisarse. Para analizar este efecto en las simulaciones de nuestro modelo se
muestra en la figura 5.3 (b) el cociente entre la distribucion asintotica de Bed total y
la de Bed fluorescente, R(z), definido en (5.5). R depende de la relacion entre & y 7.
Se muestra en la figura 5.3 (b) el valor de R en funcién de z para distintos valores de
v ([0,01 — 0,005 — 0,001 — 0,0005]s~!). En todos los casos se observa que R es mayor
cerca de la fuente, mientras que decae a valores préoximos a R ~ 1 a medida que se
acerca a la region del polo posterior. En [Liu et al., 2013| observan que el valor de R
cerca de la fuente es ~ 3. De todos los valores de la tasa de maduracién analizados, el
que da un perfil de R que se parece mas al observado es v = 0,001s~!. Este valor de 7,
esté perfectamente contenido dentro de los reportados para la degradacion de Bed en la

literatura [Grimm et al., 2010, Gregor et al., 2007a, Drocco et al., 2011].

5.3 Interpretaciéon de las observaciones: las consecuen-

cias de tener en cuenta las reacciones.

Los resultados de las simulaciones presentados hasta ahora muestran que es posible
reproducir aproximadamente las caracteristicas espacio-temporales del gradiente de
la proteina Bicoid en el marco de modelos que tienen en cuenta la interacciéon con

sitios usando parametros biofisicos “razonables”. Ahora nos interesa determinar como
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Figura 5.3: (a) Concentracion de Bed marcado total normalizada respecto del valor asintotico,
[Bedl]norm, a lo largo del tiempo en la region donde la fuente se hace cero (z = 20um) obtenida
mediante simulaciones de las ecuaciones (5.4) para distintas tasas de maduracion, (linea punteada gris
~v = 0,01s7', linea de trazos gris ¥ = 0,005s~! y linea continua gris v = 0,001s~! y linea de trazos
y puntos gris v = 0,0005s7!). En linea a trazos negra se muestra la concentracién en funcién del
tiempo para el modelo SDID con degradacion parcial. Todos los parametros coinciden con los de la
figura 5.1 (a). (b) Cociente entre la concentraciones para 7' = 100min de Bicoid total y de Bicoid total

fluorescente, R, definido en (5.5) a lo largo del eje antero-posterior. Los tipos de lineas y colores son

los mismos que en (a).

describir las escalas espacial y temporal del gradiente obtenido en términos de los
pardmetros del modelo SDID de un modo sencillo. La evolucién espacio-temporal de las
concentraciones de Bed libre y total determinada por las distintas variantes del modelo
SDID acé analizadas es complicada. El problema es no lineal y no hay una tnica escala
espacial o temporal que lo defina. Esto es evidente si se analizan las ecuaciones en la
aproximacion de reacciones rapidas (5.6)—(5.7) en las que el transporte esta determinado
por un coeficiente de difusion efectivo que depende de la concentraciéon y, por lo tanto,
no toma un valor tnico a lo largo del embriéon. La existencia de “muchos” coeficientes o
escalas multiples esta de acuerdo con el trabajo de [Little et al., 2011] en el que, para
reproducir las observaciones experimentales, recurren a un modelo con coeficientes de
difusion que varfan a lo largo del tiempo de un modo ad hoc. Una de las propiedades
interesantes de nuestro modelo es que posee esa propiedad naturalmente ya que el
cambio en el transporte a lo largo del tiempo puede interpretarse como una consecuencia
de la variacién en la fraccion de moléculas de Bed que se encuentran ligadas a sitios

en cada instante. El abordaje de [Little et al., 2011| refuerza nuestra idea de que



126 El rol de las reacciones en la formacién del gradiente de Bicoid

son los coeficientes de difusion efectivos los que determinan las escalas caracteristicas
del problema. En esta seccion se busca relacionar del modo mas sencillo posible los
parametros efectivos del modelo con la escala espacial y el tiempo de convergencia del
gradiente observado. De este modo es posible comparar los parametros que pueden
estimarse a partir de esta interpretacion de las observaciones con los que se derivan si

no se tienen en cuenta las interacciones.

5.3.1 Escala espacial: Gradiente de Bcd libre vs gradiente de
Bcd total

La solucién estacionaria del modelo SDD con una fuente puntual de Bed en un

extremo:
J[Bcd|

5 = DV¥[Bed] — a[Bed) + 0,6(), (5.22)

tiene una solucion estacionaria de la forma dada por la ecuacion (1.1), que decae en el

espacio con la escala caracteristica:

z,=+/D/a. (5.23)

Dado que en este modelo todo el Bed esta libre y que no se tiene en cuenta el tiempo
que le lleva madurar a la GFP, se puede igualar z, a la longitud caracteristica, /,,
de la distribucion de fluorescencia observada, z, = ¢, ~ 100um. Si se usa el valor
D = 1p*m/s estimado en [Gregor et al., 2007a, Abu-Arish et al., 2010] usando FRAP

Lsise usa D ~ 20u*m/s

se obtiene o ~ 0,0001s~! mientras que resulta o ~ 0,0025~
el valor de difusion libre de Bed estimado en [Sigaut et al., 2014|. Ambos valores
de « estan aproximadamente contenidos dentro del rango reportado en la literatura
0,0003571—0,0015s! [Grimm et al., 2010,Gregor et al., 2007a, Drocco et al., 2011]. En el
caso del modelo SDID es mas complicado definir una tnica escala espacial. Sin embargo,
es posible trabajar con las ecuaciones reducidas en la aproximacion de reacciones réapidas
(5.7) y (5.11) como se hizo para obtener la estimacion de parametros a priori. Notando

que la ecuacion (5.11) es formalmente similar a la ecuacion (5.22) es que se puede

calcular la longitud caracteristica de la concentracion de Bed libre, 2,,, como en (5.23)
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pero reemplazando D por D.,; v « por &. De ese modo se obtiene (5.17) en el caso del
modelo con degradacion parcial y (5.20) en el de degradacion total. En caso de que el
gradiente observado haya alcanzado el estado estacionario, su longitud caracteristica
deberia vincularse con la del Bed total ya que la fluorescencia no distingue si esté libre
o no. En la aproximacién de reacciones rapidas esta longitud, z,,, estd determinada
por las ecuaciones (5.19) y (5.17) en el caso de degradacion parcial y por (5.21) y (5.20)
en el de degradacion total. Las longitudes, z,, y 2., definidas usando la aproximacion
de reacciones rapidas pueden ser muy diferentes entre si. Por otro lado, sus valores
dependen del punto a lo largo del embrion. Aca se analiza en qué regiones las ecuaciones
(5.17) y (5.19) proveen una buena estimacion de la escala espacial de las distribuciones
de Bed libre y total y dénde el cociente entre ambas se corresponde con lo obtenido en
las simulaciones. También se analiza si es posible extraer una tinica escala caracteristica
para cada distribuciéon en la region inmediatamente contigua a la region de la fuente y,
de existir, se estudia a qué coeficientes de difusion efectivos corresponde. Todos estos
estudios se hacen en el marco del modelo SDID con degradacion parcial. Se obtienen
resultados equivalentes en el de degradacion total (donde hay que modificar la tasa
re-escaleada de degradacion de Bed respecto del caso de degradacion parcial). En la
figura 5.4 (a) se muesta la concentracion normalizada de Bed libre y Bed total a lo largo
del eje AP para t = 100min usando el modelo SDID con degradaciéon parcial. Se puede
ver que la distribucion de Bed libre decae a un 50 % en z & 100um, mientras que el Bed
total lo hace en z &~ 160um. Por otro lado, se puede obtener la longitud caracteristica
de los gradientes ajustando la concentraciéon en funciéon de z por una exponencial dada
por la ecuacion (1.1). Los perfiles de [Bedr| y [Bed] en funcion de z no son exactamente
exponenciales. Sin embargo, pueden aproximarse por este tipo de funcién en alguna
region de valores de z como se observa en la figura 5.4 (b). En esta figura se muestran
[Bedr| y [Bed] normalizadas por su valor maximo usando una escala logaritmica en el
eje vertical. Se realizaron ajustes en las regiones de z = (125 — 300)um para [Bed] y
z = (150 — 300)um para [Bedr| obteniéndose z,p ~ 19um y zor ~ 45um. Se pueden
comparar estos valores con los predichos por las expresiones (5.17) y (5.19). Para el

caso del Bed libre, la escala caracteristica dada por (5.17), usando los parametros de la
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simulacion es z,5 = 19,5um, valor que coincide con la estimacion obtenida del ajuste.
En el caso de la distribucion de [Bedr] la comparacion es un poco més complejo, dado
que, segun (5.19), la longitud caracteristica depende de Dy y Dy, cuyos valores
dependen del tiempo y la posicion en el eje AP. Si se toman los valores de Doy v Dgyn,
para el tiempo ¢t = 100 min y para la regiéon donde comienza el ajuste, z = 150um,
se obtiene D/ Dgsm =~ 2. Usando este valor en la ecuacion (5.19) se obtiene un valor
2or &= 40um, el cual es muy similar al estimado mediante el ajuste. Si, en cambio, se
considera z = 180um, el cociente entre los coeficientes efectivos queda Doy /Dy ~ 1,2,
lo que lleva a una estimacion de z,7r ~ 23um que difiere s6lo en un factor 2 respecto
del valor obtenido con el ajuste. Las ecuaciones (5.17) y (5.19), por lo tanto, permiten
hacer una estimacion de las longitudes caracteristicas del gradiente de Bed observado
en términos de los parametros del modelo SDID considerando los coeficientes efectivos
en la region donde las concentraciones comienzan a decrecer. Se recuerda que estas
estimaciones fueron realizadas para el modelo con degradacion parcial. Si se considera
el modelo con degradacion total se llega a resultados similares en los cuales es posible

relacionar la escala espacial del gradiente con las ecuaciones (5.20) y (5.21).
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Figura 5.4: (a) Gradientes de [Bedr] y [Bed] normalizados en funciéon de z (linea continua y a trazos

respectivamente) para el tiempo de observacion T' = 100min, obtenidos de simulaciones numéricas

usando el modelo de degradacion parcial. (b) Lo mismo que en (a), pero el eje vertical se muestra en

escala logaritmica ([Bedr] en O y [Bed] en O). Junto los datos de las simulaciones se muestran dos

ajustes lineales, en las regiones z = (125 — 300)um para el Bed libre y z = (150 — 300)um en el caso

de Bed total, de los cuales se desprenden las escalas caracteristicas z,p = 19um y zor ~ 45um.
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5.3.2 [Escala temporal: coeficientes de difusion efectivos vs. coe-

ficiente de difusion libre

El modelo SDD con una fuente puntual en un extremo, dado por la ecuacion (5.22),

tiene soluciones de la forma [Bergmann et al., 2007]:

exp(;z/)\)erfc (zp\t/% z)

[Bed](z,t) :;\% (exp(—z/)\) -

donde er fc() es la funcion error y A = (D/a)'/2. Esta ecuacién muestra que la aproxi-

(5.24)

macion a la solucion estacionaria (ecuacion (1.1)) ocurre como si hubiera un frente que

viaja con la velocidad

v=+VaD, (5.25)

que se forma con el coeficiente de difusion, D, y la tasa de degradacion, «;, con la cual

puede definirse un tiempo de convergencia a la distancia, z, de la fuente como:

. z
tconU(Z) = \/OC_D

Se ve entonces que si se elige a para un D dado de modo de ajustar la longitud

(5.26)

caracteristica del gradiente dada por (5.23) se obtiene un tiempo de convergencia:

2z
teonn(2) = 60’ (5.27)
que es mayor a 10 horas (demasiado largo) para z = 0,75L si se toma z, = 100um y el
valor D =~ 1p*m/s estimado en [Gregor et al., 2007a, Abu-Arish et al., 2010] usando
FRAP y del orden de media hora (demasiado corto) si se usa D ~ 20u%*m/s el valor
de difusion libre de Bed estimado en [Sigaut et al., 2014]. La soluciéon (5.24) también
muestra que la tasa de produccion, 6,, determina la amplitud méaxima de [Bed| pero
no esta involucrada en el tiempo de convergencia. En el caso del modelo SDID es
més complicado definir una velocidad ya que ademés del tiempo dado por a estan los
tiempos asociados a la reacciéon. Para poder “construir” una velocidad como en el caso

del modelo SDD es posible trabajar con las ecuaciones reducidas en la aproximacion de

reacciones rapidas (5.6)—(5.7). Apelando nuevamente a la forma equivalente entre las
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ecuaciones (5.11) y (5.22) se define la velocidad y el tiempo de convergencia como en
(5.25) y (5.27) pero reemplazando D por D, y « por &. Se obtiene
Do D; \"*
= | a—==© teon(2) = — , 2.28
v o ) (Z) z OZD2 ( )

coll

en el modelo con degradacion parcial y

D? D \Y?
v = a coll tcom)(z) =z ( ) , (529)

aDZoll

en el modelo con degradacion total. Como en el caso de la longitud espacial, aca se
analiza si la solucion obtenida numéricamente avanza con una velocidad como proveen las
ecuaciones (5.28) o (5.29), si es posible definir un tnico valor en la region inmediatamente
contigua a la region de la fuente y, de existir, qué coeficientes de difusion efectivos lo
determinan. Cabe aclarar que si, para el modelo con degradacion parcial, se determina
el valor de & a partir de las ecuaciones (5.19) y (5.17) usando valores dados de Dy,

Dgm/Deon vy de la longitud espacial observada, ¢,, que en este caso se iguala a z,,., el

tiempo de convergencia resulta

D0,z
teonw = D2 . (530)

coll

Esta misma expresion se obtiene para el modelo con degradacion total si se determina
@ a partir de las ecuaciones (5.21) y (5.20) usando los mismos valores dados pero en
este caso identificando 2/, = £,. De aca se concluye que si se estima & para el modelo
con degradacion parcial o @ para el de degradacion total de modo de ajustar la longitud
espacial del gradiente observado identificindola con la de Bed total para el modelo el
tiempo de convergencia a la solucion estacionaria seré el mismo a pesar de que & # @.
Teniendo en cuenta esto, se analiza la convergencia en el marco del modelo SDID con
degradacion parcial.

Para representar como avanza el frente de la distribucion de Bed y asi caracterizar
la escala temporal del gradiente se calcula el tiempo, ¢, que le lleva a la concentracion
libre, [Bed(z,t)], alcanzar el 50 % del valor méaximo asintético, max;[Bed(z,t)], para
cada z. En la figura 5.5 se muestra la posicion sobre el eje AP, 2z, como funcion del

tiempo, t, recién definido para el modelo con degradacion parcial. La pendiente de esta
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curva corresponde a la velocidad de propagacion. Como era de esperarse, a diferencia
del modelo SDD, en nuestro caso el frente avanza con una velocidad que depende
de la posicién y del tiempo. Se observa que esta velocidad es menor cuanto menor
es z. Al igual que se hizo antes para determinar la escala espacial, aca se define una
region donde la velocidad es aproximadamente constante. En base a los resultados
de la figura 5.5 se ajusta el perfil del frente con una funcién lineal en dos regiones:
entre z = (100 — 150)um (linea de trazos clara) y z = (150 — 225)um (linea de trazos
oscura). De los ajustes se obtienen las velocidades v &~ 1,3um/min para la region mas
proxima a la fuente y v &~ 0,53pum/min para la region mas alejada. Para evaluar si
es posible hacer estimaciones usando la expresion (5.28) se comparan los valores del
ajuste con los que se obtienen a partir de esta expresion. La velocidades que se obtienen
son v(z = 140um, 50min) ~ 1,5um/min y v(z = 180pm, 100min) ~ 0,4um/min. Estas
estimaciones son similares a las derivadas del ajuste. Se concluye que es posible relacionar
los parametros del modelo con la escala temporal de formaciéon del gradiente. Ademas,
de la expresion (5.28) se observa la importancia de distinguir entre el coeficiente de
difusion colectivo y el de molécula tinica. Si se hubiera considerado en la ecuacion (5.28)
el coeficiente Dy, en lugar de D, las estimaciones de la velocidad del frente serian

aproximadamente la mitad de las obtenidas lo que duplicaria la escala temporal.

250

50 100 150 200
t[min]

Figura 5.5: Posicion sobre el eje AP y tiempo, (¢, z), tal que la concentracion de Bed libre alcanza

50 % de su valor asintotico, para el modelo de degradacion parcial (linea solida). Para estimar la

velocidad con la que la que el gradiente converge a su estado estacionario, se hicieron dos ajustes

lineales es diferentes regiones a lo largo del eje AP, (lineas de trazos).
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5.3.3 La distincién entre Bced libre y Bed total y el rol de Bed

como factor de transcripcion.

Como se mencioné en el capitulo 1, la proteina Bicoid acttia como factor de trans-
cripcion del gen que codifica para la proteina Hunchback (Hb). Aqui se explora el efecto
de los sitios de ligadura sobre la dindmica de Bed y como influyen en la transcripcion de
Hb. Se consideran dos situaciones diferentes respecto de cémo el Bicoid interactia con
al ADN. En la primera se supone que el Bed s6lo interactiia con los sitios promotores
asociados a la transcripcion de hb por lo que estos sitios estan representados por la
especie, S, del modelo SDID. En la otra situacion, se supone que la especie S representa
otros sitios con los que el Bed interactia y que la ligadura de Bed a los sitios promotores
de la transcripcion de hb no modifica significativamente las concentraciones de Bed
libre o ligado determinadas por el modelo SDID. Independientemente de la situacion,
la produccion de Hb esta regulada por la tasas de interaccién del Bed libre con los
sitios promotores. Como ya se discutio, el uso de Bed-eGFP en los experimentos no
permite distinguir entre el Bed en su estado libre o ligado a otra especie. En [Gregor
et al., 2007b] se estudio la relacion entre las concentraciones de Hb y Bed, encontrando
una relacion muy no lineal consistente con un alto grado de cooperatividad dado por
una ecuacion de Hill con coeficiente n = 5. En este seccion se analiza como se deben
re-interpretar estas observaciones experimentales si se tienen en cuenta las reacciones

de las que participa Bed.

Primero se analiza el caso en que los sitios con los que interacttia el Bed son los
promotores para la sintesis el ARNm que eventualmente producird Hb. Por simplicidad,
en esta situacion se supone que la concentracién de Hb es proporcional a la cantidad de
Bed ligado, [Bedy]. Esto involucra de por si una simplificacion ya que el modelo SDID
acé considerado no supone que esta interacciéon sea cooperativa. De todos modos, el
objetivo de este analisis es determinar en cuanto difiere el coeficiente de Hill que se
infiere de las observaciones si supone que la concentracion de Bed observada corresponde

s6lo al Bed libre o corresponde al Bed total. Bajo esta suposicion las concentraciones se
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relacionan por:

[Hb]  [Bedy]  [Bed]
[Hb]maz B [BCdb]ma;p - [Bcd] + KD' (531)

En la figura 5.6 (a) se muestra la concentracion del Bed ligado en funciéon de la

concentracion de Bed libre y de Bed total, todos normalizados por sus valores maximos.
Dado que la gran mayoria del Bed se encuentra ligado, la relacion entre [Bed,| y [Bedr]
es casi la identidad, como se observa en la figura. Se obtendria esta misma relacion
independientemente de la cooperatividad de la interaccién si la mayor parte de Bed
esta ligado. Esto no se corresponde con las observaciones de [Gregor et al., 2007b| que
muestran una relacion muy no lineal entre Hb y Bed. La relacion con el Bed libre es
considerablemente mas no lineal en el modelo SDID donde Bed sélo interactia con
los sitios promotores en el ADN. Sin embargo, la region donde [Hb| es mas sensible a
cambios en |Bed| no coincide con la observada. Estos resultados sugieren que el Bed no

s6lo interactiia con los sitios del ADN que promueven la produccién de Hb.

1
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Figura 5.6: Concentracion de [Hb| en funcion de [Bed,] normalizado, que representa la concentracion
de Bed libre (linea solida) y Bed total (linea de trazos y puntos). (a) Los sitios de ligadura del Bed son
los mismos promotores de Hb. En este caso, [Hb] o< [Bedy). (b) Los sitios de ligadura compiten con los
sitios de promotores por el Bed. Se muestra la concentracion de Hb, dada por la ecuacion (5.32). para

n=2y Kp=0,5uM.

En segundo lugar se analiza el caso en que la ecuacion (1.12) representa la interaccion
con sitios que no promueven la producciéon de Hb. Para que los resultados del modelo
SDID analizado en las secciones anteriores sean validos se supone que la fraccion de Bed

que se pega a los sitios promotores en el ADN es mucho menor que la concentracion,
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[Bcdy), determinada con el modelo. Se supone entonces que la concentracion de Hb y la

de Bed estan vinculadas por una relacion de Hill:

[Hb]  [Bcd"
[Hb]maw B [Bcd]” + F%’ (532)

donde K7}, es una constante de disociacion efectiva entre los sitios promotores de la
produccion de Hb y el Bed. El analisis realista de esta situacion es méas complicado
que el que proponemos acé. La forma correcta de tratar el problema seria tener en
cuenta que existe, ademas del Bed libre y el Bed ligado a los sitios de interaccion, una
fraccion de Bed que se encuentra ligado a los sitios promotores. Por lo tanto, habria
que redefinir las fracciones de Bed libre y el Bed total. Sin embargo, si se considera que
el nimero de sitios promotores es pequeno, de manera que [S5°"""’] < [S], donde
[SErometores] g la concentracion total de sitios promotores, la fraccion de Bed ligada
al ADN es despreciable frente a las fracciones restantes, y es posible trabajar con las
concentraciones derivadas de nuestras simulaciones. Siguiendo esta suposiciéon en la
figura 4.6 (b) se muestra la concentracion de Hb en funcion de las concentraciones de
Bed libre y Bed total, que se obtiene a partir de la ecuacion (5.32) usando K p = 0,5uM
y n = 2. Se observa que, en este caso, la relacion entre [Hb] y [Bedr| se parece més a
la observada en |Gregor et al., 2007b]. En la medida en que n aumenta esta relacion
muestra una derivada mayor. Por otro lado, la relacion con el Bed libre muestra una
dependencia diferente. Esto sugiere que, dado que en los experimentos se observa la
relacion entre las concentraciones de Hb y Bed totales, el coeficiente de Hill n, estimado
a partir de estas observaciones puede no corresponder a la verdadera cooperatividad
entre Hb y Bed. Para evaluar en cuanto puede diferir dicho coeficiente si se lo estima a
partir de comparar [Hb] con las concentraciones de Bed libre o Bed total se reescribe la
ecuacion (5.32) de la siguiente manera:

log <% - 1) — log <%> — nlog (%) , (5.33)

max

donde Bed, puede ser Bed o Bedr. De acuerdo a la la ecuacion (5.33) log([Hbmaz/[H]—
1) v log([Bed.][Bcd.]maz) se relacionan linealmente con una pendiente que es el coefi-

ciente de Hill. En la figura 4.7 (a) se muestra log([Hb]mae/[Hb] — 1) como funcion de
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log([Bed,|[Bcdymaz) para [Bed,] igual a [Bed] (linea solida) o a [Bedr] (linea de trazos
y puntos)). Se ve que en el primer caso la relacion es lineal con una pendiente igual al
coeficiente de cooperatividad, n = 2, usado en la simulaciéon. En el caso de Bed total
la relacion es lineal cuando [Bedy| es pequeno, pero a medida que la concentracion
crece, la linealidad se pierde. Dicha relacion lineal se pierde en la region donde [HD|
muestra mayor sensibilidad a cambios en [Bedr|, [Bedr|/[Bedr)mar ~ (0,5 — 0,8) (ver
figura 5.6 (b)). Si se realiza un ajuste de los datos usando la ecuacion (5.32), el ajuste
serd bueno si logra reproducir el comportamiento en la region donde hay mayor sesi-
bilidad. En la figura 5.7 (a) se muestra un ajuste hecho sobre los datos de Bed total
en la region de mayor sensibilidad. El ajuste arroja un coeficiente de Hill, ngjyste ~ 7,
mucho mayor que el que corresponde a la cooperatividad entre Hb y Bed utilizada
en la simulacion, n = 2. Esto muestra que el hecho de no poder distinguir entre Bed
libre y Bed total puede llevar a una sobreestimacion del coeficiente de Hill y de la
cooperatividad entre las especies. En la figura 5.7 (b) se muestra la relacion entre [HD|
y [Bedr] obtenida con las simulaciones junto con la ecuacion (5.32) con Bed = Bed,, y
N = Ngjuste- O1 bien el ajuste no es perfecto, resulta adecuado si se tiene en cuenta que

los datos provenientes de las observaciones experimentales tienen gran variabilidad.

21 08 -06 -04 02 0 0 02 04 06 08 1
log([Bed.,]/[Beds]maz) [Bedr]/[Bedr]max

Figura 5.7: (a) Concentracion de Hb reescrita segun la ecuacion (5.33) en funcién de [Bed] (linea

solida) y [Bedr] (linea de trazos y puntos), usando Kp = 0,5uM y n = 2. En linea de trazos se

muestra un ajuste lineal en el caso de Bced total, en la region de mayor sensibilidad entre Hb y Bed

total. El coeficiente de Hill estimado del ajuste es ngjuste = 7. (b) [Hb] normalizado en funcion de

[Bedr] junto con la representacion de la ecuacion (5.32) usando el ngjqyste Obtenido del ajuste previo.






Fluctuaciones en imagenes de senales

de Ca?t

Las técnicas 6pticas junto con los indicadores fluorescentes de Ca?* proveen una
manera poco invasiva de ver las senales intracelulares de este i6n en células intactas.
Existe un tipo de indicadores llamados radiométricos que permiten estimar [Ca®"| a
partir de las imégenes dado que cambian la longitud de onda de la fluorescencia que
emiten dependiendo de si tienen o no Ca?t ligado. Estos indicadores se excitan en
el rango UV del espectro por lo que no pueden utilizarse en experimentos en donde
las senales son evocadas fotoliberando compuestos enjaulados con luz UV. Esto es lo
que ocurre en los experimentos donde se observan senales mediadas por receptores de
IP3. En ese tipo de experimentos se utilizan indicadores de longitud de onda tnica

que s6lo cambian la intensidad de la fluorescencia que emiten al ligar Ca?*. Por lo
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tanto, la fluorescencia observada esté relacionada con el Ca?* ligado al indicador cuya
distribucion espacio-temporal depende de las propiedades del fluoréforo. En cualquiera
de los dos casos, el hecho de que el Ca?* debe ligarse al indicador para que se lo pueda
observar introduce un problema adicional cuando las senales, como las mediadas por
IP3Rs, dependen del fenémeno conocido como “Calcium Induced Calcium Release”.
JHasta qué punto la fluorescencia observada es un buen “reportero” de la dindmica del
Ca?* durante las sefales evocadas? ;De qué modo afecta la presencia del fluoréforo
las propiedades de las mismas? ;Cuén comparables son las imagenes obtenidas con
fluordéforos de propiedades cinéticas distintas? Para contestar estas preguntas y establecer
un “estandar” de comparacion entre experimentos realizados en condiciones diversas
se introdujo en [Piegari et al., 2014] un método que permite realizar esta comparacion
de un modo cuantitativo. El mismo esta inspirado en la técnica de N&B [Digman
et al., 2008] e involucra la realizacion de tres tipos de experimentos para analizar las
fluctuaciones de la fluorescencia en un dado “set-up” en condiciones basales (es decir,
en ausencia de senales). Interpretando los resultados de los experimentos mediante un
modelo de fluctuaciones que es una extension del de N&B se cuantifican los parametros
del mismo. En base al modelo puede estimarse la relaciéon senal-ruido esperada en
imagenes de senales obtenidas con el “set-up” analizado. El modelo permite, por otro
lado, generar numéricamente imagenes de senales de Ca?* con ruido realista que pueden

utilizarse para interpretar y cuantificar las obtenidas en experimentos de microscopia.

En este capitulo se analiza el modelo de fluctuaciones propuesto en |Piegari et al.,
2014]. En [Piegari et al., 2014| se considera a la fluorescencia por pixel como una
variable aleatoria identificando a los valores que toma en la imagen obtenida en cada
experimento “basal” con distintas mediciones de dicha variable. Se agrupan luego los
datos con distintos criterios dependiendo del experimento basal a partir del cual fueron
obtenidos. Se supone entonces que los datos agrupados brindan informacién sobre la
distribucion de la variable aleatoria bajo un conjunto de condiciones que depende de
cada tipo de experimento analizado. El modelo consiste en suponer que las distribuciones
son de un dado tipo y extraer pardmetros de la distribucion teérica a partir de los

gréaficos de varianza como funciéon del valor medio de la fluorescencia. En este Capitulo
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se analiza si las distribuciones propuestas en el modelo se corresponden o no con las
obtenidas en los experimentos. Se estudia también hasta qué punto los parametros del
modelo quedan univocamente determinados a partir de ajustar los datos obtenidos con

los experimentos basales del método introducido en [Piegari et al., 2014].

6.1 Modelo de fluctuaciones de fluorescencia en sena-

les de Ca?t

En [Piegari et al., 2014] se considera que la fluorescencia recolectada en cada pixel
de la imagen es una variable aleatoria que depende del tiempo de exposicion por pixel y
de tres fuentes de fluctuaciones: (1) la variacion del ntimero de moléculas fluorescentes
cuya fluorescencia es recolectada en cada pixel; (2) cambios en la fraccion de tales
moléculas que estan ligadas a iones de calcio; (3) fluctuaciones en el nimero de fotones
detectados. Se define como N a la variable aleatoria que representa el nimero total de
moléculas del indicador fluorescente que contribuyen a la fluorescencia dentro de un
pixel. Se considera que N sigue una distribucién de Poisson con valor medio igual al

namero medio de moléculas del indicador fluorescente en cada pixel, (IV):
N = Poisson((N)). (6.1)

Si la concentracion del indicador es aproximadamente uniforme y constante en el sistema
en estudio resulta (N) = [Dr]V,izer, donde [Dr] es la concentracion total del indicador
Y Vpizer € un volumen asociado al pixel. Se define a N¢,p como el niimero de moléculas
del indicador que estén ligadas a Ca?*, el cual también es una variable aleatoria. La
probabilidad de que una molécula de indicador esté ligado es p. En general, p depende
del espacio y tiempo, aunque en experimentos realizados en condiciones estacionarias
(basales) puede considerarse constante y uniforme en el espacio. Por esta razon se supone
que, dado N, N¢.p sigue una distribuciéon binomial de modo que la probabilidad de
que haya N¢g,p moléculas ligadas dado que hay N en el volumen asociado al pixel esta
dada por:

PWeul¥) = g JpMern(1 = e, (62)

NCaD



140 Fluctuaciones en imagenes de senales de Ca?"

Como en N&B se supone que cada molécula de fluoréforo emite un ntimero suficiente-
mente alto de fotones como para despreciar las fluctuaciones en la emisioén. Se supone
entonces que llega al detector una fluorescencia de intensidad ¢; por cada molécula de
indicador ligada a Ca®" y de intensidad ¢, por cada molécula libre durante el tiempo de
adquisicion por pixel. Por lo tanto, el niimero de fotones que llega al detector desde un
dado pixel esta dado por N, = ¢ Ncap + ¢2(N — Neup)- q1 'y g2 son funciones crecientes
de la intensidad del laser. De esta manera, el nimero de fotones que llega al detector de

la region de muestreo asociada a cada pixel puede escribirse como:
No = (1 = @2)Neap + g2 N, (6.3)

Se supone que ¢»/q; toma un valor fijo para cada tipo de fluoréforo y que ¢; > ¢» dado
que el indicador ligado emite mucho mas intensamente. De la ecuacion (6.3) se desprende
que (No) = (@1—q2)p+a)(N) y que 03, = (a1 — ¢2)p + @) + p(1 — p) (@1 — @2)*) (N),
donde se consider6 que % = (N). El detector amplifica la senal y al mismo tiempo
introduce ruido adicional. En el modelo de [Piegari et al., 2014] se supone que si llegan
N, fotones al detector la intensidad de la fluorescencia detectada es una variable alea-
toria, F', proporcional a otra cuya distribucion es Poissoniana con valor medio N,. Se
supone que la constante de proporcioanalidad, v, representa el factor de amplificacion
del detector. Es decir, dado N,, F' = vPoisson(N,). La probabilidad de obtener una

intensidad de fluorescencia F' dado que llegaron N, fotones, esta dada por,

F/Yo=No
P(F|N,) = NFFW’ (6.4)

donde la distribucion de N, esta dada por la ecuacion (6.3). Bajo estas suposiciones, el

valor medio y la varianza de la fluorescencia reportada por pixel estan dados por:

(F) =7 (@1 — @2)p + q2) (N),

op =7 (@ = @)p + g2 + (¢ — 33)p + ¢3) (N).

(6.5)
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6.2 Experimentos en condiciones basales para cuanti-

ficar los parametros del modelo de fluctuaciones

El método de [Piegari et al., 2014] consiste en suponer que las Ecs. (6.3) y (6.5)
proveen una buena descripcion de las fluctuaciones de la fluorescencia obtenida en tres
tipos de experimentos de microscopia confocal realizados en células en “condiciones
basales” y en el modo de “linescan”. En el primero sélo se introduce el fluoréforo y se
recoge la fluorescencia a lo largo de una linea de unos 10um durante un tiempo del
orden de algunos segundos utilizando una intensidad (“estdndar”) del laser fija. Se repite
el experimento en distintas regiones de la misma célula y de otras células manteniendo la
misma iluminacion. La distribucion de fluorescencia por pixel de las distintas imagenes
corresponden a distintos valores de la variable N pero a los mismos valores de ¢q, ¢
y 7. Se supone, por otro lado, que si hay variaciones en el valor de p en los distintos
pixeles agrupados, las mismas no afectan notoriamente las fluctuaciones de F'. En el
segundo tipo de experimento se microinyecta la misma cantidad de fluoréforo y se
toman imagenes de una region fija de la célula en el modo de “linescan” para distintas
potencias del laser (es decir, intensidad de la iluminacion). Se agrupan todos estos
datos suponiendo que los valores de fluorescencia por pixel corresponden a distintos
valores de las variables ¢; y ¢2 (pero manteniendo ¢2/¢; fijo) y a los mismos valores de
p, N y ~. Finalmente, en el tercer tipo de experimento se agrega Ca?" en el citosol y
se obtienen imagenes como en el primer tipo de experimentos. Se supone acé que las
fluctuaciones pueden ser debidas a cambios en p y en N. Interpretando los graficos de
0% vs (F) obtenidos para cada tipo de experimento en términos del modelo descripto
en la Seccion anterior y usando valores de ¢o/q; de la literatura, en [Piegari et al., 2014]
se determinan los valores de 7y y ¢; (para las condiciones de iluminacion estandar) y se

estiman rangos de valores para p y (IV) en condiciones basales.

Para evaluar la validez del modelo se analizan acd imagenes del citosol de ovocitos
de X. leavis microinyectados con Fluo4 dextran de alta afinidad (Kp = 800nM) o
con Rhod2 dextran (Kp = 2000nM) y con el buffer exégeno de Ca**, EGTA. Fluo4 y
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Rhod?2 son dos fluoréforos de Ca?* de longitud de onda tinica con propiedades distintas.
Los imagenes provienen de experimentos hechos para tres combinaciones distintas de
indicador y EGTA como se indica en la tabla 6.1 y corresponden a lineas fijas en la
zona cortical de los granulos en el hemisferio animal de los ovocitos obtenidas con un
objetivo de inmersion en aceite de 60x (NA ~ 1,35). Las lineas tienen un tamano
de 10,15mm y 250pixeles y son escaneadas 3000 veces consecutivas, en un tiempo de
3,625ms por linea. Siguiendo la estrategia descrita en el parrafo anterior, en [Piegari
et al., 2014] se analizan tres tipos de experimentos obteniendo las estimaciones de los
parametros del modelo que se muestran en la tabla 6.2 para las distintas combinaciones

de fluoréforo y EGTA analizadas.

serie indicador [uM] EGTA [uM]

1 Fluo4 36 90
i Rhod2 36 90
198 Rhod2 90 45

Tabla 6.1: Diferentes combinaciones de concentraciéon del indicador fluorescente y EGTA utilizadas

en las imagenes analizadas.

Si bien el método supone que las condiciones que no se varian entre los distintos
tipos de experimentos deben permanecer iguales en valor medio, lo cierto es que existe
una gran variabilidad debido a varios factores que no es posible controlar. Por ejemplo,
no todos los ovocitos poseen la misma concentracion de calcio citosélico, inclusive
ésta cambia entre regiones dentro del mismo ovocito. Por otro lado, los ovocitos se
mueven haciendo que en ocasiones se pierda el foco del sistema de iluminacién. En
este Capitulo buscamos evaluar el impacto de estas variaciones sobre las estimaciones
de parametros que pueden obtenerse con el método de [Piegari et al., 2014|. Como ya
mencionamos, estos parametros fueron determinados en |Piegari et al., 2014| estudiando
como variaban los valores medios de la fluorescencia y su varianza entre los distintos
tipos de experimentos y no haciendo un analisis de las fluctuaciones de la fluorescencia
en un mismo pixel a lo largo del tiempo. La distribucién de la fluorescencia pixel a pixel

contiene mas informacion que el valor medio y la varianza. A continuacion, se estudia
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qué informacién es posible extraer de estas fluctuaciones usando el modelo descripto.

@ 0,45 0,36 0,36
@ 0,025 0,07 0,07
v 5 6 6
P 0,125 0,05 0,05
(N)* 41-65 39-98 98— 177

Tabla 6.2: Parametros estimados a partir del analisis de las imagenes de los diferentes experimentos
realizados en [Piegari et al., 2014]. * (V) estimado a partir de considerar una concentracion de calcio

basal, [Cat?] = 0,1uM.

6.2.1 Experimentos en condiciones estAndar cambiando de re-

gioén en el ovocito

Se comienza analizando los experimentos realizados en condiciones estandar. Para
ello se tomaron distintas imégenes y se hicieron histogramas de fluorescencia por
pixel a partir de los datos de cada la imagen espacio-temporal adquirida (excluyendo
previamente las zonas oscuras correspondientes a los granulos). De acuerdo al modelo
descrito, la distribucion de fluorescencia esta dada por la ecuacion (6.4), la cual depende
de 5 parametros, qi, g2, p, 7y (INV). Para obtener informacion de estos parametros se
ajustan los histogramas con la ecuacion (6.4) usando el método de cuadrados minimos
no lineal, Isqcurvefit de MATLAB [MATLAB, 2010]. Si no se cuenta con informacion a
priori de los valores de los parametros, al realizar el ajuste se pueden obtener distintas
combinaciones de éstos que llevan a resultados similares. Por ejemplo, se puede lograr
un efecto similar sobre la distribuciéon combinando un valor de ¢; grande con uno
de p pequeno y viceversa. Lo mismo sucede al elegir N y ¢ o N y p. Es entonces
necesario contar con cierta informacion previa de los valores de algunos par ametros
para orientar la bisqueda. Una posibilidad es usar informacién sobre las concentraciones
y las constantes de reaccion para tener estimaciones del nimero de moléculas (N) o

la probabilidad de que el indicador esté ligado a Ca?*, p. Esto en la practica no es



144 Fluctuaciones en imagenes de senales de Ca?"

posible, dado que la concentracién de Ca?" en ovocitos de X. leavis es muy variable. Lo
que si esta fijo en este tipo de experimentos es la potencia de la iluminacién y, por lo
tanto, g1 v go. Por otro lado, es de esperar que la amplificacién del detector, 7, también
esté fija. Usando las estimaciones de ¢1, ¢1/q2 v v que se muestran en la tabla 6.2 se
realizaron ajustes de la distribucion de fluorescencia por pixel obteniendo valores de p y
de (N) para cada imagen. Se analizaron imagenes de experimentos realizados en las tres
condiciones de la tabla 6.1, pero sbélo se muestran los resultados correspondientes a la
condicioén 7 dado que todos los casos fueron muy similares. En la figura 6.1 (a) se muestra
el histograma de la distribucion de fluorescencia junto con el ajuste del modelo para una
region arbitraria de un ovocito cualquiera. En el cuadro (b) se muestra la distribucion
acumulada de los datos y del ajuste para este mismo ejemplo. Se puede observar
que el modelo (6.4) ajusta muy bien la distribucién de fluorescencia obtenida en este
ejemplo. Los datos que se muestran y su respectivo ajuste son representativos de todo
el conjunto de imagenes analizadas, independientemente de la condiciéon 4, 1 o 4 del
experimento. Del ajuste de los datos se obtienen valores para p y (N). En el caso de los
experimentos ¢ se analizaron 25 iméagenes. Los valores de p y (V) obtenidos se muestran
en la figura (6.1) (c). Se puede observar una gran dispersion. Por ejemplo, los valores
(N) varfan entre ~ 60 — 160, aproximadamente el doble o triple de los valores estimados
en [Piegari et al., 2014], correspondientes a considerar [C'a?*] = 0,1uM (ver Tabla 6.2).
Los valores aca obtenidos estan més cercanos a un calcio basal [Ca®*T] = 0,2uM. Por
otro lado, los valores de p también muestran mucha dispersion, siendo en la mayoria
de los casos muy cercanos a cero. Podemos suponer entonces que, como se describio
en |Piegari et al., 2014, las variaciones en p no impactan demasiado en las fluctuaciones
de fluorescencia observadas en los experimentos realizados en las condiciones 7 por lo

que es dificil determinar p a partir de ellos.

Se prob6 luego ajustar p manteniendo () fijo y viceversa. En la figura 6.1 (d)
se muestra un histograma de los valores de p obtenidos a partir del ajuste de las 25
imégenes anteriores tomando (V) = 50 fijo. Se puede ver nuevamente que existe una
gran dispersion entre los valores de p, aunque con valores razonables. De hecho, la

distribucion, si bien parece casi uniforme, muestra un maximo alrededor de p ~ 0,125.
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Figura 6.1: (a) Histograma normalizado de los valores de fluorescencia por pixel de una imagen de
un experimento realizado en las condiciones i. La linea sélida muestra el ajuste de los datos usando
la expresion (6.4), con parametros de ajuste p y (N). (b) Distribuciones acumuladas de los datos
(barras) y su ajuste (linea) mostrados en (a). (c) Valores obtenidos a partir del ajuste de 25 imagenes
de experimentos realizados en las condiciones 4, usando la expresion (6.4). (d) Histograma de valores
de p del ajuste de las imagenes anteriores para (N) = 50 dejando los parametros restantes fijos. (e)

Idem (d), pero se muestran los valores ajustados para el caso de (N}, tomando p = 0,125.

De cualquier manera, la gran variabilidad de los valores de p se debe como se mencioné
anteriormente a que existe poca sensibilidad de la fluorescencia a cambios en su valor.
En la figura 6.1 (e) se muestra el histograma de valores de (N) obtenidos al ajustar los
datos variando solo (N), tomando p = 0,125 y los deméas parametros iguales a los de
los ajustes previos. Se puede ver nuevamente que los valores de (V) presentan una gran
dispersion y que son mayores a los estimados previamente. De cualquier manera, esta
vez las variaciones son mas acotadas, ~ 65— 115, con una moda alrededor de ~ 95— 100

moléculas.

6.2.2 Experimentos variando la potencia de iluminacién

En estos experimentos se toman varias imagenes de la misma region de un mismo
ovocito con distintas potencias de iluminaciéon. Lo tnico que se supone que cambia entre

imégenes son ¢; y g2 manteniendo ¢; /¢ fijo. En la figura 6.2 (a) se puede ver como
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cambian los valores, ¢, que se obtienen de ajustar las distribuciones obtenidas a partir
de las imagenes usando la ecuacion (6.4) suponiendo que todos los parametros, salvo ¢;
y @2, son iguales en las distintas imagenes. Los valores de los pardametros fijos son los que
se muestran en la tabla 6.2, con excepcion de (N) que se estim6 a partir del anélisis de
los experimentos que se muestra en la seccion 6.2.1, (i) (N) = 90, (i) (N) = 100 y (i)
(N) = 200. Los simbolos [J y o representan datos de imégenes con el indicador Rhod2
en distintas concentraciones (i) y (ii7) respectivamente, mientras que < representa
imégenes usando Fluo4, (7). Como es de esperar, los valores de ¢; aumentan a medida
que la intensidad de iluminacién también lo hace. Para los experimentos (¢) y (ii7) se
aprecian dos regimenes que aparentan ser lineales, uno a bajas potencias y otro a altas.
Al aumentar la potencia del laser en el rango de potencias menores la variacion de ¢;
es pequena. Esto puede interpretarse suponiendo que en ese rango de iluminaciéon el
ruido proveniente del fondo tiene una incidencia significativa en la fluorescencia en cada
pixel. Cuando la potencia de iluminaciéon es lo suficientemente intensa, el efecto del
ruido de fondo es despreciable y la intensidad de emision de los indicadores cambia con
una pendiente mayor con la potencia del laser. El analisis de la figura 6.2 (a) permite
detectar, para las distintas condiciones experimentales, cual es la potencia minima
necesaria para obtener el mayor rendimiento del indicador. Para ambos indicadores se
observa que el mayor rendimiento se obtiene para potencias mayores a 12 %. Por otro
lado, de la figura 6.2 se observa que los valores obtenidos de ¢; son similares para los
experimentos realizados con diferentes concentraciones de Rhod2-EGTA (i) y (iii). ¢
es independiente de la concentraciéon del indicador fluorescente, y el hecho que el ajuste

de su valor en ambos experimentos de valores similares es una validacion del modelo.

6.2.3 Experimentos variando la concetracién de Ca?" citosélico

En el tercer tipo de experimentos del método introducido en [Piegari et al., 2014] se
modifica la concentraciéon de Ca?' citosolico basal cuyo efecto es cambiar la fraccion
de indicador ligado a Ca?". En el modelo de fluctuaciones aca analizado esto implica
un cambio en el parametro p, mientras que los restantes parametros no deberian verse

afectados en relacion a los experimentos hechos en condiciones “estandar”. Si puede
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Figura 6.2: (a) Intensidad de emision, ¢;, en funcién de la potencia de iluminacion (en porcentaje del
méximo que da el laser) obtenida a partir de ajustar los datos experimentales usando las ecuaciones (6.1)—
(6.4). Se muestran los resultados obtenidos a partir de analizar imégenes de experimentos realizados
con distintas potencias de iluminacion y: (i) [Fy] = 36uM, [EGT A] = 90uM (<); (i) [Re] = 36uM,
[EGTA] = 90uM (O) y (#4) [Re] = 90uM, [EGTA] = 45uM (o). (b) Similar a (a) pero para la
fraccion de indicador ligada a Ca", p, en funcion del ntimero de micro-inyecciones de CaCl, nj,,l.
Los datos corresponden a ajustes en imagenes de experimentos con distintas concentraciones de Ca?*
basal y: (i) [Fy] = 36uM [EGTA] = 90uM (< abiertos y rellenos color gris) y (i) [Ra] = 90uM
[EGTA] = 45 M (o abiertos y rellenos color gris).

variar (V) ya que toma valores bastante distintos incluso entre distintas regiones de un
mismo ovocito. Usando la ecuacion (6.4) para ajustar la distribucion de fluorescencia
en este tipo de experimento esperamos poder determinar también configuraciones

experimentales éptimas y comparar la eficiencia de diferentes indicadores.

Se analizan imagenes de ovocitos a los que se les modifico la concentracion de calcio
citosolico mediante micro-inyecciones de CaCl. Estos experimentos presentan algunas
dificultades para ser analizados. Por un lado, no hay manera de saber con exactitud
la concentracion resultante de Ca?* citosolico luego de las micro-inyecciones. Ademas,
debido a la estructura interna del ovocito, es poco probable que el Ca?* agregado se
distribuya uniformemente dentro del mismo. Por otro lado, elevadas concentraciones de
Ca?* citosolico son toxicas para el ovocito, por lo que la célula cuenta con diferentes
mecanismos para eliminar rapidamente el Ca?" de su interior. Finalmente, los ovocitos
no soportan muchas micro-inyecciones antes de romperse, limitando la cantidad de
cambios en la concentracion que se pueden inducir. En la figura 6.2 (b) se muestra el

resultado de ajustes realizados a partir de los experimentos mencionados. Se ajusto p
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mientras que los parametros restantes se dejaron fijos. Los valores de los parametros
fijos corresponden a los de la tabla 6.2 con excepcion de (N), los cuales fueron los
mismos que en los ajustes de la figura 6.2 (a). Se muestra la fraccion de indicador
ligada a calcio, p, en funcién del nimero de micro-inyecciones de CaCl, n;,, obtenida
a partir de los ajustes para 4 experimentos, dos usando como indicador Fluo4 en la
configuracion (i), y dos usando el indicador Rhod2 en la configuracon (744). Se puede
ver, como es de esperar, que p aumenta con el nimero de micro-inyecciones, aunque
no en todos los casos analizados lo hace por igual. Se observa que para experimentos
realizados, teéricamente en las mismas condiciones, los resultados del ajuste pueden ser
muy distintos. El caso de Rhod2 es el més destacado, donde se observa que en los dos
experimentos, realizados en las mismas condiciones se llegan a obtener valores de p que
difieren en mas del doble. El caso de Fluo4 es similar, donde para n;,, = 4 también la
diferencia entre los valores llega a casi el doble. En cuanto a cémo difiere la fraccion
de fluoréforo ligado a calcio dependiendo del experimento no se observa una tendencia
definida. Si bien en un caso el Rhod2 muestra los mayores valores de p, en el segundo
experimento realizado en las mismas condiciones, los valores de p son menores que para
el Fluo4. La variabilidad de los ajustes obtenidos no permite sacar conclusiones sobre
las condiciones experimentales 6ptimas ni comparar indicadores. Como se menciond
antes, estas diferencias se deben a las dificultades de controlar las condiciones en este
tipo de experimentos. Por otro lado, el niimero de experimentos analizados es pequeno.
Es necesario incorporar un mayor nimero de experimentos al anélisis para que se vea

una tendencia definida en los datos y obtener informacién valiosa.



Conclusiones

La interpretacion de las observaciones de procesos in vivo mediante técnicas opticas,
en general, no es una tarea trivial. Por un lado, los procesos que tienen lugar en
el interior celular son complejos, y por el otro, las técnicas 6pticas sélo permiten
observar en parte lo que ocurre. En el caso de la microscopia de fluorescencia, s6lo
se observa aquello que fue marcado fluorescentemente. Por lo tanto, para interpretar
esas observaciones es necesario conocer qué ocurre con lo que no se puede ver. El
marcado fluorescente, por otro lado, puede introducir escalas temporales adicionales no
presentes en los procesos que se desean estudiar lo que modifica, a su vez, la distribucion
espacial de la fluorescencia en relacion a la de las sustancias de interés. Por ejemplo, las
proteinas expresadas con una cola fluorescente tienen que madurar para que puedan
ser observadas mientras que los indicadores que ligan a las moléculas bajo estudio

proveen observaciones indirectas que dependen de la dindmica del sistema indicador-
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moléculas. Por otro lado, al modificar proteinas para que se vuelvan fluorescentes o al
hacer que se peguen a otras sustancias para que se hagan visibles pueden perderse o
alterarse algunas de sus propiedades funcionales. A lo largo de esta tesis se estudio,
en forma teodrica, como analizar algunos datos experimentales de observaciones in vivo
para extraer informacion cuantitativa sobre parametros biofisicos relevantes para los
fendmenos observados. Fueron considerados sistemas en los cuales las moléculas de
interés difunden e interactian con otras especies. La difusion y las interaccciones entre
especies (reacciones) son dos procesos fundamentales en la mayoria de los fenémenos que
ocurren en el interior celular. En la tesis se consideraron esquemas de reaccion sencillos
que, a pesar de ello, brindan los elementos necesarios para interpretar situaciones mas
complejas. Por otro lado, en gran parte de la tesis, se hizo foco en la informacion que
puede extraerse de las fluctuaciones de fluorescencia y en su modelado. Hay varios
motivos por los cuales es de interés estudiarlas. Por un lado, a partir de su anéalisis es
posible cuantificar pardmetros biofisicos tales como tasas de transporte, de reacciéon
o concentraciones, de relevancia para caracterizar los procesos que subyacen a las
observaciones. Por otro lado, el modelado de las fluctuaciones permite estudiar los
limites que impone la fisica a la precision con que algunos procesos pueden ocurrir en el
interior celular. Esto es de gran interés dado que, a pesar de que el interior celular es un
ambiente ruidoso, muchos procesos ocurren con asombrosa precision y reproducibilidad.
El estudio de los tiempos caracteristicos en los que se alcanza una dada precision en
la determinaciéon de concentraciones por mecanismos celulares endégenos fue también

motivo de estudio en esta tesis.

La primera parte de la tesis se centr6 en el estudio de la informaciéon cuantitativa
que es posible extraer del anélisis de las fluctuaciones de fluorescencia en sistemas de
reaccion-difusion. Se centrd la atencidon en los distintos tiempos que caracterizan a
este tipo de sistemas y en como determinan el comportamiento de las fluctuaciones
e inciden sobre la informacién que puede ser obtenida a partir de su analisis. En los
capitulos 2 y 3 se estudi6 la técnica de espectroscopia por correlacién de fluorescencia
(FCS). En FCS se miden las fluctuaciones en un pequenio volumen a partir de las

cuales se calcula la funcion de auto-correlacion (ACF) a partir de cuyo ajuste en
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términos de un modelo es posible inferir coeficientes de difusion, tasas de reaccion y
concentraciones. En el caso estudiado de una reacciéon simple se mostré que existen
dos regimenes, el de reacciones rapidas y el de difusion rapida, donde la ACF tiene
una expresion analitica que es la suma de componentes de tipo difusivo y se estudio la
transicion entre ambos regimenes. En el limite de reacciones rapidas los coeficientes de
difusién que aparecen en la expresion de la ACF son efectivos, es decir, dependen de
las concentraciones de las especies y de las tasas de reaccion. En el de difusion rapida,
son los coeficientes de difusion de las especies libres. De esta manera, segtn el régimen
en que se encuentre el sistema (el que depende de los los tiempos caracteristicos de
los procesos involucrados), se puede obtener distinta informacion. Desde el punto de
vista experimental, no siempre es posible conocer a priori si el sistema en estudio se
encuentra en algunos de estos regimenes, por lo que la interpretacion de los parametros
que se obtienen de un ajuste de los datos experimentales no es clara. Es de utilidad
entonces contar con herramientas que permitan determinar qué tipo de coeficientes
son los que se estan infiriendo en un dado experimento. El estudio de la transicion de
un limite al otro sugiri6 estrategias experimentales para abordar este problema. En
particular, se mostré de qué modo cambia la ACF al variar algunos parametros que
pueden ser controlados experimentalmente, como la concentracion de las moléculas
marcadas o el volumen de iluminacion. Al cambiar la concentracion de las moléculas
marcadas los coeficientes de difusiéon deberian variar si se tratara de coeficientes efectivos
mientras que deberian permanecer constantes si fueran coeficientes libres. Algo similar
deberia suceder al cambiar el volumen de observacion lo que podria ser més sencillo de
implementar dentro de ciertos limites: achicar el volumen de observacion puede implicar
la necesidad de cambiar el sistema 6ptico y agrandar el volumen disminuye el tamano
de las fluctuaciones lo que hace mas dificil su analisis. Los resultados de este estudio

fueron publicados en [Ipina and Dawson, 2013].

En el capitulo 3 se continu6 estudiando la técnica FCS para un sistema similar al
anterior, con la diferencia de que se hizo foco en la informacién que es posible extraer
a partir de los pesos de la ACF y de sus componentes. En particular, se compar6

el caso en que las moléculas marcadas interactiian con sitios méviles con el caso en
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que lo hacen con sitios inméviles. En este tltimo caso, la distribucion que siguen el
numero de sitios libres y ocupados es una binomial, mientras que ambos ntimeros siguen
una distribuciéon de Poisson si los sitios difunden, independientemente del coeficiente
con que lo hagan. Esto implica que el peso de la ACF, que depende de la varianza
de las moléculas fluorescentes, es distinto si los sitios difunden o no. Por lo tanto, la
informacion que se determina a partir de éste también es distinta. Del peso de la ACF
se puede determinar la concentraciéon de moléculas fluorescentes dentro del volumen
de observacion, pero su correcta estimacion a partir del peso implica conocer si las
trampas son moviles o inméviles, algo que no siempre se conoce. Algo similar sucede
cuando el volumen en el cual las diferentes moléculas pueden difundir no es mucho
més grande al volumen de observacion donde se recolecta la fluorescencia. En ese caso,
el nimero de moléculas que se encuentran dentro y fuera del volumen de observacion
para cada especie sigue una distribuciéon binomial. Nuevamente, esto modifica el peso
de la ACF, lo que debe tenerse en cuenta para hacer una correcta estimaciéon de la
concentracion. Por otro lado, cuando los sitios son inmoéviles, el tiempo caracteristico
debido a la difusién de los sitios desaparece y el peso de la componente de la ACF
asociada a éste se hace cero. Hay una diferencia finita entre la ACF que se obtiene en
uno u otro caso, es decir, el limite de difusiéon nula es singular. Se estudié entonces cémo
cambiaba el peso de la ACF a medida que el coeficiente de difusion se hacia mas lento.
Se encontrd que, dependiendo del tiempo de observacion durante el cual es recolectada
la fluorescencia, el peso de la ACF converge a diferentes valores. Cuando los sitios se
mueven muy lentamente, dependiendo de la relacion entre el tiempo de observacion y
los tiempos caracteristicos de difusion, es posible converger en una primera instancia a
un peso de la ACF como si los sitios fueran inmoéviles. Cuando se deja transcurrir el
tiempo suficiente, el peso terminard convirgiendo a su valor correspondiente. De estos
resultados se desprende que, dependiendo del tiempo de observaciéon, podrian obtenerse
distintas ACF. Se estudi6é entonces la precision de las estimaciones de pardmetros a
partir de la ACF en funcion del tiempo de observacion. Se derivaron expresiones para
la precision de los pesos de la ACF que dependen de los distintos tiempos de corelacion

del sistema y del tiempo de observacién. A partir de estas expresiones se concluyo
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que para estimar la concentraciéon con un error relativo « el tiempo de observacion es
proporcional al tiempo de correlacién més lento e inversamente proporcional a a?. Por
lo tanto, es necesario un tiempo de observaciéon muchas veces mayor a los de correlacion
para poder inferir concentraciones con bajo error. Los resultados de este estudio fueron

publicados en [Ipina and Dawson, 2014].

Motivados en los resultados previos, junto con las observaciones de la respuesta
precisa a cambios de concentracion de Bicoid en embriones de D. melanogaster, surgié
la pregunta de cuanto tiempo le toma a una célula “medir” concentraciones con cierta
precision. En particular, se estudi6 este problema para mecanismos de “lectura” que
involucran la ligadura a receptores o sitios de las moléculas cuya concentracion es
“leida”. En este caso la concentracion determina el estado promedio de ocupacion de
los receptores a lo largo del tiempo. En el trabajo clasico de Berg & Purcell estudian
este problema para el caso de un receptor tnico y encuentran una expresion para el
limite fundamental a la precisién con la cual dicho receptor mide la concentracion de su
ligando. El resultado original de Berg & Purcell fue revisitado en trabajos mas recientes
teniendo en cuenta otros aspectos no considerados. En todos estos trabajos se derivan
expresiones para el error relativo en la concentraciéon que son validas para tiempos
de observacion mucho mayores a los tiempos de correlacion del sistema. En esta tesis
se derivaron expresiones validas para todo tiempo de observaciéon. Estas expresiones
evidencian el rol de los diferentes tiempos de correlaciéon y muestran que las expresiones
asintoticas de Berg & Purcell y sus revisiones pueden llevar a sobrestimaciones del
error en algunas ocasiones. Por otro lado se incorpor6 un nuevo aspecto que no habia
sido tenido en cuenta en los trabajos previos: las fluctuaciones en el nimero medio de
receptores ocupados debidas a las fluctuaciones en la llegada de moléculas de ligandos. La
incorporacion de este aspecto permitié entender la reducciéon observada en embriones de
Drosophila melanogaster entre las fluctuaciones en la producciéon instantanea de mRNA
y las de la proteina correspondiente acumulada a lo largo del tiempo. Por otro lado, el
analisis de las fluctuaciones en el niimero de moléculas de las especies involucradas en
nuestro sistema, del cual se derivaron nuestras expresiones, permitié también hacer una

estimacion de la distribucion de tiempos de espera entre eventos de ligadura consecutivos.
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Se encontrd que esta distribucion permite interpretar observaciones experimentales de
la actividad de enzimas a nivel de molécula tnica. La expresion derivada, explica los
cambios en el la forma funcional de la distribucién observados a partir de cambios en los
tiempos de correlacion del sistema sustrato-enzima, a diferencia de otras explicaciones
propuestas como la existencia de numerosos estados conformacionales distintos de la

enzima. Los resultados de estos estudios estan contenidos en [Ipina and Dawson, 2015b].

El caso de la proteina Bicoid es un claro ejemplo de la dificultad de cuantificar
pardmetros biofisicos y bioquimicos a través observaciones in vivo. El sistema Bed en
embriones de D. melanogaster fue estudiado mediante microscopia de fluorescencia
usando la proteina fluorescente Bed-eGFP. Estas observaciones no permiten diferenciar
si la proteina difunde libremente o interacttia con otras especies, dos situaciones que
requieren de un analisis diferente si se desea hacer una correcta estimaciéon de pardmetros
o determinar la mecénica por la que el gradiente de la proteina se conforma. En
muchos trabajos las observaciones fueron interpretadas bajo el marco del modelo de
sintesis, difusion y degradacion (SDD), el cual no logro explicar cuantitativamente
las caracteristicas observadas del gradiente. Por otro lado, estimaciones del coeficiente
de difusion del Bed, mediante las ténicas FCS y FRAP, resultaron ser muy dispares
entre si. Las diferencias entre las estimaciones de ambas técnicas fueron reconciliadas
suponiendo que el Bed interactiia con sitios inméviles o que difunden lentamente. En el
capitulo 5 se propuso y estudié una extension del modelo SDD al que se llamé SDID,
dado que incorpora la interaccion de Bed con sitios de ligadura. Con este modelo se
pudieron recrear las propiedades observadas del gradiente usando estimaciones de los
parametros del sistema extraidas del trabajo que re-interpreta las observaciones de
experimentos de FCS y FRAP considerando la interaccion con sitios. Se encontro que
las escalas temporales y espaciales del gradiente estan determinadas por coeficientes
efectivos de difusion que dependen de las concentraciones de las distintas especies
involucradas. De esta manera, bajo el modelo propuesto, se reconcilian las diferentes
estimaciones de parametros y predicciones realizadas a partir de las observaciones
experimentales. Por otro lado, el modelo permite reinterpretar la relaciéon entre el Bed

y la proteina Hunchback (Hb). Se encontré que, de existir trampas, el hecho de usar
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proteinas fluorescentes y no ser capaces de diferenciar entre la proteina libre y la ligada
a sitios de ligadura, puede llevar a una sobrestimacion de la relacion de cooperacion
entre el Bed y Hb. Los resultados de estos estudios estan contenidos en [Ipina and
Dawson, 2015a].

Finalmente en el capitulo 6 se volvieron a estudiar fluctuaciones de fluorescencia,
pero en este caso, cuando se usan indicadores fluorescentes de longitud de onda tnica
para observar sefiales de Ca?*. Estos fluoréforos son tales que aumentan la intensidad
de la fluorescencia al tener Ca?" ligado por lo que las sefales observadas dependen de
la cinética de su interaccion con el Ca?*. Para poder comparar imagenes de senales
obtenidas con distintos indicadores y en concentraciones diversas se introdujo en |[Piegari
et al., 2014] un método que permite estimar la relacion-senal ruido esperada. Este
método incluye la realizaciéon de varios experimentos de calibraciéon en condiciones
basales, su interpretacion en términos de un modelo para las fluctuaciones observadas
y el subsiguiente ajuste de los pardmetros del modelo. Una vez estimados dichos
parametros el modelo puede usarse para generar imagenes numéricas de seniales con
ruido realista. En el capitulo 6 se analizd el modelo en detalle. Se encontré que el
mismo describe adecuadamente la distribucion de fluorescencia por pixel obtenida en
los distintos experimentos basales, aunque no siempre para un conjunto univoco de
parametros. Por otro lado, se mostr6é de qué modo el analisis de la serie de experimentos
donde alguno de estos pardmetros varia mientras los demés permanecen constantes
permite determinar configuraciones experimentales 6ptimas. El modelo de fluctuaciones
acé analizado podria también utilizarse para detectar pequenas liberaciones de Ca?*
distinguiéndolas de otras fuentes de fluctuacion de fluorescencia. Para tal fin deberian
analizarse las fluctuaciones en cada pixel identificando aquéllas que se apartan de las

fluctuaciones tipicas. Explorar esta aplicaciéon queda pendiente para el futuro.






Calculos auxiliares de la ACF para un
sistema con moléculas marcadas y sin

marcar que interactiian con trampas

Para calcular la funciéon de autocorrelacion del sistema estudiado en el capitu-
lo 3, representado por el esquema de reaccion (3.1), se sigue el procedimiento de

Krichevsky [Krichevsky and Bonnet, 2002]. De acuerdo a las leyes de Fick (1.9) y de
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accion de masas (1.11), las ecuaciones de reaccion-difusion para el sistema se expresan:

ac} 9 4 " ¢
5 = DiVies = kanches + kopyc,
88_05) = DsV2c, + konCics — kossci,
% = DyV%c} = Eoncics + koggcy,
% = DsV?¢) + konCcs — kopsct,
% = DgV?cs — koncycs + koppcn, (A1)

donde cg es la densidad de moléculas (o concentracion) de los sitios de ligadura libres,
ycf = c? +cfy o= ci + ¢ son las concentraciones totales de las moléculas libres y
ligadas respectivamente. Luego las ecuaciones (A.1) se linealizan alrededor del equilibrio,

Creg =[PP, apty = [P, cseq = [S), que satisface [Pf][S] = Kp[F}], [P}][S] = Kp[PY]

) beq

y finalmente la ACF se puede escribir como:

_ fdgf’d?’ﬁf(f’)f(r)qulqj(écl( ,0)dc; (7, 7'))
(qVans ([PY] + [P]))

(A.2)

Se usa la notacion, dc;, para identificar la variaciéon de la concetraciéon con respecto al

valor de equilibrio de la especie i-esima, mientras que g; es la eficiencia de la fluorescencia

de cada especie y Vs = / dI(T I) ") Para hallar la evolucion de las concentraciones se pasa

al espacio de Fourier. El sistema transformado se expresa como C’g = M:Cg, con C¢ el
vector columna con las variaciones de concentracion respecto del equilibrio en el espacio

de Fourier, E la variable conjugada de la posicion 7y M, dada por:

_*Df@ = kon[S] Kofy —kon| PY] 0 0
kon[S] —Ds&* = kogy Kon [ Pf] 0 0
Me=1 " —konlS] Korr =D& —konlPfl = konlPf]  —kon[S] koyr  |(A3)
0 0 —kon| Ff] —D&% — kon[9S] kogs
i 0 0 Fon  PY] kon[S] —D.E — gy
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Finalmente se obtienen los autovectores y autovalores del sistema:

M =— D¢

3o = = 2 (hogy + kanl[S)+ [Prle) + (Dg + DIE + /i)

Ao = = 5 (kags + kon[S] + [Pylr) + (D + DIE = V), (A4)
Ny = % (Kogs + konlS] + (Dy + D)E + /1)

ho == 5 (Kugr + kS + (D + DE — /)

donde m = (kogs + kon([S] + [Pflr))* + 2(D — D) (kon[S] = konlPrlr — kogs) +
(Df - D8)2€47 2 = (kOff + kon[S])Q + 2(Df - )52( on[ ] kOff) (Df - Ds)254 and

[Ptlr = [Pfc] + [Pf]. La matriz de autovectores es:

[ 0 [PF] ¢y @ @3 __%a __¥s ]
[pu} kon[S]  [P¥] konlS] Eon[S] kon[S]
[Pf] [Pf] [Pf]
P P P L
X = | K _ [Pslr _ [Prlr A5
P mro Y 0 (4-5)
0 2 ¢3 () o5
on[S] Eon[S] Kon[S] kon[S]
1 1 1 1 1

siendo ¢y = Ay +kogs+kon[Prlr, 03 = A3+ kops+kon[Prlr, d3—d2 = /N1, ¢4 = Ma+kogy,
¢5 = As+kopp and ¢5— ¢y = /12. Cada componente, i, del vector, C¢(t), puede escribirse

como (Ce(t))i = 325, Xij(X71);0(Ce(0))e exp(A;t).






Simulaciones numeéricas

Para validar los resultados obtenidos a lo largo de los capitulos 2 3 y 4, se realizaron
simulaciones numéricas estocésticas. En el capitulo 5 se resolvié un sistema de ecuaciones
de reacciéon-difusion usando un método numérico determinista. A continuacion se

describen los métodos utilizados.

B.1 Simulaciones estocasticas

El modelo estocastico fue usado para simular un sistema de moléculas o particulas
de diferentes especies que difunden e interacttian entre si. El algoritmo implementado
se baso en el método de Monte Carlo. Basicamente se modelan dos procesos, la difusion
y las reacciones entre especies. La difusion se simula como una caminata al azar sobre

una grilla 3D con condiciones de borde reflectoras, mientras que las reacciones se
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realizan entre moléculas que se encuentran dentro de un mismo sitio de grilla siguiendo
distribuciones de probabilidad dadas por el esquema de reacciéon. Este método para
simular la difusion y las reacciones sobre la grilla s6lo es valido si el tamano de grilla
es lo suficientemente grande. Para evaluar que el método funcionaba correctamente
se simularon casos tipicos de referencia como prueba. A continuacion se detalla el

algoritmo:

» Se define una grilla de N3 elementos, sobre un volumen ciibico de L. El volumen

L

de grilla se define como dr?, siendo dr = £.

= Se distribuyen las particulas sobre los puntos de la grilla con probabilidad uniforme.
El numero de particulas dentro de todo el volumen es tal que se cumple la condicion

de equilibrio.

= Comienza la simulacion dando pasos de tiempo constantes. El paso de tiempo de

dr?
6Dmaz '

la simulacion se define por el proceso més rapido dt =

= El algoritmo realiza por separado los procesos de difusiéon y los de reaccién.
Primero se avanza un paso del paseo al azar de todas las particula para lo que se
sortea con probabilidad p = 1/6 a cuél de los primeros sitios vecinos va a difundir

cada una de ellas.
= Luego se realizan las reacciones entre las especies dentro de cada sitio de grilla.

e Para determinar qué particulas van a reaccionar se computa el nimero de

posibles pares de reaccién para cada par de especies que reaccionan entre si.

kondt
dr3

Como cada par tiene la misma probabilidad de unién, dada por p,, =
el nimero de pares que van a reaccionar estd dado por una distribucion
binomial. En caso de que las especies interactien con mas de otra especie
la distribucion es multinomial. A partir de esa distribucién se determina el

nimero de pares que reaccionan.

e El otro sentido de la reaccion es mas sencillo. Se determina si las particulas

ligadas se van a separar con probabilidad dada por p,rr = korrdt.
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= Luego, segin el caso, se guarda la fluorescencia o el nimero de particulas de cada

especie, dentro del volumen de observacion.

= Se avanza un tiempo dt.

Se consideran dos voliimenes de observacién que representan dos situaciones diferen-

tes.

Volumen gaussiano

En el caso de las simulaciones de experimentos de FCS, dado que se desea recrear las
observaciones realizadas mediante un microscopio confocal, se considera un volumen de
observacion gaussiano que es una aproximacion valida en este caso. La funciéon utilizada
esta dada por I(7) = exp (—”—T — y—T — %) De esta manera, si todas las moléculas

fluorescentes lo son con igual intensidad, la fluorescencia F'(t) se calcula como

F(t) =1, I(%), (B.1)

donde N*! es el nimero de particulas fluorescentes, 7; es el vector posiciéon de cada
particula respecto del centro de la gaussiana e I, es un factor de normalizacion que se

puede incorporar a la definiciéon de 1.

Volumen cubico

Este caso representa una situacion ideal donde se pueden contar las moléculas
individualmente dentro de un volumen arbitrario. Por simplicidad se eligié un volumen
ciibico centrado en el volumen de la simulacién. En estas simulaciones se guarda el

nimero de particulas de cada especie dentro del volumen ciibico.

B.2 Simulaciones deterministas usando diferencias fi-

nitas

En el capitulo 5 se modela la difusion de la proteina Bicoid (Bed) dentro de embriones

de Drosophila melanogaster, mientras es degradada e interacttia con sitios de ligadura.
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La dindmica del Bed esta descripta por un sistema de ecuaciones de reaccion-difusion.
Se integro el sistema de ecuaciones usando diferencias finitas. Se model6 el embrion
como un cilindro de largo L = 500um, por lo que las ecuaciones fueron integradas en
una sola dimension, a lo largo de la direccion axial que representa el eje antero-posterior,
con condiciones de borde de flujo cero.

La integracion numérica del sistema tiene el inconveniente de que las ecuaciones de
reaccion-difusion son no lineales y estan acopladas. Una manera de resolver este tipo
de sistemas es usar métodos implicitos que actualicen secuencialmente las diferentes
variables a pasos de la mitad de tiempo. El método implicito de reaccion alterna de
Douglas-Ratchford [Douglas and Rachford, 1956] posee esta caracteristica. A modo de
ejemplo, se consideran aca dos especies, A y B, que difunden e interactiian entre si. Las

ecuaciones que describen la concentracion de cada especies son:

AA=D _ b 2141, 0) + Ha () 1), [B) (0 1).
8[B]a(t ’ (B.2)
T”” = DpV?([B](2,t) + Hp ([B](2,1), [A](z, 1)),

donde D4 y Dpg son los coeficientes de difusion de cada especie respectivamente, y Ha y
H g las funciones que tienen en cuenta las interacciones entre las especies, fuentes y otros
términos. Claramente las ecuaciones representan un caso genérico de las ecuaciones de
reaccion-difusion estudiadas en el Capitulo 5. El método de Douglas-Ratchford consiste
en integrar las siguientes ecuaciones:

(1= 5 )t = (1 5 ) 1A+ 5 (B (A1 [BI70) + Ha (AP B4

(1 - 2) (B = (1 + %) (B2 + % (Hp (B2, [A]") + Hp ([B"12,[A]"))
(B.3)

"+ [z]7 ), stendo Ay y A,

donde 8, es un operador tal que 8.[z]" = D, 2% ([2]7,, — 2[a]"

TAZ2
la discretizacion del tiempo y el espacio respectivamente, [a:];” el valor de concentracion
de la especie x a tiempo t = nAt y posicion z = jAz, y D, el coeficiente de difusion de

esa especie.
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