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Resumen

Los problemas de coloreo de vértices surgen en una amplia gama de situa-
ciones de la vida real. Ejemplos de ellos son los problemas de asignacién de
frecuencias en redes de telecomunicaciones, problemas de asignacién de aulas
a las materias de una universidad e incluso algunos problemas de planifica-
cién (scheduling). En general, cualquier problema de asignacion de recursos a
tareas que contemple incompatibilidades entre pares de tareas para usar el
mismo recurso, puede ser visto como un problema de coloreo de los vértices
de un grafo. Existen muchas variantes de problemas de coloreo de grafos moti-
vadas generalmente por restricciones reales, tales como Precoloring extension,
u-coloring, (v, p)-coloring y List-coloring, entre otras.

La programacién lineal entera (PLE) ha demostrado ser una herramienta muy
adecuada para resolver problemas de optimizacién combinatoria. En los lti-
mos 15 afios la PLE fue aplicada con éxito a problemas de coloreo de vértices
recurriendo a distintas formulaciones para el problema clésico de coloreo tales
como el modelo estandar, la formulacién por representantes, el orientation model y la
formulacion por conjuntos independientes, entre otras.

Si bien muchos problemas de coloreo de grafos pueden ser resueltos en tiempo
polinomial en ciertas familias de grafos, la mayoria de estos problemas no
estd “bajo control” desde el punto de vista poliedral. Es decir, no se conocen for-
mulaciones de programacion lineal entera con descripciones completas de los
poliedros asociados. En el contexto de la teorfa poliedral, la equivalencia entre
los problemas de optimizacién y separacion sugiere que para estos problemas
deberia existir alguna formulacién cuyo problema de separacién asociado pue-
da ser resuelto en tiempo polinomial y, méas aun, tal que el poliedro asociado
admita una caracterizacién “elegante”, en términos de desigualdades lineales.
La buisqueda de tales caracterizaciones es el objetivo principal del presente
trabajo de tesis.

El objetivo tedrico es completar la contraparte poliedral de aquellos problemas
de coloreo de grafos que se encuentren ya bien resueltos por medio de técnicas
combinatorias. El estudio de estos poliedros puede llevarnos a un mejor enten-
dimiento de sus estructuras permitiéndonos de esta forma encontrar nuevas
familias de grafos para las cuales algunos problemas de coloreo tengan resolu-
cién polinomial, aportando asi nuevos resultados ttiles en la practica. De este
estudio surgen también nuevas familias de desigualdades validas que pueden
incorporarse a algoritmos de planos de corte para contribuir asi a mejorar su
performance en la practica. Con estos objetivos, en esta tesis estudiamos los
poliedros asociados a cuatro formulaciones distintas para el problema clésico
de coloreo: el modelo estandar, la formulacién por representantes, el orientation



model y la formulacién por conjuntos independientes.

Presentamos adaptaciones de algunas de estas formulaciones para distintas
variantes de coloreo y en algunos casos mostramos que los problemas de
optimizacién en los poliedros asociados son polinomialmente equivalentes al
problema de optimizacién sobre el poliedro de coloreo clasico. Damos carac-
terizaciones completas de los poliedros de coloreo para grafos que surgen de
ciertas operaciones. Para algunas de las formulaciones estudiadas, hallamos
descripciones completas de los poliedros asociados a distintas familias de
grafos, entre ellas los arboles, grafos block, split y co-interval, entre otras. Estu-
diamos también la relacién entre los poliedros de coloreo P, y el poliedro de
conjuntos independientes STAB y mostramos que en algunos casos, el primero
es una cara del segundo (o hasta coincide con éste) para un grafo asociado al
grafo original. Estos resultados nos permiten obtener nuevas familias de de-
sigualdades validas para P, basadas en desigualdades validas conocidas para
STAB. Mas aun, a raiz de estos resultados hallamos descripciones completas
de P, para algunas familias de grafos en las que se conoce una descripcién
de STAB para el grafo asociado.

Presentamos también un estudio poliedral cldsico para el orientation model en el
cual describimos algunas familias de desigualdades vélidas que definen facetas
del poliedro asociado. Basados en la estructura de estas familias, presentamos
el procedimiento de path lifting, que combina dos desigualdades validas genéri-
cas y un camino entre dos vértices particulares y genera una familia infinita
de desigualdades validas. Mostramos que este procedimiento puede generar
facetas del poliedro de coloreo asociado y damos condiciones suficientes para
que esto ocurra.



Polyhedral studies of vertex coloring problems

Abstract

Vertex coloring problems arise in a wide range of real-life situations. Some
common examples are frequency assignment problems in telecomunication
networks, classroom assignment problems at universities and even certain
scheduling problems. In general, any problem consisting in the assignment of
some resources to jobs with incompatibility conditions among these jobs to use
the same resource can be seen as a vertex coloring problem on some graph.
There exist many variants of the vertex coloring problem, usually motivated
by real restrictions, such as Precoloring extension, y-coloring, (vy, u)-coloring and
List-coloring, among others.

Integer linear programming (ILP) has prooved to be a powerful tool to solve com-
binatorial optimization problems. In the last 15 years it has been successfully
applied to vertex coloring problems by resorting to different formulations for
the classical coloring problem such as the standard model, the representati-
ves formulation, the orientation model and the independent set formulation,
among others.

Despite the fact that many vertex coloring problems are polynomially solva-
ble on certain graph classes, most of these problems are not “under control”
from a polyhedral point of view. This is, we don’t know integer programming
formulations with complete descriptions for the associated polytopes. In the
context of polyhedral theory, the equivalence between optimization and se-
paration suggests for these problems the existence of integer programming
formulations with polynomially-solvable separation problems and, moreover,
whose associated polytopes admit elegant characterizations, in terms of linear
inequalities. The search for such characterizations is the main goal of this thesis.

The theoretical goal is to complete the polyhedral counterpart of those colo-
ring problems which we know can be solved in polynomial time by means of
combinatorial techniques. The study of these polytopes can lead us to a better
understanding of their structures revealing some insight by which we can find
new classes of graphs where vertex coloring problems are polynomial, thus
contributing with new practical results. This study also yields new families
of valid inequalities which may be used in cutting plane schemes, thus im-
proving the performance on the resolution of vertex coloring problems. With
these objectives, in this thesis we study four different known formulations
for the classical graph coloring problem: the standard model, the represen-
tatives formulation, the orientation model and the independent set formulation.



We present adaptations of some of these formulations for several variants of
vertex coloring and, in some cases, we show that the optimization problems
associated with the corresponding polytopes are polynomially equivalent to
the optimization problem associated to the polytope for the classical vertex
coloring problem. We give complete characterizations of coloring polytopes for
graphs that are the product of some graph operators. For some of the studied
formulations, we found complete descriptions for the associated polytopes
to several classes of graphs such as trees, block, split and co-interval graphs,
among others. We further study the relation between coloring polytopes P,
and stable set polytopes STAB and we show that, in some cases, the colo-
ring polytope for a graph G corresponds to a face of (or even coincides with)
STAB(G) for a particular graph G. These results allowed us to deduce new
families of valid inequalities for P, based on valid inequalities known for
STAB. Furthermore, from these results we found complete descriptions for
P.o1 for some classes of graphs for which STAB is known for the associated
graph.

We also present a classical polyhedral study of the orientation model, where we
introduce new families of facet-inducing valid inequalities. Based on the struc-
ture of these families, we introduce the path lifting procedure, which combines
two generic valid inequalities and a path between two particular vertices and
generates an infinite family of valid inequalities for the associated polytope.
We show that this procedure is able to generate facets of the polytope and we
give sufficient conditions for this to occur.
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CAPITULO 1

Introduccion

Apo un grafo G = (V,E) y un conjunto C C IN, un coloreo de G es

una asignacién ¢ : V — C, de “colores” a vértices de G, de forma tal

que c(v) # c(w) para cada arista vw € E. Los problemas de coloreo
de vértices surgen en una amplia gama de situaciones de la vida real. Un
ejemplo clasico son los problemas de asignacién de frecuencias en redes de
telecomunicaciones donde se requiere asignar una frecuencia a cada antena
de una red de telecomunicaciones, evitando que antenas cercanas compartan
la frecuencia asignada. Modelando la red con un grafo donde dos vértices
(i.e., antenas) son adyacentes si las correspondientes antenas pueden interferir
entre si, es posible obtener una asignacién factible por medio de un coloreo
del grafo [9]. Otra situacién clasica modelable como un problema de coloreo
se da en la asignacién de aulas a las materias de una universidad [10, 23].
En este caso, es necesario asignar un aula (o color) a cada materia en forma
tal que dos materias cuyos horarios se superponen no se dicten en la misma
aula. En general, cualquier problema de asignacién de recursos a tareas que
contemple incompatibilidades entre pares de tareas para usar el mismo re-
curso, puede ser visto como un problema de coloreo de los vértices de un grafo.

1.1. Problemas de coloreo de vértices

El problema clésico de coloreo de vértices consiste en hallar un coloreo de G
minimizando la cantidad de colores utilizados. Este valor minimo es conocido
como el niimero cromitico de G, y se lo denota como x(G). Existen muchas
variantes del problema de coloreo de grafos motivadas generalmente por
restricciones reales; los siguientes son algunos ejemplos:
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Precoloring extension [4]: Dado un grafo G = (V, E) y una asignacién parcial
p: V' — N, para algun V' C V, se pide hallar un coloreo ¢ : V. — N
con la menor cantidad de colores tal que ¢(v) = p(v) para cada vértice
v € V'. En otras palabras, un subconjunto de vértices de G esta coloreado
de antemano y el problema consiste en extender este coloreo al resto del
grafo utilizando la cantidad minima de colores.

u-coloring [5]: Este problema toma adicionalmente como entrada una funcién
iV — IN que define una cota superior u(v) para el color asignado a
cada vértice v, es decir, el coloreo resultante ¢ : V — IN debe cumplir que
c(v) < pu(v), para todov € V.

(v, u)-coloring [6]: Ademds de la cota superior dada por la funcién pt : V — N,
esta generalizacion del problema de p-coloring considera otra funcién
v : V = IN que establece una cota inferior para el color asignado a los
vértices de G. Asi, se busca un coloreo c : V — IN tal que y(v) < c(v) <
(v) para todo v € V. Notese que este problema también generaliza el
problema de precoloring extension.

List-coloring [29, 59, 60]: Este problema considera un conjunto L(v) de colores
vélidos para cada v € V y pide hallar un coloreo c para el cual ¢(v) € L(v)
para todo v € V. Es sencillo ver que esta versiéon de coloreo es una
generalizacién de todas las anteriores.

Max-coloring [26, 55]: Dado un grafo G = (V,E) y una funcién de peso en
los vértices w : V — IRy, se pide hallar un coloreo de G minimizando la
suma de los pesos de las clases de color, donde el peso de una clase de
color S estd dado por el méximo peso entre los vértices de S. Es decir,
se busca minimizar la suma Y gcg max{w(v) : v € S}, donde S es la
particién en clases de color definida por el coloreo.

Coloreo de suma minima [42, 43]: Dado un grafo G = (V,E) este problema
consiste en hallar un coloreo ¢ : V. — IN de G minimizando la suma de
los colores asignados. Es decir, se pretende que la suma Y ¢, c(v) sea
minima.

Existen en la literatura muchas otras variantes del problema clasico de coloreo
de vértices, algunas consideran restricciones locales (ver por ejemplo [59]) y
otras variantes tienen en cuenta aspectos generales del coloreo requerido (ver
por ejemplo [39]). Practicamente todas las variantes de coloreo resultan ser
generalizaciones del problema clésico y a su vez es posible encontrar otras re-
laciones de generalizacién entre ellas. Como ejemplo, la Figura 1.1 muestra las
relaciones de generalizacion entre algunos de los problemas arriba descriptos.
Una flecha de un problema a otro indica que el primero es una generalizacién
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Figura 1.1: Jerarquia de problemas de coloreo.

del segundo.

Si bien el problema clasico de coloreo de vértices pertenece a la clase de
problemas NP-dificil [31], existen muchas clases de grafos para los cuales este
problema puede ser resuelto en tiempo polinomial. Una de las clases mas
importantes en las que esto sucede son los grafos perfectos [33]. Decimos que
un grafo G es perfecto si x(H) = w(H) para cada subgrafo inducido H de G,
donde w(H) representa el tamafio de un subgrafo completo maximo de H.
Aungque el problema cldsico de coloreo pueda resolverse en tiempo polinomial
en esta familia, puede no suceder lo mismo con las generalizaciones de este
problema mencionadas arriba. Resulta interesante entonces estudiar las com-
plejidades computacionales de estas variantes en subclases de grafos perfectos.
En [6, 7], se estudia para varias subclases de grafos perfectos, la “frontera” de
complejidad entre el problema clasico de coloreo y el problema de list-coloring.
Mostramos en la Tabla 1.1 un resumen de las complejidades conocidas para las
clases de grafos estudiadas en [6, 7].

1.2. Modelos de programacién lineal entera

La programacion lineal entera (PLE) ha demostrado ser una herramienta muy
adecuada para resolver problemas de optimizaciéon combinatoria [50], y en los
altimos 15 afios la PLE fue aplicada con éxito a problemas de coloreo de vértices
recurriendo a distintas formulaciones para el problema clasico de coloreo. Dado
un grafo G = (V, E) y un conjunto de colores C, mostramos a continuacién un
resumen de algunas de las formulaciones de PLE existentes para este problema.
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Clase Coloreo \ Precol \ u-col \ (v, u)-col \ List-col ‘
Distance-hereditary p NP-C | NP-C NP-C NP-C
De intervalos P NP-C | NP-C NP-C NP-C
De intervalos unitarios P NP-C | NP-C NP-C NP-C
Grafos de lineas de K;; P NP-C | NP-C NP-C NP-C
Grafos de lineas de K, P NP-C | NP-C NP-C NP-C
Bipartitos P NP-C | NP-C NP-C NP-C
Split P P NP-C NP-C NP-C
Complementos de bipartitos p p ? ? NP-C
Cografos P P P ? NP-C
Bipartitos completos P P P P NP-C
Split completos p p p p NP-C
Arboles P P P P P
Block P P P P P
Cactus P P P P P
“NP-C”: problema NP-completo P”: problema polinomial ~ “?”: problema abierto

Tabla 1.1: Complejidades conocidas en algunas clases de grafos [6, 7].

Modelo estdandar [20, 47, 48]. Este modelo utiliza una variable binaria xy.
para cada vértice v € V y cada color ¢ € C para indicar si el vértice v recibe el
color ¢ o no. Con estas definiciones, un coloreo valido de G es un vector que
cumple con las siguientes restricciones:

Y xee=1 Yo eV,

ceC
Xoe + Xwe < 1 Yow € E,Vc € C,
Xy € {0,1} Yv e V,Vec eC.

Esta formulacién se puede extender con variables w, para cada color ¢ € C
para indicar si el color es utilizado o no. Asi, el coloreo éptimo se encuentra
minimizando la suma de estas tdltimas variables.

Modelo de representantes [13]. En este modelo, un coloreo se determina por
las clases de color que induce, y cada clase es representada por uno de sus
miembros. Para cada par ordenado de vértices (1,v) € V x V con uv ¢ E,
el modelo utiliza una variable binaria x,, para indicar si el vértice u es el
“representante” de la clase de color asignada al vértice v o no. El modelo utiliza
ademads una variable binaria x,,,, para cada vértice u € V, que indica si u es
el representante de su propia clase o no. Con estas definiciones, un coloreo



Capitulo 1. Introduccién 19

vélido de G es un vector que cumple las siguientes restricciones:

Xyy + 2 Xou =1 YueV
vEN(u)

Z Xup < Xyy YueV,V clique K C N(u)
veK

Xy, Xuv € {0/ 1} YueV, Vv e N(u)

donde una cligue es un conjunto de vértices adyacentes dos a dos y N(u) son
los vértices de G no adyacentes a 1. Dado un coloreo de G, el representante
de una clase de color puede ser cualquiera de los vértices de la clase. Por este
motivo, los poliedros asociados a esta formulacién presentan mucha simetria
ya que un coloreo esta representado por muchas soluciones factibles. En [12]
se presenta una variante de la formulaciéon por representantes en la cual se
anula toda simetria, logrando una relacién uno a uno entre los coloreos de G
y las soluciones factibles del modelo. Esta nueva formulacién se conoce con
el nombre de asymetric representatives formulation y es el objeto de estudio del
Capitulo 3 de este trabajo, por lo cual dejamos los detalles de la formulacién
asimétrica para mds adelante.

Orientation model [9, 32, 44]. A diferencia de los modelos anteriores que
utilizan sélo variables binarias, este modelo introduce una variable entera x,
para cada v € V que representa el color asignado al vértice v. Para representar
correctamente las restricciones de coloreo, el modelo utiliza una variable binaria
de orientacién v, para cada arista vw € E de manera tal que vy, = 1 siy s6lo
si X, < xg. Con estas definiciones, un coloreo valido de G usando |C| colores
es un vector que cumple con las siguientes restricciones:

Yo — X > 1= |Clyvw Yow € E,v < w
X — Xy > 1—|C|(1 = yow) Yow € E,v <w
x € {0,...,|C| =1} YoeV

Yow € {0,1} Yow € E

Esta formulacién puede extenderse con una variable z para indicar el maximo
color asignado a algtin vértice del grafo. Asi, el coloreo 6ptimo se encuentra
minimizando esta Gltima variable.

Distance model [24]. Este modelo es una reformulacién del orientation model y
utiliza una variable entera x,;, para cada par de vértices v,w € V la cual indica
la distancia entre los colores asignados a v y a w, o sea, Xy = ¢(v) — c(w),
donde ¢ : V — IN es el coloreo representado. Al igual que el orientation model,
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este modelo utiliza variables binarias de orientacién y.,, para cada arista
vw € E. Con estas definiciones, un coloreo vélido de G usando |C| colores es
un vector que cumple con las siguientes restricciones:

Yow > 1 — |Clyow Vow € E,v < w

—Xow > 1= |C|(1 = Yow) Yow € E,v < w

Xow = Xpk + Xkw Vo, k,weV,v<k<w

—(IC] —=1) < xpw < |C|—1 Yo,we V,v<w
Xow € Z Yo,we V,v<w

Yow € {0,1} Yow € E,v < w

Al igual que el orientation model, este modelo puede extenderse con una variable
z que indique la maxima diferencia entre los colores asignados a dos vértices
del grafo. Asi, el coloreo 6ptimo se encuentra minimizando esta tltima variable.

Formulacion por conjuntos independientes [46]. Un conjunto de vértices S
de un grafo se dice independiente si ningtin par de vértices del conjunto es
adyacente. Hallar un coloreo de vértices en un grafo es equivalente a particionar
su conjunto de vértices en conjuntos independientes. Con este objetivo, este
modelo utiliza una variable binaria xs para cada conjunto independiente S C V,
la cual indica si el conjunto S es parte o no de la solucién. Con estas definiciones,
un coloreo vélido de G usando |C| colores es un vector que cumple con las
siguientes restricciones:

Y xg=1 YoeV
SeT
veS
) x5 <I[C|
sel
Xs € {0,1} vSeZl

donde 7 es el conjunto de todos los conjuntos independientes de G. En caso
de querer hallar un coloreo 6ptimo, se puede eliminar la segunda restriccién y
minimizar como funcién objetivo el lado izquierdo de la misma. Dado que la
cantidad de conjuntos independientes de un grafo es en general muy grande,
una variante de esta formulacién consiste en utilizar solamente conjuntos inde-
pendientes maximales y relajar la primer restriccién del modelo cambiando la
igualdad por una desigualdad de mayor o igual, para obtener asf una cantidad
menor de variables en el modelo. De todas maneras, la cantidad de variables es
potencialmente exponencial en funcién del tamafio del grafo, con lo cual una
resolucién por medio de generacion de columnas es el enfoque natural para
resolver este modelo. Esta formulacién es el objeto de estudio del Capitulo 6
de este trabajo, por lo cual dejamos los detalles para entonces.
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Formulacién supernodal [10]. Un multicoloreo de un grafo G = (V,E) es
una funcién ¢ : V — 2/€l que cumple que |c(v)| = dy, para ciertos valores de
entrada d, para todo v € V, y es tal que c(v) Nc(w) = @, para toda arista vw €
E. En esta formulacion, se construye un grafo G’ = (Q, E’) contrayendo ciertos
vértices particulares de G de forma tal que cada coloreo de G corresponde
a algin multicoloreo de G’. Asi, hallando un multicoloreo de este ultimo, es
posible revertir el mismo hacia un coloreo de G que utilice los mismos colores.
El modelo utiliza una variable binaria x4 para cada “super nodo” g € Q'y
cada color ¢ € C la cual determina si ¢ es uno de los colores asignados a 4 o no.
Con estas definiciones, un multicoloreo vélido de G’ es un vector que cumple
con las siguientes restricciones:

Y xge = dy ¥g € Q,

ceC
X+ Xgpe < 1 Vq1q92 € E/,Vc € C,
xgc € {0,1} Vg € Q,Vec e C.

El valor utilizado para d; es la cantidad de vértices de G que representa el
super nodo 4. Al igual que el modelo estandar, esta formulacién se puede
extender con variables w. para cada color ¢ € C para indicar si el color es
utilizado o no por alguno de los super nodos g4 € Q. A su vez, el coloreo
6ptimo se encuentra minimizando la suma de estas tdltimas variables.

1.3. Algoritmos geométricos y optimizacion combi-
natoria

El algoritmo de resolucién més conocido y empleado en la practica para
problemas de programacion lineal (PL) es hoy en dia el método simplex, ideado
por George Dantzig a mediados del Siglo XX [61]. Si bien este algoritmo tiene
un tiempo de resolucién de peor caso exponencial en funcién del tamafio
de la entrada, es sabido que la PL es un problema bien resuelto. Es decir,
pertenece a la clase de problemas P, para los cuales se conocen algoritmos
polinomiales para su resolucién. Este resultado se debi6 inicialmente al método
del elipsoide presentado por el matematico Leonid Khachiyan en 1979 (ver [34]
para mas detalles). Mds adelante, se conocerian otros algoritmos polinomiales
con 6rdenes de complejidad mds competitivos que el del método del elipsoide,
sin embargo, este método jugarfa un papel muy importante en el campo de la
optimizacién combinatoria.

En el contexto de la optimizacién sobre conjuntos convexos, el problema de
separacion toma un poliedro P y un vector f, y consiste en determinar si §
pertenece a P o no, y en caso negativo, hallar un hiperplano que separe a
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7 de P. Por otro lado, el problema de optimizacién toma un poliedro P y un
vector ¢, y consiste en hallar un punto £ € P que maximice la funcién objetivo
cT#, o bien indicar que P = @. Basados en el método del elipsoide, Grétschel,
Lovész y Schrijver [34] demostraron en 1981 que los problemas de separacién y
optimizacién son polinomialmente equivalentes, es decir, si uno de ellos puede
resolverse en tiempo polinomial, lo mismo ocurrird con el otro. Este resultado
constituyé uno de los avances mas importantes de los dltimos tiempos en el
campo de la optimizacién combinatoria.

Si bien la PLE es un problema NP-dficil, en muchos casos se conoce una
descripcién completa del poliedro entero asociado, de modo tal que esta des-
cripcion puede usarse para resolver el problema de separacién asociado en
tiempo polinomial [57]. Esto implica que el problema en cuestiéon puede re-
solverse en tiempo polinomial. De este hecho y del resultado de Grotschel,
Lovész y Schrijver arriba mencionado, nace una conjetura generalizada que
establece que si un problema de optimizaciéon combinatoria puede ser resuelto
en tiempo polinomial, entonces debe existir alguna formulacién de PLE de
dicho problema cuyo poliedro entero asociado admita una caracterizaciéon
“elegante”, en términos de desigualdades lineales.

Si bien muchos problemas de coloreo de grafos pueden ser resueltos en tiempo
polinomial en ciertas familias de grafos, la mayoria de estos problemas no
estd “bajo control” desde el punto de vista poliedral. Es decir, no se conocen
formulaciones de PLE con descripciones completas de los poliedros asociados.
Los resultados arriba mencionados sugieren que, para estos problemas deberia
existir alguna formulacién cuyo problema de separacién asociado pueda ser
resuelto en tiempo polinomial y, mds aun, tal que el poliedro asociado admita
una caracterizacion elegante, en términos de desigualdades lineales. La bisque-
da de tales caracterizaciones es el objetivo principal del presente trabajo de tesis.

Desde un punto de vista tedrico, el objetivo es completar la contraparte poli-
edral de aquellos problemas de coloreo de grafos que se encuentren ya bien
resueltos por medio de técnicas combinatorias. Por otro lado, el estudio de
estos poliedros puede llevarnos a un mejor entendimiento de sus estructuras
permitiéndonos de esta forma encontrar nuevas familias de grafos para las
cuales algunos problemas de coloreo tengan resolucién polinomial, aportando
asi nuevos resultados titiles en la practica. También en el aspecto practico de los
resultados de esta tesis, se presentan nuevas familias de desigualdades validas
para las formulaciones analizadas, que se pueden incorporar a algoritmos de
planos de corte para contribuir asi a mejorar su performance en la practica.
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1.4. Contenido de esta tesis

En el Capitulo 2 analizamos los poliedros que surgen del modelo estdndar
[20, 47, 48]. En la Seccioén 2.1 se describe el modelo en detalle en su versién para
el problema de coloreo clasico y se presenta una adaptacién de este modelo
para el problema de list-coloring (la cual a su vez resulta en una formulacién
para los problemas de precoloring extension, y-coloring y (v, u)-coloring, siendo
éstos casos particulares de list-coloring). Se estudia la relacién entre los po-
liedros asociados a estas formulaciones y se muestra que los problemas de
optimizacién en todos estos poliedros son polinomialmente equivalentes. Esto
implica que para aquellas familias sobre las que el problema de list-coloring es
NP-dificil, los poliedros asociados a esta formulacién, aun para el problema
clasico de coloreo, no tendrdn separacién polinomial. Si bien esto limita mucho
el alcance de nuestro andlisis en esta formulacién, quedan aun algunas clases
simples de grafos para las cuales list-coloring es polinomial; arboles, grafos
block, ciclos y grafos cactus entre ellas. Finalizando la Seccién 2.1 se presenta
un resultado general con el cual se obtiene la caracterizacién completa del
poliedro de coloreo para un grafo, cuando éste surge de la operacién de identi-
ficacion en un vértice de otros dos grafos.

En la Seccién 2.2 se presenta una caracterizaciéon completa del poliedro de
coloreo que se obtiene cuando el grafo es un arbol. A su vez, utilizando una
familia de desigualdades conocida como desigualdades clique [20], se da también
una caracterizacion completa del poliedro para grafos block. En la Seccién
2.3 mostramos que el poliedro de coloreo cldsico asociado al modelo estandar
para un grafo G y un conjunto de colores C corresponde a una cara del polie-
dro de los conjuntos independientes para un grafo particular Sg. Basados en
este hecho, presentamos una nueva familia de desigualdades validas para el
poliedro de coloreo que generaliza varias de las desigualdades conocidas en
la literatura. Conjeturamos que esta nueva familia de desigualdades alcanza
para describir el poliedro de coloreo para ciclos y demostramos que si esta
conjetura es cierta, entonces la misma familia junto con las desigualdades
clique son suficientes para describir este poliedro cuando el grafo es un cactus.
Finalmente, estudiamos la perfecciéon de SE. En particular, presentamos una
caracterizacion de los grafos G tales que S es un grafo perfecto.

En el Capitulo 3 analizamos los poliedros que surgen de la formulacién
por representantes [12, 13]. En la Seccién 3.1 detallamos el modelo presentado
en [13] y la reformulacién asimétrica del mismo presentada unos afios mas
tarde en [12]. En la Seccién 3.1.1 proponemos un reformulacién de la versién
asimétrica del modelo eliminando un conjunto de igualdades y un conjunto
de variables, modificando a su vez levemente las restantes desigualdades del
modelo. Esta reformulacion representa una formulaciéon mas compacta de un
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poliedro equivalente que permite deducir importantes resultados analizados
maés adelante. En esta misma seccién, presentamos versiones de esta formula-
cién para los problemas de max-coloring y precoloring extension, y estudiamos la
relacién entre los poliedros asociados mostrando que los problemas de optimi-
zacién en estos poliedros son (en cierta forma) polinomialmente equivalentes.
Esto implica que para aquellas familias sobre las que el problema de max-
coloring o el de precoloring extension es NP-dificil, los poliedros asociados a esta
formulacién, aun para el problema cldsico de coloreo, no tendran separacién
polinomial.

En la Seccién 3.2 mostramos que el poliedro de coloreo asociado a la formula-
cién compacta para un grafo G (presentada en la Seccién 3.1.1) coincide con
el poliedro de los conjuntos independientes de un grafo particular R 3. Se
muestra también la relacion entre R y el grafo de lineas de G, al cual notamos
L(G). La seccion cierra con resultados sobre las relaciones entre los poliedros
de matching de L(G), el poliedro de conjuntos independientes de RZ y el
poliedro de coloreo de G, sintetizadas en la Proposicién 3.2.1. La Seccién 3.3
presenta caracterizaciones completas para los poliedros de coloreo asociados a
tres familias de grafos. La primera de ellas es la familia de los grafos G con
«(G) < 2, donde «(G) es el tamarfio de un conjunto independiente méximo de
G, la segunda y la tercera familia son las de aquellos grafos cuyo complemento
no contiene un paw o un kite, respectivamente (ver Seccién 3.3.2 y Seccién 3.3.3,
respectivamente). En estas secciones se refuerzan ademas resultados existentes
en [12], con respecto a la facetitud de una familia de desigualdades véalidas
y resultados existentes en [8] con respecto a una caracterizacién estructural
implicada para el grafo R3.

En el Capitulo 4 analizamos los poliedros que surgen del orientation model
[9, 32, 44]. La Seccién 4.1 presenta en detalle la formulacién del modelo y
muestra que el problema de coloreo de suma minima puede resolverse sobre
el mismo poliedro de coloreo clasico variando la funcién objetivo. Esto implica
que para aquellas familias sobre las que este problema es NP-dificil, los polie-
dros asociados a esta formulacién, aun para el problema cldsico de coloreo,
no tendran separacién polinomial. En la Seccién 4.3 damos una breve sintesis
sobre los resultados existentes para esta formulacién, algunos de ellos refe-
renciados luego. La Seccién 4.4 comienza con la presentacion de las reinforced
orientation inequalities, siendo éstas desigualdades validas nuevas que definen
facetas del poliedro asociado a esta formulacién, que se basan en estructuras
de clique dentro de las vecindades de dos vértices adyacentes. En la Subseccién
4.4.1 se presenta una serie de familias de desigualdades validas nuevas que
definen facetas del poliedro asociado a esta formulacién, todas ellas basadas
en caminos del grafo. En primera instancia se presentan las path inequalities y
las weigthed path inequalities (WPI), cuya estructura es un camino cualquiera del
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grafo. Luego, en la Subseccién 4.4.1.3, se presentan las spiral inequalities, una
generalizacion de las WPI. Estas desigualdades abren una exploracién que da
lugar a las double spiral y triple spiral inequalities, presentadas en las subsecciones
sucesivas. El capitulo cierra con una breve reflexién acerca de estas tltimas
desigualdades, dando lugar al estudio presentado en el siguiente capitulo.

El Capitulo 5 continda con el estudio del orientation model, y el resultado
principal es la introduccién de procedimientos generadores de facetas para los
poliedros asociados a esta formulacién. La Seccién 5.1 presenta los procedi-
mientos que denominamos path lifting. Basados en dos desigualdades vélidas
genéricas y un camino entre dos vértices particulares, estos procedimientos
generan una nueva desigualdad valida combinando estos elementos. La Sec-
cién 5.1.1 y la Seccién 5.1.2 presentan dos versiones de procedimientos de path
lifting. Se muestra ademds que algunas de las desigualdades presentadas en el
Capitulo 4 pueden ser generadas por medio de estos procedimientos. En parti-
cular, las double y triple spiral inequalities y las reinforced orientation inequalities. La
Seccién 5.1.3 introduce una generalizacién de los dos primeros procedimientos
presentados, que genera una familia infinita de desigualdades vélidas para el
poliedro asociado. En la Seccién 5.1.4 se muestra que los procedimientos de
path lifting pueden generar facetas del poliedro de coloreo asociado y se dan
condiciones suficientes para que esto ocurra. Finalmente, presentamos en la
Seccién 5.2 una nueva familia de desigualdades vélidas para el poliedro asocia-
do, que surge de una aplicacion iterativa de los procedimientos mencionados.

El Capitulo 6 presenta un breve estudio sobre algunos poliedros de coloreo
que surgen de la formulacién por conjuntos independientes. En la Seccién
6.1 presentamos en detalle la formulacién y discutimos sobre su cantidad de
variables, presentando también la versién de este modelo que utiliza solamente
conjuntos independientes maximales. Luego, en la Seccién 6.2 damos descrip-
ciones completas de los poliedros de coloreo asociados a tres familias conocidas
de grafos: los grafos bipartitos completos (Subseccién 6.2.1), los grafos split
(Subseccién 6.2.2) y los complementos de grafos de intervalos (Subseccién
6.2.3).

Finalmente, el Capitulo 7 cierra esta tesis presentando una sintesis de sus
contenidos, conclusiones y comentarios finales. Se plantea ademads una serie
de problemas abiertos que surgen de los resultados desarrollados en esta tesis.
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CAPITULO 2

El modelo estandar para
problemas de coloreo

L modelo estdndar es probablemente la formulacién més intuitiva para

problemas de coloreo de vértices. Sin embargo, los primeros estudios

poliedrales al respecto no aparecieron sino hasta 2002 y se deben a Coll,
Marenco, Méndez-Diaz y Zabala en [20]. Dicho trabajo presenta una serie de
familias de desigualdades validas para el poliedro asociado y se identifica
cudles de ellas definen facetas. Unos afios més tarde, Méndez-Diaz y Zabala
obtuvieron los resultados méas importantes respecto de esta formulacién, desa-
rrollando algoritmos de planos de corte y de branch & cut en [47, 48]. Estos
representaron los primeros algoritmos poliedrales realmente competitivos en
la préctica para el problema de coloreo de vértices.

En este capitulo estudiamos el poliedro asociado al modelo estindar para
problemas de coloreo de grafos. Luego de describir adecuadamente este mode-
lo, presentamos una adaptacién para el problema de list-coloring y estudiamos
la relacién entre los poliedros asociados a estas formulaciones, mostrando que
los problemas de optimizacién en todos estos poliedros son polinomialmente
equivalentes. Presentamos una caracterizacién completa del poliedro de co-
loreo para un grafo, cuando éste surge de la operacién de identificacion en un
vértice de otros dos grafos y caracterizaciones completas para los casos en que
el grafo es un arbol o un grafo block. Mostramos que el poliedro de coloreo
cldsico asociado al modelo estdndar para un grafo G y un conjunto de colores
C corresponde a una cara del poliedro de los conjuntos independientes para un
grafo particular S§ vy, basados en este hecho, presentamos una nueva familia
de desigualdades validas para el poliedro de coloreo que generaliza varias
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de las desigualdades conocidas en la literatura. Conjeturamos que esta nueva
familia de desigualdades describe completamente el poliedro para ciclos y
cactus. Finalmente, estudiamos la perfeccién de S(G: y caracterizamos los grafos
G tales que Sg es un grafo perfecto.

2.1. El modelo y algunos resultados generales

Sea G = (V,E) el grafo de entrada y C el conjunto de colores disponibles. La
formulacion estandar para el problema clésico de coloreo utiliza una variable
binaria x, para cada vértice v € V y cada color c € C para indicar si el vértice
v recibe o0 no el color c. De esta forma, un coloreo valido de G usando colores
de C es un vector que satisface las siguientes restricciones:

Y xee=1 Yo eV, (2.1)

ceC
Xoe + Xpe < 1 Yow € E,Vc € C, (2.2)
Xy € {0,1} Yo e V,Vc e C. (2.3)

Las restricciones (2.1) aseguran que cada vértice reciba exactamente un color
de C y las restricciones (2.2) impiden que dos vértices adyacentes reciban
el mismo color. De esta manera, la formulacién dada por (2.1)-(2.3) da una
caracterizacién de los coloreos vélidos de G. Para encontrar un coloreo que
utilice la menor cantidad de colores (y hallar asi x(G)), esta formulacién puede
extenderse usando una variable w, para cada color ¢ € C para indicar si el color
c es asignado a alguno de los vértices de G o no. La formulacién extendida
reemplaza las restricciones (2.2) por las siguientes:

Xy + Xwe < We Yow € E,Vc e C

Asf, puede hallarse un coloreo 6ptimo minimizando la suma de las variables
w, sobre todos los colores ¢ € C. Esta es en realidad la formulacién utilizada
en [20, 47, 48]. En estos trabajos se resalta el hecho de que en los poliedros
asociados a esta formulacién existen muchas soluciones para un mismo co-
loreo. Es decir, dada una particién del grafo en k diferentes clases de color,

existen (l(lgl) soluciones que representan dicha particién. Esta caracteristica
se denomina simetria y es en general un problema que conviene evitar. Los
algoritmos desarrollados en [47, 48] utilizan desigualdades (no vélidas en el
sentido cldsico) para eliminar estas simetrias obteniendo un poliedro en el cual
cada particién en clases de color se asocia a una tinica solucién del mismo. En
esta tesis nos concentraremos en la version no extendida de este modelo, es
decir, no consideraremos las variables w, ni las desigualdades para eliminar la
simetria del poliedro asociado.
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Esta formulacién puede adaptarse para modelar el problema de list-coloring
(y por lo tanto también los problemas de precoloring extension, p-coloring y
(v, u)-coloring). Para ello, agregamos las siguientes restricciones para cada
vérticev € V

Xoc =0 Ve e C\ L(v) (2.4)

donde L(v) es el conjunto de colores permitidos para el vértice v. Estas restric-
ciones impiden que se asigne a un vértice v un color que no pertenece a su
lista de colores admisibles L(v).

En este capitulo, llamaremos P3 (G, C) (resp. P;(G,C, L)) a la capsula
convexa de los puntos x € RIVIICl que satisfacen las restricciones (2.1)-(2.3)
(resp. (2.1)-(2.4)). Ademas, si G es una familia de grafos, entonces P: (G, C)
y Pi,(G,C, L) denotan las correspondientes familias de politopos. Es posible
que omitamos el conjunto C en estas definiciones cuando el mismo se deduzca
del contexto o bien sea irrelevante al enunciado. Llamamos P: , a la familia de
poliedros P: | (G) con G un grafo cualquiera.

Recordemos que dada una familia de politopos P, el problema de separacion
asociado toma un politopo P € P y un vector § y consiste en determinar si §
pertenece a P o no, y en caso negativo, hallar un hiperplano separando a ij de
P. Al mismo tiempo, el problema de optimizacién toma un politopo P € P y un
vector ¢ y consiste en hallar un vector £ € P que maximice la funcién objetivo
c'%, salvo que P = @.

Teorema 2.1.1 Dada una familia de grafos G y un conjunto de colores C, el problema
de separacion sobre PS (G, C) puede resolverse en tiempo polinomial si y sélo si el
problema de separacion sobre P}, (G, C, L) puede resolverse en tiempo polinomial para
cualquier L : V — 2€,

Demostracion. Sea G = (V,E) €e Gysea Q= {x € RIVICI: x,e =0 para todo
ve Vytodoce C\L(v)}. Veremos que
P (G,C,L) = P (G,C) N Q. (2.5)

col

Sea £ € P;(G,C,L). El punto £ es una combinacién convexa de coloreos de G
que utilizan sélo asignaciones permitidas por L y por lo tanto, en todos estos
coloreos se cumple que x,, = 0 para todo v € V y todo ¢ € C\ L(v), con lo
cual todos estos puntos pertenecen a Q. Por ende, £ también pertenece a Q,
implicando de esta manera que P (G,C,L) C P5 (G,C) N Q, pues esta claro
por otro lado que £ € P (G, C), ya que éste es combinacion convexa de colo-
reos de G.

Tomemos ahora un punto £ € P ;(G,C) N Q. Como £ € P: (G, C), este punto
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es una combinacién convexa de coloreos x!, .. .,xk de G. Dado que £ € Q,
entonces para todo vértice v € V y todo color ¢ € C\ L(v) se cumple que
%y = 0y por lo tanto %), = 0 para todo j = 1,...,k. Asi, x/ € Q para todo
j=1,...,ky eso implica que todos estos coloreos pertenecen a P} (G,C,L) y
por lo tanto, lo mismo ocurre con £, ya que este tltimo es combinacién convexa
de los anteriores. Esto prueba que PS_(G,C) N Q C P;,(G,C, L) y por lo tanto
(2.5) es verdadera.

Entonces, un punto £ ¢ P (G, C, L), o bien no pertenece a P5 (G, C) o bien
vale que £, > 0 paraalginv € Vy ¢ € C\ L(v). Si el problema de separacién
sobre PS (G, C) se puede resolver en tiempo polinomial, entonces para separar
un punto de P;(G,C, L) se puede simplemente verificar si x,. = 0, para todo
v € Vyce C\L(v)y, si esas condiciones se cumplen, separar el punto
(en tiempo polinomial) de P3 (G, C). Asi, el problema de separacion sobre
P; (G, C, L) se puede resolver en tiempo polinomial.
La afirmacién reciproca es trivial, ya que PCSOI(G, C)es P, (G,C, L) con L(v) =
C para todo vérticev € V.

|

Como mencionamos en el Capitulo 1, Grotschel, Lovédsz y Schrijver [34]
demostraron, basados en el método del elipsoide, que los problemas de separa-
cién y de optimizacién son polinomialmente equivalentes. Es decir, si uno de
ellos puede resolverse en tiempo polinomial, lo mismo ocurriré con el otro. Este
resultado nos permite deducir la siguiente consecuencia del teorema anterior.

Corolario 2.1.1 Dada una familia de grafos G y un conjunto de colores C, el problema
de optimizacidn sobre P (G, C) se puede resolver en tiempo polinomial si y sélo si el
problema de optimizacion sobre P} (G, C, L) se puede resolver en tiempo polinomial
para cualquier conjunto de restricciones L.

Finalmente, los resultados anteriores nos permiten alcanzar la siguiente impor-
tante conclusién acerca del potencial del modelo estandar para problemas de
coloreo de vértices.

Teorema 2.1.2 Sea G una familia de grafos y C un conjunto de colores. Si el problema
de list-coloring en G y C es NP-dificil, entonces el problema de optimizacién/separacion
sobre P (G, C) es NP-dificil.

col

Demostracion. Si el problema de optimizacién sobre PS (G, C) se puede resolver

en tiempo polinomial, entonces es posible optimizar sobre P (G, C, L) para
cualquier L en tiempo polinomial resolviendo asi el problema de list-coloring
en G y C también en tiempo polinomial, contradiciendo asi la hipétesis.

O



Capitulo 2. El modelo estdndar para problemas de coloreo 31

El objetivo principal de esta tesis es el de encontrar caracterizaciones ele-
gantes para poliedros de coloreo de P?, para distintas familias de grafos.
Idealmente, para aquellas familias donde el problema clasico de coloreo tiene
resolucién polinomial creemos que deberfamos ser capaces de hallar tales
caracterizaciones para alguna formulacién de PLE de este problema, indepen-
dientemente de la complejidad de list-coloring para esas familias. Sin embargo,
el Teorema 2.1.2 representa un fuerte obstdculo para el modelo estdndar en este
sentido. Este teorema implica que aun cuando el problema cldsico de coloreo
sea polinomial sobre una familia G, el poliedro asociado a la formulacién
estandar no tendrd una caracterizacion poliedral elegante si el problema de
list-coloring sobre G es NP-completo. Este hecho limita severamente el alcance
del analisis para esta formulacién, ya que se conocen muy pocas clases no
triviales de grafos para las cuales el problema de list-coloring es polinomial
(ver, e.g., la Tabla 1.1). Estas clases son en general grafos de estructuras no
demasiado complicadas, como por ejemplo los arboles, los grafos block, los
ciclos y los cactus, entre otros. Dado que estas clases de grafos tienen resolu-
cién polinomial para list-coloring, es esperable que podamos hallar entonces
descripciones poliedrales elegantes para los correspondientes poliedros.

A continuacién presentamos en el Teorema 2.1.3 un resultado general sobre
P5(G) que permite encontrar la descripcion de este poliedro cuando G se
obtiene mediante una operacién en particular a partir de otros dos grafos. Para
la subsecuente demostracién, recurrimos al siguiente principio basado en el
teorema de dualidad, enunciado por Edmonds en [27].

Proposiciéon 2.1.1 [27] Sea S un conjunto finito de soluciones
SCP= {x S ]RL{‘ : Zaﬁxi < b],] S ]}
icl
Tenemos que conv(S) = P si y solo si para todo vector ¢ € ZI11,
max{¢pTx:x € S} = min{) "A;bj: Y Ajaji > i€ A€ ]Rll‘}.
jel j€l
Dados dos grafos G = (V1,E1) y Gy = (V, Ep) tales que Vi NV, = {v}, la
identificacion en un vértice de Gy y Gy es el grafo G = (V3 UV, E; U Ey).
Teorema 2.1.3 Sea C un conjunto de colores y G = (V,E) la identificacion en un
vértice de los grafos Gy = (V1,E1) y Go = (Vo, Ep) con Vi NV, = {v}. Si para
k = 1,2, sabemos que
v||C j .
P5(Gy) = {x € ]RL et Yo N alxic <bjje ),
icVceC
entonces

C j .
5(6) = {x e RV ¥ Y dlxi <byje (hup))
ieVceC
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La siguiente demostracién es una adaptacion directa de una demostracién de
Fekete [30] para un problema de coloreo definido en [25]. La demostracién de
Fekete es a su vez una adaptacién de una demostraciéon dada por Chvatal para
un resultado similar con respecto al poliedro de los conjuntos independientes
de un grafo [19].

Demostracion. Sea ¢ = (¢jc)icv,cec un vector de valores enteros y llamemos
¢* = (¢ic)iev, cec, parak = 1,2. Sea m = max{¢Tx : x € P* (G)} y para cada
¢’ € Cyk = 1,2, definimos m(c') = max{(¢*)Tx : x € PS (Gy), xpe = 1}.
Notese que

max{ (¢*)Tx — Y mi(€)xoe 1 x € Py (Gr)} =
ceC

Asi, para k = 1,2, por la Proposiciéon 2.1.1, existen valores reales no negativos
yj,j € Ji, tales que Zje]k yjbj =0y

Y pial, > {%, parai € Vi\{o}yc€C,
c —

i ¢poc —my(c), parai=vyceC.

Por otro lado, es claro que max{Y_ .cc mxyc : x € P5(Gy1)} = m. Por lo tanto,

por la Proposicién 2.1.1, existen valores reales no negativos y?, j € J1, tales que
Lijc Hjbj=my

4 0, paraie Vi\{v}yceC,
ZV] ie = m | = eC
i, , parai=vyceC.

Definimos ahora
A= ]ij—i-pt;-*, sij€ Ji,
Hjs sij€ b

Demostraremos que Yic(j,up,) Ajbj = MY Lie(rup) )\jaéc > ¢jc, para cada
i € V,ceC, conlocual la Proposicién 2.1.1 implica la conclusién deseada.

Parai € Vi \ {v} yc € C tenemos

2 A]'a{:c = Z /\ja 2 I/l]alc + 2 nu] 1(: = ¢ZC

je€(1u2) j€h j€h je€h

Paraie V;\ {v} y c € C tenemos

Z )‘Ja{c = Z Aj“zc Z V]a{c 2 Pic

j€(hVl2) j€lh j€h
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Para cada c € C tenemos

Z /\ja{)c = Z Vjaézc + Z ‘Z/l;fﬂéc + Z ,ujaéc
j€(hVh) j€h j€h j€h

> (poc —my(c)) +m+ (¢oc — ma(c)) > Poc,

ya que m = max{my(c’) + my(c') — ¢ppe : ¢ € C} > my(c) + ma(c) — Poc.
Finalmente,

Y b= ) wibi+ Y uibi+ Y pibj=m,
j€(iV) j€h j€h j€h

pues Ljej, #ibj = Ljep, ibj = 05 Ljey, #bj = m. O

2.2. Arboles y grafos block

Un arbol es un grafo conexo y sin ciclos. Esta familia de grafos es en general
una de las méas simples en términos de estructura y la mayoria de los problemas
de optimizacién combinatoria admiten soluciones polinomiales en ella. Tal es
asi que el problema de list-coloring en arboles admite una resolucién en tiempo
lineal [38].

En el siguiente teorema damos una caracterizacién completa de PS_ (G)
cuando G es un arbol. Probamos que si G es un arbol, entonces P: (G, C) se
describe por completo con las restricciones (2.1) y (2.2), para cualquier conjunto
de colores C.

Teorema 2.2.1 Si G = (V,E) es un drbol y C un conjunto de colores, entonces
P:,(G,C)={x¢c ]R‘JY”CI : x satisface (2.1) y (2.2)}.

Demostracién. Si G es una arista, entonces las desigualdades (2.1) y (2.2) repre-
sentan un problema de asignacién y por lo tanto la formulacién correspondien-
te resulta en un poliedro entero. Si G contiene dos o0 més aristas, entonces es
una identificacién en un vértice de dos arboles mds pequeiios, y asi el Teorema
2.1.3 implica el resultado deseado. O

El Teorema 2.1.1 y el Teorema 2.2.1 prueban que el problema de separa-
cién sobre P; (G, L) se puede resolver en tiempo polinomial cuando G es un
arbol. Este resultado brinda la contraparte poliedral del algoritmo combinato-
rio presentado en [38] para resolver el problema de list-coloring sobre arboles
en tiempo polinomial. Estudiamos a continuacién una generalizacién de los

arboles.
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Figura 2.1: Un grafo block.

Un subconjunto de vértices V/ C V de un grafo G = (V, E) es una componen-
te biconexa si el subgrafo de G inducido por V' \ {v} es conexo para todov € V'.
Un grafo block es un grafo en el cual cada componente biconexa maximal es una
clique, es decir, en el cual todo ciclo induce un subgrafo completo. El problema
de list-coloring sobre grafos block puede ser resuelto en tiempo polinomial [37].
Mostramos que las restricciones (2.1) y (2.2) son suficientes para describir a
P%(G) cuando G es un drbol y, como se puede ver en el ejemplo de la Figura
2.1, los grafos block son esencialmente “arboles de cliques”. Sin embargo, a
pesar de las similitudes con los arboles, los grafos block admiten cliques mas
grandes que estos ultimos, y es sabido que las desigualdades clique definen
facetas de P |(G) para cliques maximales [20].

Teorema 2.2.2 [20] Sea G = (V, E) un grafo y C un conjunto de colores. Dada una
cliqgue K C 'V y un color c € C, la desigualdad clique

Z Xoe <1 (2.6)

veK

es vdlida para P (G, C). Si |C| > x(G) y K es una clique maximal, entonces (2.6)
define una faceta de P3 (G, C).

Probaremos en esta secciéon que las restricciones (2.1) y (2.6) dan una
caracterizacion completa de P:(G) cuando G es un grafo block. Para ello,
definimos Q(G) := {x € ]RLV”Cl : x satisface (2.1) y (2.6)}, y probaremos luego
que Q(G) es un poliedro entero, implicando asi que PS_;(G) = Q(G). Definimos
primero el grafo fraccionario G¢(£), asociado a un vector £ € [0, 1]VII€l, de 1a
siguiente manera.

Definicién 2.2.1 (grafo fraccionario) Dado # = (%) € [0,1]IVIIC], el grafo frac-
cionario asociado a £ es Gy(£) = (VUC,E(%)) donde E(£) = {vc € V. x C:0 <
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Figura 2.2: Un ejemplo de grafo fraccionario G¢(£).

Roc < 1}. Es decir, las aristas del grafo conectan un vértice v € V y otro vértice ¢ € C
tales que la variable £, tiene un valor fraccionario. Llamamos V-nodos y C-nodos a
los elementos de V y a los de C, respectivamente.

A modo de ejemplo, sea G un ciclo de 4 vértices con aristas v1vy, VU3, V304 Y
v401, y sea C = {cy,¢2,¢3,¢4,C5} un conjunto de colores. Sea £ € P (G,C) un
vector cuyos valores no nulos son los siguientes:

® Xoe =1
® Xuvye, = Xuvpey =
® Xuse, = Xvzeg =

® Xoyes = Xugey =

Ni— R NI=
Q
w
o
S
I
Q=

Con estos elementos, el grafo fraccionario G¢(£) resultante es el que se muestra
en la Figura 2.2. Se puede ver que el V-nodo v; estd aislado, pues el vértice
correspondiente de G no tiene ninguna variable asociada con valor fraccionario.
Los C-nodos ¢ y ¢5 también son aislados, aunque éstas son dos situaciones
distintas entre si; el color c; estd asignado al vértice v; con un valor entero (i.e.,
%0, = 1) y a ninglin otro vértice con valor fraccionario, mientras que el color
c5 no esta asignado (ni total ni parcialmente) a ningdn vértice de G.

Notemos que los conjuntos V' y C dan, como regla general, una biparticién de
G(%), ya que ambos son en cualquier caso conjuntos independientes de G¢(£).
Por otro lado, si un punto £ satisface (2.1), entonces

1. un V-nodo v es un vértice aislado si y s6lo si x,c = 1 paraalginc € C, y

2. cada V-nodo no aislado estd conectado a al menos dos C-nodos.

Cuando G = K, (es decir, G es un grafo completo), el grafo fraccionario de
un punto x € Q(Kj,) tiene muchas propiedades interesantes, y utilizaremos al-
gunas de ellas para demostrar que Q(K}) es un poliedro entero. Para un punto
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x € Q(Ky), decimos que un color ¢ € C estd saturado si la correspondiente res-
triccién (2.6) se cumple por igualdad en x; de lo contrario, decimos que ¢ es un
color sequro. En lo siguiente, utilizaremos la notacién x(U, D) = Y ey YceD Xve-
Utilizaremos también x(v, D) y x(U, ¢) para x({v}, D) y x(U, {c}), respectiva-
mente.

Proposicién 2.2.1 Sea G¢(x) = (V UC, E(x)) el grafo fraccionario asociado a un
vector x € Q(Ky) y sea H = (Vg UCy, Ey) un subgrafo inducido de Gg(x) sin

vértices aislados. Llamemos E;’? ={vceE(x):veVyycé¢Cuty E}C? ={cv e
E(x):c € Chyyv ¢ Vy}. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

i) Si EI‘? = @, entonces |Vy| < |Cyl|.

ii) Si EI‘? = @, entonces o bien EIC? = @ o bien |Vy| < |Cyl.
iii) Si E;’? = @ y existe un color sequro ¢ € Cyy, entonces |Vy| < |Cxl.

iv) Si EI‘? = @ y no existe un color sequro en Cy, entonces |Cy| < |Vy].

v) si Ef? = @ y no existe un color seguro en Cyy, entonces o bien EI‘? = @ o bien
Cal < |Val-

Demostracion.

i) Como H no tiene V-nodos aislados, entonces todo v € V sin vecinos en
C\Cy satisface x(v, Cy) = 1. Asi, si E;’? = @ entonces x(Vy,Cy) = |Vyl.
Ademas, por (2.6), todo color ¢ € C satisface x(Vy,c) < 1y entonces
‘VH| = x(VH,CH) S |CH|

ii) Como E;’? = @, entonces x(Vy,Cy) = |Vy|. Para todo ¢ € Cy, por (2.6),
tenemos que x(V,c) <1,y asi

|ICh| > x(V,Cx) = x(Vy,Ch) + x(V\ Vi, Ch)
= ‘VH|+X(V\VH,CH).

Si |Vy| = |Ch|, entonces x,. = 0 para todo v € V' \ Vi y ¢ € Cy, implican-
do asi que E§ = @. Sino, |Vy| < |Cql, por i).

iii) Dado que E? = @, entonces x(Vy,Cy) = |Vy| y como c es un color
seguro, esto implica que x(Vp,c) < 1. Entonces, por (2.6), ocurre que
‘VH| = X(VH,CH) < |CH|

iv) Sino hay ningtn color seguro en Cp, entonces x(V,Cy) = |Cy]| y si Ef? =

@ entonces x(V,Cy) = x(Vy,Cy). Asi, |Cy| = x(V,Cqy) = x(Vy,Cy) <

V|-
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v) Al igual que en la prueba del item iv), tenemos que |Cy| = x(V,Cy) =
x(Vy,Cg). Si EZ? # @ entonces x(Vy,Cy) < |Vy|, y esto implica que
|Ch| = x(V,Cy) = x(Vy,Cq) < |Vy|. Sino, tenemos que E}- = @.

Lema 2.2.1 Sea G¢(x) = (V UC, E(x)) el grafo fraccionario asociado a una solucion
x € Q(Ky), y sean ©¢,9¢" € E(x) para algin € V y ¢,¢' € C. Si el camino
P = {¢,9,¢'} no pertenece a ningtin ciclo de G(x), entonces P pertenece a un camino
simple y sin cuerdas P’ = {cy,...,¢,0,¢,...,c2}, donde c1 y c; son colores seguros

en Xx.

Demostracion. Como P no pertenece a ningtin ciclo, entonces 9 es un vértice de
corte de G¢(%), es decir, la eliminacién de v de G¢(%), dejaa ¢y ¢ en distintas
componentes conexas del grafo resultante. Sea H = (Vi U Cyy, Egy) la compo-
nente conexa de Gs(x) \ {0} que contiene a ¢. Como H es una componente
conexa, no existen C-nodos fuera de H conectados a V-nodos de H. Dado
que 0 ¢ Vi y ¢ € Cy, la Proposicién 2.2.1(ii) implica que |Vy| < |Cql, o sea
|Vu| +1 < [Chl.

Probaremos ahora que debe existir un C-nodo seguro ¢; € Cy, mostrando que
la suma de las aristas incidentes a los C-nodos de H es estrictamente menor
que |Cg|. Dado que 9 es el unico V-nodo fuera de H conectado a C-nodos en
H, entonces x(V \ Vi, Cy) = x(9, Cpy). Sabemos ademés que x(9,Cp) < 1ya
que x5¢ > 0y & ¢ Cy. De esta manera, la suma de las aristas incidentes a
C-nodos de H es

x(V,Cx) = x(Vy,Ch) + x(V\ Vi, Cx) < [Vy|+1 < |Chl.

Asi, existe un C-nodo seguro c; € Cy y, como H es conexo, existe un camino
(sin cuerdas) P; entre £y c;.

Anélogamente, podemos deducir que en la componente conexa de G¢(x) \ {9}
que contiene a ¢, existe un camino P, entre ¢’ y un color seguro ¢;. Dado que
los caminos P; y P, estan contenidos en diferentes componentes conexas de
G¢(x)\ {9}, el camino simple y sin cuerdas P’ puede obtenerse concatenando
Pl P ﬁ, y Pz.

O

Con estos resultados, podemos dar una caracterizacion completa de PS5 (G)
cuando G es un grafo block.

Teorema 2.2.3 Si G = (V, E) es un grafo block, entonces P; (G) = {x € ]RLY”CI :
x satisface (2.1) y (2.6)}.
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Demostracion. Demostraremos que Q(G) es un poliedro entero, implicando

asi que P (G) = Q(G) = {x € ]RLYHCl : x satisface (2.1) y (2.6)}. La demostra-
cién se realiza por induccién en la cantidad de cliques maximales de G.

Supongamos primero que G = K, y sea £ € Q(G) un vector con un valor
fraccionario £,; para algin v € V y algin g € C. Probaremos que £ es
una combinacién convexa de otras dos soluciones x?, x* € Q(G), implicando
asi que £ no es un vértice del poliedro. Como £ cumple (2.1), debe existir
un color q° € C distinto de q con %,y también fraccional. Sea ¢ € Ry tal
que ¢ < min{fyc, 1 — £uc} para todo (w,c) € V x C con valor fraccionario
Rwe, v ¥(V,c) +¢& < 1 para todo color seguro ¢ € C. Sea Gf(a?) el grafo
fraccionario asociado a £. Como Gy(%) es bipartito, todo ciclo en G¢(%) es
un ciclo par. Supongamos que las aristas vg y vq’ pertenecen a un ciclo de
Gs(%) y sea H = {q',0,9,v2,...,ct, 0t} tal ciclo. Notar que los vértices de H
alternan entre C-nodos y V-nodos, debido a la construccién de G¢(£). Podemos
entonces construir las soluciones x? y x” de la siguiente manera (considerando
precedencia ciclica):

Rwe + € (resp. Rwe —€)  si w precede a c en el ciclo
X% (resp. xby) = { Rwe — € (resp. £wc +€)  sic precede a w en el ciclo

Rwe (resp. Zuc) en cualquier otro caso.

Es sencillo ver que £ = %(x” 4 x?). Verifiquemos entonces que ambas soluciones
pertenecen a Q(K,). Como primera observacién, toda variable modificada
corresponde a una variable con valor fraccional en £ (ya que éstas corresponden
a aristas de Gy(£)), con lo cual la eleccién de ¢ implica que todos los nuevos
valores se mantienen entre 0 y 1.

Las restricciones (2.1) para los V-nodos que no estan en H no sufren modi-
ficaciones y lo mismo ocurre con las restricciones (2.6) para los C-nodos que
no estdn en H. Para todo V-nodo en H, la restriccién (2.1) correspondiente se
mantiene satisfecha tanto en x* como en x?, ya que ¢ se suma en un color y
se resta en otro (i.e., el color anterior y el posterior de tal V-nodo en el ciclo).
Finalmente, para todo C-nodo en H, la restriccién (2.6) correspondiente se
mantiene satisfecha, tanto en x* como en x, ya que ¢ se suma a un V-nodo y
se resta a otro (i.e., el V-nodo anterior y el posterior a tal C-nodo en el ciclo).
Por lo tanto, x? y x” pertenecen a Q(Kj,).

Supongamos ahora que las aristas vq y v4’ no pertenecen a un ciclo del
grafo fraccionario. En este caso, por el Lema 2.2.1, estas aristas pertenecen a un
camino simple (y sin cuerdas) P = {cy,...,4’,v,9,...,c2}, donde c1 y ¢; son
colores seguros en £. Notemos que los vértices de P alternan entre C-nodos
y V-nodos debido a la construcciéon de G¢(£). Definamos entonces x* y xb
usando P de la misma manera que antes sin considerar precedencia ciclica
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en este caso. Al igual que antes, # = J(x? + x%) y es sencillo ver que ambas
soluciones permanecen en [0,1]/V/I€l y que las restricciones (2.1) se satisfacen.
Con respecto a las restricciones (2.6), para cada C-nodo fuera de P, éstas no se
modifican y para cada C-nodo de P, salvo por c; y ¢, el argumento es el mismo
que antes. Finalmente, como ¢ y ¢z son colores seguros, las restricciones (2.6)
asociadas a estos colores se cumplen, tanto en x? como en x?, para el valor de
¢ elegido. Esto concluye la demostracién para el caso base G = K.

Supongamos que G tiene dos o mads cliques maximales. Si toda clique
maximal de G tuviese al menos dos vértices pertenecientes a otras cliques,
entonces podriamos formar un ciclo en G que no induce un subgrafo completo.
Como esto no es posible por ser G un grafo block, entonces G contiene una
clique maximal K tal que sélo un vértice v € K pertenece a otras cliques
maximales del grafo. Es decir, tal que KN K’ C {v}, para toda clique maximal
K’ of G, diferente de K. Por lo tanto, G es la identificacién en un vértice (i.e.,
el vértice v) de G[K] y G[(V \ K) U {v}]. Ya que ambos son grafos block con
menos cliques maximales que G, entonces la hipétesis inductiva y el Teorema
2.1.3 implican la conclusién deseada.

O

El Teorema 2.1.1 junto con el Teorema 2.2.3 implican que el problema
de separacién sobre P} (G, L) puede ser resuelto en tiempo polinomial para
cualquier L, cuando G es un grafo block. Este resultado da un algoritmo
poliedral polinomial para el problema de list-coloring en grafos block, como

contraparte del algoritmo combinatorio presentado en [37].

2.3. P:,y el stable set polytope

Recordemos que un conjunto independiente (o estable) en un grafo es un
conjunto de vértices disjuntos dos a dos, es decir, tal que no existe ninguna
arista del grafo que conecte dos vértices del conjunto. El stable set polytope
STAB(H) de un grafo H = (Vy,Ey) es la capsula convexa de los vectores
caracteristicos de todos los conjuntos independientes de H. Es decir, STAB(H)
es la capsula convexa de todos los vectores y € RIVH| que satisfacen las
siguientes restricciones:

Yo+yw <1 Vow € Ey (2.7)
vu € {0,1} Yu € Vy. (2.8)

Existe una conocida reduccién del problema de coloreo de vértices al problema
de conjunto independiente de méxima cardinalidad (ver [21] por ejemplo).
Inspirados en esta reduccién, mostramos en esta seccién la relacién poliedral
entre P (G) y el poliedro de conjuntos independientes de un grafo auxiliar
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0.

Figura 2.3: Un grafo G y el grafo auxiliar S para |C| = 3.

S(G: , para el cual todo coloreo de G define un conjunto independiente de Sg.

Dado un grafo G = (V,E) y un conjunto de colores C, construimos el grafo
auxiliar S§ = (V x C, ES((;:), donde

Esc ={(v,¢)(v,c'): conveV,¢,d eCyc#c}U
{(v,¢)(w,c): convw € Eyc e C}.

Informalmente, para cada vértice v de G, el grafo Sg contiene una clique de
tamario |C|, donde cada vértice (v,c) de dicha clique corresponde al color c.
Llamamos cliques bdsicas a estas cliques. Ademads, para cada par de vértices
adyacentes vw € E, existen |C| aristas entre las correspondientes cliques de S§,
uniendo los pares de vértices que corresponden al mismo color. La Figura 2.3
muestra un ejemplo con |C| = 3. Vale notar que todo coloreoc: V — C de G
define el conjunto independiente {(v,¢c(v)) : v € V} en SE.

Debido a la construccion de Sg, es facil ver que los vectores caracteristicos
de conjuntos independientes de este grafo pueden describirse con las siguientes
restricciones:

Y Xwe <1 YoeV, (2.9)

ceC
X(v,c) T X(w,c) <1 VMvweEVcel(, (2.10)
Xp €{0,1} VoeV,VceC. (2.11)

Por definicién, una arista de Sg o bien pertenece a una clique bésica o bien
proviene de una arista de G. En el primer caso, las restricciones (2.9) aseguran
que se escoja a lo sumo un vértice de dicha arista y en el segundo caso, la
desigualdad (2.10) impone esta restriccién. Asi,

STAB(SS) = conv({x € RYY/II": x satisface (2.9)-(2.11)}).
Recordemos por otro lado que, para un grafo cualquiera G,

* (G) = conv({x € ]RLYHC‘ : x satisface (2.1)-(2.3)})

col
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y notemos que la tnica diferencia entre (2.1)-(2.3) y (2.9)-(2.11) es la igualdad
en (2.1), de lo cual se deduce que P (G) C STAB(SS). Mas aun, PS | (G) es
la cara de STAB(S) definida por las desigualdades (2.9) (se sabe que éstas
definen facetas de STAB(SY)).

Este resultado es interesante desde el punto de vista teérico, pero es incluso
muy interesante desde el punto de vista practico, ya que implica que toda
desigualdad valida para STAB(SS) es también valida para PS | (G). El stable
set polytope ha sido fuertemente estudiado y se conocen muchas familias de
facetas del mismo. Més aun, se conocen también caracterizaciones completas
de este poliedro para algunas familias de grafos, como por ejemplo, para los
grafos perfectos. De esta forma, muchas de las facetas P:(G) podrian ser
descriptas por desigualdades validas conocidas para S TAB(S(G: )

S

2.3.1. Nuevas facetas de e

Un agujero en un grafo es un ciclo inducido, es decir, es un ciclo tal que no
existen aristas entre dos vértices no consecutivos del ciclo. De estas estructuras
surgen las desigualdades de agujero impar para el poliedro STAB(G), definidas
de la siguiente manera:

Y o, < HIZ1

veH

V agujero impar H C V(G). (2.12)

La validez de las mismas es obvia, pero se sabe ademas que bajo ciertas
condiciones las desigualdades (2.12) definen facetas de STAB(G) [49]. Estas de-
sigualdades definen también la familia de los grafos t-perfectos siendo aquellos
grafos G para los cuales estas desigualdades describen por completo STAB(G)
[19, 34]. Es preciso notar que la desigualdad (2.12) es vélida para STAB(G)
aun cuando H tenga cuerdas (i.e., aristas entre vértices no consecutivos del
ciclo). Si H es par, entonces la desigualdad obtenida de (2.12) al reemplazar
el lado derecho por |H|/2 es también valida. Sin embargo, en estos casos, las
desigualdades resultantes (a las que llamaremos desigualdades de ciclo) no
definen facetas de STAB(G).

Basados en el hecho de que PS (G) es una cara de STAB(SS) y en que las
desigualdades (2.12) definen facetas de este tiltimo, proponemos a continuacién
una nueva familia de desigualdades vélidas para P ;.

Teorema 2.3.1 Sea G = (V, E) un grafo, C un conjunto de colores y | = {vy,..., v }
C Vunciclo de G, tal que v;vj 1 € Eparai=1,...,|]| — 1y viv); € E. Dadas |]|
listas de colores Iy, ..., 1);) C C tales que el niltimo color de I; coincide con el primer
color de l;y1, parai=1,...,[]| (donde I ;.1 = I1), entonces la desigualdad stable
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cycle

I L
) Lo < |5 ] 213)

i=1cel;
con L = 21‘.]:‘1 \li|, es vdlida para P3 (G, C).

Demostracién. Las variables en el lado izquierdo de (2.13) se pueden ordenar
para obtener un ciclo de S& de longitud L. Asi, (2.13) es una desigualdad vélida
de ciclo para STAB(SS). Dado que P (G) C STAB(SS), entonces (2.13) es
valida también para P: | (G). O

Se muestra en [34] que el problema de separacién de las desigualdades de
ciclo se puede resolver en tiempo polinomial. Cada desigualdad stable cycle
(2.13) para P |(G) se puede asociar con una tnica desigualdad de ciclo para
STAB(SS). Asi, los problemas de separacién para estas familias de desigualda-
des son equivalentes, y por lo tanto los resultados de [34] muestran que ambos
pueden resolverse en tiempo polinomial. Esto implica a su vez el siguiente
resultado.

Proposicién 2.3.1 Para cualquier grafo G y cualquier conjunto de colores C, existe

un algoritmo de tiempo polinomial que toma un punto x € ]RLYHC‘ y encuentra
una desigualdad de tipo stable cycle violada por x o determina que no existe tal
desigualdad.

Como puede observarse, las desigualdades (2.13) estan fuertemente relacio-
nadas con las desigualdades de agujeros impares (2.12). Sin embargo, el ciclo
de Sg asociado a (2.13) es un agujero impar siy solo si ly, ..., I; son tales que:

(i) L= Zyz‘l |l;| es un namero impar,
() 1< || <2 parai=1,...,|]|,y

(iii) si v;v; € E con v;,v; € ], entonces |; N];| < 1,y si v; y v; son no
consecutivos en ], entonces [; N 1; = @.

Los items (ii) y (iii) aseguran que el ciclo asociado sea un agujero, es decir, que
no tenga cuerdas. De esta manera, (2.13) puede definir facetas de STAB(S)
solo si las propiedades mencionadas arriba se cumplen. Esto sugiere que estas
propiedades podrian ser necesarias también para que (2.13) defina facetas de
P ,(G), sin embargo, esto no es trivialmente cierto ya que la cara de PS_;(G)
definida por (2.13) podria ser una faceta de PS(G) aun cuando la correspon-

diente cara de STAB(SS) no es una faceta de STAB(S).

Es sencillo ver que esta nueva familia de desigualdades validas para P:
generaliza las desigualdades de agujero impar para coloreo presentadas en
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Figura 2.4: Un grafo cactus.

[20]. M&s aun, si asignamos un color distinto ¢; para cada vértice v; € ]\ {v)|}
y tomamos Iy = [c1] y I; = [¢j1,¢i], parai = 2,...,[J| (con c|j := ¢1), entonces
(2.13) resulta ser la desigualdad chain colors presentada también en [20]. Por
lo tanto, (2.13) es también una generalizacién de esta familia. Algunas de las
desigualdades de estas dos familias mencionadas definen facetas de P ; bajo
ciertas condiciones.

2.3.2. Ciclos y grafos cactus

Un grafo es un cactus si toda arista pertenece a lo sumo a un ciclo del
mismo, es decir, es una coleccién de ciclos y aristas que se intersecan s6lo en
vértices. Como se puede ver en el ejemplo de la Figura 2.4, los grafos cactus
son esencialmente “adrboles de ciclos y/o aristas”. Sabemos que las restricciones
(2.1) y (2.2) son suficientes para describir a P5|(G) cuando G es un arbol y
sabemos que las desigualdades stable cycle (2.13) definen facetas de STAB(S),
del cual PS | (G) es una cara propia. Serfa plausible entonces que (2.1), (2.2) y
(2.13) fueran suficientes para caracterizar por completo P (G), cuando G es
un grafo cactus.

Utilizando el software PORTA [16], pudimos verificar que las restricciones
(2.1), (2.2) y (2.13) dan efectivamente una caracterizacién completa para PS_ (G)
cuando G es un ciclo de pocos vértices. Una de las funcionalidades centrales de
este software consiste en determinar todas las facetas de la cadpsula convexa de
un conjunto de puntos. Lamentablemente, los tiempos elevados de ejecucién
s6lo permiten resolver casos muy pequefios. Basados en esta experimentacién
y en nuestra propia intuicién, conjeturamos que las restricciones (2.1), (2.2)
y (2.13) dan una caracterizacién completa para PS5 (G) cuando G es un ciclo.
Mas aun, si esta conjetura resulta ser cierta, entonces el Teorema 2.1.3, puede
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utilizarse para demostrar que las desigualdades (2.1), (2.2) y (2.13) brindan una
caracterizacién completa de P5 | (G) cuando G es un cactus.

Proposicién 2.3.2 Si las desigualdades (2.1), (2.2) y (2.13) describen por completo
P (G) cuando G es un ciclo cualquiera, entonces lo mismo ocurre cuando G es un
grafo cactus.

Demostracion. Es facil ver que un grafo cactus es un ciclo, una arista o bien
es la identificaciéon en un vértice de dos grafos cactus de menor tamario.
Inductivamente, el Teorema 2.1.3 implica el resultado deseado.

O

Dado que la Proposicién 2.3.2 se basa en una conjetura, realizamos también
una experimentacién computacional con el fin de verificar si efectivamente
las desigualdades (2.1), (2.2) y (2.13) describen por completo P(fol(G) cuando
G es grafo cactus. En este caso, la experimentacién consistié en enumerar en
forma aleatoria una gran cantidad de puntos extremos del poliedro dado por la
relajacién lineal de la formulacién para verificar si estos puntos son enteros o no.
Logramos esta enumeracién de puntos extremos, optimizando sucesivamente
funciones objetivo aleatorias sobre el poliedro dado. Luego de una extensa
experimentacién en (méas de mil) instancias aleatorias, no pudimos encontrar
en estos poliedros puntos extremos con valores fraccionarios. Esto refuerza
entonces la conjetura acerca de los ciclos y por consecuencia la misma acerca
de los grafos cactus. Lamentablemente, luego de mucho tiempo y esfuerzo, no
pudimos encontrar una demostracién formal de estos resultados.

2.3.3. Otras desigualdades conocidas para STAB

Dada una solucién entera £ € PS5 (G) y un color ¢ € C, esta claro que
el conjunto de vértices {v € V : £, = 1} es un conjunto independiente en
G. De esta observacién es sencillo ver que cualquier desigualdad valida para
STAB(G) puede transformarse en una desigualdad vélida para P |(G), fijando
simplemente un color cualquiera. Es decir, si la desigualdad }_,cy 7oyo < 719
es valida para STAB(G), entonces la desigualdad trivial }_,cy moXpe < 770 €S
valida para P (G), para cualquier color ¢ € C. De hecho, muchas de las
desigualdades validas conocidas para P:, surgen mediante la aplicaciéon de
esta idea. En el caso de las desigualdades de agujero impar (2.12), ademas de
la desigualdad trivial para coloreo, pudimos deducir nuevas desigualdades
para P (G) como las stable cycle (2.13), identificando ciertas estructuras de G

que producen agujeros en Sg.

Se conocen muchas otras familias de desigualdades validas que definen
facetas de STAB(G), asociadas a estructuras simples dentro de un grafo. Estas
incluyen, por ejemplo, desigualdades basadas en cliques, anti-agujeros impares,
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ruedas impares y redes (para mds detalles sobre estas familias ver por ejemplo
[14, 15, 52, 58]). Asi como dedujimos las desigualdades stable cycle (2.13) a
partir de la desigualdad de agujero impar para STAB(S(G:), una idea atractiva
es la de intentar deducir nuevas familias de desigualdades para P; , a partir
de cliques, anti-agujeros impares, ruedas impares y redes. Es decir, identificar
qué estructuras de G producen estas estructuras en S(G:. Lamentablemente, se
puede ver que en todos los casos mencionados, estas estructuras aparecen en
Sg s6lo cuando las mismas estdn presentes en G. Es decir, las desigualdades
obtenidas para PS | (G) son las desigualdades triviales mencionadas anterior-
mente (i.e., las mismas desigualdades pero restringidas a un color en particular)
y todas ellas son desigualdades ya conocidas y estudiadas. A modo de ejemplo,
tomemos una clique K de S§. La correspondiente desigualdad clique para
STAB(SS) serfa

Y X <L (2.14)
(v,c)eK

Supongamos que K no es parte de ninguna de las cliques bésicas {(v,c) : c € C}
(va que de lo contrario la desigualdad clique asociada estarfa dominada por
las igualdades del modelo). Analizando la construccién de S&, podemos ver
que si {(v1,¢1), (v2,¢2), (v3,¢3)} C V(SE) es una clique de S, entonces o bien
U] = vy = v3 0 bien ¢; = ¢ = c3. En el primer caso, la clique pertenece a
una clique bésica de S(G: y en el segundo la clique estéd asociada a la clique
{v1,v2,v3} de G. Esto puede extenderse por transitividad para llegar a la
siguiente observacion:

Observacién 2.3.1 Si K es una clique de Sg, entonces o bien K estd contenida en

una clique bsica de SS o bien existe una clique Q en G y un color ¢ € C tales que

K={(v,¢c):veQ}

Como la clique utilizada en (2.14) no pertenece a ninguna clique basica de S,
entonces esta desigualdad es la desigualdad clique trivial para coloreo.

Con la Observacion 2.3.1, podemos probar que si una estructura H de
S¢ es una clique, un antiagujero impar, una rueda impar o una red, y no
estd contenida en una clique bésica, entonces la desigualdad para STAB(SS)
utiliza variables x(, ) con un ¢ € C fijo. Asf, las desigualdades obtenidas para
P ,(G) no son mas que las versiones triviales para coloreo de las desigualda-
des de clique, antiagujero impar, rueda impar y red. A continuacién, damos
una demostracién formal para el caso de los anti-agujeros impares, ya que
esto implica algunas propiedades interesantes de SS, que discutiremos mas
adelante. Un antiagujero es el grafo complemento de un agujero.

Proposicién 2.3.3 H = {(v1,c1),..., (v, cx)} € V(SS) induce un antiagujero
impar de S§ si y solo si ¢; = cj, para todoi,j=1,...,ky H = {vy,..., vy} induce
un antiagujero impar de G.
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(vi.c1) (vi,c1)

°
(vs,cs) (va,c2) ®

(ve.cs)
(VaC4) (v3,c3) (vs,cs)

(va,c2)

(v3.c3)

(vacq)

Figura 2.5: Antiagujeros utilizados en la demostracién de la Proposicién 2.3.3.

Demostracién. Dada la construccién de S&, no es dificil ver que todo anti-
agujero impar H' = {vy,...,v} de G produce un antiagujero impar H =
{(v1,¢),...,(vg,c)}, para cada ¢ € C. Por ende, solo tenemos que demostrar
la implicacién opuesta. De hecho, alcanza con demostrar que si H = {(v1,¢1),
..., (U, cx)} induce un antiagujero impar de Sg entonces ¢; = ¢j, para todo
i,j =1,...,k ya que en este caso el correspondiente H’ serd un agujero impar
de G.

Sea Ep el conjunto de aristas del antiagujero inducido por H y para mayor
claridad, llamemos w; = (v;,¢;). Supongamos primero que k = 5, es decir,
Ey = {wyws, waws, wswy, wyws, wawi }, y supongamos que c1 # ¢;. La Figura
2.5 (izq.) ilustra la estructura de H. Como wyw, ¢ Ep, sabemos que v # v;
y como wywy, wowy € Ep, entonces o bien wy = (v1,¢3) o bien wy = (vy,¢1).
Supongamos, s.p.d.g., que wy = (v1,¢2) y por ende la arista v1v; existe en G, ya
que wywy € Ep. Como wswy ¢ Ep, tenemos que vs # vy, pero entonces ¢z = ¢1
y la arista v1v3 existe en G, ya que sabemos que wiws € Ey. También, vz # v,
de lo contrario tendriamos wow3 € Ep. Por dltimo, ya que wows, waws € Egy,
entonces o bien ws = (vy,¢1) 0 bien ws = (v3,¢2). Si ws = (vo, 1), entonces
wiws € Ey (pues v1v; es una arista de G), lo cual es falso, y si ws = (v3,¢c2),
entonces wyws € Ep (pues v103 es una arista de G), lo cual es también falso. En
cualquier caso tenemos una contradiccion que viene de suponer que c¢j # ¢,
con lo cual esto prueba que ¢; = cp. Ya que w1 y wp pueden ser cualquier par
de vértices consecutivos de H, entonces ¢; = ¢j, para todoi,j=1,...,5ypor
ende H' induce un antiagujero impar de G.

Supongamos ahora que k > 7. La Figura 2.5 (der.) ilustra la estructura de H en
este caso. Como {wy, w3, we} es una clique, entonces por la Observacién 2.3.1, o
bien v1 = v3 = vg 0 bien ¢; = c3 = ¢¢. Si V1 = V3 = Vg := V¥, entonces vy = v*
también, ya que {wy, w4, we} es también una clique y v; = v4. Pero esto no
puede pasar ya que wswy ¢ Ep. Por lo tanto ¢; = ¢c3 = ¢4 = c4. Finalmente,
como {wy, wy, we} es una clique y ¢4 = ¢4, entonces ¢, = ¢4 = c¢. Esto prueba
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que c; = c3 y como wy y wp puede ser cualquier par de vértices consecutivos
de H, tenemos que ¢; = ¢j, para todo i,j = 1,...,k y por ende H' induce un
antiagujero impar de G. O

2.3.4. Sobre la perfeccién de 88

Recordemos que un grafo H se dice perfecto si x(H') = w(H') para todo
subgrafo inducido H' de H, donde w(H') representa el tamafio de una clique
maxima de H'. Chvétal demostr6 en [19] que el poliedro de conjuntos estables
de un grafo perfecto se describe por completo con las restricciones de no
negatividad y (la versién de conjuntos independientes de) las desigualdades
clique (como las mostradas en (2.14)). Ya que P5 (G) es una cara de STAB(SE),
resulta interesante estudiar la perfeccién de S&, pues una caracterizacion de
STAB(SS) es suficiente para caracterizar PS (G).

En 2006, Chudnovsky, Robertson, Seymour y Thomas [17] publicaron el
teorema fuerte de los grafos perfectos donde demostraron que un grafo es perfecto
si y solo si no contiene agujeros impares ni anti-agujeros impares como subgra-
fos inducidos. La Proposicién 2.3.3 establece que SS no contiene anti-agujeros
impares (aparte de aquellos que vienen estrictamente de anti-agujeros impares
de G), sin embargo, no es dificil ver que SS puede contener agujeros impares,
aun cuando G no los tiene. De hecho, de alli surgen las desigualdades stable
cycle presentadas en este trabajo. Con el objetivo de analizar la perfeccién de
SE, resulta imperativo caracterizar las estructuras de G que producen agujeros
impares en S&. En esta seccién estudiamos dichas estructuras y damos una
caracterizacién de los grafos G para los cuales SS es un grafo perfecto. Més
aun, con tal caracterizacién demostramos finalmente que en ciertos casos esta
familia de grafos es efectivamente la familia de los grafos block.

Para un grafo G = (V,E), decimos que un ciclo de caminos de G es una

coleccién de caminos inducidos C = {Py,..., P}, con P; = {v’i,. . .,vl"P_‘},
1

Pl > 1y vim = 0’1“ para todoi =1,...,k (con vll‘H := 01), y tales que la

concatenacién de Py, ..., P, forma un ciclo simple de G (consideramos aqui la

concatenaciéon de dos caminos consecutivos P; y P; 1, quitando una copia del
vértice repetido viﬂ). Notemos que los caminos son disjuntos entre si salvo
por los vértices de sus extremos y que el ciclo formado puede tener aristas
entre vértices de dos caminos P; y P; siempre que i # j (ya que cada camino
debe ser un camino inducido del grafo). La multilongitud de C se define como
Y¥ | |P;|, donde |P| es la cantidad de vértices de P;. Un ciclo de caminos impar
es un ciclo de caminos con multilongitud impar. El grafo de cuerdas H(C) de
un ciclo de caminos C = {Py, ..., P}, tiene un vértice p; asociado a cada P; en
C y una arista conecta dos vértices p; y p; siy solo si existe una arista entre
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Figura 2.6: Un ciclo de caminos impar C y el grafo de cuerdas #(C).

un vértice de P; y otro de P; (notar que todo par P; y P; consecutivos cumple
indefectiblemente con esta condicién). La Figura 2.6 muestra un ejemplo de un
ciclo de caminos impar (con multilongitud 25) y su correspondiente grafo de
cuerdas.

Teorema 2.3.2 Dado un grafo G y un conjunto de colores C, el grafo SS tiene un
agujero impar con longitud L si y solo si el grafo G tiene un agujero impar con longitud
L o0 un ciclo de caminos impar C con multilongitud Ly x(H(C)) < |C|.

Demostracion. Demostraremos primero la implicacién hacia la derecha. Sea
H = {(v1,c1),...,(vr,c)} C V(SS) un agujero impar inducido de SS. Sea
Ey = {wjwy, wows, ..., wp_qwr, wpwi} el conjunto de aristas del agujero
inducido, donde w; = (v;,¢;). Notese que un vértice de G puede aparecer
en dos vértices w; y w; de H solo si éstos son consecutivos en H, ya que
esto implica que w;w; € Ey y H es un agujero. Mas aun, tal vértice de G
puede aparecer en a lo sumo dos vértices de H, por la misma razén. Otra
observacién pertinente es que si v; # v;;1, entonces ¢; = ¢j11 y Si ¢; # Cit1,
entonces v; = v;;1 (tomando L+1 :=1). Sea I = {iy,..., i} € {1,...,L}
el conjunto de posiciones en las que se produce un “cambio de color” en el
ciclo, es decir, los indices i tales que ¢; # c;_1 (i.e., v; = v;_1), considerando el
indice 0 como L. Si I = @ entonces {vy,...,v.} induce un agujero impar de
G y no hay nada mds que demostrar. Supongamos entonces que I # @, y por
lo tanto |I| > 2, pues no podria haber solo un cambio de color a lo largo del
ciclo. Supongamos también, s.p.d.g., que i; < ... <iyparacadaj=1...,k
definimos P; = {vi]., o ,vi/+1_1} (con k+1 = 1). Como H es un agujero, no
puede haber dos cambios de color seguidos (pues al mantenerse el mismo
vértice habria una cuerda), con lo cual cada |Pj| > 1. Ademés, cada P; induce
un camino sin cuerdas en G, ya que ¢;, = -+ = Cij,1—1Y H es un agujero.
Como la concatenacién de Py, ..., P, forma un ciclo simple de G, entonces
C ={P,..., P} es un ciclo de caminos impar de G cuya multilongitud es L.

Dado el grafo de cuerdas #(C), asignamos el color ¢ al vértice p;, para
j=1,...,k Notemos que ¢; # Ciiys ya que ijyy € I Ademds, si p; y p; son
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adyacentes en #(C), entonces existe una arista uniendo un vértice de P; con
uno de P;. Asi, ¢j; # cj, ya que de otra forma H no seria un agujero. Por lo
tanto, la asignacion dada representa un coloreo vélido de #H(C) y usa colores
de C, asi que x(H(C)) < |C|.

Para la implicacién hacia la izquierda, es sencillo ver que si G tiene un
agujero impar {vy,...,vL}, entonces {(v1,c¢),...,(vr,c)} induce un agujero
impar de S§, para todo ¢ € C. Supongamos entonces que G no tiene un
agujero impar y que C = {P;,..., P} es un ciclo de caminos impar de G
con multilongitud L, tal que x(#H(C)) < |C|. Tomemos un coloreo de H(C)
que use colores de C y sea c; el color asignado a p;. Demostraremos que
H = {(v,¢) : j=1,...,kyv € P;} induce un agujero impar de S& con
longitud L. Los caminos de C son disjuntos salvo por los vértices de unién entre
caminos, y los colores asignados a dos caminos consecutivos son distintos. Esto
significa que al construir el conjunto de vértices para H, en ningtin momento
se repite un par (v,c), y esto prueba que la longitud de H es Y5, |P;| = L.
Resta verificar que H induce efectivamente un agujero impar de S¢.

Cada camino (sin cuerdas) P; € C se corresponde con el camino (sin cuerdas)
P]( = {(v,¢j) : v € P;} en S y sabemos ademéds que existe una arista entre
los vértices (v,¢;) y (v,¢j;1) donde v es el tltimo (resp. el primer) vértice del
camino P; (resp. Pj,1). Esto prueba que H es un ciclo de SE. Supongamos
que H no induce un agujero, y por ende existe una arista entre un vértice
wy = (v, ¢)) € P]{ y otro wy = (v2,¢;) € P!, con i # j, tal que wywy no es parte
del ciclo. Entonces, v; # vz ya que P; y P; son disjuntos (salvo quizés en los
extremos pero estamos en el caso en que wjw; no es parte del ciclo). Entonces
c;i = ¢j y existe una arista v1v; en G. Pero entonces, la arista p;p; existe en
H(C), contradiciendo asi el hecho de que la asignacién es un coloreo valido.
Por lo tanto, H induce un agujero de S§. 0

Corolario 2.3.1 Dado un grafo G y un conjunto de colores C, el grafo S& es perfec-
to siy solo si G es perfecto y no tiene un ciclo de caminos impar C con x(H(C)) < |C|.

El Corolario 2.3.1 caracteriza los grafos G tales que Sg es un grafo perfecto.
Sin embargo, en ciertos casos es posible dar una caracterizacion de esta clase
de grafos un poco mas aplicable que la dada en el corolario. Un diamante
es un grafo que se obtiene al quitar una arista de Ky y un grafo cordal es
un grafo que no contiene ciclos de cuatro o més vértices como subgrafos
inducidos. Se prueba en [1] que un grafo es un grafo block si y solo si es
cordal y no tiene diamantes como subgrafos inducidos. Recurriendo a esta
caracterizacion, el siguiente teorema implica que la familia de grafos que
satisfacen las propiedades del Corolario 2.3.1 es exactamente la de los grafos
block, siempre que |C| > 2.
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Wisg = (v,¢)

w; = (v,c) ; Wiv2 = (v,c)

Wig

Figura 2.7: Agujeros usados en la demostracion del Teorema 2.3.3.

Teorema 2.3.3 Los grafos block no contienen ciclos de caminos impares. Mds aun, un
grafo perfecto sin ciclos de caminos impares C con x(H(C)) = 3 es un grafo block,
con lo cual no contiene ningtin ciclo de caminos impar.

Demostracion. Sea G = (V,E) un grafo block y C un conjunto de colores.
Supongamos que SS tiene un agujero H = {wy, . -, Wiy}, con w; = (v, ¢;).
En lo siguiente, usaremos subindices médulo |H|. Supongamos primero que
los vértices vy, ..., v|y) inducen un completo de G (i.e., son parte de una clique
de G). Claramente, existe w; con c; # c;;1, pues de lo contrario H induciria
una clique de Sg ; asi, v; = v;11. También, v; # v;1), pues si no existiria una
cuerda entre w; y w;,; entonces c;; tiene que ser igual a ¢;». Es decir, existen
v,v' € Vyec, €Ctales que w; = (v,'), wiy1 = (v,¢) y wiipo = (v/,¢). Esto
implica que alguno de los vértices del camino {w;,3, W 4,..., w;_1} debe
utilizar o bien el vértice v o bien el color ¢, y por lo tanto existe una arista
entre tal vértice y w;;1, lo cual contradice el hecho de que H sea un agujero. La
Figura 2.7 (izquierda) ilustra estas estructuras; la arista punteada identifica la
cuerda del ciclo. Supongamos entonces que los vértices vy, ..., v|y| no inducen
un completo de G, con lo cual existen w; y w; tales que v;v;  E, i.e., v; y v;
pertenecen a cliques maximales distintas de G. Asi, debe existir un vértice
v e Vtal que v =1y, coni <k <jy tal que v =1y, conj < kp < i (recordar
que estamos usando indices médulo |H|). Pero entonces vy, = vy, lo cual im-
plica que H no era un agujero. La Figura 2.7 (derecha) ilustra estas estructuras;
nuevamente se identifica la cuerda del ciclo con una arista punteada. Esto
prueba que S& no contiene agujeros, sea cual sea el conjunto de colores C. Por
lo tanto, el Teorema 2.3.2 implica que G no puede tener un ciclo de caminos
impares.

Supongamos ahora que G = (V,E) es perfecto y no tiene ningun ciclo
de caminos impar C con x(#(C)) = 3. Veremos que G no tiene diamantes
inducidos ni es un grafo cordal. Supongamos que existe un diamante en G con
vértices a,b,c,d € V, tales que ac ¢ E. Tomemos P; = {a,b,c}, P, = {c,d},y
Py = {d,a}. Claramente, C = {P;, P», P3} es un ciclo de caminos impar y H(C)



Capitulo 2. El modelo estdndar para problemas de coloreo 51

es un tridngulo, con lo que x(H(C)) = 3, una contradiccién. Supongamos
ahora que G contiene un agujero {ay,...,a;}. Como G es perfecto, entonces k
es par. Tomemos entonces Py = {ay,a,}, P, = {ap, a3}, y Ps = {as,...,a,a1}.
Nuevamente, C = {Pj, P>, P;3} es un ciclo de caminos impar y H(C) es un
tridngulo, con lo cual x(H(C)) = 3, otra contradiccién. Por lo tanto, G no con-
tiene ni un diamante ni un agujero como subgrafos inducidos, lo que implica
que G es un grafo block. O

Corolario 2.3.2 Dado un grafo G y un conjunto de colores C con |C| > 2, el grafo
SE es perfecto si y solo si G es un grafo block.

Para |C| = 2, existen grafos G que no siendo block producen un grafo S&
perfecto. Un ejemplo simple es el diamante y un caso mas general es cualquier
grafo completo sin una de sus aristas. Para |C| = 1, queda claro que S(G: es
perfecto si y solo si G también lo es, ya que ambos grafos coinciden.

El Corolario 2.3.1 y el Teorema 2.3.3 implican que las restricciones de no
negatividad junto con las restricciones (2.1) y las desigualdades clique (2.6)
aplicadas a las cliques de S§, brindan una caracterizacién completa de Ps(G)
cuando G es un grafo block. Por otro lado, de la Observacién 2.3.1 sabemos
que una clique de S§, o bien es una clique bésica o bien proviene de una
clique de G. Por lo tanto, la conjuncién de estos resultados indica que las
restricciones (2.1) y las desigualdades clique (2.6) dan una caracterizacién com-
pleta de P2 (G) cuando G es un grafo block, brindando asi una demostracién
alternativa del Teorema 2.2.3.
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CAPITULO 3

La formulacion por
representantes asimétrica

amrELo, Corréa y Frota propusieron en 2004 una nueva formulacién

para problemas de coloreo: la formulacién por representantes [13]. A

diferencia del modelo estandar estudiado en el Capitulo 2, esta for-
mulacién no identifica el color asignado a cada vértice, sino que simplemente
realiza una particién del grafo en clases de color. Si bien esto evita ciertos pro-
blemas de simetrfa en los poliedros, veremos que en la formulacién presentada
en 2004 surgen otros problemas de simetria. En 2008, Campélo, Campos y
Corréa, presentan la formulacién por representantes asimétrica, en la cual se
resuelven estos problemas de simetria y se logra una relacién uno a uno entre
los coloreos de un grafo y el poliedro correspondiente asociado a este modelo.

En este capitulo estudiamos los poliedros asociados a la formulacién por
representantes asimétrica para problemas de coloreo de grafos. En primera ins-
tancia detallamos el modelo presentado en [13] y la reformulacién asimétrica
del mismo presentada unos afios més tarde en [12]. Proponemos luego una
reformulacién de la version asimétrica del modelo que resulta en una formu-
lacién mas compacta de un poliedro equivalente y presentamos versiones de
esta formulacién para los problemas de max-coloring y precoloring extension.
Mostramos que los problemas de optimizacién en los poliedros asociados son
(en cierta forma) polinomialmente equivalentes. Por otro lado, mostramos que
el poliedro de coloreo asociado a la formulacién compacta para un grafo G
coincide con el poliedro de los conjuntos independientes de un grafo parti-
cular RZ. Este tipo de poliedros fue ampliamente estudiado en la literatura,
con lo cual el resultado anteriornos permite hallar descripciones completas
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para el poliedro de coloreo utilizando resultados previos sobre el poliedro de
conjuntos independientes. Estudiamos entonces la relacion entre G y R para
algunas familias de grafos y presentamos caracterizaciones completas para los
poliedros de coloreo asociados a éstas.

3.1. La formulacién por representantes

Dado un gafo G = (V, E), llamamos G = (V, E) al grafo complemento de
G. Decimos que un grafo G’ = (V’,E’) es un subgrafo de Gsi V' C Vy E' CE,
y es un subgrafo inducido si V' C Vy E' = {uv € E : u,v € V'}. Decimos
ademas que G’ es un subgrafo generador de G si V' = V. Para un subconjunto
de vértices W C V, definimos G[W] como el subgrafo de G inducido por los
vértices de W. Dado un vértice u € V, la vecindad (resp. anti-vecindad) de u es
N(u)={v eV :uv e E} (resp. N(u) = {v € V:uv € E}).

En la formulacién por representantes presentada en [13], un coloreo de G se
determina por la particién del grafo en las clases de color que éste define, y
cada clase es “representada” por uno de sus miembros. Es decir, en cada clase
de color S C V, existe un vértice u € S que se elije como el representante de la
clase. Para cada par ordenado de vértices (u,v) € V x V con uv ¢ E, el modelo
utiliza una variable binaria x,, para indicar si el vértice u es el “representante”
de la clase de color asignada al vértice v o no. Se utiliza ademés una variable
binaria x,, para cada vértice u € V, que indica si u es el representante de su
propia clase o no. En este capitulo, usaremos la notacion x(u, W) y x(W, u)
para denotar las sumas ) ,cw Xuv V Ypew Xou, respectivamente. Con estas
definiciones, un coloreo véalido de G es un vector que cumple las siguientes
restricciones:

Xuy + X(N(u),u) =1 Yuev (3.1)
x(u, K) < xyy Vu € V, Vclique K C N(u) (3.2)
Xuu, Xup € {0,1} Yu eV, Vv e N(u) (3.3)

Las restricciones (3.1) aseguran que todo vértice sea representado por uno
de sus anti-vecinos o bien por si mismo y las restricciones (3.2) evitan que el
vértice u represente a algtn otro vértice si u no es un representante él mismo.
A su vez, las restricciones (3.2) evitan que u represente simultdneamente a dos
de sus anti-vecinos, si es que existe una arista entre ellos.

En la formulacién (3.1)-(3.3), dado un coloreo de G, el representante de una
clase de color puede ser cualquiera de los vértices de la misma. Asi, un coloreo
de G esta representado por muchas soluciones factibles, con lo cual los polie-
dros asociados a esta formulacién presentan cierta simetria en este sentido.
Para evitar este problema, en [12] se presenta una variante de la formulacién
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por representantes en la cual el representante de una clase de color esté pre-
determinado de antemano. En dicha formulacién, se establece un orden para
los vértices del grafo y el representante de una clase de color es el vértice de
menor orden en la clase. Con esta reformulacién se evita toda simetria en los
poliedros asociados, logrando una relacién uno a uno entre los coloreos de G y
las soluciones factibles del modelo. Esta nueva formulacién es la que se conoce
con el nombre de formulacién por representantes asimétrica (o en inglés, asymetric
representatives formulation).

Dado un grafo G = (V,E) y el orden total < definido sobre el conjunto de
vértices, la anti-vecindad de un vértice u € V se divide en dos conjuntos: la
anti-vecindad inferior N*(u) = {v € N(u) : v < u} y la anti-vecindad superior
NY(u) = {v € N(u) : u < v}. En la formulacion asimétrica, se mantienen las
variables x,, para cada u € V, pero las variables x,, se restringen solo a los
vértices v € NY(u). Es decir, u puede representar a v solo si u < v. Asi, el
representante de una clase de color serd siempre el vértice de menor orden en
el conjunto. La formulacién del modelo con estas definiciones es levemente
diferente a la anterior. En este caso, un coloreo vélido de G es un vector que
satisface las siguientes restricciones:

Xy + X(N*(u),u) =1 YueVv, (3.4)
x(u, K) < xyy VYu € V, V clique K C N%(u), (3.5)
Xuu, Xup € {0,1} Vu eV, Yo e NY(u), (3.6)

El problema clasico de coloreo de vértices puede resolverse con esta formula-
cién minimizando la cantidad de representantes en la solucién, i.e., la funcién
objetivo es la suma de las variables x,,;,, para u € V. A continuacién analizamos
un poco mds esta formulacién y presentamos una versiéon mds compacta de la
misma.

3.1.1. Una reformulacién mas compacta

Cada variable x,,, de la formulacién (3.4)-(3.6) puede despejarse de la
ecuacion (3.4), quedando x,;, =1 — x(N*(u),u). A raiz de una sugerencia de
Campélo y Campos [11], proponemos una reformulacién de este modelo en la
cual estas variables son reemplazadas en las restricciones (3.5), quedando estas
dltimas de la siguiente forma:

x(N"(u),u) +x(u,K) <1 Vu € V, Vclique K C NY(u). (3.7)

De esta manera, las variables x,,; y las ecuaciones (3.4) pueden eliminarse de
la formulacién dejando una version mds compacta de la misma solamente con
la familia de restricciones (3.7). Para esta reformulacién, es preciso reescribir la
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funcién objetivo de la siguiente manera:

min Y xy, =min ) (1 — x(NL(u),u)> =méx )_ x(N"(u),u) —|V|,
ueV ueV ueV
Como se puede ver, esta nueva expresién busca maximizar la cantidad de
vértices que estan representados por otros, lo cual es equivalente a minimizar
la cantidad de representantes en el coloreo obtenido.

Esta reformulacién del modelo es de por si interesante por el simple hecho de
ser mds compacta, pero veremos ademas, en la Seccién 3.2, que esta reformu-
lacién nos permite deducir importantes resultados para el desarrollo de este
trabajo. Antes de avanzar sobre este tema, veremos a continuacién algunos
resultados que siguen la misma linea que el resultado planteado en el Teorema
2.1.1 para el modelo estandar (del Capitulo 2) los cuales a su vez permiten
llegar a una conclusién para la formulacién por representantes equivalente a
la que plantea el Teorema 2.1.2 para el modelo estdndar.

El problema de max-coloring Recordemos primero que este problema pide
hallar un coloreo minimizando la suma de los pesos de las clases de color,
donde el peso de una clase S estd dado por el méximo peso entre los vértices
de S, para una determinada funcién de peso w : V — IR. La formulacién por
representantes asimétrica presentada mads arriba (asi como la reformulacién
compacta de la misma) se corresponde con el problema clédsico de coloreo de
vértices. Sin embargo, utilizando un orden particular en el conjunto de vértices
del grafo, este modelo puede adaptarse para resolver el problema de max-
coloring. Como especificamos, dado un orden de los vértices, el representante
de una clase de color es el vértice con el indice mds bajo entre los de la misma
clase. Siendo asi, si se utiliza la funcién de peso w para ordenar los vértices
del grafo en forma no creciente, entonces el representante de una clase de
color serd siempre un vértice con peso méaximo dentro de la clase. Es necesario
ademas reescribir la funcién objetivo para reflejar el propésito del problema de
max-coloring, de la siguiente manera:

min ) max{w(v):v € S} =min }_ w(u) - xu,

Ses ueVv
= min Z‘:/w(u) (1= x(N"(u),u))
=méx Y w(u) x(N"(u),u) — Y w(u)
ueV ueV

Como se observa, la funcién objetivo es similar a la funcién objetivo del
problema clasico pero cada variable xy, se multiplica por el peso del vértice
u. Esto es coherente con el hecho de que el problema clasico de coloreo es un
caso particular del problema de max-coloring en el cual w(u) = 1, para todo
u € V (en cuyo caso las expresiones de ambas funciones objetivo coinciden).
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El problema de precoloring extension Dado un precoloreo p : V' — C, para
un cierto V' C V, el problema de precoloring extension pide extender tal coloreo a
todo el grafo utilizando en total la menor cantidad de colores. Al igual que para
el problema de max-coloring, adaptaremos la formulacién por representantes
para modelar el problema de precoloring extension. Para ello utilizamos un
orden particular sobre los vértices del grafo. Dado el precoloreo p, definimos
p~1(c) == {v € V':p(v) = c}, para cada color ¢ € C. Decimos que un orden
< es consistente con p si para cada vértice no precoloreado w (i.e., w € V \ V)
y cada color ¢ con p~!(c) no vacio, existe al menos un vértice v € p~!(c) tal
que v < w. Vale notar que hallar un orden consistente es una tarea trivial para
cualquier precoloreo p, por ejemplo, tomando un vértice de cada p~!(c) no
vacio y comenzando el orden con estos vértices. Para un orden < consistente
con p, definimos

rep(v) = min{u € p~'(p(v))}

para todo v € V'. En otras palabras, rep(v) es el menor de los vértices preco-
loreados con el mismo color que v. Utilizando un orden consistente con p, se
puede ver que la formulacién por representantes asimétrica para el problema
de precoloring extension queda dada por (3.6)-(3.7) y las siguientes restricciones
adicionales

Xup = 1 Vuv € E tal que u = rep(v). (3.8)

La funcién rep(v) identifica al representante de cada clase de vértices precolo-
reados para el orden consistente dado y las restricciones (3.8) aseguran que
cada vértice precoloreado sea representado por el correspondiente representan-
te precoloreado. Por otro lado, los vértices no precoloreados no se restringen a
ningdn representante en particular.

Dado un grafo G = (V,E), un orden < para V' y un precoloreo p : V — N,
llamamos en este capitulo Py *(G) (resp. Ppie (G,p)) a la capsula convexa

de los puntos x € RIE| que satisfacen las restricciones (3.6)-(3.7) (resp. (3.6)-
(3.8)). Si G es una familia de grafos, entonces PCR; (9)y PPI,{;: (G, p) denotan las
correspondientes familias de politopos. Es posible que omitamos el orden <

en las definiciones anteriores siempre que éste sea claro por el contexto.

Teorema 3.1.1 Dada una familia de grafos G, si el problema de separacién sobre
PCRO’f(G) puede resolverse en tiempo polinomial para cualquier G € G y cualquier
orden <, entonces para cualquier G € G y cualquier precoloreo p, el problema de
separacion sobre P;f;:z (G, p) puede ser resuelto en tiempo polinomial para cualquier

orden < consistente con p.

Demostracién. Sea <3 un orden consistente con p y sea Q = {x € RIE : %, =1
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para todo u,v € V tal que u = rep(v) }. Veremos que

Ppia2(G,p) = P2 (G) N Q. (3.9)

col

Para ver que P 2(G) N Q C Ppie?(G, p), tomemos un punto £ € P 2(G) N Q.
Como % € Pfof 2(G), entonces £ es combinacién convexa de coloreos xl, .., xk
de G. Ya que £ € Q, entonces £, = 1 para cada u,v € V tal que u = rep(v),
y esto implica que #},, = 1 para todo j = 1,...,k. Por lo tanto, ¥/ € Q para
j=1,...,k. Entonces, todos estos coloreos pertenecen a Pg;;z (G,p) y lo mismo
ocurre con £.

Para ver que Ppia?(G,p) € P¥2(G) N Q, tomemos ahora un punto £ €
PII){;:Z (G, p). Este punto es una combinacién convexa de coloreos de G y por
lo tanto es trivial ver que £ € Pfo’fz(G). Ademas, estos coloreos (cuya com-
binacién da £) son tales que cada vértice u € V tal que u = rep(u) es el
representante de su clase de color y u representa a todos los otros vértices
v € V con u = rep(v). Por lo tanto, todos estos coloreos pertenecen a Q y lo
mismo ocurre con £, implicando que Ppie2(G, p) C Pa*2(G) N Q. Esto prueba
que (3.9) se cumple.

Supongamos que el problema de separacion sobre P *(G) puede ser re-
suelto en tiempo polinomial para cualquier orden <. Entonces, un punto
% ¢ P;;:Z(G, p) o bien no pertenece a PCRC;fz(G) o bien tiene £,, < 1 para
algtn u,v € V tal que u = rep(v). Asi, para separar de Pye2(G, p) un punto
cualquiera simplemente debemos verificar si x,, = 1 para todo u,v € V con
u = rep(v) y, si esto se verifica, separar entonces el punto de Px;2(G) (en
tiempo polinomial). Por lo tanto, el problema de separacién sobre ngzz(G, 0)
puede resolverse en tiempo polinomial. O

En virtud de la equivalencia entre los problemas de separacién y optimizacién
poliedral [34] mencionada en el Capitulo 1 de esta tesis, se llega a la siguiente
conclusion.

Corolario 3.1.1 Dada una familia de grafos G, si el problema de optimizacién sobre
PY=(G) se puede resolver en tiempo polinomial para cualquier G € G y cualquier

orden <, entonces para cualquier G € G y cualquier precoloreo p, el problema de
optimizacién sobre P;,’? (G, p) puede resolverse en tiempo polinomial para cualquier

orden <, consistente con p.

Finalmente, estos resultados nos permiten llegar a una conclusién importante
acerca del potencial de la formulacién por representantes analizada en este
capitulo.

Teorema 3.1.2 Sea G una familia de grafos. Si el problema de precoloring extension
o el problema de max-coloring es NP-completo sobre G, entonces el problema de
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optimizacién/separacion sobre PCRO’f(Q ) con un orden < arbitrario es también NP-
completo.

Demostracién. Supongamos que el problema de optimizacién sobre P2 *(G) se
puede resolver en tiempo polinomial para G € G y cualquier orden <. Sabemos
que utilizando la funcién de peso para ordenar los vértices de G podemos
resolver en tiempo polinomial el problema de max-coloring sobre P& *(G). Mds
aun, para cualquier precoloreo p, podemos optimizar sobre P;;:Z (G,p) con un
orden consistente <, en tiempo polinomial, resolviendo asi el problema de
precoloring extension en G y p. Ambos problemas serian entonces polinomiales,
lo cual contradice la hipétesis.

O

El Teorema 3.1.2 plantea para la formulacién por representantes un resul-
tado equivalente al que plantea el Teorema 2.1.2 para el modelo estdndar del
Capitulo 2. En esta ocasion, el teorema implica que aun cuando el problema
clasico de coloreo sea polinomial sobre G, el poliedro asociado a la formula-
cién por representantes no tendra una descripcion elegante (para un orden
arbitrario de los vértices) si el problema de precoloring extension o el proble-
ma de max-coloring son NP-completos sobre G. Esto podria limitar el alcance
del anélisis para esta formulacién ya que sabemos que estos problemas son
NP-dificiles para muchas clases de grafos. Sin embargo, existen varias clases
para las cuales se conocen algoritmos polinomiales para estos problemas, con
lo cual los resultados de esta formulacién en estas clases con el fin de hallar
caracterizaciones poliedrales elegantes no se ven demasiado comprometidos (o
al menos no tanto como en el caso del modelo estandar).

3.2. De conjuntos independientes y matchings

En el Capitulo 2 establecimos una relacién entre el poliedro de coloreo
del modelo estandar y el poliedro de conjuntos independientes de un cierto
grafo auxiliar. En esta seccion mostraremos una relacién similar aunque mucho
mas fuerte entre P2 *(G) y el poliedro de conjuntos independientes de un
cierto grafo relacionado con G y con el orden <. Recordemos que un conjunto
independiente en un grafo es un conjunto de vértices disjuntos dos a dos y
que llamamos STAB(H) a la cdpsula convexa de los vectores caracteristicos
de todos los conjuntos independientes de un grafo H = (Vy, Ey). Existen
varias formulaciones distintas para STAB(H) ademads de la mencionada en el
Capitulo 2, y una de ellas se basa en las bien conocidas desigualdades clique.
En esta formulacién, STAB(H) se describe como la capsula convexa de los
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d e d e bc

a a

¢ ab " ac
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Figura 3.1: Un grafo G, una orientacion < de G y el grafo R resultante.

vectores iy € RIVH| que satisfacen las siguientes restricciones:

Z yu <1 VK C Vg, siendo K una clique, (3.10)
uek

v, € {0,1} Vi € V. (3.11)

Como mostramos en la seccién anterior, la formulacién de PCRc;f (G) esta dada
por las restricciones (3.6)-(3.7). Notemos que todos los coeficientes no nulos
de las restricciones (3.7) son 1 y el mismo valor toma el lado derecho. Asi,
las restricciones (3.6)-(3.7) representan la descripcién de STAB(H) para un
cierto grafo H, distinto de G pero fuertemente relacionado a éste. Veremos a
continuacién cudl es este grafo y algunas de las propiedades que cumple.

Definimos el grafo R cuyo conjunto de vértices contiene un vértice por cada
anti-arista de G (es decir, un vértice por cada arista de G). Por otro lado, dos
vértices e1 y e de RZ seran adyacentes en este grafo si las correspondientes
anti-aristas e; y e de G aparecen juntas en alguna restriccién (3.7). Formal-
mente, el conjunto de vértices de RZ es V(RZ) = E y el conjunto de aristas
es

E(RE) = {(“U)W/U/) € EXE: Xyp, Xy € sup(7, 7o),
para algun (7, 7rp) de (3.7)},

donde sup(7, mp) = {xuo : 7Tuo # 0}, es decir, sup(7m, my) es el soporte de la
desigualdad dada por (7, 7). La Figura 3.1 muestra una ilustracién de un
grafo G, una orientacién < de su complemento G (una flecha de u a v indica
que u < v) y el grafo RZ resultante. Con estas definiciones, llegamos a un
resultado interesante acerca de esta formulacion:

Teorema 3.2.1 Dado un grafo G = (V,E) y un orden < sobre V, tenemos que

x € {0, 1}‘E| es el vector de incidencia de un coloreo vilido de G si y solo si x es el
vector caracteristico de un conjunto independiente de Rz . Es decir,

PY*(G) = STAB(RQ).

col
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Demostracion. Para la inclusiéon hacia la derecha, tomemos un punto £ €

PY7(G). Como £ € P¥(G), entonces £ es la combinacién convexa de co-

loreos 3?1,‘...,3?" de G. Sea §/ := {xuo : 9?{”, =1}, paraj = 1,...,k. Cada
coloreo #/ satisface (3.6) y (3.7), por ende para cada restriccion (7, 719) de
(3.7), |S) Nsup(7, mp)| < 1. Entonces, por la definiciéon de R, el conjunto S/
corresponde a un conjunto independiente de R y asi ¥/ € STAB(R(), para
j=1,...,k.Conlo cual, £ € STAB(RZ).
Para la inclusién hacia la izquierda, tomemos un punto £ € STAB(R().
Como & € STAB(RZ), entonces £ es la combinacion convexa de conjuntos
independientes %', ..., %" de R¢. Siendo un conjunto independiente, cada x/
satisface (3.6) y (3.7), por la definicién de R, y entonces x/ € PX*(G) para
cadaj=1,...,k Porlo tanto, £ € PCR;(G).

|

El grafo de lineas L(G) de un grafo G = (V, E) es el grafo cuyo conjunto de
vértices es E y tal que dos vértices e; y e de L(G) son adyacentes si las aristas
e1 y e2 de G comparten alguno de sus extremos. En [21], Cornaz y Jost dan
una reduccién polinomial del problema de coloreo de vértices al problema de
conjunto independiente maximo. Dado un grafo G y una orientacién aciclica
D de G, se construye un grafo particular notado G a partir del grafo de lineas
L(D), removiendo de éste todas las aristas entre pares de arcos uv, uw € E,
tales que vw € E. Se muestra en [21] que existe una correspondencia uno a

uno entre los conjuntos independientes de G y los coloreos de G.

De la construccién de G, se deduce que este grafo auxiliar coincide con RS-
Nuestra construccion de R da una interpretacién alternativa (ausente en [21])
de esta correspondencia entre coloreos de G y conjuntos independientes de
G (e, RZ), pues cada arco uv de D expresa el hecho de que u representa
el color asignado a v, haciendo evidente asi la “independencia” entre los ar-
cos escogidos. Mds aun, el Teorema 3.2.1 representa el argumento poliedral
para la correspondencia mencionada entre coloreos y conjuntos independientes.

Como comentamos, el grafo G de [21] se construye eliminando algunas
aristas del grafo de lineas de G. Tenemos por lo tanto la siguiente observaciéon
para R§.

Observacion 3.2.1 [21] RZ es un subgrafo generador de L(G). Es decir, tenemos
V(RG) = V(L(G)) y E(Rg) € E(L(G))-

Decimos que dos aristas de un grafo son adyacentes si comparten uno de sus
extremos. Un matching en un grafo es un conjunto de aristas no adyacentes dos
a dos, es decir, tal que no existe ningtin vértice del grafo que pertenezca a dos
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(o mds) aristas del conjunto. Si todo vértice del grafo pertenece a una arista del
matching se dice que el matching es perfecto. El matching polytope MATCH (H)
de un grafo H = (Vy, Eg) es la cdpsula convexa de los vectores caracteristicos
de todos los matchings de H. Es decir, MATCH (H) es la cdpsula convexa de
todos los vectores y € RIEH| que satisfacen las siguientes restricciones:

Y v <1 Yu € Vi, (3.12)
veN(u)

Yuo € {0,1} Yuv € Eg. (3.13)

Un conjunto independiente de L(H) es un conjunto de vértices de este grafo
no adyacentes dos a dos. Es decir, es un conjunto de aristas de H no adyacentes
dos a dos. En otras palabras, es un matching de H. No es dificil ver que el
matching polytope de H coincide con el stable set polytope de L(H). Por este
motivo, el Teorema 3.2.1 y la Observacién 3.2.1 sugieren una fuerte relacién
entre MATCH(G) (i.e., STAB(L(G))) y P%(G), la cual describimos en la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.1 Para cualquier grafo G, tenemos
STAB(L(G)) = MATCH(G) C P%*(G) = STAB(R().

Demostracion. Todo matching de G contiene a lo sumo una arista incidente
a un vértice u, para cualquier u € V. Por lo tanto, es trivial verificar que si
x € {0, 1}‘E| induce un matching de G, entonces x satisface (3.7), y por ende
pertenece a PCR(; (G). Asi, cualquier combinacién convexa de matchings de G
pertenece a P (G). ]

El resultado también se deduce de la Observacién 3.2.1, que implica que
cualquier conjunto independiente de L(G) es un conjunto independiente de
RS,y por lo tanto la inclusién entre los poliedros queda dada.

3.3. Caracterizaciones poliedrales

El stable set polytope ha sido ampliamente estudiado y se conocen ya
muchas desigualdades que definen facetas del mismo. Mds aun, se conocen
también caracterizaciones completas del poliedro para algunas familias de
grafos. Debido al Teorema 3.2.1, dada una familia de grafos G, nos interesa
conocer la estructura de la familia R := {R: : G € G}, ya que caracte-
rizaciones completas de los stable set polytopes asociados a R nos daran

caracterizaciones completas para Pfof (G), cuando G es un grafo de la familia

g.
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3.3.1. Grafos G con a(G) <2

El niimero de estabilidad «(G) de un grafo G es el tamafo de un conjunto
independiente maximo de G. Para grafos G con a(G) < 2, el problema clasico
de coloreo de vértices puede ser resuelto en tiempo polinomial [41]. Damos en
esta seccién una caracterizacion completa para P *(G), cuando a(G) < 2.

Proposicién 3.3.1 Dado un grafo G = (V,E), tenemos que a(G) < 2 si y solo si
para cualquier orden <, tenemos RZ = L(G).

Demostracion. Supongamos que «(G) < 2y sea u € V. Para cualquier orden
< de los vértices, NV(u) induce un subgrafo completo de G (de lo contrario
u y los extremos de la anti-arista de NY(u) darfan un K3 en G y entonces
«(G) > 2). Asi, la restriccion (3.7) con la clique NV(u) implica que para todo
par de vértices v,w € N*(u) UNY(u) = N(u), los vértices uv,uw € V(R3)
son adyacentes en Rg Entonces, cada par de aristas de G que compartan el
vértice u como extremo corresponden a vértices adyacentes de R 7 y asi, como

u es un vértice cualquiera, L(G) es un subgrafo de R 3. Por la Observacién

32.1, RE = L(G).

Supongamos ahora que RS = L(G) para cualquier orden < y supongamos

que «(G) > 2. Sea {u,v,w} € V un conjunto independiente de G y tomemos
un orden < tal que u < v < w. Con este orden, x,, V¥ Xy NO pueden aparecer
simultaneamente en el soporte de una restriccion de (3.7), pues v,w € NV (u)
y vw ¢ E. Por lo tanto, los vértices uv y uw no son adyacentes en R 3, contra-
diciendo asi el hecho de que RS = L(G), pues uv y uw si son adyacentes en
L(G).

O

Como el matching polytope de un grafo coincide con el stable set polyto-
pe de su grafo de lineas, el siguiente resultado es una consecuencia directa
de la Proposicién 3.2.1 y la Proposicién 3.3.1. A su vez, brinda un argumen-
to poliedral para el hecho de que el problema clasico de coloreo en grafos
G con a(G) < 2 puede reducirse a un problema de matching en su grafo
complemento. [41].

Corolario 3.3.1 Dado un grafo G, tenemos que a(G) < 2 si y solo si para todo orden
< tenemos que STAB(L(G)) = MATCH(G) = P (G) = STAB(RZ).
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En 1965, Edmonds [27] demostré que las siguientes desigualdades dan una
caracterizacion completa del matching polytope de un grafo H = (Vy, Eg):

Z Xup <1 Yu € Vy (3.14)
veN(u)
-1
Y xw < El 5 VS C Vy,|S| impar (3.15)
MUEEH(S)
Xyp > 0 Yuv € Eg (3.16)

Con este hecho y el resultado del Corolario 3.3.1, podemos deducir que las
restricciones (3.14)-(3.16) aplicadas al complemento de un grafo G dan una
caracterizacién completa de P (G) si y solo si a(G) < 2. Este resultado
aparece (aunque sin demostracién) en [21]. Lo presentamos también aqui en
nuestra notacién por motivos de completitud.

Teorema 3.3.1 [21] Dado un grafo G = (V, E), las restricciones (3.14)-(3.16) apli-
cadas a G dan una caracterizacion completa de PCRD’f (G) para cualquier orden < siy
solo si a(G) < 2.

El problema de separacién de las restricciones (3.14)-(3.16) se puede resolver
en tiempo polinomial [34]. Este hecho junto a los resultados del Teorema 3.1.1
y del Teorema 3.3.1, muestran que existe un algoritmo polinomial para los
problemas de precoloring extension y max-coloring en grafos G con a(G) < 2. No
tenemos conocimiento de resultados que establezcan la complejidad algoritmica
de estos problemas en esta clase de grafos; creemos que éstas eran hasta ahora
problemas abiertos.

Teorema 3.3.2 Tanto el problema de precoloring extension como el problema de
max-coloring pueden resolverse en tiempo polinomial sobre grafos G con a(G) < 2.

Otra conclusién interesante surge de la reinterpretacion de las odd set
inequalities (3.15) en términos del poliedro de coloreo. Si bien sabemos que
estas desigualdades son validas para P, (G) cuando a(G) < 2, se puede ver
que también resultan para G un grafo cualquiera, siempre que a(G[S]) < 2. En
particular, la desigualdad resultante en este caso estd dominada por (o es la
misma que) la siguiente reformulacién de las internal inequalities de [12], ya

que x(G[s]) > 5.

Teorema 3.3.3 [12] Dado un grafo G = (V,E), un orden < en el conjunto de vértices
y un subconjunto S C V, la internal inequality definida como

Y x(N*(u) NS, u) < |S| - x(GI[S]) (3.17)

ues

es vilida para P (G). Ademds, (3.17) define una faceta de P (G) si S induce un
agujero impar o0 un anti-agujero impar.
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Las condiciones presentadas en [12] para que (3.17) defina una faceta de

R, < . . . . . . . . .
P (G) (ie., S induce un agujero impar o un anti-agujero impar) son suficien-
tes pero no necesarias. En este sentido, no se da una caracterizaciéon completa
para esta familia de facetas. En esta tesis no pudimos tampoco completar esta
caracterizacion pero a continuacién expandimos el conjunto de casos en los

cuales las desigualdades (3.17) definen facetas de Pi*(G).

Dado un grafo G = (V,E), un vértice de corte u € V es un vértice tal que al
eliminarlo de G, se aumenta la cantidad de componentes conexas del grafo.
Se dice que G es 2-conexo si es conexo y no tiene vértices de corte. Por otro
lado, G es hypomatchable si G — v tiene un matching perfecto para todov € V.
Edmonds y Pulleyblank [56] caracterizaron el subconjunto de desigualdades
(3.15) que definen facetas del matching polytope. Estas desigualdades son
aquellas en las que el conjunto S induce un subgrafo 2-conexo e hypomatchable.
A continuacién, utilizamos el mismo concepto para ampliar los resultados de
[12] acerca de las internal inequalities.

Teorema 3.3.4 Dado un grafo G = (V,E) y un subconjunto de vértices S C V, si
«(G[S]) < 2y GI[S] es 2-conexo e hypomatchable, entonces la internal inequality
(3.17) define una faceta de P~ (G).

col

Demostracion. Dado que G[S] is a hypomatchable, entonces |S| es impar.
Ademas, para todo u € S, es posible colorear G[S] — u apareando vértices
no adyacentes (con algtin matching perfecto de G[S]) y coloreando luego a u
con un nuevo color; asi, x(G[S]) < ‘SlTH Sabemos ademds que a(G[S]) < 2, 1o
que implica x(GI[S]) > |S‘T+1 Se deduce entonces que x(GI[S]) = ‘S‘TH y por lo
tanto, la desigualdad (3.17) no es otra cosa que la desigualdad (3.15). Sabemos
por otro lado que esta desigualdad define facetas de MATCH(G) cuando GIS]
es 2-conexo e hypomatchable. Como este poliedro tiene dimensién completa
y (3.15) es valida para PCR;(G), entonces por la Proposicién 3.2.1, podemos

asegurar que (3.17) define una faceta de P *(G). ]

Tanto los agujeros impares como los anti-agujeros impares son grafos 2-conexos
e hypomatchables, por lo tanto, el Teorema 3.3.4 generaliza los resultados de
facetitud presentados en el Teorema 3.3.3.

3.3.2. Complementos de grafos sin paw

Habiendo encontrado ya una caracterizacién de Pf(;f (G) para grafos con
2(G) < 2 (es decir, tales que G no tiene un K3 como subgrafo), pasamos ahora
a analizar una superclase de esta familia. Un paw es el grafo que se obtiene
a partir de un K3, agregando un cuarto vértice con grado 1. En esta seccion
analizamos la clase de grafos cuyos complementos no contienen un paw como

subgrafo. Es preciso aclarar que el subgrafo prohibido no es necesariamente un
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Figura 3.2: Los grafos paw, diamante y Kj.

subgrafo inducido. En términos de subgrafos inducidos prohibidos, esta seria
la clase de los complementos de grafos {Ky,diamante,paw }-free (notemos que
un diamante se obtiene agregando una arista al paw). La Figura 3.2 ilustra estas
estructuras prohibidas para esta clase de grafos. Decimos que los grafos en
esta clase son co-{K4, diamante, paw }-free. Previo al andlisis de esta familia de
grafos, presentamos un resultado general sobre PCR(;I< (G) que permite encontrar
la descripcién de este poliedro cuando G se obtiene mediante una operacién
en particular a partir de otros dos grafos. Este resultado tiene un impacto
similar al del Teorema 2.1.3 para el modelo estandar (que permite caracterizar
el poliedro asociado cuando el grafo es una identificacién en un vértice de
otros dos grafos).

El join completo de dos grafos G; = (V4,E1) y Go = (Va, Ep) es el grafo Gy * G,
cuyo conjunto de vértices es V; U V, y cuyo conjunto de aristas es E; U E; U
(V1 x V). Como comentario general, notemos que cuando un grafo G es el
join completo de otros grafos Gy, ..., Gy, entonces el conjunto de variables
que describen P%*(G) es la unién disjunta de los conjuntos de variables que
describen los poliedros Px*(Gy), ..., Pa*(Gy), ya que en la operacién de join
no se agregan anti-aristas entre los componentes. Més aun, cada restriccién
(3.7) para G usa variables restringidas tinicamente a una de las componentes
Gj, coni € {1,...,k}, y por lo tanto podemos decir que
PYE(G) = {(X1,...,X*) : X' € P*7(G;), parai=1,...,k}.

col col

Asi, podemos dar una caracterizacién completa para PCR; (G) utilizando las
o R~ (.
caracterizaciones completas para los P/ (G;).

Proposicién 3.3.2 Sea G el join completo de ciertos grafos Gy, ..., Gy tales que
PY(Gy) = {x: Alx < b}, parai=1,...,k. Entonces,

col

PYE(G) = {(x!, ..., %) Alx! < b, parai=1,...,k}.

col
En la siguiente proposicién damos una caracterizacién estructural para la
familia de grafos co-{Ky, diamante, paw }-free.

Proposicién 3.3.3 Un grafo co-{Ky, diamante, paw}-free G es el join completo de
conjuntos independientes disjuntos de tamaiio 3 y un subgrafo G' de G con a(G') < 2.
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Demostracién. La demostracién es por induccién en la cantidad de conjuntos
independientes de G = (V,E) de tamafio mayor que 2. Si G no tiene tal
conjunto, entonces «(G) < 2 y no hay nada més que probar. Supongamos
entonces que G contiene al menos un conjunto independiente S de tamafio
mayor que 2. Como G no tiene Ky, entonces |S| = 3. Para cualquier vértice v €
V'\ S, debe existir una arista uv € E, para todo u € S, de lo contrario SU {v}
induce un paw, un diamante o un K en G, contradiciendo la hipétesis. Por lo
tanto, G es el join completo de S 'y G[V \ §], y sabemos por hipétesis inductiva
que G[V'\ §] es el join completo de conjuntos independientes disjuntos de
tamarfio 3 y un subgrafo G’ de G con a(G’) < 2, lo cual prueba el resultado
deseado.

O

Es fécil ver que si un grafo S tiene como tnicos vértices a un conjunto inde-
pendiente {u,v,w}, con u < v < w, entonces R3 es un camino de longitud 3,
el cual es a su vez el grafo de lineas de un camino P = {u’,v,w, u”} con aristas
u'v,ow y wu' (esto se ilustra en los grafos de la primera columna de la Figura
3.3). Asi, las desigualdades (3.14)-(3.16) aplicadas a P dan una caracterizacién
completa de MATCH(P) = STAB(L(P)) = STAB(RS) = PX(S). Por el
Teorema 3.3.1, para un grafo G’ con a(G’) < 2, estas mismas desigualdades
aplicadas a G’ caracterizan PCR(; (G’). Finalmente, sabemos por la Proposicién
3.3.3 que un grafo co-{K4, diamante, paw }-free es el join completo de grafos
como los arriba mencionadas y entonces, por medio de la Proposicién 3.3.2
podemos deducir que las desigualdades (3.14)-(3.16) dan una caracterizaciéon
completa de PCR(;l< (G), cuando G es un grafo co-{Ky, diamante, paw }-free. Res-
tarfa describir formalmente a qué grafo deben aplicarse estas restricciones para

obtener dicha descripcion.

Sea G = G’ %Sy x--- xSy, con a(G') <2y tal que cada S; induce un conjunto
independiente de tamano 3. Sea S; = {u;,v;,w;}, donde u; < v; < w;, y
definamos P; como un camino {u},v;, w;, u/} con aristas u/v;, v;w; y wiu).
Definimos ademés HZ como la unién disjunta de G’ y cada uno de los P;. Una
observacion trivial es el hecho de que RS = L(H() (la Figura 3.3 ilustra estas
construcciones).

Corolario 3.3.2 Sea G un grafo co-{Ky, diamante, paw}-free y R3S = L(Hg). Enton-
ces, las desigualdades (3.14)-(3.16) aplicadas a Hg dan una caracterizacion completa
de P (G).

Recordemos que el problema de separacién de las restricciones (3.14)-
(3.16) se puede resolver en tiempo polinomial [34]. Siendo asi, los resultados
del Teorema 3.1.1 y del Corolario 3.3.2, muestran que existe un algoritmo
polinomial para los problemas de precoloring extension y max-coloring en grafos
co-{K4, diamante, paw }-free. Hasta donde sabemos, la complejidad algoritmica
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Figura 3.3: Grafos G, RZ y HZ para un grafo co-{Ky, diamante, paw}-free G.

QO

de estos problemas en esta clase de grafos eran hasta ahora problemas abiertos.

Corolario 3.3.3 Tanto el problema de precoloring extension como el problema de
max-coloring, pueden resolverse en tiempo polinomial sobre la clase de grafos co-
{Ky,diamante paw}-free.

3.3.3. Complementos de grafos sin kite

Nos movemos nuevamente a una superclase de la familia de grafos anali-
zada en la seccion anterior. Llamamos kite al grafo que se obtiene a partir del
paw, conectando un nuevo vértice al vértice de grado 1, como se ilustra en
la Figura 3.4 (izquierda). Estudiamos en esta seccién la clase de grafos cuyos
complementos no contienen un kite como subgrafo. Es preciso aclarar nue-
vamente que el subgrafo prohibido no es necesariamente un subgrafo inducido.

Un claw es un grafo compuesto por un vértice con tres vecinos de grado 1,
como se ilustra en la Figura 3.4 (derecha). El grafo G presentado por Cornaz y
Jost fue analizado mas tarde en [8] en busca de caracterizaciones estructurales.
El siguiente teorema es una reformulacién de uno de los resultados principales
de [8].

Teorema 3.3.5 ([81) Para cualquier grafo G, el grafo G (i.e., R3) es un grafo claw-free
para cualquier orden < si y solo si G no contiene un kite como subgrafo.

En esta seccién, revisamos la clase de grafos G tales que G no contiene un kite
como subgrafo y damos un resultado un poco mas detallado que el Teorema
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Figura 3.4: Un kite y un claw.

3.3.5. Vemos luego que este nuevo resultado tiene también otras implicaciones.

Un grafo es llamado quasi-line si la vecindad de todo vértice se puede
particionar en dos cliques. Los grafos de lineas son una subclase de los grafos
quasi-line, y estos tltimos son a su vez una subclase de los grafos claw-free. El
siguiente teorema da un resultado un poco mds detallado que el Teorema 3.3.5,
presentado en [8].

Teorema 3.3.6 Para cualquier grafo G, el grafo R 3 es quasi-line para cualquier orden
< si y solo si G no contiene un kite como subgrafo.

Demostracién. Si para todo orden < el grafo R es quasi-line, entonces tam-
bién es claw-free y por lo tanto, por el Teorema 3.3.5, G no tiene un kite como
subgrafo.

Supongamos entonces que G no tiene un kite como subgrafo. Dada la cons-
truccion de Rg, el conjunto de vecinos de un vértice uv € V(R) esta dado
por todas las variables que aparecen en una desigualdad (3.7) junto con x,,.
En este sentido, la variable x,,, aparece en:

(i) toda desigualdad (3.7) para el vértice v, y

(if) aquellas desigualdades (3.7) para el vértice u tales que v pertenece a la
clique K C NY(u) correspondiente.

Para cada vértice u € V, definimos

Wy, ={wu e V(RZ) :w e N*(u)},
Wi ={uwe V(RZ) :w e NY(u)}.

El conjunto de vecinos de uv que surgen de (i) es Wy U W'\ {uv}, mientras
que el que surge de (ii) es Wj; UW,,, donde W, := {uw € W : vw € E}. La
Figura 3.5 da una ilustracién de estos conjuntos, en la cual las lineas gruesas
(resp. las flechas finas) representan aristas (resp. anti-aristas) de G. Demostra-
remos que R¢ es un grafo quasi-line probando que para cada uv € V(R(),
las siguientes afirmaciones son ciertas:

Afirmacién 1: Si WL U W} # {uv}, entonces R3[W, U W;,] es una clique.

0
Sea xv € W} o vx € W}, con x # u. En cualquier caso, si existen uw, uz € W,
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Figura 3.5: La vecindad de la anti-arista uv en R3.

tales que wz € E, entonces {x, o, U, w,z} forma un kite en G. Dado que esto
no puede pasar, el conjunto {w € V : vw € W;,} es una clique de G, y la
desigualdad (3.7) para u y esta clique agrupa cada variable con subindice en

Wj; UW,,. Por lo tanto, este conjunto induce un subgrafo completo de R .

Afirmacién 2: Si W) U W}, # @, entonces R [W) U W}] es una clique. Sea
xu € Wi o ux UW;,. En cualquier caso, si existen vw,vz € W' tales que
wz € E, entonces {x,u,v,w,z} forma un kite en G. Como éste no puede ser el
caso, el conjunto NV(v) es una clique de G. Asi, la desigualdad (3.7) para v y
la clique N"(v) (o el conjunto vacio) agrupa todas las variables con subindice

en Wy U Wy Por lo tanto, este conjunto induce un subgrafo completo de R 3.

Afirmacién 3: Si W} U W = {uv}, entonces R [W] U Wy, ] se puede parti-
cionar en dos cliques. Notemos que R [W;] es una clique y que cada vértice
de Wj; es adyacente a cada vértice de W;j,, en R¢. Si RS [W,; UW;;,] no puede

ser particionado en dos cliques entonces x (Rg[W;i,]) > 2, con lo cual existe
un ciclo impar C en R [W;;,]. Cada anti-arista (uw, uz) de R3[W,;,] viene de
una anti-arista zw € G. Si C = {ux, uw, uz}, entonces {v, u, x,w,z} forman un
kite en G. Como éste no es el caso, supongamos que |C| > 5y sean ux, uw, uz
y uh cuatro vértices consecutivos de C. Asi, {x, w,z,h, u} forma un kite en G,
llegando de nuevo a una contradiccién. Por lo tanto, tal ciclo no puede existir
y entonces RS [W; U Wy;,] se puede particionar en dos cliques.

Afirmacién 4: Si W} U W}, = @, entonces R [W} U W}'] se puede particio-
nar en dos cliques. Notemos que R [Wy] es una clique y que cada vértice
de Wy se conecta a cada vértice de W', en RZ. Como en el caso anterior, si
RS[Wy UW] no se puede particionar en dos cliques entonces existe un ciclo
C en RZ[WH]. El resto de la demostracion para este caso es analoga a la de la
Afirmacién 3.

Las cuatro afirmaciones demostradas prueban que la vecindad de cualquier
vértice uv de R se puede particionar en dos cliques. Por lo tanto, R es un
grafo quasi-line.
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O

El Teorema 3.3.6 da un resultado un poco mas detallado que el Teorema
3.3.5 (de [8]), y a su vez implica (junto con éste) que si R es un grafo claw-
free para todo orden <, entonces es un grafo quasi-line. Con este resultado,
daremos una caracterizacién completa para PCR(;f (G) cuando G no tiene un kite
como subgrafo. Para ello, nos basamos en los siguientes hechos.

Oriolo [51] present6 la siguiente familia de desigualdades vélidas para el
stable set polytope de un grafo, que en cierta forma generaliza las odd-set
inequalities (3.15) del poliedro de matching. Sea F = {Kj, ..., K} un conjunto
de cliques de un grafo G = (V,E). Seal < p < t un entero y r = t mod p. Sea
V,-1 € V el conjunto de vértices cubiertos por exactamente (p — 1) cliques de
Fy V>p €V el conjunto de vértices cubiertos por p o més cliques de F. La
clique-family inequality asociada a F,p y r es

(p—r—=1) ) x+(p—r) ), x%<(p—7) {;J (3.18)

ve Vp—l ve VZP

Se prueba en [51] que (3.18) es valida para STAB(G). La conjetura de Ben
Rebea, propuesta también en [51], dice que (3.18) junto con las restricciones
de no negatividad y las bien conocidas desigualdades clique describen por
completo el stable set polytope de grafos quasi-line. Unos afios més tarde
se demostr6 la validez de esta conjetura [28]. Por estos motivos, por medio
del Teorema 3.2.1 y el Teorema 3.3.6, podemos decir que las desigualdades
mencionadas dan una caracterizacion completa de PY (G), si G no tiene un
kite como subgrafo.

Teorema 3.3.7 Sea G un grafo tal que G no tiene un kite como subgrafo. Para cual-
quier orden < en el conjunto de vértices, las restricciones de no negatividad, junto con
las desigualdades (3.7) y las desigualdades clique-family (3.18) aplicadas a R dan
una caracterizacién completa para Py (G).

Si bien el stable set polytope esta bien caracterizado para grafos quasi-line,
existen subclases de esta familia para las cuales la caracterizacién resulta mu-
cho mas elegante. De hecho, por los resultados de Chudnovsky y Seymour [18],
sabemos que un grafo quasi-line es o bien un grafo fuzzy circular interval (FCI)
o bien un grafo semi-line. Los grafos FCI se definen de la siguiente manera.
Sea C una circunferencia, Z una coleccion de intervalos en C sin contenciones
propias ni extremos en comun, y V un multiconjunto de puntos de C. El grafo
fuzzy circular interval G(V,Z) tiene a V como conjunto de vértices y dos vértices
son adyacentes si ambos pertenecen a un mismo intervalo I € Z, donde las
aristas entre los diferentes extremos de un mismo intervalo pueden omitirse.
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Figura 3.6: El grafo R de la Figura 3.1 y su representacién como grafo FCI.

Los grafos semi-line son o bien grafos de linea o bien grafos quasi-line sin
una representacién como grafo FCI. Gracias a los resultados de Chudnovsky y
Seymour [18], sabemos que todas las facetas del stable set polytope de grafos
semi-line requieren tinicamente coeficientes 0 o 1.

En vistas del Teorema 3.3.6, se puede pensar que es posible fortalecer aun mas
este resultado demostrando que RZ pertenece a alguna de estas subclases de
grafos quasi-line cuando G no tiene un kite como subgrafo. En particular, resul-
ta interesante verificar si todos los grafos R quasi-line son grafos semi-line o
incluso grafos de lineas, ya que en estos casos las facetas de Py (G) requieren
tnicamente coeficientes 0 o 1. Desafortunadamente, existe el siguiente contra-
ejemplo a este respecto. El grafo G de la Figura 3.1 de la Seccién 3.2 es tal que
G no tiene kite como subgrafo, con lo cual el Teorema 3.3.6 implica que RS
es un grafo quasi-line (ademads es facil verificarlo para este caso en particular).
Sin embargo, R no es ni un grafo de lineas (ya que es uno de los subgrafos
prohibidos conocidos para los grafos de lineas [2]) ni un grafo semi-line (ya
que tiene una representacién como grafo FCI, mostrada aqui en la Figura 3.6).
Esto indica en cierta forma que el Teorema 3.3.6 es tan ajustado como podria
ser con respecto al tema aqui discutido.



CAPITULO 4

El orientation model 1:
estudio inicial

N 1998, Borndorfer, Eisenblitter, Grotschel y Martin presentan en un

reporte técnico el orientation model para problemas de asignacién de

frecuencias [9]. A diferencia de los modelos existentes en ese entonces,
este modelo utiliza variables enteras generales para representar los colores
asignados a los vértices del grafo. En este capitulo realizamos un estudio
inicial sobre los poliedros que surgen de esta formulacién. En primera ins-
tancia presentamos en detalle la formulacién del modelo y mostramos que
el problema de coloreo de suma minima puede resolverse sobre el mismo
poliedro de coloreo cldsico variando simplemente la funcién objetivo. Damos
luego una breve sintesis sobre los resultados existentes para esta formulacién,
algunos de ellos referenciados luego. Como resultado principal presentamos
una serie de familias de desigualdades validas nuevas que definen facetas
del poliedro asociado a esta formulacién. Salvo por las reinforced orientation
inequalities (ver Seccién 4.4) todas las demads desigualdades presentadas se
basan en caminos del grafo. Comenzamos presentando las path inequalities y
las weigthed path inequalities (WPI), cuya estructura es un camino cualquiera del
grafo. Luego, presentamos las spiral inequalities, una generalizaciéon de las WPL
Estas desigualdades abren una exploraciéon que da lugar a las double spiral y
triple spiral inequalities, presentadas en las subsecciones sucesivas. Estas familias
inspiran a su vez ciertos procedimientos ttiles para generar facetas de estos
poliedros, que serdn abordados luego en el Capitulo 5.
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4.1. La formulacién del orientation model

Dado un grafo G = (V, E) y un conjunto de colores C, el orientation model
utiliza una variable entera x, € [0,|C| — 1] para todo v € V, que contiene el
valor del color asignado al vértice v. Se muestra en [44] que este conjunto
de variables no es suficiente por s{ mismo para modelar correctamente (con
restricciones lineales) el espacio de soluciones/coloreos validos. Para ello es
necesario ampliar el espacio de variables y con este fin se introduce la variable
binaria y.w para todo vw € E con v < w, que indica si el color asignado
a v es menor que el asignado a w o no. Con estas definiciones, un punto
(x,y) € RIVI+IEl representa un coloreo valido de G utilizando a lo sumo |C|
colores, si cumple las siguientes restricciones:

Xp— X > 1— |C|]/z;w Yow € E,v <w (4.1)
X —Xp > 1—|C|(1 = yow) Yow € E,v < w 4.2)
xp €40,...,|C| -1} YoeV (4.3)

Yow € {0,1} Yow € E (4.4)

Para cada arista vw € E, se debe asegurar que |x, — x| > 1. Para modelar
correctamente esta situacion con desigualdades lineales se utilizan las restric-
ciones (4.1) y (4.2). En los casos en que . = 0, la desigualdad (4.1) asegura
que xy > xy (v (4.2) no impone restricciones) y en los casos en que yy =1, la
desigualdad (4.2) asegura que xy > xy (v (4.1) no impone restricciones). Asi,
en cualquier caso, los vértices v y w recibirdn colores distintos. Finalmente,
(4.3) y (4.4) imponen la integralidad de las variables.

Para encontrar un coloreo que utilice la menor cantidad de colores (y asi ha-
llar x(G)), esta formulacién puede extenderse agregando una variable z y
usdndola como cota superior de todas las variables x,. Es decir, agregando las
restricciones

Xy < Z, YoeV. (4.5)

Asi, puede hallarse un coloreo con minima cantidad de colores simplemente
minimizando la variable z. De todas maneras, en esta tesis nos concentraremos
en la versién no extendida de este modelo, es decir, no consideraremos la
variable z.

En este capitulo, llamaremos PS (G, C) a la capsula convexa de los puntos
(x,y) € RIVIHE que satisfacen las restricciones (4.1)-(4.4). Si G es una familia
de grafos, entonces P (G, C) denota la correspondiente familia de politopos.
Es posible que omitamos el conjunto C en estas definiciones cuando el mismo
sea irrelevante o se deduzca del contexto. Llamamos P, a la familia de polie-
dros P (G) con G un grafo cualquiera.
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Si bien la formulacién dada por (4.1)-(4.4) corresponde al problema clasi-
co de coloreo, esta formulacién puede adaptarse facilmente para modelar el
problema de coloreo de suma minima. Recordemos que este problema pide
hallar un coloreo tal que la suma de todos los colores asignados a los vértices
sea minima. La adaptacién a este problema es inmediata, ya que consiste
simplemente en utilizar como funcién objetivo la minimizacién de la suma de
las variables x,.

Observacion 4.1.1 El problema de coloreo de suma minima sobre un grafo G puede
ser resuelto minimizando Y,cy x, sobre P9, (G).

En forma similar a los resultados planteados en el Teorema 2.1.2 del Capitulo 2
y en el Teorema 3.1.2 del Capitulo 3, la Observacién 4.1.1 nos permite alcanzar
la siguiente conclusion acerca del potencial del orientation model.

Teorema 4.1.1 Sea G una familia de grafos y C un conjunto de colores. Si el proble-
ma de coloreo de suma minima en G y C es NP-completo, entonces el problema de
optimizacién/separacion sobre P2 (G, C) es también NP-completo.

Demostracion. El resultado se deduce de la Observacién 4.1.1 y la equivalencia
entre los problemas de optimizacién y separacién poliedral. 0

Este resultado implica que aun cuando el problema clasico de coloreo sea
polinomial sobre una familia G, los poliedros P (G) no tendran una carac-
terizacion elegante si el problema de coloreo de suma minima sobre G es
NP-completo. Si bien este hecho limita un poco el alcance del andlisis para esta
formulacioén, esta limitacién no es tan importante como la dada en los capitulos
anteriores para las correspondientes formulaciones, ya que el problema de
coloreo de suma minima suele tener complejidades menores o iguales a las
de los problemas involucrados en las secciones anteriores (i.e., list-coloring,
precoloring extension y max-coloring), para las familias de grafos consideradas en
esta tesis.

4.2. Objetivo inicial

Siguiendo la misma linea desarrollada en los capitulos anteriores, el ob-
jetivo inicial del estudio poliedral fue el de intentar hallar familias de grafos
G para las cuales pudiésemos dar una descripcion completa de P (G). Toda
solucién del orientation model da una orientacién aciclica a las aristas del grafo
mediante las variables ¥4, y esto define un orden parcial sobre los vértices del
grafo. Debido a esta caracteristica estructural, decidimos comenzar el estudio
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Figura 4.1: Un conjunto de intervalos y el grafo de intervalos asociado.

poliedral analizando familias de grafos para las que exista un “orden natural”
entre los vértices.

Un grafo de intervalos es el grafo de interseccién de un conjunto de inter-
valos sobre una recta. Es decir, cada vértice del grafo representa un intervalo
en la recta y dos vértices son adyacentes si los intervalos representados se
intersecan. La Figura 4.1 muestra un ejemplo de esta clase de grafos. Es facil
ver que los vértices de este tipo de grafos pueden ordenarse, por ejemplo,
segun el extremo izquierdo del intervalo que representan. Utilizando el soft-
ware PORTA, comenzamos entonces el estudio de P, para grafos de esta
familia. Recordemos que una de las funcionalidades centrales de este software
consiste en determinar todas las facetas de la cdpsula convexa de un conjunto
de puntos. Lamentablemente, los tiempos elevados de ejecucion sélo permiten
resolver casos muy pequefios, con lo cual el uso es meramente inspirativo. La
metodologia tipica al usar este software consiste en identificar las facetas del po-
liedro para casos pequefios, con la idea de luego poder generalizar estas facetas.

Aun desde los primeros experimentos, en grafos de intervalos de pocos
vértices, la cantidad y variedad de facetas identificadas por PORTA fue muy
grande. Frente a esta situacién, comenzamos a experimentar sobre una subclase
de los grafos de intervalos: los caminos. Lamentablemente, las facetas surgidas
seguian siendo muy diversas y por lo tanto complicadas de generalizar. Aun
pudiendo generalizarlas, identificar una descripcién completa de P2, (G) (y
una demostracién formal de ello) parecia ser un objetivo un tanto ambicioso,
aun para grafos G simples como los caminos.

Por otro lado, algo no poco importante es el hecho de que los trabajos
poliedrales existentes con estudios de P, son muy escasos y no se conocen
demasiadas familias de desigualdades vélidas para estos poliedros (a diferencia
por ejemplo de los poliedros de las formulaciones que estudiamos en los dos
capitulos anteriores). Teniendo en cuenta esto, todo aporte al conocimiento
sobre facetas de P, es significativo, aun si la descripcién conseguida de estos
poliedros resulta parcial. En este capitulo, presentamos un estudio poliedral
clasico de P, en el cual presentamos una serie de familias de desigualdades
vélidas que definen facetas de P7,. Inspirados en estas familias, pudimos
elaborar procedimientos capaces de generar facetas de P, partiendo de de-
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sigualdades vélidas genéricas. Describimos estos procedimientos en detalle y
sus propiedades en el Capitulo 5.

4.3. Resultados existentes sobre P2,

Una de las caracteristicas principales de P°

o, es la fuerte simetria (en el
sentido geométrico) que estos poliedros presentan, ya que existe un punto
interior p en estos poliedros que funciona como centro de simetria. Es decir,
todo punto de un poliedro P2, (G) tiene un punto simétrico con respecto a p.
Adicionalmente, ocurre algo similar con las facetas, ya que se sabe que para
toda faceta del poliedro, existe una faceta simétrica, también con respecto a

este punto p.

Estos hechos fueron observados inicialmente en [32] y explorados en mayor
detalle en [35] y [44]. Transcribimos a continuacién los principales resultados
de estos trabajos a este respecto, adaptados a nuestra notacién (y al caso
particular de P, ya que en [32], [35] y [44] se trabaja con una generalizacion
del problema de coloreo para problemas de asignacién de frecuencias).

Teorema 4.3.1 ([35]) El poliedro PY,(G, C) es simétrico con respecto al punto

_(ld-1 gg-11oa
p= AR E S T S B

Esto significa que para cualquier punto (x,y) € P2,(G,C), el punto simétrico
sym(x,y) = 2p — (x,y) también pertenece a P (G, C); este punto es

o) (%))

Debido a esta simetria, para toda cara de P (G, C) existe una cara paralela y de
la misma dimensién. Ademds, se conoce una férmula sencilla para calcularla.

Teorema 4.3.2 ([35]) Si b < a’(x,y) es una desigualdad vdlida (resp. y define una
faceta) de P (G, C), entonces a™ (x,y) < 2a” p — b es también una desigualdad vdlida
(resp. y define una faceta) de P3,(G,C).

ol

Resulta interesante notar que la versioén simétrica de las restricciones (4.1) son
las restricciones (4.2).

En [44], se presenta una serie de familias de desigualdades validas que
definen facetas de P, (G, C). A continuacién transcribimos algunas de ellas
por estar relacionadas con algunos de los resultados que presentamos en este
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capitulo. Si bien la variable de orden yy estd definida s6lo cuando v < w,
usaremos esta variable indistintamente (i.e., aun si v > w), con el objetivo de
simplificar la notacién. En la préctica, la variable y,, deberia reemplazarse
por 1 — yuyp, cuando v > w. De la misma manera, dada una desigualdad
ntx 4+ uy < a, donde 71, y pe son los coeficientes de x, y de y,, respectivamente,
conv € Vye € E, definimos

. How siv<w
How = .
—Uwy Slw < 0.

Usaremos esta notacién (principalmente en la Seccién 4.4) para demostrar que
ciertas desigualdades validas para PS (G) definen facetas de este poliedro.

Teorema 4.3.3 ([44]) Dado un vértice u € V y una clique K C N(u), la desigualdad
clique

Z Ywu < xy (4.6)

weK

es vdlida para P, (G). Si K es una clique maximal en G[N(u)] y |C| > x(G) +3,
entonces (4.6) define una faceta de P,(G).

Las condiciones para que una desigualdad clique (4.6) defina una faceta
de P¢(G) planteadas en [44] incluyen el hecho de que |C| > x(G) + 3. Sin
embargo es posible dar una demostracién de que estas desigualdades definen
facetas aun cuando |C| > x(G) + 2, fortaleciendo asi los resultados conocidos
para las mismas. Es preciso recordar igualmente, que se estudia en [44] una
generalizacién de P, que surge de un problema de asignacién de frecuencias.
Los resultados de [44] que detallamos aqui estdn particularizados para el caso
de los poliedros de coloreo, con lo cual eventualmente este fortalecimiento del
teorema podria no ser cierto para los poliedros estudiados en [44].

Teorema 4.3.4 ([44]) Dada una arista vw € E y una cliqgue maximal K de G[N(v) N
N(w)], la desigualdad double covering-clique

o+ 14+ Y. You — Yau) < xw + (IC] = [K])Yao A7)
uek

es vdlida para P2 (G). Si |C| > x(G) + 4, entonces (4.7) define una faceta de P> (G).

En funcién del Teorema 4.3.2, es sencillo ver que la versién simétrica de las
desigualdades clique (4.6) es

xy <|Cl—-1— 2 Yuw- (4.8)
wek
Por otro lado, se puede ver también que la versién simétrica de las desigual-
dades double-covering clique son también desigualdades double-covering
clique.
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Figura 4.2: Esquema de la estructura para las reinforced orientation inequalities.

4.4. Nuevas desigualdades validas para P?,

La formulacién del orientation model incluye las restricciones (4.1) y (4.2),
cuyo objetivo es establecer la orientacién en las aristas de G en forma coherente
con los colores asignados. Se muestra en [44] que para una arista uv € E, las
correspondientes desigualdades (4.1) y (4.2) no definen facetas de P (G) si
N(u)UN(v) # @ (y P2, (G) tiene dimensién completa). De hecho, las desigual-
dades double-covering clique (4.7) surgen como un fortalecimiento de (4.1) y
(4.2). En el mismo sentido, presentamos a continuacién otro fortalecimiento
de estas desigualdades que es al mismo tiempo una generalizacién de las

desigualdades double-covering clique (4.7).

Teorema 4.4.1 Sea uv € E. Sean K* C N(u) \ N(v), K C N(v) \ N(u) y K** C
N(u) N N(v) tres cliques tales que K* U K" y K® U K*? son también cliques (ver
Figura 4.2). Si llamamos Q = K" U K U K*?, entonces la reinforced orientation
inequality (ROI) definida como

Xy — Xp 2> 1_(|C| - |Q|)]/uv_ Z Yuw — Z Ywo — Z (]/uw_]/vw) 4.9)

weKH wekK? weK"

es vdlida para P3,(G).

Demostracion. En el contexto de esta demostracion, decimos que un vértice
adyacente a u (resp. a v) es un vecino exclusivo si no es adyacente a v (resp. a u).
Dada una solucién entera (x,y) € P3 (G), se puede ver que las tres sumatorias
en el lado derecho de (4.9) tienen los siguientes significados:

& =) ekt Yuw: Cuenta la cantidad de vecinos exclusivos de u en K* que
reciben un color mayor al de u.
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B = Y weke Ywo: Cuenta la cantidad de vecinos exclusivos de v en K¥ que
reciben un color menor al de v.

¥ = Y wekwe (Yuw — Yow): Si Yuo = 1, entonces v es la cantidad de vértices en
K"? que reciben un color en el rango de colores [xy, x,]. En caso contrario,
7 es la cantidad de vértices en K"’ que reciben un color en el rango de
colores [xy, x|, multiplicada por —1.

Si yup = 0, entonces sabemos que x;, — x, > 1. Del resto de los términos
del lado derecho de (4.9), sélo 7 podria ajustar la desigualdad (ya que «, B y
el término asociado a v, sélo podrian relajarla). En este caso, ¢ aumentaria
el lado derecho en una unidad por cada vértice en K** con color en el ran-
g0 (xo, x,). Como todos estos vecinos en comun reciben colores distintos (y
distintos a x; y xy), entonces la diferencia entre los colores x; y x; tiene que
ser al menos 1 + |7/|. Es decir, la solucién cumple x, — x, > 1 — 1, y por ende
satisface (4.9).

Supongamos ahora que y,, = 1. Sabemos que existen |K*| — « vértices de
K" con color menor que x, y |K?| — B vértices de K con color mayor que x,.
Sabemos ademads que existen |K"?| — «y vértices de K"¥ con color o bien menor
que x, o bien mayor que x,. Notemos que de todos estos vértices, los que
reciben colores menores que x, son una clique, pues pertenecen a K* U K*?, y
lo mismo ocurre con los que reciben colores mayores que x,, pues pertenecen
a K” UK"?. Asi, entre todos ellos se necesitan |K*| —a + |[KY| — B+ |K*?| — v
colores distintos, es decir |Q| — a — B — 7 colores. Algunos de estos colores
serdn menores que X, y otros serdn mayores que X, y por lo tanto la distancia
entre x, y X, no puede exceder (|C| —1) — (|Q| —a — B — 7). En otras palabras,
xo —xy < (|C|—1) —|Q| +a+ B+, olo que es lo mismo: x, —x, > 1 —
IC] + Q| —a — B — 7. Y eso es exactamente lo que indica (4.9) cuando vy, = 1.

O

Es sencillo verificar que las ROI (4.9) generalizan a las desigualdades
double-covering clique, ya que éstas son el caso particular con K* = K? = @. A
continuacién, damos condiciones necesarias y suficientes para aquellos casos
en los que las ROI definen facetas de P, (G), cuando |C| > x(G) + 2. Estas
condiciones son ademds una mejora con respecto a las condiciones suficientes
propuestas en [44] para el caso particular de las desigualdades double-covering
clique, ya que no es necesario que |C| > x(G) + 4.

Teorema 4.4.2 Si |C| > x(G) + 2, entonces las ROI (4.9) definen facetas de P,(G)
si y solo si todo vértice en (N(u) N N(v)) \ Q tiene un no vecino en Q, donde uv € E
es la arista asociada a la desiqualdad y Q es la union de las cliques asociadas a la
misma.

Demostracion. Sean K, K y K*? las cliques asociadas a la desigualdad tales
que K" C (N(u) \ N(v)), K C (N(v) \ N(u)) y K" C (N(u) " N(v)). Sea F
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Tipo (i): | K" ‘v‘w“w‘u| K® ‘
Tipo (ii): ‘w“w‘u‘ ‘v‘z“z‘

Figura 4.3: Tipos de soluciones en la cara de P2 (G) definida por (4.9).

la cara de P2 (G) definida por (4.9), es decir, F es el conjunto de puntos de
P2 (G) que cumplen (4.9) por igualdad. Es sencillo ver que existen dos tipos

de soluciones enteras (%,7) € F:

Tipo (i): En estas soluciones £, < £, y se cumplen las siguientes condicio-
nes:

e para todo color ¢ € (£,,£,) existe w € K"’ con £, = ¢,

e todo z € K (resp. z € KY) cumple £, < £, (resp. £, < £).

Tipo (ii): En estas soluciones se tiene £, < £, y para todo color ¢ < £, (resp.
¢ > %) existe un vértice w € (K* UK"?) (resp. z € (KY UK"?)) con
fw = c (resp. £; = ¢).

La Figura 4.3 ilustra la estructura de las soluciones enteras en F. Las columnas
representan los colores disponibles ordenados en forma creciente de izquierda
a derecha, es decir, el color de un vértice serd mayor que el color de todos
los vértices que aparezcan a su izquierda en la ilustraciéon. Un conjunto de
vértices que abarca varias columnas indica que los vértices del conjunto pueden
tomar cualquier valor en ese rango de columnas, aunque no necesariamente se
utilizan todas las columnas del rango.

Sean m € R",u € R™ y « € R. Veremos a continuacién que si wx + py = «
para todo (x,y) € F, entonces 7tx + iy = « es en realidad un maltiplo de (4.9).
Lo cual implica que esta tltima define una faceta de P (G).

Afirmacién 1: 7t, = 0, para todo w ¢ {u,v}.Sea 2 = (%,7) € F de tipo (ii)
con £, = 0, £, = |C| — 1 y tal que existe un color ¢ al lado de %, que no
estd utilizado en Z (esta solucién existe ya que |C| > x(G) + 2). Sea Z una
solucién igual a Z pero en la que w recibe el color c. Como %,z € F y s6lo
difieren en el valor de x;,, entonces 71, = 0.

Afirmacién 2: jiy,; = 0, para todo wq € E con w,q & {u,v}.Sea 2 = (%,7) €
F de tipo (ii) con £, = 0, £, = |C| — 1 y en la que existe un color ¢ tal que el
unico vértice en c es w y el tinico en ¢ + 1 es g (el hecho de que |C| > x(G) 42
garantiza la existencia de esta solucién). Sea z una solucién igual a Z pero en la
que w y g intercambian sus colores. Como £,z € F y s6lo difieren en el valor
de xy, Xq € Ywq, €entonces por la Afirmacién 1 tenemos que ﬁwq =0.
Afirmacién 3: ji,; = 0 (resp. jiy; = 0), para todo g € N(u) \ (K* UN(v))
(resp. g € N(v) \ (K UN(u))).Seag € N(u) \ (K*UN(v))yz2=(%,79) € F
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de tipo (i) con £, = £; = ¢, £, = c + 1 tal que el color ¢ + 2 no estd utilizado
en Z (siendo |C| > x(G) + 2, podemos construir esta solucién poniendo a v y a
g como tnicos vértices del color c). Sea z igual a Z pero en la que £; = ¢ + 2.
Como Z,z € F y solo difieren en el valor de x;, yuq y quizds también en
variables yy, con w # u,v, entonces por la Afirmacién 1 y la Afirmacién 2
tenemos que ji,; = 0. La demostracién para jiy; = 0 es andloga.

Afirmacién 4: ji,; = pivg = 0, para todo g € (N(u) N N(v)) \ K*°. Sabemos
por hipétesis que existe un vértice w € Q tal que wq ¢ E. Si w € K*Y, tomemos
Z=(%,9) € Fdetipo (i) con £, = %; =c, %y =c—1, %, =c+1ytalqueel
color ¢ + 2 no estd utilizado en £ (de nuevo, como |C| > x(G) + 2, podemos
ubicar a w y a g como tnicos vértices del color c). Sea zZ igual a £ pero en la
que £; = c +2. Como 2,z € F y s6lo difieren en el valor de x;, yu; y quizas
también en variables y,,; con w' # u,v, entonces por la Afirmaciéon 1y la
Afirmacién 2 tenemos que ji,; = 0. Con un razonamiento andlogo se puede
ver que jiy; = 0. Supongamos entonces que w € K" y tomemos 2 = (%,7) € F
de tipo (ii) con £, = £; = 0, £, = 1, £, = |C| — 1y tal que el color 2 no
estd utilizado en Z (suponiendo que w y q son los tinicos de su color es facil
ver que la solucién existe). Sea Z igual a Z pero en la que £; = 2. Como 2,Z € F
y s6lo difieren en el valor de x4, yuq y quizds también en variables y,,,; con
w' # u,v, entonces por la Afirmacién 1y la Afirmacién 2 tenemos que ﬁuq =0.
Probaremos ahora que jiy; = 0. Sea entonces 2 = (£,7) € F de tipo (i) con
2g=c¢ % =c+1,%, =c+2y tal que el color c + 3 no se utiliza (esta solucion
puede obtenerse simplemente reordenando los colores de un coloreo 6ptimo
que no utilice el color ¢ + 3). Sea Z igual a Z pero en la que £; = ¢ + 3. Como
2,z € F y s6lo difieren en el valor de x4, Yug, Yoq y quizés también en variables
Yarg CON w' # u,v, entonces por la Afirmacién 1 y la Afirmacién 2 tenemos
que jiyg + flug = 0, con lo cual jiy; = 0. El caso en que w € K es analogo al
anterior.

Afirmacién 5: 7, = —7,. Sea 2 = (£,) € F de tipo (i) con %, =¢, £, =c+1
y talque no hay otros vértices usando c 41 y el color c + 2 no esta utilizado
(siendo que |C| > x(G) + 2, podemos reordenar los colores de un coloreo
con x(G) colores para obtener esta solucion). Sea Z igual a 2 pero en la que
fo=c+1y %, =c+2 Como 2,z € F y sélo difieren en el valor de x;, y xy,
entonces sabemos que c7t, + (¢ + 1), = (¢ + 1), + (¢ + 2)71,. Por lo tanto
7T, + 1 = 0.

Afirmacion 6: ji,, = (|C| — |Q|)7ty. Sea 2 = (%,79) € F de tipo (ii) en la que
todos los vértices de K* U K*? tienen color menor que u y todos los de K” tienen
color mayor que v (i.e., £, = |K"| 4+ |[K*?| y £, = |C| —1 — |KY|) y ademds u es
el tinico vértice en el color £, y el color £, 4+ 1 no estd utilizado. Sea z igual a 2
pero en la que u pasa al color |[K"| 4+ |K*?| +1 y v al color |K*| + |K"?|; es fécil
ver que Z es una solucién de tipo (i) y que la misma estd en F. Como 2,z € F
y s6lo difieren en el valor de xy, xy, Yuo Yy quizds también en variables y, con
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ﬁg = 0, entonces tenemos que

Huo + ([K*[ + [K*[) 71y + (|C] =1 = |K"|) 770 =
(IK*[ =+ [K¥] 4+ 1) 7t 4 (K| 4+ [K*]) 7o,

con lo cual

fuo = 70y + (|K"*| + |K*| = |C| + 1+ |K?|) 1o

mu + (1Q] = [Cl) o + 7o

= (1Q] - [C]) o (por Afirmacién 5)
= (IC[ = Q) 7tu- (por Afirmacién 5)

Afirmacién 7: iy, = m,, para todo w € K* UK"’. Sea 2 = (%,77) € F de
tipo (ii) con £, = 0y £, = 1 (podemos suponer £, = |C| — 1 aunque esto es
indiferente). Sea Z igual a Z pero invirtiendo las clases de color 0 y 1. Notar
que £ es también de tipo (ii). Como 2,z € F y sélo difieren en el valor de yyw,
Xy, Xp y quizds también en variables con coeficientes nulos, entonces tenemos
que fyw + 7w = 7Ty Y ya que 7, = 0, entonces iy = 7Ty.

Afirmacioén 8: ji,, = — 77, para todo w € K°. Sea 2 = (%,7) € F de tipo (ii)
con £y = |C| -2y £ = |C| —1 (podemos suponer £, = 0 aunque esto es
indiferente). Sea Z igual a £ pero invirtiendo las clases de color |C| — 1y |C| — 2.
Notar que £ es también de tipo (ii). Como £,z € F y s6lo difieren en el valor
de Yo, Xu, Xy ¥ quizas también en variables con coeficientes nulos, entonces
tenemos que iy + (|C| — 1)ty + (|C| —2) 71w = (|C] = 2)7to + (|IC| = D)7ty y
ya que 1ty = 0, entonces jiyy = —7Tp.

Afirmacién 9: jiy,, = 7Ty, para todo w € K. Sea 2 = (£,1) € F de tipo (ii)
con £, = |C| =2y £y = |C| — 1 (nuevamente suponemos £, = 0 aunque esto
es indiferente). De nuevo, obtenemos Z a partir de Z invirtiendo las clases de
color |C| =1y |C| — 2. Notar que 2 es también de tipo (ii). Como 2,z € F
y s6lo difieren en el valor de yyw, Xu, X y quizds también en variables con
coeficientes nulos, entonces tenemos que jiyy + (|C| —2) 71, + (|C| — 1)1 =
(IC] = 1)1y + (|C| — 2) 7y y ya que 71y, = 0, entonces flyy = 7Ty.

La conjuncién de todas estas afirmaciones muestra que 7wx + uy = « es en
realidad un mdltiplo de (4.9) y por lo tanto esta altima define una faceta de
P° (G).

col

Por otro lado, la condicién de que todo vértice en (N(u) N N(v)) \ K*¥
tenga un no vecino en Q) es necesaria para la facetitud, ya que si existe un
ke (N(u)NN(v))\ K* que es vecino de todo Q, entonces toda solucién en
F cumple también la igualdad v, + yk, = 1 + Yuo. Esto sucede porque en
cualquier solucién de tipo (i) (i.e., cuando y,, = 0), el vértice k debe tener un
color anterior al de v o posterior al de u (ya que todo color en el rango (x,, x;,)
tiene un vértice de Q) y en toda solucién de tipo (ii), donde v, = 1, el vértice
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k debe recibir un color posterior al de u y anterior al de v (ya que todo color
menor que X, 0 Mmayor que X, tiene un vértice de Q). d

44.1. Desigualdades vdlidas basadas en caminos

Es un hecho bien conocido que las cliques son estructuras fundamentales
para el problema de coloreo de grafos en general. Estas estructuras aparecen
recurrentemente asociadas a muchas de las facetas de los poliedros de coloreo.
Esto es evidente en las formulaciones analizadas en los capitulos anteriores,
llegando en algunos casos a ser las cliques las tnicas estructuras necesarias
para describir los poliedros asociados (e.g., el modelo estdndar en grafos block).
Las desigualdades ROI, presentadas en la seccién anterior, son otro ejemplo de
desigualdades basadas en cliques que definen facetas de poliedros de coloreo.
Sin embargo, para el orientation model existe otra estructura que parece tener
también una fuerte presencia en las facetas de P : los caminos.

4.4.1.1. Path inequalities

Toda solucién del orientation model define un orden parcial sobre los vértices
del grafo. El hecho de que los colores asignados a los vértices de un camino
preserven el orden del mismo, implica que la distancia entre los colores del
primer y del dltimo vértice debe ser al menos igual a la cantidad de aristas
del camino (por transitividad). Esta caracteristica tiene fuertes implicaciones
y nos permite deducir muchas familias de desigualdades vélidas para P7,
comenzando por la que presentamos a continuacién.

Teorema 4.4.3 Dado un camino P = {vg,v1,...,v}, con k = |C|, la path inequa-
lity

k—1
Y Yoy <k—1 (4.10)
i=0

es vdlida para P{,(G).

Demostracién. Si ):f;ol Yo, = k, entonces x, — xyy > k = |C|, lo cual no
puede ocurrir porque Xy, , Xy, € [0, |C| — 1], con lo cual (4.10) es vélida. ]

Es preciso aclarar que si k > |C|, entonces (4.10) es también vélida, pero
en ese caso no define una faceta de P (G). Es simple ver que en ese caso,
la desigualdad resultante es la suma de la correspondiente (4.10) para las
primeras |C| aristas del camino y las desigualdades y, < 1 para el resto de las
aristas del camino.



Capitulo 4. El orientation model | estudio inicial 85

Bajo ciertas condiciones, las path inequalities (4.10) definen facetas de P2, (G).
Lamentablemente las condiciones necesarias para que esto ocurra no se pueden
caracterizar en términos simples, dado que estdn fuertemente ligadas a la
estructura de G mds alld de los vértices de P. A continuacién damos condiciones
suficientes (aunque no necesarias) bajo las cuales estas desigualdades definen
facetas de P2 (G). En el contexto de este capitulo, diremos que |P| es la
cantidad de aristas (no de vértices) del camino P. Para simplificar el enunciado
del teorema, damos ademas la siguiente definicién.

Definicién 4.4.1 Sea un grafo G = (V,E) y sea P un camino simple de G. Dados
dos vértices u,v € P, una (P,u,v)-alineacion de G es una particién Sy, . . ., S‘ Pl-1
de los vértices de V' \ P, y un etiquetado wy, ..., w|p|_y de los vértices de P\ {u, v},
tales que:

1. SoU{u,v} es un conjunto independiente y
2. SjU{w;} es un conjunto independiente, para todoj = 1,...,|P| — 1.
Decimos que G es (P, u,v)-alineable si existe una (P, u,v)-alineacion.

Informalmente, una (P, u, v)-alineacién es un coloreo de G en el cual todos los
vértices de P reciben colores distintos, salvo por u y v que reciben el mismo
color. Claramente, si G es (P, u, v)-alineable entonces x(G) < |P|.

Teorema 4.4.4 Sea un grafo G = (V,E) y un camino P = {vy,v1,...,vx}, con
k=1|P|=|C|. Sil = [’“2“—11 y las siquientes son ciertas:

i. |C]>x(G\P)+1+3.

ii. P no tiene cuerdas (i.e., v;v; ¢ E, para todo i, j € [0,k], con |i — j| > 1).
iii. Para cada i € [0,k — 1], existe una (P, vjl,vjz)—alineacién de G con j; <i < jp.
entonces, la path inequality (4.10) asociada a P define una faceta de P, (G).
Demostracién. Sea F la cara de P2 (G) definida por (4.10) y sea una solucién
entera (x,y) € F. Como (4.10) se cumple por igualdad, entonces exactamente

una de las variables involucradas vale 0 y el resto de las variables valen 1. Es
decir, existe un t € [1,k] tal que:

o Xy < Xoy < ... < Xo, 4,
® Xy 4 > Xo, ¥
o Xy < Xppy < .v. < Xy,
Asi, los vértices de P reciben colores en orden ascendente hasta v;_1, el si-

guiente color asignado (i.e., el de v;) es menor que el de v;_; y luego el resto
de los colores tienen nuevamente un orden creciente. Vale notar que, como P
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cumple la condicién ii de la hipétesis, los vértices de P pueden acomodarse de
esta forma utilizando ! colores (recordar que | = P‘%ﬁ ), ya que los primeros [

vértices del camino se acomodan todos en orden en forma consecutiva en esos
colores y luego se hace lo mismo con los vértices que restan, en los mismos
colores (0 uno menos si |P| es impar) y en orden. Otra observacién pertinente
es que la condicién i de la hipétesis implica que si los vértices de P utilizan
I colores, entonces el resto del grafo puede ubicarse en los colores restantes
incluso dejando hasta 3 colores de C sin utilizar. Esto nos permitira mostrar
que existen en F soluciones particulares que utilizaremos para probar que F es
una faceta de P2 (G).

Sean 7 € R",u € R™ y « € R. Veremos a continuacién que si 7mx + py = a
para todo (x,y) € F, entonces 7tx + py = « es en realidad un multiplo de
(4.10), y esto implica que esta Gltima define una faceta de P (G).

Afirmacién 1: 7t, = 0, para todo u € V \ P. Sea 2 = (%,7) € F una solucioén
en la cual todos los vértices de P se ubican en los primeros / colores (i.e., los
colores [0,/ — 1]) como explicamos mds arriba, y los vértices de V' \ P se ubican
en colores mayores o iguales que ! 4 1, siendo [ 41 el color asignado a u. Sea z
una solucién igual a Z pero en la que u recibe el color [ (el cual no se utilizaba
en £). Como 2,z € F y sélo difieren en el valor de x,, entonces 7r, = 0.
Afirmacién 2: 7t,, = 0, para todo v; € P. Sea £ = (%,) € F una solucién
en la cual los vértices de V \ P se ubican en colores mayores o iguales que
I+ 1y todos los vértices de P se ubican en los primeros I + 1 colores (i.e., en
los colores [0,1]), siendo ¢ € [0,] — 1] el color asignado a v; y ¢ + 1 un color
no utilizado. Notar que esta solucién puede obtenerse de la soluciéon Z de la
Afirmaciéon 1, moviendo un color a la derecha a todas las clases de color en el
intervalo [c +1,1), dejando asi vacia la clase de color ¢ + 1. Sea Z una solucién
igual a £ pero en la que v; recibe el color ¢ + 1. Como 2,z € F y sélo difieren
en el valor de x,, entonces 7, = 0.

Afirmacién 3: ji,,, = 0, para todo u,w € V \ P. Sea 2 = (£,7) € F una solu-
cién en la cual todos los vértices de P se ubican en los primeros ! colores (i.e.,
los colores [0, — 1]), los vértices u y w utilizan los colores I y [ + 1, respectiva-
mente, y el resto de los vértices de V' \ P se ubican en colores mayores o iguales
que | + 2. Sea Z una solucién igual a £ pero en la que u y w intercambian sus
colores. Como 2,z € F y sélo difieren en los valores de x,,, xy, € Yuw, entonces
por la Afirmacién 1, ji, = 0.

Afirmacioén 4: ji,,, = 0, para todou € V\ P,v; € P.Sea 2 = (%,) € F una
solucién en la cual los vértices de V' \ (P U {u}), se ubican en colores mayores
o iguales que I + 3, los vértices de P\ {v;} se ubican en los colores [0,! + 2]
salvo por tres colores consecutivos ¢, c+ 1y ¢+ 2, siendo c y ¢ + 1 los colores
asignados a u y a v;, respectivamente. Sea Z una solucién igual a Z pero en la
que u toma ahora el color ¢ + 2. Como %,z € F y s6lo difieren en los valores de
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Figura 4.4: Solucién para la Afirmacién 5.

Xu, € Yuv,;, entonces por la Afirmacion 1, ji,,, = 0.

Afirmacion 5: jiy,_,0; = fiv;0;,,, Para todo i € [1,k — 1]. Por la condicion iii
para v;, existe una (P,v;,v;,)-alineacién de G con j; < i < jo. Entonces, es
posible armar una solucién Z = (£,7) € F en la que §y,5;,,, = 0 simplemente
ordenando las clases de color dadas por la alineaciéon de manera tal que
%o, < %y;. Para ello, pueden ubicarse:

1. vg,...,vj,—1 enlos colores 0, ...,j; — 1,
2. vj,...,v; enlos colores (ji +jo — (i+1)),...,2—1,
3. Vit1,...,0j, enlos colores ji,..., (j1+j2— (i+1))y
4. vj,41,...,0¢ en los colores jp, ..., k—1.

La Figura 4.4 muestra una ilustracién de esta asignacion (los rétulos en la
figura hacen referencia al indice en el camino del correspondiente vértice y
la alineacién horizontal al color asignado a cada uno de ellos). Puede verse
que de esta manera, la inica arista e de P con . = 0 es v;v; ;1. N6tese que
en el caso en que v; = vy, entonces j; = 0y jo > 1, con lo cual la solucién
puede construirse igualmente. En forma similar, en caso en que v; = vy_1,
entonces jo = k y j; < i, con lo cual también es posible construir la solucién
correspondiente.

De manera analoga para v;_1, puede construirse una solucién z € F en la cual
la dnica arista e de P con . = 0 es v;_1v;. Notar que £ y Z pueden diferir en
muchas variables, pero por las afirmaciones anteriores, todas estas variables
tienen coeficientes nulos en 7tx + py salvo por Yy, ,v; Y Yo0;,; Y COMO ambas
soluciones pertenecen a F, podemos deducir que jiy, ,0; = Hoo;,;-

La conjuncién de todas estas afirmaciones muestran que 7tx + jiy = « es en
realidad un multiplo de (4.10) y por lo tanto esta tltima define una faceta de
o1(G)-

col
O

Se puede ver en la demostraciéon que las condiciones suficientes dadas no
son en absoluto condiciones necesarias ya que los mismos resultados pueden
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obtenerse bajo condiciones muy distintas a las planteadas. Por ejemplo, las con-
diciones i y ii se utilizan para poder construir las soluciones correspondientes
a las afirmaciones 1 a 4. Sin embargo, soluciones equivalentes a éstas pueden
construirse aun cuando la cantidad de colores de C no cumpla la condicién
i 0 aun cuando existan algunas cuerdas (particulares para cada solucién) en
P, ya que en la mayoria de los casos, s6lo es necesario poder acomodar los
vértices del grafo en algunos pocos colores de forma tal de dejar uno o dos
libres. Lamentablemente, dar condiciones necesarias para poder construir estas
soluciones implicaria dar una enumeracién larga de distintas posibilidades
para cada vértice y arista de G. Algo similar ocurre con el item iii, que se utiliza
para construir soluciones en las cuales s6lo una determinada arista v;v; 1 se
oriente hacia atras. Es facil ver que para muchas de las aristas de P, es posible
construir tal solucién sin recurrir a la condicién iii. Por ejemplo, la solucién
Z de la Afirmacion 1 es un caso en el cual la arista entre v;_; y v; es la tnica
del camino orientada hacia atrds y esta misma solucién serviria para probar
la Afirmaci6n 5 para dicha arista, sin pedir ademas que exista una (P, v;,, v}, )-
alineacion de G con j; < < jp, relajando asi las condiciones del teorema. Si
bien serfa posible restringir las hipédtesis requeridas, caracterizar exactamente
las condiciones necesarias implicaria probablemente largas descripciones de
casos para cada vértice y arista del grafo. Estas aclaraciones tienen como objeti-
vo mostrar que las path inequalities pueden aparecer como facetas de P (G) en
una gran cantidad de casos, aunque estos casos no admitan una caracterizacion
elegante.

4.4.1.2. Weighted path inequalities

Las path inequalities, de la Seccién 4.4.1.1 dicen que las aristas de un camino
no pueden tener todas la misma orientacién si |P| = |C| (o si |[P| > |C| en
realidad). Esto si puede ocurrir, sin embargo, si |P| < |C|, aunque en ese caso
tiene implicaciones sobre los colores que pueden recibir algunos vértices del
camino. Por ejemplo, si |C| = 6 y |P| = 4, existen soluciones en las que los
vértices de P reciben colores en forma creciente pero en estas soluciones el
primer vértice de P no puede recibir un color muy alto; en particular puede
recibir colores menores a 2. Algo similar ocurre cuando los colores se asignan
a P en forma decreciente; en estos casos tenemos una cota inferior para el color
asignado al primer vértice del camino. Explotamos estas consecuencias en la
siguiente desigualdad valida general.

Teorema 4.4.5 Dado un camino P = {vg,v1,...,v;}, con 1 < k < |C|, las weigh-
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ted path inequalities (WPI)
, >k — Z DYoo, (4.11)

o < (ICl=1) —k+ Z DYoja0; (4.12)

son vdlidas para P;(G). Nétese que (4.12) es la version simétrica de (4.11).

Es preciso notar que las weighted path inequalities son una generalizacién de
las desigualdades Drei-Kanten-Pfad presentadas en [32]. En la Seccién 4.4.1.3
presentaremos otra familia de desigualdades vélidas que a su vez generaliza a
las WPI y demostramos su validez, probando asi la validez de (4.11) y (4.12).
Aun teniendo esta generalizacién, presentamos el caso particular de las WPI
ya que esta familia presenta condiciones de facetitud menos rigurosas que el
caso general, tal como establecemos en el siguiente resultado.

Teorema 4.4.6 Supongamos que |C| > x(G \ P) + k + 2 y que P no tiene cuerdas.
Entonces, las WPI (4.11) y (4.12) definen facetas de P,(G) si y solo si todo vértice en
N(vg) \ P tiene un anti-vecino en P.

Demostracion. Debido al Teorema 4.3.2, alcanza con demostrar que (4.11) define
una faceta de P (G). Sea entonces F la cara de PJ (G) definida por (4.11).
Tomemos una solucién entera (x,y) € F y llamemos t := xy,. Claramente,
t <k, ya que si no la solucion no podria estar en F. Ademas, yo0;,, = 0 para
todo j < t, ya que de otra forma, (4.11) tampoco se cumpliria por igualdad.
Esto implica que t = x4, > Xy, > ... > Xy, ; > Xy, con lo cual xy, = 0. S5i v es
el tltimo vértice del camino, entonces t = k. Si no, yy,0,,, = 1, pues x,, =0y
(4.11) se reduce a
k—1
t>k—(k=t)— Y (k=Yoo
j=t+1

Ya que (4.11) se cumple por igualdad, entonces yv]z,] ., = O para todo j > t. Esto
prueba que una solucién entera (x,y) estd en F, si y s6lo si

i. xUO =t S k,
ii. Yoo, = 1 (siexiste la arista, i.e., sit <k)y
fiii. Yoo, = 0, para todo j # t.

Notar que los items i y iii implican que los primeros ¢ vértices de P después de
vp ocupan los primeros t colores en orden descendente. Es decir, x,, =t —1,
v, =t—2,..., Xy, = 0. No hay restricciones en cuanto a los colores asignados



90 4.4.1. Desigualdades vélidas basadas en caminos

a los vértices vy, ..., vk salvo que los mismos deben estar ordenados en for-
ma decreciente. Podemos ilustrar las soluciones en F con el siguiente diagrama:

‘Ut‘vt_l‘... ‘Ul"()o‘...‘
‘...Uk...Uk_l ...... Ot41 -+ ‘

Sean 7 € R",u € R" y « € R. Veremos a continuacién que si 7wx + puy = «
para todo (x,y) € F, entonces 7tx + uy = a es en realidad un multiplo de
(4.11), lo cual implica que esta tltima define una faceta de P, (G).

Afirmacién 1: 7t, = 0, para todo w # vy. Sea Z = (£,7) € F con %,, =0y tal
que existe un color c contiguo a £, que no esta utilizado en Z. Esta solucién
puede obtenerse ordenando las clases de color de los vértices vy,...,v en
forma decreciente y es posible ademas dejar libre el color ¢ porque |C| >
k+ x(G\ P) + 2. Vale aclarar que w puede pertenecer a P 0 no. Sea Z una
solucién igual a Z pero en la que ¥, = c. Como £,z € F y s6lo difieren en el
valor de x, entonces 71, = 0.

Afirmacién 2: jiy,, = 0, para todo uw € E con u,w ¢ P.Sea 2 = (%,7) € F
con £y = 0, £y = k=1, % =k, 2 = k+1y 2 > k+2, para todo
g ¢ ({u,w} UP). Esta soluciéon puede obtenerse acomodando los vértices
v1,...,0x en orden decreciente en el rango de colores [0,k — 1] y utilizando los
colores mayores que k + 1 para colorear G \ (P U {u,w}), lo cual es factible ya
que |C| > k+2+ x(G\ P). Sea z una solucién igual a Z pero en la que u y w
intercambian sus colores. Como %,z € F y s6lo difieren en el valor de x,, xy €
Yuw, por la Afirmacién 1 tenemos que jiy = 0.

Afirmacién 3: jiy,;, = 0, para todo u ¢ P ei € [1,k] con uv; € E. Sea
2= (%9) € Fcon %y =0, £, = ¢, £, = c+ 1 y tal que tanto u como
v; son los tnicos en sus respectivos colores. Esta solucién puede obtenerse
ordenando las clases de color de los vértices vy, ..., vy en forma decreciente y
es posible ademads dejar a u y v; como tnicos vértices en sus respectivos colores
(contiguos) ya que |C| > k + x(G \ P) + 2. Sea Z una solucién igual a Z pero en
la que u y v; intercambian sus colores. Como £,z € F y sélo difieren en el valor
de x,, Xy, € Yup,, por la Afirmacién 1 tenemos que jiy, = 0.

Afirmacioén 4: ji,,, = 0, para todo u € (N(vg) \ P). Sea 2 = (%,7) € F con
%y, = k, £, < k y tal que el color k + 1 estd vacio. Esta solucién se puede
construir ubicando los vértices vy,...,vx en forma decreciente en el rango
de colores [0,k — 1] y coloreando a u con el mismo color que uno de sus
no vecinos en P\ {vg} (el cual existe por hipétesis). Se utilizan luego los
colores mayores que k + 1 para colorear G \ (P U {u}), lo cual es valido porque
|IC] > x(G\ P)+k+2. Sea z una solucién igual a Z pero en la que u recibe
el color k + 1. Como 2,z € F y s6lo difieren en el valor de x;, Yyy, € Yuw para
algunos vértices w # vy, entonces por la Afirmacion 1, la Afirmacién 2 y la
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etetel fete|er totete| o

Figura 4.5: Solucién utilizada en la Afirmacién 6.

Afirmacioén 3 tenemos que iy, = 0.

Afirmacion 5: fiy, 0, = 7y,. Sea £ = (£,7) € F con %,, = k y por lo tanto
%y, =k—1,...,%, = 0. Por hipétesis, el resto del grafo se puede colorear con
los |C| — (k+ 1) colores restantes. Sea Z una solucién igual a Z pero en la que
las clases de color menores o iguales que k se mueven a un color inferior salvo
por la clase de color 0 que pasa al color k. Es decir, ¥, = £, — 1 para todo u
con0 < %, <k, y %, =k para todo u con £, = 0. Como 2,z € F y s6lo difieren
en el valor de xy,, Yo, 0, ¥ quizds también en otras variables con coeficientes
nulos, tenemos que k7ty; = (k — 1) 71y, + jlo, 0, con lo cual 7wy, = fiy, o,-
Afirmacién 6: jiy;,_,0; = fv;0;,q + oy, para todo i = 1,...,k — 1. Sea £ =
(%,9) € F con £y, =i (y por lo tanto £,, =i —1,...,%, = 0)y £,,, = k. Esta
solucién puede obtenerse acomodando por ejemplo los vértices v; o, ..., vk
en orden decreciente en el rango de colores [i + 1,k — 1] y utilizando los co-
lores mayores que k para colorear el resto del grafo (lo cual es factible pues
|C| > x(G \ P) + k). La Figura 4.5 ilustra la solucién descripta. Nuevamente,
sea Z una solucion igual a Z pero en la que las clases de color menores o iguales
que k se mueven a un color inferior salvo por la clase de color 0 que pasa
al color k. Es decir, ¥, = £, — 1 para todo u con 0 < £, < k, y X, = k para
todo u con £, < 0. Como 2,z € F y sélo difieren en el valor de xy,, Yo, ;0;,
Yov;,, Y quizds también en otras variables con coeficientes nulos, tenemos que
Tty + oy = (1= 1)7T0g + o, 40, con lo cual 7oy + flow,,y = o qo;-

La conjuncién de todas estas afirmaciones muestran que 7tx + yy = « es en
realidad un multiplo de (4.11) y por lo tanto esta tltima define una faceta de
P° (G).

col

Por otro lado, si existe w € N(vg) \ P tal que wv € E, para todo v € P,
entonces en cualquier solucién entera en F, el vértice w no puede tener un
color anterior a vy ya que todos estdn ocupados por vértices de P (e.g., los
vértices de P;, siendo t el valor de x, en tal solucién) y entonces y,» = 1 para
toda solucién en F. Al ser PO, (G) un poliedro de dimensién completa, esto
contradice la facetitud de F.

O

Vale aclarar que la condicién |C| > x(G \ P) + k + 2 es suficiente (junto
a otras) para la facetitud de (4.11) pero no es necesaria en general. Lamen-
tablemente, esta cota inferior para |C| depende fuertemente de la estructura
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de G y no parece ser sencillo caracterizarla en el caso general. Por ejemplo,
siendo G un camino de 4 vértices y usando |C| = 4, sabemos que aparecen
facetas de tipo WPI con un camino P de 3 vértices (i.e., k = 2), y en este caso
IC] =4 <1+2+4+2 = x(G\P)+k+ 2. Asimismo, la condicién de que P
no tenga cuerdas no es tampoco una condiciéon necesaria, y es posible que
(4.11) defina facetas de P2 (G) aun aceptando ciertas aristas entre los vértices
de P. Igualmente, pareciera ser dificil obtener una caracterizacién completa a
este respecto para los casos en que (4.11) define facetas. El siguiente resultado
da condiciones suficientes para que (4.11) no defina facetas de P_,(G) y lo
presentamos para dar una idea de la dificultad de esta caracterizacion.

Proposicién 4.4.1 La desigualdad (4.11) no define una faceta de P (G) si alguna de
las siquientes condiciones se cumple:

i) |Cl <k

ii) existe w € N(vg) \ P tal que wov € E, para todo v € P.
iii) |C| > x(G) y existe una cuerda v;v; € E,i < j, tal quek —j > j—i—1.
iv) |C| > x(G) y existen cuerdas v;v;,v; 1v; € Econi <j—1.
Demostracion. Sea F la cara de P2 (G) definida por (4.11).

i) En toda solucién entera (x,y) € F, vale que t := x, < k. Entonces
Yorors = 1Y Yoo, = 0, para todo j # £. Con lo cual, F queda contenida
en el hiperplano definido por Zf:_g Yo, = 1, contradiciendo asi su
facetitud.

ii) Es facil ver que en cualquier solucién entera en F, el vértice w no puede
tener un color anterior a vy (ya que todos estan ocupados por vértices de P)
y entonces 1y, = 1 para toda solucién en F. Dada la simetria de PC%I( G),
sabemos que existen puntos del poliedro que no satisfacen la igualdad
Yogw = 1 (si PY,(G) no es vacio), lo cual implica que F no puede ser una

faceta de P2, (G).

iii) Supongamos que existe una cuerda v;v; € E,i < j, talquek—j>j—i—1.
Veremos entonces que en este caso, toda solucién entera en F cumple

j—1
Z Yoo = Yoopr (4.13)
=i

lo cual contradice la facetitud de F, pues PS, (G) tiene dimension completa
cuando |C| > x(G). Sea una solucién entera z = (x,y) € F y llamemos
t := xy,. Claramente, t < k, ya que si no la solucién no podria estar en F.

Ademds, Yoo, = 0 para todo j < f, ya que de otra forma, (4.11) no se
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44.

un

cumplirfa por igualdad. Esto implica que t = xy; > xp; > ... > Xo, | > Xg,,
con lo cual x;, = 0. Si ¢ es el dltimo vértice del camino, entonces t = k. Si
no, Yov,; = 1, pues xp, = 0y (4.11) se reduce a

k-1

t>k— (k_ t) - 2 (k_j)yU/UjH'
j=t+1

Ya que (4.11) se cumple por igualdad, entonces yo;,, = 0 para todo j > t.
Esto muestra que una soluci6én en F puede tener yy,, , = 1 para a lo
sumo un valor de j € [0,...,k — 1] y en tal caso dicho valor es t (es decir,

Yoo = 1).
syl _ _
SiY_; Yoo, =0, entonces xy; > xp,,; > ... > Xy;, con lo cual Yo, = 0

y (4.13) se cumple trivialmente. En caso contrario, E;;l Yo, = 1, pues
como vimos arriba, a lo sumo un valor I € [i,...,j — 1], es tal que vy, =
1. En particular, sabemos que [ =t (i.e., yy,0,,; = 1) y que entonces x,, = 0,

Xo =120, =2,..., %0, =%y =t—i< (Gj—1)—i.

Por otro lado sabemos que Zé‘;jl Yo,01., = 0 (pues yp,0, ., = 1), entonces

Xo; > Xojy > ... > Xy 2 0, con lo cual xp, > k — j. Asi, por hipétesis,
Xo; > j—1i—12> x,,. Entonces, Yoo, = 1, con lo cual se cumple (4.13).

Supongamos que existen las cuerdas v;vj,v;_1v; € E coni < j— 1. Veremos
que en este caso, toda solucién entera en F cumple

Yoi_1,0; = Yojo; = Yoi_1,00 (4.14)

lo cual contradice la facetitud de F, pues PS, (G) tiene dimension completa
cuando |C| > x(G). Dada una solucién entera (x,y) € F, sea t := xy,. Si
i < t+1, entonces yy, ,, = 0y v; y v;_1 reciben colores contiguos y por
lo tanto Yo, 1,0, = Yoo, CON lo cual se cumple (4.14). Si i =t + 1, entonces
Yo, 100 = 1, Yoo = 0y xy, , = 0lo que implica que Yo 10 = 1, con lo
cual se cumple (4.14). Por dltimo, si i > t 4 1, entonces Xy, < Xy < Xo_y,
con lo cual todas las variables de (4.14) valen 0.

1.3. Spiral inequalities

Las WPI presentadas en la seccién anterior utilizan como estructura soporte
camino a partir de un cierto vértice del grafo. Siguiendo una idea similar,

presentamos en esta seccién una generalizacién de esta familia que utiliza
varios caminos de longitudes incrementales a partir de un mismo vértice. Para
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Figura 4.6: Spiral inequalities (sin interseccién de caminos).

mayor claridad en la notacién de estas desigualdades (y de las presentadas en
las siguientes secciones), dado un camino P = {vy, vy, ..., v}, definimos

k—1 k—1
7(13) = 2 Yviviq1s 7(P) = Z Yoipqv;-
i=0 i=0

Teorema 44.7 Seav € Vy k € [1,|C| —1]. Para cada i = 1,...,k, sea P; =
{wb,wll, s, wi} un camino a partir de v, es decir, wy = v (ver Figura 4.6). Con estas
definiciones, las spiral inequalities (SI)

—
Y

s

Xp >k — (P) (4.15)

i=1

v (Cl-1-0+ 1 ¥ () (4.16)
i=1

son vdlidas para PY;(G). Nétese que (4.15) es la version simétrica de (4.16).

Demostracién. Debido al Teorema 4.3.2, alcanza con demostrar que (4.16) es
valida para P (G). Sea (x, y) una solucién factible. Si x, < |C| —1 — k entonces
no hay nada que probar, pues la sumatoria en el lado derecho es no negativa.
Por otro lado, si x, = |C| — 1, entonces Yaiw, = 1, para todoi = 1,...,k
(pues w6 =), y por lo tanto vale la desigualdad. Supongamos entonces que
xp =|C|—1—1t,conl <t <ky analicemos el valor de la suma

t+1
Zi Yoiwi » (4.17)

para cada uno de los caminos P; con i > t (vale aclarar que w! 41 existe porque
i > t). Si existe algun j € [1,t], tal que y,;,; = 1, entonces (4.17) es mayor
jri-1

o igual que 1. Supongamos entonces que no existe tal j y por lo tanto las
aristas de P; involucradas en (4.17) son un camino simple (ya que de contener
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un ciclo, deberfa existir tal j por simple transitividad). Esto significa que
Xyi < Xyi < ee <Xy Y COMO Xy = Xp = |C| — 1 — ¢, entonces Xy = IC| — 1.
Esto implica que y,; i = 1. En cualquier caso, (4.17) es mayor o igual que 1.
17
Por lo tanto, como existen k — t caminos P; con i > t, la desigualdad (4.16) se
cumple.
O

La Figura 4.6 muestra un ejemplo del grafo soporte de una spiral inequality
en el cual los caminos considerados son disjuntos dos a dos, es decir, no
comparten vértices ni aristas entre si. Sin embargo, esto no es un requisito
para la validez de estas desigualdades y las mismas son validas aun cuando
diferentes caminos tienen vértices y/o aristas en comtn. Un caso particular se
da cuando todos los caminos son subcaminos de un mismo camino. Es decir,
cuando cada P; se compone de las primeras i aristas del camino Pj. Este caso
resulta interesante porque la desigualdad resultante es justamente la weighted
path inequality presentada en la Seccién 4.4.1.2. Esta observacién implica que
las spiral inequalities definen facetas de P (G) al menos en estos casos en
particular (y bajo las condiciones del Teorema 4.4.6). Igualmente, describimos a
continuacién otras condiciones en las que estas desigualdades definen también
facetas.

Teorema 4.4.8 Sea P = {v} US| P, donde v y Py,..., Py son el vértice y los
caminos asociados a un par de desigualdades (4.15) y (4.16). Supongamos que |C| >
X(G\P)+k+2, que P, P; = {v} sii# jy que las tinicas aristas de G[P] son las
de los caminos P;, con i € [1,k|. Entonces, tales desigualdades (4.15) y (4.16) definen
facetas de PY,(G) si y solo si todo vértice en N(v) \ P tiene un anti-vecino en P.

Demostracién. Para mayor claridad, definimos P/ = P; \ {v}, para todo i =
1,...,k. Debido al Teorema 4.3.2, alcanza con demostrar que (4.15) define una
faceta de P2 (G). Sea F la cara de PS (G) definida por (4.15). Tomemos una
solucién entera (x,y) € F y llamemos t := x,. Claramente, t < k, ya que
en caso contrario (4.15) no podria cumplirse por igualdad. Para un camino

P;, notemos que si Y (P;) = 0, entonces los i vértices de P/ reciben colores

menores que ¢ en forma decreciente, pues t = x, = Xy < Xgpi <o < Xy Asi,
1

para cada i > t, deducimos que 7(Pi) > 1, ya que no hay suficientes colores
menores que t para que pueda darse el caso en que Y (P;) = 0. Entonces,
Y ;.1 Y(P) > k—t, con lo cual la tinica forma de que (x,y) cumpla por
igualdad (4.15) es que 7(Pi) =0, para todo i <ty que 7(Pi) =1, para todo
i > t. Esto implica que una solucion entera (x,y) estd en F, si y s6lo si

i. xp =t <k,

ii. V(Pi) =0, paratodoi <ty
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iii. V(P,») =1, para todo i > t.

Notar que el item ii implica que el tinico vértice de P; se ubica en alguno de
los primeros t colores (i.e., los colores de 0 a t — 1), si > 1. Lo mismo ocurre
con los dos vértices de Pé, sit > 2, y ademds éstos se ordenan en orden inverso.
Y asi ocurre con todos los P/ con i < t, es decir, los i vértices de P/ se ubican,
en orden inverso, en i de los primeros ¢ colores. En particular, los ¢ vértices de
Pt’ ocupan, en orden inverso, todos los colores entre 0 y t — 1, inclusive. Esto
implica que sea cual sea el valor de t, siempre hay un camino (i.e., P/) que
utiliza todos los colores menores que f. Asi, si existiera un vértice u € N(v) \ P
que es vecino de todos los vértices de P, entonces # nunca podria recibir un
color menor que v, con lo cual y,, = 0 para toda solucién en F, contradiciendo
la facetitud de la misma. Esto prueba que F es una faceta de P, (G) s6lo si todo
vértice en N(v) \ P tiene un anti-vecino en P. Veremos ahora la implicacion
inversa.

Sean m € R",u € R™ y « € R. Veremos a continuacién que si 7wx + yy = a
para todo (x,y) € F, entonces 7tx + py = « es en realidad un multiplo de (4.15)
implicando que esta Gltima define una faceta de P3 (G).

Afirmacién 1: 7t, = 0, para todo w # v. Sea 2 = (£,7) € F con £, = 0y tal
que existe un color ¢ contiguo a %, que no estd utilizado en Z. Esta solucién
puede obtenerse acomodando todos los vértices de P en k + 1 colores (pues
las tnicas aristas de P son las de los caminos P;) y coloreando el resto del
grafo con el resto de los colores dejando incluso un color sin usar, ya que
|IC] > x(G\ P) + k+ 2. Vale aclarar que w puede pertenecer a P o no. Sea z
una solucién igual a £ pero en la que w recibe el color c. Como £,z € F y s6lo
difieren en el valor de x,,, entonces 77, = 0.

Afirmacién 2: jiy, = 0, para todo uw € E conu,w & P.SeaZ = (%,) € F
confy, =02y <k—1lparav' € P, 2, =k, % =k+1 y %4 > k + 2, para todo
g ¢ ({u,w} UP). Esta solucién puede obtenerse acomodando los vértices de P
(en orden decreciente para cada P;) en el rango de colores [0,k — 1] y utilizando
los colores mayores que k + 1 para colorear G \ (P U {u, w}), lo cual es factible
ya que |C| > k+2+ x(G\ P). La Figura 4.7 (a) ilustra esta construccién en la
cual cada columna representa un color. Sea zZ una solucién igual a Z pero en la
que u y w intercambian sus colores. Como 2,z € F y s6lo difieren en el valor
de x;, Xy € Yuw, por la Afirmacién 1 tenemos que iy = 0.

Afirmacién 3: ﬁuw;; =0, paratodou & P,i € [1,k],j € [1,i] con uw;: € E.
Seaz = (%,7) € F con £, =0, ﬁw; = ¢, £, = c+ 1y tal que tanto u como

;- son los tinicos en sus respectivos colores. Notar que esta soluciéon puede
construirse en forma similar a la de la Figura 4.7 (a) intercalando la clase de
color de u entre los colores asignados a los vértices de P y utilizando un color

extra (el que usaba w en tal solucién) para w; Sea Z una solucién igual a £ pero

w
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Figura 4.7: Soluciones utilizadas en la Afirmacién 2 (a) y la Afirmacién 5 (b).

enlaqueuy w; intercambian sus colores. Como 2,z € F y s6lo difieren en el
valor de x,, x, ey, i, por la Afirmacién 1 tenemos que i, ; = 0.
j j j

Afirmacién 4: ji,, = 0, para todo uv € E con u & P. Sea w; € P; un vértice
no adyacente a u y sea £ = (£,) € Fcon £, = i, £, = J?w; =i—jytal
que el color k + 1 no estd utilizado (la solucién existe ya que uw;- ¢ Ey
IC] > x(G\ P) + k+ 1). Sea z una solucién igual a £ pero en la que u recibe
el color k+ 1. Como 2,z € F y sélo difieren en el valor de xy, yu» € yuw para
algunos vértices w # v, entonces por la Afirmacién 1, la Afirmacién 2 y la
Afirmacién 3 tenemos que iy, = 0.

Afirmacién 5: ﬁwﬁ_lw{ = 71y, para todo t € [Lk]. Sea Z = (%,7) € F con
%y =ty X, =t—iparatodoi <t LaFigura 4.7 (b) muestra una ilustraciéon
de esta solucién en la cual cada columna representa un color (tres rétulos
distinguen los colores 0, t y k en la misma). Se puede ver que la solucién es
factible ya que |C| > x(G \ P) + k + 1. Notar que %,t = 0.5ea z una solucién
igual a Z pero en la que las clases de color menores o iguales que t se mueven
a un color inferior salvo por la clase de color 0 que pasa al color t. Es decir,
Xy = %, — 1 para todo u con 0 < £, < t,y X, = t para todo u con £, = 0.
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0 1 2 i1 k k+1
> 4
%
/ G\P
Pi| o017 (=2 )
0 1 2 i1 k k+1
)
»Z
/ G\P
P oo e O

Figura 4.8: Soluciones utilizadas en la Afirmacién 6 (caso de ejemplo con j = 3).

Como £,z € F y solo difieren en el valor de x;, v, Y quizés también en
t—

Jwhs

otras variables con coeficientes nulos, tenemos que t71, = (t — 1) 7y + ji
t— t

con lo cual 7, = yw ol

Afirmacién 6: ji i i yww  Para todo i € [Lk],j € [1,i —1]. Sea
17 ]
2:(x,y)chonxU:z—lenlacualx =j—j,paratodoj <jy
]
2, =k Esdecnrxl—O =1,..., %, = j— 1. Notar que en esta

+1 1 wl

sol]uc1on ywj,le 0 y yijj+1 " 1. Pedimos ademads que el color k + 1 no
esté utilizado en esta solucién. Sea Z una solucién igual a £ pero en la que w;
recibe el color k 4 1. La Figura 4.8 ilustra estas dos soluciones en el caso en que
j = 3 (notar que estas soluciones son factibles ya que |C| > x(G\ P) +k+2).

Notese que en esta nueva solucién 7 ! =1y 9§, =0.ComoZzzeF
=17 IAARS

y solo difieren en el valor de x y quizds también en otras

wj’ ywi 1wj’ yw;w;
variables v, con coeficientes nulos (por las af1rmac1ones anteriores), entonces

por la Afirmacién 1 tenemos que ptwl i = Hyini -
j IS
La conjuncién de todas estas afirmaciones muestran que 7wx + yy = « es
un mdiltiplo de (4.15) y por lo tanto esta tltima define una faceta de P3, (G).

O
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Proposicién 4.4.2 El problema de separacién asociado a las spiral inequalities (4.15)
puede resolverse en tiempo polinomial.

Demostracion. Dada una solucién (%,17), sea H un digrafo pesado con vértices
V yarcos A = {uw: uw € EVwu € E} con peso wyw = Juw para todo arco
uw € A (siw < u entonces wyy = 1 — Juy). Dado un vértice v € V y un valor
k € Z, es facil ver que el valor de

i?(a) (4.18)

con P; un camino de i aristas a partir de v, se minimiza cuando cada P; es
un camino dirigido de peso minimo en H de i arcos a partir de v, para todo
i=1,...,k Esto es asi, ya que estos caminos son independientes entre si (i.e., si
hubiese un P! mejor para algtn i € [1,k] se lo puede usar independientemente
del resto de los caminos). De esta forma, dados v y k, el problema de separa-
cién sobre (4.15) consiste en verificar si el valor minimo para (4.18) es menor
que k — %y, con lo cual para terminar la demostracién alcanza con que demos
un algoritmo polinomial para encontrar un camino dirigido de peso minimo
de longitud fija f en un digrafo, ya que luego seria cuestién de aplicar este
algoritmo para cada vértice v € V, cada valor k € [0, |C| — 1] y cada t € [1,k].

El problema de hallar los caminos dirigidos de peso minimo de longitud
fija t entre cualquier par de vértices de H puede resolverse en forma sencilla
por medio de un algoritmo de programacién dindmica utilizando la siguiente
definicién recursiva:

Dy[o, w] = Wyw, Sivw E€E
1S = +o0o0, siovw & E

Dj1[v,w] = mi‘r} (Dilv,u] + D1[u,w]), parai=1,...,t—1.
ue
uFo,w
En este caso, D;[v, w| guarda el peso de un camino de peso minimo desde v
hasta w, de longitud i. Vale aclarar que este camino no es necesariamente un
camino simple, pero eso no es un requerimiento de las spiral inequalities.
O

4.4.1.4. Double spiral inequalities

Dado un camino P entre dos vértices u y v, es sencillo ver que si todas
las aristas de P se orientan en direccién de v a u, entonces debe ocurrir que
Xy — Xp > |P|. Este hecho permite deducir que la siguiente desigualdad es
valida para P2 (G)

xu— %o = |P| = (IP| +|C| = 1) Y (P), (4.19)
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Figura 4.9: Double spiral inequalities (sin interseccién de caminos).

ya que en caso de que alguna de las aristas no tenga la orientacién mencionada
la desigualdad se cumple trivialmente sin imponer condiciones sobre x, — x5.
Si |P| =1, entonces (4.19) es la desigualdad del modelo (4.1), con lo cual esta
familia generaliza a estas tltimas. Presentaremos en esta seccién una familia
de desigualdades que a su vez generaliza a (4.19).

Tomando k; caminos a partir de u de longitudes incrementales y aplicando
la spiral inequality (4.16) a ellos, obtenemos una cota inferior para x,. Analo-
gamente para v y ciertos k, caminos de longitudes incrementales, aplicando
en este caso (4.15), obtenemos una cota inferior para x,. Estas cotas pueden
utilizarse junto con (4.19) para obtener la siguiente generalizacién de estas
dltimas.

Teorema 4.4.9 Sean u,v € V y un camino P de u a v. Sean ky,k, € Z con
ky+ky <|C|+|P|—1. Paracadai=1,..., ky, sea P!' un camino a partir de u con
|P!| =iyparacadai=1,...,ky, sea P} un camino a partir de v con |P?| =i (ver
Figura 4.9). Con estas definiciones, la double spiral inequality (25I)

klt

Xy = %o > [P| = (IP| +|C| =1 —ky — ko) Y (P) — ;7@“) = fﬁ(lﬂf’)

(4.20)
es vdlida para PQ,(G).

Demostracion. Sea P = {u = wo,wy,...,wp = v} y sea (x,y) una solucién

%
factible. Si Y (P) = 0, entonces x;, < Xw,  <-oo <Xuy <Xyy (4.20) se reduce
a
kll

ky
Xy — Xy 2 |P| - 27(131“) - Z?(sz)
i=1 i=1

con lo cual no hay nada que probar ya que esté claro que x, — x, > |P| y las
sumatorias del lado derecho son no negativas. Por el contrario, si 7(P) >1,
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entonces
ku ky
IP| = (IP| +|C| = 1 — ky — ko) ¥ (P) — ;7@;0 ~ Y Y ()

i=1

k k
u _) U
<1—|Cl+hi+k— Y. Y (B - Y Y (B),
i=1 i=1

ya que sabemos que |P|+ |C| —1 —k; —k, > 0. Por lo tanto, alcanza con
probar que

ky ky
Yu—xo > 1—|Cl+ ke +ko— Y. Y (P = Y Y (). 421)
i=1

i=1

Aplicando la spiral inequality (4.16) a x, con sus k, caminos sabemos que

ky
x> 1-|Cl+k— Y Y (P) 4.22)
i=1

Por otro lado, aplicando la spiral inequality (4.15) a x;,, con sus k;, caminos

sabemos que
kll

x>k — Y. Y (PY) (4.23)
i=1

Finalmente, como (4.21) es la suma de (4.22) y (4.23), entonces es vélida.
O

Es posible probar que las double spiral inequalities (4.20) definen facetas de
P (G) en ciertas circunstancias. Omitimos esta demostracién en este capitulo
y veremos este hecho como un corolario de los resultados del Capitulo 5.

4.4.1.5. Triple spiral inequalities

Las double spiral inequalities (4.20) se basan en dos desigualdades vélidas
(de tipo spiral inequalities) a partir de dos vértices y un camino que une a estos
vértices. Conceptualmente, podemos pensar que estas desigualdades (una para
cada vértice) imponen una cota superior al color de un vértice y una inferior
al color del otro, y el camino impone cotas a la diferencia entre estos colores.
La adecuada combinacién de estos tres elementos da como resultado la double
spiral inequality de la seccién anterior.

Siguiendo un razonamiento similar, tomamos nuevamente dos desigual-
dades validas pero en este caso una de ellas serd una double spiral inequality
asociada a dos vértices u y v, y la otra serd una spiral inequality para un vértice
w. El camino utilizado en este caso conecta los vértices v y w (tal como se
ilustra en la Figura 4.10).
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Figura 4.10: Triple spiral inequalities (sin interseccién de caminos).

Teorema 4.4.10 Sean u,v,w € V con un camino Py, de u a v y un camino Py, de v
aw. Sean ky, ky, kyy € Z4 con'ky +ky < |C|+ |Puo| — 1y ky + | Pow| > kw + | Puo|-
Paracadai=1,...,k, (resp.j=1,... . kyyt=1,...,ky) sea P/ (resp. P]?’ y P?)
un camino a partir de u con |P}'| = i (resp. de v con |P]”| = jydew con |P{| =t).
Con estas definiciones, la triple spiral inequality (35I)

Yu— Yo + %0 > [Puo + ko +1 = (|Pus] + 1C| = 1 — ku — ko) Y (Puz) — Y (Powo)
ku kw

&
X Y-y Y ) - Y Y () (4.24)
i=1

es vdlida para P2 (G). La Figura 4.10 ilustra la estructura soporte de esta desigualdad.

Demostracion. Sea (x,y) una solucion factible. Es facil ver que (4.24) puede
reescribirse de la siguiente manera:

Xy — Xy + Xw Zl*?(va)

ky ky
o] — (|Pus| +1C| =1 — ku — ko) ¥ (Puo) — 2 Py =YY ()

k w

LY

(4.25)

Aplicando la double spiral inequality (4.20) a Py, con los k;, y k, caminos co-
rrespondientes, sabemos que x, — x, es mayor o igual que el primer corchete
(segundo renglén) de (4.25). De manera similar, pero aplicando la spiral inequa-
lity (4.15) a w con los k; caminos correspondientes, sabemos que xy, es mayor
o igual que el segundo corchete (tercer renglén) de (4.25). Asi, si Y (Pyw) > 1,
entonces (4.25) es valida, pues estd dominada por la suma de las de51gualdades
mencionadas.

Supongamos entonces que ?(va) = 0, con lo cual las aristas de Py, se
orientan todas en direccién de v a w y por lo tanto x, — Xy > |Pyy|. Por otro
lado, aplicando la spiral inequality (4.15) a u con los k,, caminos correspondientes,
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tenemos que
kll
Xu >k =Y Y ().
i=1

De la suma de estas dos tltimas desigualdades sabemos que

w — Xp 4+ Xy > | Pow| + Ky —27 P

> IPuv|+kw+1—Z7 Pt

ku ko kaw

> Puol + ko +1- Y Y (P =Y Y (P1) = Y. Y (PP)
i=1 i=1 i=1

— Y (Po) = (|Pus| +|C| =1 = ky — ko) ¥ (Puo).

Lo cual prueba la validez de (4.24).
O

La experimentacién realizada mediante el software PORTA fue en un
principio la base que nos permiti6 identificar las familias de desigualdades
2SIy 3SI, ya que las mismas aparecen como facetas de P_;, aun en pequefias
instancias de caminos. Estd claro, por otro lado, que ambas familias siguen
una misma idea. Es decir, ambas familias surgen de tomar dos desigualdades
asociadas a los vértices en los extremos de un camino y conseguir de alguna
manera una nueva desigualdad valida operando con estos elementos. Se podria
seguir aplicando este razonamiento con distintas desigualdades para obtener
asf nuevas familias de desigualdades véalidas para P, pero una idea mas
interesante es tratar de generalizar este procedimiento para obtener nuevas
desigualdades validas a partir de desigualdades validas cualesquiera de P ;.
En el Capitulo 5 presentamos resultados a este respecto. En particular, éstos
contemplan resultados de facetitud que se aplican en consecuencia a las triple
spiral inequalities, por ende omitimos dar estos resultados en este capitulo.
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CAPITULO 5

El orientation model 11:
procedimientos generadores
de facetas

N el capitulo anterior presentamos una serie de familias de desigual-

dades validas para PY),. Las tltimas de estas familias, concretamente

las double y triple spiral inequalities, comparten una caracteristica intere-
sante. Se puede ver que ambas familias toman como base un camino P y dos
desigualdades validas asociadas a los vértices en los extremos de P; una que
impone una cota superior para el color asignado a un extremo de P y otra que
impone una cota inferior para el color del otro extremo. Sabemos ademés que
si todas las aristas de P se orientan para el mismo lado, entonces la diferencia
entre los colores asignados a los extremos del camino debe ser al menos igual
a la cantidad de aristas del mismo. Combinando adecuadamente todos estos
elementos, se obtienen las desigualdades 251 y 3SL

En este capitulo exploramos estas ideas y como resultado principal presenta-
mos procedimientos generadores de facetas para los poliedros asociados a esta
formulacién, a los que denominamos procedimientos de path lifting. Basados en
dos desigualdades validas genéricas y un camino entre dos vertices particula-
res, estos procedimientos generan una nueva desigualdad valida combinando
estos elementos. Presentamos primero dos versiones distintas de estos proce-
dimientos y mostramos que algunas de las desigualdades presentadas en el
Capitulo 4 pueden ser generadas por medio de éstos; las 2SI, las 351 y las ROL
Presentamos luego una generalizacién de los dos primeros procedimientos que
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genera una familia infinita de desigualdades validas para el poliedro asociado.
Es preciso notar que si bien esta es una familia infinita, sélo algunas de sus
desigualdades podrian definir facetas del poliedro. En efecto, mostramos lue-
go que estos procedimientos pueden generar facetas del poliedro de coloreo
asociado y damos condiciones suficientes para que esto ocurra. Finalmente,
presentamos una nueva familia de desigualdades vélidas para el poliedro aso-
ciado que surge de una aplicacién iterativa de los procedimientos mencionados.

5.1. Procedimientos de path lifting

Dados dos vértices v,w € V, supongamos que las siguientes desigualdades
son validas para P2 (G)

X + HY = & (5.1)
—xp+ 'y >a. (5.2)

Sabemos entonces que la suma de estas desigualdades
X —Xp+ (p+p )y > a+d (5.3)

también es valida. Supongamos ahora que existe un camino P de v a w.

Sabemos que si en una solucién factible ocurre que ?(P) =0 (i.e., las aristas
de P se orientan todas en sentido a w) entonces x;, — X, > |P|. Esta observacién
nos permite deducir que la siguiente desigualdad es vélida también:

xw — o+ (u+ 1)y = [Pl — (1P| —a—a) Y (P), (5.4)

siempre que y, 4’ > 0y |P| > a+ &/, ya que si ?(P) > 1, entonces la desigual-
dad queda dominada por, o es igual a, (5.3) (pues |P| —a —a’ > 0), y el caso
en que ?(P) = 0 es el que explicamos mas arriba (considerando que y, 1’ > 0,
aunque veremos mds adelante que estas hipétesis pueden reemplazarse por
otras algo mas débiles). Se puede ver que si (5.1) y (5.2) son spiral inequalities,
entonces la resultante (5.4) es la double spiral inequality (4.20) presentada en la
Seccién 4.4.1.4.

En las siguientes secciones formalizamos el procedimiento arriba ilustrado
y presentamos algunas variantes del mismo. Dado que estos procedimientos
consisten en la incorporacién de nuevas variables (las de las aristas de P) a una
desigualdad valida existente, los hemos denominado procedimientos de path
lifting. Es preciso aclarar, sin embargo, que no se trata de procedimientos cldsi-
cos de lifting de variables en desigualdades vélidas. La Figura 5.1 muestra un
esquema general de la estructura utilizada por los procedimientos presentados
en este capitulo.
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mx+u'y > o Tty > o

1% P w

Figura 5.1: Esquema de la estructura para el procedimiento de path lifting.

5.1.1. Primer procedimiento

En la explicacién anterior utilizamos desigualdades que involucran sélo
variables de color para los vértices v y w (i.e,, Xy Y xp) y esto limita en
cierta forma el potencial del procedimiento. Con algunas consideraciones
adicionales formalizamos a continuacién una generalizacién del procedimiento
anteriormente descripto, que se aplica a desigualdades generales que utilizan
variables x,, con u # v, w, ademads de x, y xy.

Teorema 5.1.1 Sean v,w € V. Sea rt'x + ply > a1 una desigualdad vilida para
P° (G) y sean u> > 0y ay € R tales que

col

mhx = xo + (' + pP)y > (a1 + az) (5.5)

es vdlida para P (G). En forma similar, sea 73x + pdy > a3 una desigualdad vdlida
para P2 (G) y sean y* > 0y ay € R tales que

x4 X0 + (12 + 1)y > (a3 + ay) (5.6)

es vdlida para PC%Z(G). Finalmente, sea P un camino de v a w. Si a1 + a3 > Oy
|P| > a1 + ap + a3 + ag =: &, entonces la desigualdad

7+ iy + (30— %0) > |P| = (|P| — ) Y (P) (57)

con 7w = 7l + ™ Yyu= ]41 + y2 + ‘u?’ + “1,14, es vdlida para pc%l(G)'
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Demostracion. Sea (x,y) una solucién factible. Si ?(P) = 0, entonces x; — X >
|P|, y como sabemos que 7'x + uly > ay y m3x + 3y > a3, entonces

X+ py + (X — xo) = (0 + 70 )x + (' + 12+ 12 + )y + (%0 — x0)
= (x4 u'y) + (Px + 12y) + (1 + 1)y + (x0 — x0)
> oy +az+ (12 + pt)y + |P| (%)
> |P|,

con lo cual la desigualdad se cumple. Por otro lado, si ?(P) =k > 1, entonces

1P| = (IP| — &) Y (P) = |P| — (|P| — )k
<[P —(|P] —a)
= (w1 +a2) + (a3 +ay)
(7' = xo + (' +12)y) + (7Fx + x0 + (1 + 1*)y)

= X + uy + (X0 — xo)

IA

y eso prueba la validez de la desigualdad.
O

Si bien las hipétesis del Teorema 5.1.1 requieren que los coeficientes de p? y u*
sean no negativos, esto no es estrictamente necesario para el procedimiento. En
caso de existir un coeficiente negativo i, 4, para alguna arista uquy € E, es via-
ble reemplazar la variable v, por 1 — yu,,, y aplicar el procedimiento a esta
redefinicién de la desigualdad. Obviamente, esto altera el valor de « y la apli-
cacidn sélo serd factible si este nuevo valor cumple con el resto de las hipétesis.
Una manera alternativa de enunciar el teorema es la siguiente: en lugar de
requerir yz, pt4 >0y ay + a3 > 0, alcanzaria con que aq + a3 — (ﬁz + ﬁ4)1 >0,
donde fi, = min{y,.,0}. Estas hip6tesis permiten realizar el paso marcado con
(*) en la demostracién del teorema. Por motivos de claridad, omitimos estos
argumentos en el enunciado del teorema.

Como mencionamos anteriormente, las double spiral inequalities se obtienen
aplicando el procedimiento anterior con desigualdades de tipo spiral inequalities.
Por otro lado, mediante este procedimiento es posible obtener también las rein-
forced orientation inequalities (ROI) de la Seccién 4.4. Recordemos que una ROI
utiliza una arista uv € E y tres cliques K* C N(u) \ N(v), K C N(v) \ N(u)
y K* C N(u) N N(v) tales que K* U K*? y KY U K*¥ son también cliques (ver
Figura 4.2). Con estas estructuras, llamando Q = K* U K” U K*?, la desigualdad
asociada es

xu*x021*(|c|*|Q|)yuv* Z Yuw — Z Ywv — Z (yuw*va)- (5-8)

weK* weK? weK"
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Llamemos K; = K* UK"? y K, = KY UK"?. Notemos que aplicando la desigual-
dad clique (4.6) de la Seccién 4.3 a u y a K; obtenemos

Xy > Z Ywu = |K" 4+ K"?| — Z Yuw — Z Yuw- (5.9)

weKy weK* weKw

Por otro lado, aplicando la versién simétrica de la desigualdad clique (4.8) a v
y a K, obtenemos

—Xxy > 1—|C|+ Z Yow =1—|C[ + (KUI - Z ywv> + 2 Yow- (5.10)
wekKy weK? weK"
Aplicaremos el procedimiento tomando (5.9) en el lugar de (5.5) y (5.10) como
(5.6). Esto deja 1! = 1> = 0, u! = u3 = 0y a; = a3 = 0 por un lado y
ap = |[K* UK*| y ag =1 —|C|+ |K?| por otro, y por lo tanto 1 —a = |C| — |Q].
Asi, usando la arista uv como P, la desigualdad obtenida en (5.7) es la ROI
asociada a uv, K", K y K"?.

Observacién 5.1.1 Las reinforced orientation inequalities asociadas a dos vértices
u y v pueden obtenerse mediante un procedimiento de path lifting utilizando dos
desigualdades clique y el camino dado por la arista uv.

En vistas de la facetitud de las ROI (Teorema 4.4.2), la Observaciéon 5.1.1
implica que existen casos en los que el procedimiento de path lifting genera de-
sigualdades que definen facetas de P2 (G). Mds aun, esta observacién muestra
que la desigualdad generada por el procedimiento puede definir una faceta
de P{(G) aun cuando las desigualdades utilizadas como base para el mismo
no lo hagan. Esto se evidencia con el hecho de que las desigualdades clique
definen facetas de P2, (G) s6lo si se utilizan cliques maximales sin embargo,
esto no es un requisito para la facetitud de las ROI. Esto tltimo da una idea
del potencial del procedimiento de path lifting con respecto a la facetitud de
las desigualdades generadas. Mdas adelante profundizaremos en este tema
y daremos condiciones suficientes para que la desigualdad obtenida por el
procedimiento defina una faceta de P (G).

Es preciso notar que las ROI utilizan sélo una arista para conectar los vértices
distinguidos v y w (llamados u y v en la Seccién 4.4). Sin embargo, en el caso
de estas desigualdades, es facil ver que las hipétesis del procedimiento son
vélidas aun cuando el camino P contiene méas de una arista. Esto da lugar
a una nueva familia de desigualdades que generaliza las ROI, utilizando un
camino arbitrario P entre los vértices 1 y v de la misma.

Observacion 5.1.2 La arista uv de las desiqualdades ROI puede sustituirse por un
camino P entre u y v dando lugar a una generalizacion de esta familia de desigualdades

271 le)
vdlidas de P
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5.1.2. Segundo procedimiento

Como mostramos, el procedimiento presentado en la seccién anterior pue-
de utilizarse para obtener las double spiral inequalities (2SI). Si bien las triple
spiral inequalities (3SI) comparten una estructura similar a las 2SI, éstas no
se adaptan adecuadamente al mencionado procedimiento de path lifting. A
continuacién presentamos una variante de este procedimiento cuya idea surge
de la estructura de las 3SL

Teorema 5.1.2 Sean v,w € V. Sea 7t'x + ply > a1 una desigualdad vilida para
PO (G) y sean u> > 0y oy € R tales que

col
T — xp + (yl + yz)y > (a1 +an) (5.11)

es vdlida para P, (G). En forma similar, sea 3x + udy > wg una desigqualdad vdlida
para P°,(G) y sean y* > 0y ay € R tales que

col
3% + X + (y3 + y4)y > (a3 +ayg) (5.12)

es vilida para P (G). Finalmente, sea P un camino de v a w. Si |P| > ap +ag +1,

entonces la desigualdad

X+ Y + (o — %) > a+1— Y (P) (5.13)
con p :V1+V2+V3+V4,ﬂ= 7Tl—|—7r3]/0c:0c1 + ap + a3 + a4, es vdlida para
P° (G).

col

Demostracion. Si ?(P) > 1, entonces la desigualdad estd dominada por (o

es igual a) la suma de (5.11) y (5.12). Supongamos entonces que ?(P) =0.
Eso implica que todas las aristas de P se orientan hacia w y por lo tanto
Xy — Xp > |P|. Sabemos ademés que 7t'x + puly > ay y 3x + pdy > a3, con lo
cual

x4 py + (v — x0) = (7' + 700)x + (' + 2+ 1% + 1)y + (v — x0)
= (m'x+pu'y) + (Px+1%y) + (1 + 1)y + (x0 — x0)

> ay + a3+ (17 + )y + | P| (+)
>a+1,
y eso prueba la validez de la desigualdad. O

Al igual que con el primer procedimiento, es preciso notar que la restriccién
de no negatividad sobre y? y u* no es estrictamente necesaria. En lugar de
requerir y2, y* > 0y |P| > ap + a4 + 1, se puede probar que el procedimiento
es valido cuando |P| > ay + a4 + 1 — (71? + i*)1, donde fi, = min{,,0}. Esto
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permite realizar el paso marcado con (*) en la demostracion del teorema. Al
igual que antes, preferimos omitir estos argumentos en el teorema por motivos
de claridad.

Una observacién interesante es que las condiciones requeridas para este
segundo procedimiento son més flexibles que las primeras ya que no se re-
quiere que a7 + a3 > 0 y la restricciéon sobre la cantidad de aristas de P es
también mds débil. Vale notar también que cuando |P| = « + 1, las desigualda-
des generadas por ambos procedimientos coinciden. De todas maneras, este
segundo procedimiento no es siempre un caso particular del primero, ya que
se lo puede utilizar con caminos P arbitrarios generando desigualdades validas
que no podrian generarse con el primero.

Finalmente, notemos que las triple spiral inequalities presentadas en la Sec-
cién 4.4.1.5 se pueden obtener con este segundo procedimiento de path lifting
utilizando una double spiral inequality y una spiral inequality.

5.1.3. Generalizacién: el procedimiento de path 0-lifting

Tanto el primer procedimiento de path lifting como el segundo surgieron a
raiz de las desigualdades 2SI y 3SI, identificadas en principio por medio del
uso de PORTA en instancias pequefias. Sin embargo, habiendo desarrollado
estos dos procedimientos encontramos que bajo hipétesis muy similares a las
de los mismos, se pueden deducir otras desigualdades vélidas para P . Por
ejemplo, utilizando las desigualdades y el camino del Teorema 5.1.2 y con la
condicion de que |P| > ap + a4, es posible probar que la desigualdad

X+ uy + (X — xo) > a1 + a3 + |P| — (|P| —ay — M)?(P) (5.14)

con =7+ 70y p=pu' +u®+ 1?4 u*, es vélida para P2 (G). Omitimos
la demostracién de este resultado ya que el mismo es un caso particular del
resultado a continuacién.

Es inevitable en este punto deducir que existe una generalizacién para
los procedimientos de path lifting. En el siguiente resultado, proponemos un
procedimiento que generaliza los procedimientos ya mencionados de path
lifting y genera familias infinitas de desigualdades validas para P,

Teorema 5.1.3 Sean v,w € V. Sea nt'x + ply > ay una desigualdad vdlida para
P2,(G) y sean u> > 0y ay € R tales que

iy — xp + ()Y > (g +ap) (5.15)
es vdlida para P? (G). En forma similar, sea 73x + udy > wg una desigualdad vdlida
para P2 (G) y sean u* > 0y ay € R tales que

x4+ X0 + (12 + ity > (a3 + ayg) (5.16)
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es vdlida para PS,(G). Finalmente, sea P un camino de v a w y sea § € Ry. Si
|P| > 6 4 ay + g, entonces la desigualdad

X + uy + (X — xp) > a+9—97(P) (5.17)

conp=p+ 2+ +ut, r=nl+ 1 ya =y +ay + az + ay, es vdlida para
P° (G).
col

Demostracién. Si ?(P) = 0, entonces xy — Xy > |P|, y como sabemos que
mlx + ply > ay y mx + pdy > a3, entonces

X+ py + (x — %) = (L + 02)x + (b + 12 + 12+ )y + (2w — x0)
= (mx+ply) + (7Fx + 10y) + (12 + )y + (xw — x0)
> oy + oz + (42 + pt)y + |P| (*)
> a1+ a3+ |P|
>ua+0,

con lo cual la desigualdad se cumple. Por otro lado, si V (P) =k > 0, entonces

a+0-0Y(P)=a+0— 6k
<a+6-6
= (a1 +a2) + (a3 + as)
< (mx —xo + (W 1D)y) + (x4 x0 + (12 + ph)y)
= 7x + py + (xw — xp)

y eso prueba la validez de la desigualdad. |

Al igual que en los procedimientos anteriores, las hipétesis u?,u* > 0y
|P| > 6 + ay + ay, se pueden reemplazar por |P| > 0 + ap +ay — (7% + i*)1,
donde fi, = min{yu,,0} ya que eso permite realizar el paso marcado con (*) en
la demostracién del teorema. Omitimos nuevamente estos argumentos en el
teorema para mayor claridad en su enunciado.

Es facil ver que este nuevo procedimiento generaliza a los dos primeros
y también al mencionado en la desigualdad (5.14), ya que éstos se obtienen
como casos particulares utilizando € = 1,0 = |P| —a y 0 = |P| —ay — ay,
respectivamente. Nos referiremos a esta generalizacién como procedimiento
de path 0-lifting o path lifting continuo. Dado que 6 € IR, este procedimiento
permite generar una familia infinita de desigualdades validas para P2 (G), que
definen un convexo no poliedral que contiene a este poliedro. Obviamente, sélo
un conjunto finito de desigualdades de esta familia definira facetas de P, (G).
Sin embargo, es facil ver que no siempre existe un valor de § que domine al
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resto, es decir, un valor tal que la desigualdad obtenida usando dicho valor
sea mds fuerte que las obtenidas usando otros. Esto es evidente ya que el lado

izquierdo de la desigualdad no depende de 0 y el derecho es a 4+ 6(1 — V(P)),

donde 1 — Y (P) puede ser tanto positivo como negativo, segtn la solucion
analizada.

5.1.4. Facetas provenientes de path liftings

Durante la experimentaciéon con PORTA sobre caminos pequefios (de hasta
7 vértices), pudimos detectar muchas facetas de Pcool correspondientes a las
familias 2SI y 3SI, probando asi que bajo ciertas condiciones, estas familias de
desigualdades definen facetas de P7;. Esto implica a su vez, que los procedi-
mientos de path lifting (en sus dos primeras versiones) producen facetas de PY.
Otro ejemplo de esto esta dado por las desigualdades ROI, que son también

generadas por estos procedimientos, tal como se indica en la Observacién 5.1.1.

Resulta dificil caracterizar por completo las situaciones en las cuales la
desigualdad obtenida define una faceta de PJ (G), mas aun en el caso del
procedimiento de path lifting continuo ya que éste genera una familia infinita
de desigualdades vélidas. En esta secciéon damos una caracterizacion parcial
(i.e., condiciones suficientes pero no necesarias) para algunos casos en los que
el procedimiento de path 0-lifting genera una faceta de P3(G). Tratamos un
caso particular en el cual el camino P estd compuesto por una tnica arista.
Damos antes algunas definiciones ttiles.

Dado un grafo G = (V,E), decimos que el conjunto de vértices soporte de
una desigualdad mx +puy > aes V(mr,u) ={u e V:m #0yU{u € V:
Huy # 0, para algun uv € E}. Definimos ademas V() ={u € V:m, #0}y
E(u) = {uv € E : uyp # 0}. Por otro lado, decimos que una arista vw € E es
una arista de corte de G si el tnico camino entre v y w es dicha arista.

Teorema 5.1.4 Sea vw € E una arista de corte de un grafo G y las desigualdades
x4+ ply > aq, wix + pdy > ag,

oy — Xy + (yl + yz)y > a1+ o, (5.18)

x + Xw + (]/13 + ]/14)]/ > o3 + g, (5.19)

vdlidas para PS,(G) con w2 ut > 0y ay < —ay y tales que los conjuntos de vértices
soporte de (5.18) y (5.19) son disjuntos. Sean Fy y F, las caras de P, (G) definidas
por las desigualdades (5.18) y (5.19), respectivamente. Sea 0 = 1 — ay — a4 y sean
¢ = (x%,y") y 2 = (x,yP) dos soluciones en F{ N F, con x% = x) = —ay,
X% = xb = wy y tales que
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e para todo u € N(w), x% # ag+ 0y si S, # 00 ut, # 0, entonces o bien
xj, < &g 0bien x§ > waq+6,y

e para todo u € N(v), xb # —ao — 0 y si pb, # 00 2, # 0, entonces o bien
xb < —ay — 0 0 bien xb > —ay.

Si (5.18) y (5.19) definen facetas de P2 ,(G) entonces la desigualdad obtenida por medio
del procedimiento de path 6-lifting sobre (5.18) y (5.19), y tomando P = {v, w}, es
decir,

(n1+7r3)x+xw—xv+yy2oc+9—9ywv (5.20)

con p=p' +u? 4+ 1%+ pty a = ay + ar + a3 + ay, define una faceta de P (G).

Demostracién. La desigualdad (5.20) es valida para P2 (G) ya que se cumplen
las condiciones para aplicar el procedimiento, pues |[P| = 1 > 6 + ap + ay.
Probaremos entonces la facetitud de la desigualdad.

Como u? > 0, entonces 7wlx + (u' + u?)y > ay, y por lo tanto se puede
ver que toda solucién en F; cumple que —x; < ap, pues de lo contrario la
igualdad de (5.18) no se cumpliria. Andlogamente, como ;44 > 0, entonces
x4+ (u® + u*)y > a3, y asi toda solucién en F, cumple que xy, < ay. Enton-
ces, como a4 < —ay, toda solucién en Fj N F, cumple xy < xp y por lo tanto
Ywo = 1. Por otro lado, si ¥y = 1 entonces (5.20) es la suma de (5.18) y (5.19),
con lo cual (5.20) se cumple por igualdad si estas dos también lo hacen. Por lo
tanto, siendo F la cara de P (G) definida por la desigualdad (5.20), tenemos
que FFNF, CF.

Sean G; = (V4,E1) y Gy = (V,, Ez) dos subgrafos disjuntos de G, separa-
dos por la arista de corte wv, tales que G = (V3 U Vo, Ey UE, U{wv}) y sea
d = dim(Pg(G)) + 1. Dado que F; es una faceta de P (G), existen puntos
Z1,...,z% € F afinmente independientes. Para i = 1,...,d, sea g = (J?i,yi)
un punto igual a z' pero con 7. = 0 para todo e € (E U {wov}) y &, = 0
para todo u € V. Se puede ver que en el conjunto {z; : i = 1,...,d} de-
be haber un subconjunto de puntos afinmente independientes de tamafio
di :=d — |E U{wv}| — |V,|. Sin pérdida de generalidad, podemos decir que
este subconjunto es D1 = {z;:i =1,...,d;}. De la misma forma, al ser F, una
faceta de P2 (G), es posible armar |E;| 4 | V2| puntos afinmente independientes
21 = (#,9"), con §. = 0 para todo e ¢ Ey y #, = 0 para todo u ¢ V,, utili-
zando un conjunto de d puntos afinmente independientes de F,. Sin pérdida
de generalidad, llamemos a este subconjunto D, = {2; : i = 1,...,d»}, con
dy = |E| + |V3|. Consideremos el siguiente conjunto de puntos:

D={z+28 4ep:i=1,...,d}U{z + 2 +epp:i=2,...,do},

donde ¢y, es el vector que tiene un 1 en la posicién correspondiente a la
variable y,, y un 0 en el resto de las posiciones. Como G; y G, son subgrafos
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disjuntos de G, se puede verificar que los puntos de D son soluciones factibles
de P (G) ya que las variables Z; y Z; representan partes de soluciones en F; y
F, respectivamente y, como vimos maés arriba, en toda solucién en F; N F;, se
cumple que Yy = 1. Asi también, D C F; N F, C F. Por otro lado, podemos
ver que |D| = dy +dy —1 = d — 2 y que todos estos puntos son afinmente
independientes. Adicionalmente, esto implica que dim(F; N F,) =d—1, ya
que este poliedro tiene al menos dos dimensiones menos que P2, (G).

Consideremos ahora la solucién z* de la hipétesis en la cual x§ = —ay y
x4 = a4 y por lo tanto ¥4, = 1. Como z* € F; N F, C F, entonces (7t! + 713)x" +
x5, — x5 + uy® = a. Construimos 2* igual a z* pero moviendo el vértice w hacia
adelante 6 colores, es decir, con £, = x%, + 6. Vale notar que esta solucion
es factible por las condiciones de la hipétesis. Como la distancia entre los
colores de v y w en z” era de x§ — x7, = —ap — g = 6 — 1, entonces en la nueva
solucién se cumple que 7%, = 0. Notemos ademas que la diferencia entre z y
2% se da solamente en las variables x%, y%, y quizds también en otras variables
con coeficiente nulo en (5.20). Por lo tanto,

(' 4 12)2% 4+ 22 — 2% + up” = (71! + 70)x" + (2% + 0) — x% + uy”
=a+0
=ua+0+ 677,

y asi, 2% € F. Como las tnicas variables cambiadas en 2 tienen coeficientes
nulos en (5.18), entonces 2% € F; y por otro lado es facil ver que £* ¢ F,, ya que
2% no cumple (5.19) por igualdad (pues %7, > a4). Recordemos que D C F; N B,
con lo cual los 4 — 2 puntos (afinmente independientes) de D estdn incluidos
en el hiperplano definido por (5.19) y como 27 no lo estd, entonces D U {2} es
un conjunto de d — 1 puntos afinmente independientes.

Consideremos ahora la solucién z” de la hipétesis en la cual x§ = —a,, x5, = ay
y por lo tanto ¥4, = 1. Al igual que antes, como z' € F; N F,, entonces
(7t + 713)x? + xb — xb + py? = a. Anadlogamente, construimos 2° igual a z¥ pero
moviendo el vértice v hacia atras 6 colores, es decir, con £ = x? — 6. Vale notar
que esta solucién es factible por las condiciones de la hipétesis. Nuevamente,
como la distancia entre los colores de v y w en z¥ era de x§ — 8 = —ay —ay =
0 — 1, entonces en la nueva solucién se cumple que 7%, = 0. Notemos ademas
que la diferencia entre z’ y 2’ se da solamente en las variables x%, % v
eventualmente en otras variables con coeficiente nulo en (5.20). Por lo tanto

(' + 73) 20 + 28 — 20+ ugt = (2 + 7P+ 2l — (2 —0) + uyt
=ua+0
~b
=ua+0—07,,
con lo cual, 2! € F. Nuevamente, como las tinicas variables cambiadas en 2°
tienen coeficientes nulos en (5.19), entonces 2° € F, y por otro lado es facil
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ver que 2! ¢ Fy, ya que 2° no cumple (5.18) por igualdad (pues £ < —ay).
Recordemos que D U {2} C Fj, con lo cual los d — 1 puntos (afinmente
independientes) de este conjunto estdn incluidos en el hiperplano definido
por (5.18) y como 2% no lo estd, entonces D U {2%,2"} son d puntos afinmente
independientes y todos ellos pertenecen a F, probando asi la facetitud de esta
cara.

O

Es preciso notar que el lado izquierdo de la desigualdad obtenida por el
procedimiento no depende de 6 y el derecho es & + 6(1 — ?(P)) En el caso

analizado, en el que |P| = 1, el valor de 1 — Y (P) es siempre no negativo y por
lo tanto la desigualdad obtenida por el procedimiento serd mds fuerte a mayor
valor de 6. Por otro lado, el Teorema 5.1.3, que establece la validez de la de-
sigualdad, requiere que 0 < |P| — ap — ay. Por estos motivos, es coherente que
una de las condiciones para que la desigualdad defina una faceta de P2 (G),
cuando |P| = 1, sea que § = 1 — ay — a4. No queda claro a simple vista que esta
situacién se repita cuando |P| > 1, ya que en tal caso no existe un valor de 0
que genere desigualdades dominantes, con respecto a otros valores del mismo
pardmetro. En retrospectiva, esto mismo ocurre en el caso de las desigualdades
RO], las cuales ya habiamos observado como casos particulares del procedi-
miento de path lifting (Observacién 5.1.1). Dado que en estas desigualdades el
camino utilizado tiene longitud 1, entonces el valor de 6 deberia ser el maximo
posible (de lo contrario la desigualdad no seria una faceta). Esto se evidencia
pues 0 = [C| — [Q| =1 — [K*UK"[ — (1 - |C| + [K?|) = |P| — a2 — a.

Otro ejemplo interesante es el de las desigualdades 3SI cuando se utiliza un
camino de longitud 1. Es facil ver que esta desigualdad, tal como esta planteada,
es un path 0-lifting con 6 = 1, y profundizando un poco en esta desigualdad, es
posible deducir que ay = 1 — |C| + ky y ag = ky. Entonces, cuando |P| =1, la
desigualdad quedaria mas fuerte si se usara 6 = |P| —ay —ag = |C| — ky — ku,
en lugar de 6 = 1, ya que en este tltimo caso la misma no define una faceta de
P2 (G).

5.2. Alternating spiral path inequalities

Los procedimientos descriptos en la seccién anterior pueden utilizarse para
construir una amplia gama de desigualdades vélidas para P_ ;. Por ejemplo,
dado un camino P entre dos vértices u y v, es posible tomar una spiral inequality
(4.15) para u y una clique inequality (4.6) para v y obtener (bajo ciertas hipétesis)
una nueva desigualdad vélida. Luego, es posible tomar esta desigualdad vélida
y otra desigualdad que involucre a un nuevo vértice w desde el cual exista

un camino hacia v y construir (nuevamente bajo ciertas hip6tesis) una tercera
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desigualdad valida mediante otro path lifting. Siguiendo esta idea, describimos a
continuacién una familia infinita de desigualdades validas que surge de aplicar
el procedimiento de path 0-lifting utilizando spiral inequalities, alternando entre
(4.16) y (4.15). Para mayor simplicidad en la explicacién, dado un camino Py
un entero j € Z, definimos

%
(P) = Y (P) sijespar,

(?(P) si j es impar.
Asi, la spiral inequality (4.15) asociada a un vértice v y a ko caminos PY, ..., Plgo,
puede escribirse como

ko
Xoo + Y Yo(P?) > ko. (5.21)
i=1

A su vez, dado un vértice vy, la spiral inequality (4.16) asociada a v y a kg
caminos P},..., P}, puede escribirse como
1 ky

k1
—xo, + Y Y4(P!) > 1—[C| + k1. (5.22)
i=1

Dado 6y € R4 y un camino Py, de vg a vq, con |Pyyp, | +|C| > 0+ 1+ ko + k1,
utilizando el procedimiento de path lifting con (5.21) y (5.22) obtenemos:

1k ,
Yoy — %o, + Y Y Yi(P)) > (1= [Cl + ko + K1)+ 00— 0 Y (Poyoy).  (5.23)
j=0i=1

ya que en este caso a1 = 0, ap =1 — |C| +ky, a3 = 0 y ag = ko. Sea un vértice

vy para el cual existe un camino Py, desde v; hacia v;. Tomemos 6; € Ry y

una spiral inequality (4.15) asociada a v, y a ko caminos PZ,..., P,?z. Aplicando
un path lifting con 6, a esta desigualdad junto con (5.23), obtenemos:

2 ki , 1

Xyy — Xo; + Xy, + Z Z Y](PI]) > (1 — |C| +ko+kq +k2) + 2(9] — Gij(PUjUj+1))’

j=0i=1 j=0

(5.24)

ya que en este caso a; = ko, ap = 0p+1— |C| + k1, a3 = 0y ag = kp. Sabe-

mos que si [Py o,| + |C| > 61 4+ 6p + 1+ kq + ko, entonces (5.24) es valida para

P (G).

Sea ahora un vértice v3 para el cual existe un camino P,,, desde v, ha-

cia v3 y tomemos una spiral inequality (4.16) asociada a v3 y a k3 caminos

p,..., Pfs. Nuevamente, aplicando path lifting a esta desigualdad junto con
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Figura 5.2: Ejemplo de estructura utilizada en las desigualdades ASPIL.

(5.24) y utilizando un 6, € R obtenemos:

3 Kk

, 3
xvo_xvl""xvz_xvs"i_ZZYf(Pi]) 2 lzu_ IC) + Zkf
j=0

j=0i=1

2

+), (6= 6;Y;(Poo,, )
j=0

(5.25)
yaqueenestecason; =0,ap =1—|C|+k3, a3 =1—|C|+ko+ki+6pyas =
ko +6;. Aligual que antes, (5.25) es valida si | Py,o, | + |C| > 62 + 61 + 1+ kp + k3.
Siguiendo este procedimiento, usando en forma alternada desigualdades SWI
(4.16) y (4.15), se puede obtener la siguiente familia de desigualdades validas
para P2, (G) (cuya estructura se ilustra en la Figura 5.2).

Proposicién 5.2.1 Sea vy, ..., vs una secuencia de vértices tal que existe un camino
Py

0j41 desde v; hasta Vjy1 para todoj=0,...,t —1. Sean P{, .. .,P,{j, kj caminos
desde vj tales que |Pj| =i, paratodoi=1,...,kjconj=0,...,t (ver Figura5.2).
Dados 0y, ...,0;_1 € Ry, si |onvl| + |C| > 90 +ko + ki + 1 y |Py]v]+1| + |C| >
0;+6j-1+ k +kjt1+1paratodoj=1,. — 1, entonces la alternating spiral
path inequality (ASPI)

t

Z ]xv—i-ZZY szzt;

j=0 j=0i=

HM\

9 —0,Yj(Poo,.,) (5.26)

donde \j = kj sijes pary Aj = 1 — |C| +kj si j es par, es vdlida para P{;(G).

Demostracion. La demostracién es por inducciéon en t. Si t = 0, entonces (5.26)
es una spiral inequality de tipo (4.15) para vy y los ky caminos asociados a vy
(i.e., es la desigualdad (5.21)). Si t = 1, entonces (5.26) es la desigualdad (5.23),
la cual es valida ya que se obtiene por medio del path lifting bajo condiciones
validas (pues |Pyyo,| > 0+ 1 — |C| + ko + k1 = 0p + ap + as).

Supongamos entonces que f > 2. Por hipétesis inductiva, sabemos que las
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ASPI correspondientes a los primeros t — 1y t — 2 vértices de la secuencia son
vélidas y son, respectivamente,

t—

Z ]xv] + Z 2 Y pf > Z Ai+ Z Yi(Pooy)- (5.27)

j=0 j=0i= =0

t—

Zé 1) xy, +Z(;)ZY (P)) > Z/\ +Z (6; — 6;Y(Pojo;.1)), (5.28)
J= J=Yt

Veremos que (5.26) se obtiene mediante un path lifting con 6;_1 utilizando (5.28)
y una spiral inequality asociada al vértice v; (la cual puede ser (4.16) o (4.15)
dependiendo de la paridad de t). Es fécil ver que la diferencia entre (5.27) y
(5.28) es

ki1

(1) M + Y Y (PN = M 400 — 00Y0(Po, 0, )
i=1

Asi, si t es impar, es posible utilizar (5.28) como 73x + u3y > a3 y (5.27) como
(5.6), con lo cual ;44 >0yay=Ar1+6;_p =ki1+ 6;_5. Entonces, usando la
siguiente spiral inequality

ki
—Xy, + Z?(P}) >1—|C|+k

en el papel de (5.5) tenemos > > 0y ay = 1 — |C| + k¢ = A¢. Como |Py,_o,| >
01 +6i—2+1—|C|+ki +ki—1 = 01 + ax + ag, entonces la desigualdad
resultante del procedimiento de path lifting es valida para P (G), y ésta
no es otra que la ASPI (5.26). En caso que t sea par, utilizando (5.28) como
iy + yly > w1y (5.27) como (5.5), se ve que yz >0yay = A +0ip =
1—|C| +k¢—1 + 6;—», y usando la siguiente spiral inequality

ki
xo + Y Y (P) > Ky
i=1

en el papel de (5.6) tenemos u* > 0y ay = kt = A;. Nuevamente, como
|Po, ol > 011 +6i2+1—|C|+kt+ki—1 = 01 + ap + &g, entonces la de-
sigualdad resultante del procedimiento de path lifting es vélida para PS (G), y
ésta es exactamente la ASPI (5.26), lo cual prueba su validez.

O

Una observacién inmediata con respecto a esta familia de desigualdades
es que la misma es una generalizacién de las double y triple spiral inequalities
(usando t = 2 y t = 3, respectivamente, y valores adecuados para los corres-
pondientes 0).
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Siendo las ASPI el producto de sucesivas aplicaciones de procedimientos
de path lifting, el Teorema 5.1.4 sugiere que bajo ciertas condiciones algunas
desigualdades de esta familia definen facetas de P (G). A este respecto, serfa
posible enunciar estas condiciones para las ASPI, sin embargo, omitimos hacer-
lo ya que seria practicamente copiar las condiciones del Teorema 5.1.4 pidiendo
que se cumplan para cada uno de los path liftings aplicados en la desigualdad
ASPL

Vale mencionar que en la experimentacién con PORTA sobre caminos de
hasta 7 vértices, pudimos encontrar facetas de Pg), pertenecientes a la familia
de las ASPI (mads allé de las 2SI y las 3SI). En algunos casos, la desigualdad era
una ASPI con t = 4, es decir, una cadena de 4 caminos consecutivos. Méas aun,
practicamente todas las facetas de las instancias analizadas parecen provenir
de path liftings y mds especificamente, de la familia de las ASPI. Esto deja
abierta entonces la conjetura de si efectivamente la familia de las ASPI da
una caracterizacién completa de P (G), cuando G es un camino. O tal vez,
siendo un poco més conservadores, quizas P (G) se pueda describir por
medio de facetas generadas por path liftings, siendo éstas desigualdades ASPI
o no. Lamentablemente, no tenemos una demostracién para estas conjeturas,
con lo cual las dejamos como problemas abiertos.



CAPITULO 6

Breves notas sobre la
formulacién por conjuntos
independientes

NA de las formulaciones de programacion lineal entera mds antiguas

para el problema de coloreo es la bien conocida formulacioén por con-

juntos independientes. Esta formulacién utiliza una variable por cada
conjunto independiente del grafo. Si bien esta formulacién es una de las mas
conocidas, la enorme cantidad de variables hizo que la misma no tenga de-
masiada atencién desde el principio. Sin embargo, en 1996, Mehrotra y Trick
presentaron un esquema de generacion de columnas para esta formulacién que
les permitié desarrollar un algoritmo utilizable en la practica que en ese mo-
mento resulté ser robusto y competitivo.

En este capitulo presentamos un breve estudio sobre algunos poliedros
de coloreo que surgen de la formulacién por conjuntos independientes. En
primera instancia presentamos en detalle la formulacién y discutimos sobre la
cantidad de variables de la misma, presentando también una versién de este
modelo que utiliza solamente conjuntos independientes maximales. Damos
luego descripciones completas de los poliedros de coloreo asociados a tres
familias conocidas de grafos: los grafos bipartitos completos, los grafos split y
los complementos de grafos de intervalos. Si bien el estudio de esta formulacién
puede ser mds extenso, los resultados presentados en este capitulo pretenden
simplemente dar una idea de los resultados que se pueden obtener sobre la
misma.
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6.1. La formulacion

Recordemos que un conjunto independiente en un grafo es un conjunto
de vértices disjuntos dos a dos, es decir, tal que no existe ninguna arista del
grafo que conecte dos vértices del conjunto y que hallar un coloreo de vértices
en un grafo es equivalente a particionar su conjunto de vértices en conjuntos
independientes. Con este objetivo, se utiliza una variable binaria xs para cada
conjunto independiente S C V, la cual indica si el conjunto S representa o no
una de las clases de color definidas por el coloreo. Llamando Z; al conjunto
de todos los conjuntos independientes del grafo G = (V, E), un coloreo vélido
de G es un vector que cumple con las siguientes restricciones:

Y xs=1 Yo eV 6.1)
Selg
vES

Xg € {0,1} VS e IG (62)

Para hallar un coloreo 6ptimo, basta con minimizar la cantidad de conjuntos
utilizados para particionar el grafo, es decir, minimizar la suma ) g7, Xs.

La cantidad de conjuntos independientes de un grafo es en general un nimero
muy grande y por lo tanto esta formulacién serd claramente inmanejable
en la practica. A este respecto, Mehrotra y Trick consideran en [46] utilizar
solamente aquellas variables xg en las que S es un conjunto independiente
maximal. Si bien la cantidad de conjuntos independientes maximales de un
grafo es potencialmente muy grande, es también muy inferior a la cantidad de
conjuntos independientes totales. De hecho, en algunas clases de grafos, esta
cantidad puede llegar a ser polinomial en funcién del tamafio del grafo. Por
otro lado, es sencillo ver que no todo coloreo de un grafo puede ser construido
con conjuntos independientes maximales, con lo cual en esta formulaciéon
alternativa es preciso relajar las restricciones (6.1) reemplazando dicha igualdad
por una desigualdad por mayor o igual. Esto hace que la formulacién pase
de ser un modelo de set partitioning a ser un modelo de set covering (ver [22]
para mas detalles sobre estos tipos de modelos). Llamando S¢ al conjunto
de todos los conjuntos independientes maximales de un grafo G = (V,E), la
formulacién por conjuntos independientes propuesta en [46] es:

Y o xg>1 YoeV (6.3)
SGSG
vES

Xg € {0,1} VS € SG (6.4)

Es preciso notar que, en esta formulacién, un vértice puede quedar asignado
a mas de una clase de color. Es sencillo ver que este problema se resuelve
eligiendo cualquiera de estas clases para tal vértice (siendo cualquiera de
estas soluciones equivalentes en cuanto a la funcién objetivo). Finalmente, un
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hecho interesante es que la formulacién dada por (6.3)-(6.4) puede obtenerse
por medio de un adecuado esquema de descomposicién a partir del modelo
estdndar del Capitulo 2 de esta tesis, como se explica en [40, 45] en el contexto
de programas enteros mixtos generales. En este capitulo, llamaremos P! | (G)
a la capsula convexa de los puntos x € RIS¢| que satisfacen las restricciones
(6.3)-(6.4). Ademas, si G es una familia de grafos, entonces PCIOI(Q ) denota la
correspondiente familia de politopos. Llamamos P!, a la familia de poliedros

P! (G) con G un grafo cualquiera.

Uno de los objetivos principales de esta tesis es la de hallar caracterizaciones
“elegantes” para diferentes poliedros de coloreo de vértices. Si bien este es
un concepto un poco ambiguo, el mismo estd de alguna manera ligado a la
resolucién de estos problemas en tiempo polinomial. Es decir, una caracteri-
zacién elegante es aquella que permita, por ejemplo, resolver el problema de
separacién en tiempo polinomial; esto permite a su vez resolver el problema
de optimizacién asociado en forma eficiente. Los poliedros asociados a la for-
mulacién por conjuntos independientes traen de por si aparejado el problema
de tener una cantidad de variables enorme. Aun si la separacién sobre estos
poliedros para ciertas familias de grafos fuese “facil”, la descripcién obtenida
sera ya de por si intratable y por ende, “poco elegante”.

Este hecho hace que la formulacién por conjuntos independientes resulte al
menos problemdtica para el objetivo de esta tesis. Sin embargo, existen familias
de grafos en las cuales la cantidad de conjuntos independientes maximales es
baja y a veces hasta acotada por algin polinomio en funcién del tamafio del
grafo. Teniendo en cuenta el enfoque de esta tesis y lo mencionado mds arriba,
estas familias de grafos son el punto de partida ideal para nuestro estudio de
la formulacién por conjuntos independientes. Lamentablemente, la cantidad
de familias de grafos con estas caracteristicas no resulta ser muy grande.

Para las tres formulaciones de PLE analizadas en los capitulos anteriores de
esta tesis, presentamos resultados importantes que nos permitieron definir en
cierta forma el “potencial” de estas formulaciones, con respecto a la bisqueda
de caracterizaciones elegantes de los poliedros asociados. Estos resultados son
el Teorema 2.1.2 para el modelo estdndar, el Teorema 3.1.2 para la formulacién
por representantes y el Teorema 4.1.1 para el orientation model. En sintesis,
éstos indican que cuando ciertas generalizaciones del problema clasico de
coloreo son problemas NP-dificiles sobre alguna familia de grafos G, entonces
el problema de optimizacién/separacién sobre PCI 01(G) es también NP-dificil,
donde PCIOI(Q) es la correspondiente familia de poliedros, segtn la formulacién.
Estos resultados son importantes para nuestro objetivo, no solo por definir
el “potencial” de la formulacién, sino también porque guian la eleccién de
las familias de grafos a estudiar para cada formulacién y, en este sentido,
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resultarfa muy beneficioso contar con un resultado similar para la formulacién
por conjuntos independientes. Lamentablemente, esto no parece ser una tarea
sencilla. Como mencionamos maés arriba, en una solucién del modelo (6.3)-(6.4),
es posible que un vértice quede asignado a dos clases de color distintas y esto
hace que una solucién se corresponda con més de un coloreo del grafo. En
cuanto al problema cldsico, estos coloreos son equivalentes en el sentido de que
todos utilizan la misma cantidad de colores, pero en cuanto a otras variantes
de este problema, esto genera problemas.

Si bien muchas de las variantes de coloreo pueden modelarse alterando algunos
aspectos de la formulacién por conjuntos independientes (6.3)-(6.4), estas
alteraciones incluyen la utilizacién de conjuntos independientes particulares y
no necesariamente maximales. En esta formulacién, esto significa agregar y/o
quitar variables del modelo y por lo tanto los poliedros resultantes resultan
practicamente incomparables con el poliedro original, al menos en el sentido
en que se comparan en los teoremas mencionados en el péarrafo anterior.

6.2. Caracterizaciones simples de P!,

En esta seccién damos una caracterizacién completa de P! en tres familias
simples de grafos, en las cuales el problema clasico de coloreo tiene resolucién
polinomial, pues son subclases de grafos perfectos.

6.2.1. Grafos bipartitos completos

Un grafo G = (V,E) se dice bipartito si se puede particionar a V en dos
conjuntos independientes V; y V5. En tal caso, decimos que V; y V; dan la
biparticion del grafo. El grafo es bipartito completo si es bipartito y tiene una
cantidad maxima de aristas, es decir, si existe una arista entre cada par de
vértices v1 € Vi y v, € V,. Siendo estos grafos una subclase de los grafos
perfectos, sabemos que el problema clédsico de coloreo tiene en ellos resolucién
polinomial [33]. Claramente, los tinicos conjuntos independientes maximales
de un grafo bipartito completo son aquellos que dan la biparticiéon de V, y
asi P! | (G) es un poliedro muy particular.

Proposicién 6.2.1 Un grafo G es bipartito completo si y solo si P! (G) = {(1,1)}.

Demostracién. Para la implicacién hacia la derecha, sea V; y V; la biparticién
de G. Como existe una arista entre cada par de vértices v; € Vj y v € Vp,
entonces V7 y V, son los tnicos conjuntos independientes maximales de G, y
por lo tanto las tnicas variables de la formulacion son xy, y xy,. La restriccion
(6.3) asociada a cada vértice de V; es, para cualquiera de ellos, xy;, > 1. La
cual implica xy; = 1, pues xy, es la Ginica variable en la misma. Anéloga-
mente, la misma restriccién para los vértices de V, implica que xy, = 1. Asi,
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PLy(G) = {1, 1}
Veremos ahora la implicacién hacia la izquierda. Si P! | (G) = {(1,1)}, entonces
G tiene solo dos conjuntos independientes maximales. Llamemos S; y S, a
estos conjuntos. Supongamos que S; U Sy # V, con lo cual existe un vértice
w e V\ (51USz) y como S1 y Sy son maximales, w tiene al menos un vecino
v] € S1 y otro v € 5y. Sea S un conjunto independiente maximal que contiene
a w (en el caso extremo S = {w}). Esta claro que v1 ¢ Sy vy, ¢ S, y por lo
tanto S # S; y S # Sy, lo cual es una contradiccién, porque éstos eran los
tnicos independientes maximales de G. Entonces, 51U S, = V, con lo cual G
es bipartito. Supongamos que G no es bipartito completo y por lo tanto existen
vértices v1 € 51y vy € Sy tales que v1v; € E. Sea S un conjunto independiente
maximal que contiene a v y a vp. Nuevamente, S # Sy S # Sy, la misma
contradiccién que antes. Entonces, G es bipartito completo.

O

6.2.2. Grafos split

Un grafo G = (V, E) es un grafo split si V puede ser particionado en un
conjunto independiente S y una clique K. Estos grafos son una subclase de
los grafos perfectos, con lo cual sabemos que el problema cldsico de coloreo
tiene en ellos resolucién polinomial [33]. Es sencillo ver que en estos grafos,
cada vértice de la clique K pertenece a un tinico conjunto independiente maxi-
mal (i.e., el vértice y todos sus no vecinos en el conjunto independiente S) y
eventualmente el conjunto S puede o no ser un independiente maximal. Asi, la
cantidad de conjuntos independientes maximales en un grafo split es lineal en
el tamario del grafo (profundizamos en estos hechos en la demostracién del
siguiente teorema).

Teorema 6.2.1 Si G = (V, E) es un grafo split, entonces Pclol(G) es o bien el punto
(1,...,1) € RISc| o bien el segmento {(1,...,1,A) € RISl : A e [0,1]}.

Demostracion. Sean K y S una particiéon de V en una clique y un conjunto
independiente, respectivamente, tal que S es maximal. Dado un vérticev € V
y un conjunto W C V, definimos Ny (v) = {w € W : vw ¢ E} como la no-
vecindad de v en W. Para cada v € K podemos ver que S, := {v} U N5(v)
es un conjunto independiente maximal. De hecho, es el tnico independiente
maximal que contiene a v, ya que el resto de los vértices del grafo son vecinos
de éste. Por lo tanto, los conjuntos independientes maximales de G que con-
tienen vértices de K son exactamente S(K) := {S, : v € K}. Y como S es a su
vez maximal, entonces Sg = S(K) U {S}. Notemos ademads que S, # Sy, para
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todo par v, w € K, y éstos a su vez son distintos de S, con lo cual |Sg| = |K| + 1.

La restriccién (6.3) asociada a cada vértice de v € K es xg, > 1, ya que como
dijimos Sy es el tnico independiente maximal que contiene a v. Esto implica
que xg, = 1 para todo punto de PcIol(G)' Por otro lado, la restricciéon (6.3)
asociada a cada vértice w € S es

Xs + Z xs, > 1
vENg (w)

y por lo que dijimos antes, esta desigualdad se reduce a x5 + |Ng(w)| > 1,
para todo punto en PCIOI(G). Si K no es una clique maximal, entonces existe
unw € S con |Ng(w)| = 0, y asi la restriccion (6.3) asociada a w implica que
x5 = 1 para todo punto de P! |(G), conlo cual P (G) = {(1,...,1)} C RISl
Por el contrario, si K es una clique maximal, entonces toda restriccién (6.3)
asociada a vértices de S es redundante y por lo tanto xg puede tomar cualquier
valor en el intervalo [0,1]. Asi, P! ;(G) = {(1,...,1,A) e RIS:| : A € [0,1]}.

]

6.2.3. Grafos co-intervalos

Recordemos que un grafo de intervalos es el grafo de interseccién de un con-
junto de intervalos sobre una recta. Es decir, cada vértice del grafo representa
un intervalo en la recta y dos vértices son adyacentes si los intervalos repre-
sentados se intersecan. La Figura 4.1, del Capitulo 4, muestra un ejemplo de
esta clase de grafos. Dado que los grafos de intervalos son perfectos, estd claro
que el problema clasico de coloreo es polinomial sobre esta familia. Se puede
dar una demostracién alternativa de este hecho modelando el problema como
un problema de flujo en redes. Para ello se construye una red que utiliza un
par de nodos v;, vy y un arco (v;,v¢) por cada intervalo v del grafo original.
Ademds se agrega un arco (vf, w;) por cada par de intervalos v y w tal que
el final de v sea anterior al inicio de w. Finalmente, se agrega un nodo fuente
s y un nodo sumidero f y los arcos (s,v;) y (v, t) para todo intervalo v del
grafo original. Todos los arcos de la red tienen capacidad maxima iguala 1y
los arcos (v;,v f) para todo intervalo v, tienen también capacidad minima igual
a1 (i.e., se requiere en ellos un flujo de valor igual a 1). Si pensamos el flujo de
la red como unidades discretas de flujo, es facil ver que una unidad de flujo
de s a t pasa necesariamente por un conjunto de intervalos disjuntos, i.e., un
conjunto independiente del grafo original, con lo cual tal flujo puede asociarse
al color asignado a los intervalos por los que pasa, ya que por cada intervalo
pasa exactamente una unidad de flujo. Asi, la red admite un flujo de valor k si
y solo si el grafo original puede colorearse utilizando k colores. Asociando un
costo fijo a los arcos que salen de s, se puede obtener el ntimero cromatico del
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grafo resolviendo un problema de costo minimo en esta red. Siendo enteros
todos los coeficientes involucrados en el modelo, tal problema puede resolverse
en tiempo polinomial (e.g., por medio de programacién lineal).

Es facil ver que cada clique maximal de un grafo de intervalos puede
identificarse con un extremo de alguno de los intervalos representados y por
lo tanto la cantidad de cliques maximales de un grafo de esta clase es a lo
sumo el doble de la cantidad de vértices del mismo. Decimos que un grafo
es co-intervalo si su complemento es un grafo de intervalos. Claramente, la
cantidad de conjuntos independientes maximales de un grafo co-intervalo es a
lo sumo el doble de la cantidad de vértices del mismo.

Una matriz A € R™*" es totalmente unimodular si toda submatriz cuadrada
de A tiene determinante 0, 1 o —1. El siguiente es un resultado bien conocido
para este tipo de matrices. Este resultado es la parte “facil” del conocido
teorema de Hoffman y Kruskal [36].

Teorema 6.2.2 [50] Sea A € R™*" una matriz totalmente unimodular y b € Z™
un vector entero. El poliedro P = {x € R" : Ax > b} es entero (i.e., tiene todos los
vértices enteros).

Debido a este resultado, las matrices totalmente unimodulares resultan espe-
cialmente interesantes para la programacion lineal entera ya que si la matriz
asociada a un modelo de PLE es totalmente unimodular, entonces el poliedro
que ésta defina serd un poliedro entero, siempre que el vector b sea entero.
Existen distintas caracterizaciones de matrices TU en la literatura como por
ejemplo el trabajo de Padberg [54] en el cual se presenta una caracterizaciéon de
estas matrices en términos de submatrices prohibidas. El concepto de TU fue a
su vez extendido (para el caso de matrices con coeficientes 0 y 1) a la clase de
matrices balanceadas [3] y matrices perfectas [53].

Una matriz A con coeficientes 0 o 1 cumple la propiedad de unos consecutivos
si existe alguna permutaciéon de sus columnas tal que cada fila de la matriz
obtenida tiene todos sus coeficientes 1 en columnas consecutivas. Las matri-
ces con esta caracteristica son matrices totalmente unimodulares (este bien
conocido hecho se deduce de los resultados de [50]). Esto permite dar una
caracterizacién de PcIol(G) cuando G es un grafo co-intervalo.

Teorema 6.2.3 Si G = (V, E) es un grafo co-intervalo, entonces PL (G) = {x €
[0,1]15¢] : x satisface (6.3) }.

Demostracion. Sea I = {iy,...,i,} un conjunto de intervalos de la recta real que
representa a G, y llamemos s; y ¢; al comienzo y al final, respectivamente, del in-
tervalo i;, paraj=1,...,n. Dado h € R, definimos I(h) = {ij €l:sj<h< tj}.
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Es claro que I(h) es una clique de G, para cualquier # € R y es senci-
llo ver también que cualquier clique de G estd contenida en (o es igual
a) una de las cliques I(sx) o I(t;), para algun k € {1,...,n}. Con lo cual
SG - {I(Sk),l(tk) ke {1, . .,1’1}}.

Esto permite dar un orden a los elementos del conjunto Sg asociando, por
ejemplo, a cada S € Sg con el menor valor £, tal que S = I(h). Por otro lado,
por definicién, i]- € I(h) siy solo si sj < h < tj, con lo cual cada vértice de G
pertenece a conjuntos independientes consecutivos segtn el orden planteado
para Sg. Esto implica que la matriz de coeficientes de las restricciones (6.3)
cumple con la propiedad de unos consecutivos y por lo tanto es totalmente
unimodular. Asf, el poliedro definido por las restricciones mencionadas es un

poliedro entero, con lo cual coincide con P! | (G).
O



CAPITULO 7

Comentarios finales y
problemas abiertos

L principal objetivo de este trabajo fue el estudio de los poliedros aso-

ciados a distintas formulaciones de problemas de coloreo de vértices,

en familias particulares de grafos. Para aquellos casos donde estos
problemas pueden ser resueltos en tiempo polinomial, se pretendia hallar
caracterizaciones completas para los poliedros asociados a alguna formulacién.
Como objetivo adicional, se pretendia extender los resultados con el fin de
hallar tales caracterizaciones para poliedros asociados a problemas abiertos,
demostrando de esta forma que tales problemas de coloreo pueden ser resuel-
tos en tiempo polinomial. Se esperaba también que de este tipo de estudios
surgieran resultados intermedios, como por ejemplo, nuevas familias de de-
sigualdades vélidas para formulaciones conocidas.

En este tltimo capitulo presentamos un breve resumen del trabajo desarrollado
en esta tesis junto con algunos comentarios y observaciones sobre su contenido.
A su vez, enumeramos a lo largo del capitulo, algunos interrogantes surgidos
del trabajo que quedan como problemas abiertos.

7.1. Resultados generales

Para cada uno de los modelos de PLE analizados en esta tesis, presentamos
como resultados iniciales adaptaciones de los mismos para diversas variantes
del problema de coloreo de grafos. Es preciso aclarar que pueden realizarse
muchas adaptaciones més para éstas y otras variantes de coloreo sin demasiada
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dificultad, sin embargo, las adaptaciones presentadas en esta tesis tienen un
caracter especial ya que los poliedros resultantes de ellas son “comparables”
con los poliedros para el problema cldsico, en cuanto a los problemas de opti-
mizacién y separacion. Es asi que estos resultados nos permitieron definir el
“potencial” de las formulaciones, con respecto a la biisqueda de caracteriza-
ciones elegantes de los poliedros asociados. En particular, los resultados del
Teorema 2.1.2 para el modelo estdndar, el Teorema 3.1.2 para la formulacién
por representantes y el Teorema 4.1.1 para el orientation model, indican que
cuando ciertas generalizaciones del problema clasico de coloreo son proble-
mas NP-dificiles sobre alguna familia de grafos G, entonces el problema de
optimizacién/separacién sobre Py, (G) es también NP-dificil (donde P, (G) es
Ps1(G), PR (G) o PS(G), segtn la formulacion). Es preciso aclarar que estos
resultados no solo definen el “potencial” de estas formulaciones, sino que
también permiten hallar algoritmos polinomiales para generalizaciones del
problema clasico de coloreo, por medio de resoluciones polinomiales para este
altimo (ejemplos de esto son el Teorema 3.3.2 y el Corolario 3.3.3). A su vez,
estos resultados guian la eleccién de las familias de grafos a estudiar para cada
formulacién.

En cuanto a la formulacién por conjuntos independientes presentada en el
Capitulo 6, no parece sencillo deducir resultados equivalentes a los mencio-
nados para las demés formulaciones, pues las adaptaciones parecen incluir
la utilizacién de conjuntos independientes particulares y no necesariamen-
te maximales. Esto modifica el conjunto de variables del modelo y por lo
tanto los poliedros resultantes resultan practicamente incomparables con el
poliedro clasico, al menos en el sentido en que se comparan en los teoremas
mencionados en el parrafo anterior.

Problema 7.1 ;Es posible adaptar la formulacion por conjuntos independientes a
alguna generalizacién del problema cldsico de coloreo de manera tal que los poliedros
resultantes sean comparables con los originales, en cuanto a los problemas de optimiza-
cion y separacion? Es decir, de la cual se puedan deducir resultados equivalentes a los
del Teorema 2.1.2 para el modelo estindar, el Teorema 3.1.2 para la formulacion por
representantes y el Teorema 4.1.1 para el orientation model.

El Teorema 2.1.3 plantea, para el modelo estdndar, una forma de obtener la
caracterizacién de P5 | (G), cuando G es la identificacién en un vértice de otros
dos grafos. En una forma similar para la formulacién por representantes, la
Proposicion 3.3.2 caracteriza Pk (G) cuando G es un join completo de otros
dos grafos. Estos resultados pueden utilizarse para caracterizar familias de
grafos que se construyan por medio de estas operaciones, con lo cual resulta

interesante contar con este tipo de resultados para una formulacién.

Problema 7.2 Dado un cierto operador F : G x --- x G — G, donde G es el
conjunto de todos los grafos, ;es posible para alguna formulacion de coloreo des-
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cribir P,y (G), para un grafo G = F(Gy, ..., Gy), a partir de las descripciones de
Pcol(Gl)r-- ~/Pcol(Gk)?

Un aspecto muy interesante de los poliedros de coloreo es su fuerte relacién
con los poliedros asociados a problemas de conjuntos independientes de un
grafo. En el contexto del modelo estandar, mostramos que P |(G) es la cara
de STAB(Sg) definida por las desigualdades (2.9) y en el contexto de la
formulacién por representantes asimétrica vimos que PX (G) = STAB(R().
Estos resultados permiten utilizar todo el conocimiento de STAB para entender
mejor P2, y P%,;. En particular, cualquier desigualdad vélida para el poliedro
de conjuntos independientes puede trasladarse en forma directa a P3; y a

= 1» dando asi nuevas familias de desigualdades vélidas para P:, y a P% .
Un ejemplo de esto es el caso de las stable cycle inequalities, presentadas en
el Teorema 2.3.1, que provienen de las conocidas desigualdades de agujero
impar para el poliedro de conjuntos independientes. Si bien mostramos en
la Seccién 2.3.3 que algunas otras familias de desigualdades conocidas para
STAB(SS) no producen nuevas desigualdades para P ;, existen muchas otras
desigualdades que podrian hacerlo.

Problema 7.3 En el contexto del modelo estindar (resp. de la formulacién por repre-
sentantes asimétrica), ;es posible transportar a P5 (G) (resp. PX (G)) otras desigual-
dades de STAB(SS) (resp. STAB(RG)) encontrando asi nuevas familias para los
poliedros de coloreo?

En la Seccién 2.3.4 del Capitulo 2 estudiamos la perfeccion del grafo SS
y vimos que en ciertas situaciones Sg es un grafo perfecto si y solo si G
es un grafo block (ver Corolario 2.3.2). El concepto de perfeccién en grafos
fue extendido en varios aspectos. Un ejemplo es el de los grafos t-perfectos
definidos por Chvatal [19, 34] como aquellos grafos G para los cuales las
desigualdades de agujero impar describen por completo STAB(G).

Problema 7.4 EI Corolario 2.3.2 indica que, en ciertos casos, el grafo Sg es perfecto
si y solo si G es un grafo block. ;Es posible deducir resultados andlogos para otros tipos
de perfeccion? ;Por ejemplo, para los grafos t-perfectos [19, 34]?

7.2. Descripciones completas de P,

El principal objetivo de este trabajo fue la busqueda de descripciones
completas para poliedros de coloreo, en familias particulares de grafos. Comen-
zando con el modelo estdndar, mostramos en el Teorema 2.2.1 que si G es un
arbol entonces P | (G) se describe con las restricciones orginales del modelo
(2.1) y (2.2). Luego, el Teorema 2.2.3 prueba que agregando las desigualdades
clique (2.6) a este modelo alcanza para describir P (G), cuando G es un
grafo block. De la relacién entre P? ; y el stable set polytope detallada en la
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Seccion 2.3, surgen las stable cycle inequalities y luego de realizar una extensa
experimentacion con estas desigualdades en ciclos y grafos cactus, llegamos a
la conjetura de que las mismas, agregadas al modelo original, describen por
completo P (G) en estos casos. La Proposicion 2.3.2 prueba que si la conjetura
es cierta para ciclos, entonces también lo es para cactus, pero lamentablemente,
no logramos una demostracién formal de este hecho con lo cual la conjetura
queda abierta.

Problema 7.5 ;Es cierta la conjetura planteada en la Seccién 2.3.2 que dice que
las stable cycle inequalities (junto a las restricciones originales del modelo estdndar)
alcanzan para describir PS(G), cuando G es un grafo cactus?

En el Capitulo 3 presentamos descripciones completas de los poliedros aso-
ciados a la formulacién por representantes asimétrica para una serie de familias
de grafos. Comenzando por los grafos G con «(G) < 2, la Proposicién 3.3.1
muestra que RS = L(G) y por lo tanto, gracias al Teorema 3.2.1 tenemos que
PR (G) = STAB(RZ) = MATCH(L(G)). Asi, obtenemos la caracterizacién
de P, (G) gracias a que el poliedro de los matchings de un grafo tiene una
descripcién conocida [27]. De este resultado se desprende también el Teorema
3.3.2, que demuestra que los problemas y-coloring y max-coloring pueden ser

resueltos en tiempo polinomial para esta clase de grafos.

Los grafos G con a(G) < 2 son aquellos cuyo complemento no contiene triangu-
los. Una superclase de estos grafos son aquellos cuyo complemento no contiene
paws, es decir, la clase de grafos co-{Ky, diamond, paw }-free analizada en la
Seccién 3.3.2. La caracterizacién estructural de esta familia presentada en la
Proposicién 3.3.3 nos permitié dar una descripcion completa de P% | (G) para
estos casos. De este resultado se desprende el Corolario 3.3.3, que demuestra
que los problemas de precoloring extension y max-coloring pueden ser resueltos
en tiempo polinomial, sobre los grafos co-{K4, diamond, paw }-free. Moviéndo-
nos nuevamente a una superclase de esta familia, estudiamos en la Seccién
3.3.3 la clase de grafos cuyo complemento no contienen un kite, y pudimos
deducir para esta clase una descripcion de PX | (G) basada en la descripcién
conocida del stable set polytope para los grafos quasi-line [28].

Las descripciones de P% (G) obtenidas no imponen condiciones sobre el orden
=, utilizado en el conjunto de vértices del grafo G. En general, estos resultados
muestran que si G € G, para alguna familia de grafos G, entonces R € G/,
para otra familia de grafos G’ y para cualquier orden < sobre el conjunto de
vértices. Es preciso aclarar que estas caracterizaciones serian aun valiosas si se
impusieran condiciones sobre <, con lo cual queda abierto este estudio para el
futuro.

Problema 7.6 Los resultados obtenidos en el Capitulo 3 muestran que si G € G,
para alguna familia de grafos G, entonces RS € G', para otra familia de grafos G',
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para cualquier orden < sobre el conjunto de vértices. ;Se pueden obtener resultados
similares dejando libre la eleccion del ordenamiento de los vértices?

En el Capitulo 6, en el contexto de la formulacién por conjuntos indepen-
dientes, presentamos descripciones completas de P} ; para algunas familias de
grafos simples: los grafos bipartitos completos en la Seccién 6.2.1, los grafos
split en la Seccién 6.2.2 y los complementos de grafos de intervalos Seccién
6.2.3. En cuanto a esta formulacién, queda claro que las familias a analizar
deberian ser familias en las cuales la cantidad de conjuntos independientes
maximales de un grafo sea acotada por algtin polinomio en funcién del tamafio
del mismo. Los estudios sobre esta formulacién presentados en esta tesis estan
lejos de ser exhaustivos y pretenden simplemente dar un punto de inicio para
la busqueda de resultados en este contexto, dejando abierta la exploracion para
futuros trabajos.

Problema 7.7 ;Para qué otras clases de grafos se pueden hallar descripciones comple-
tas de P ; en el contexto de la formulacion por conjuntos independientes? ;Grafos G
con a(G) acotado, por ejemplo?

7.3. Nuevas facetas y procedimientos

Como objetivo adicional de este trabajo de tesis, se esperaba que de los
estudios poliedrales llevados a cabo surgieran resultados intermedios, como
por ejemplo nuevas familias de desigualdades vélidas para formulaciones
conocidas. Como ejemplo de estos resultados, mencionamos ya las stable cy-
cle inequalities para el modelo estandar, presentadas en el Teorema 2.3.1. Sin
embargo, la mayor cantidad de resultados en este tépico fueron dados en el
contexto del orientation model.

En primera instancia, presentamos las reinforced orentation inequalities (ROI), que
representan una generalizacién de las desigualdades double covering clique de
[44], y dimos condiciones suficientes y necesarias para que estas desigualdades
definan facetas de P_, (ver Teorema 4.4.2). A continuacién, guiados por la
experimentacién con PORTA, investigamos una serie de desigualdades validas
que utilizan como soporte los caminos de un grafo. De este andlisis surgieron
las path inequalities (4.10), las weighted path inequalities (4.11) y (4.12), y las spiral
inequalities (4.15) y (4.16). Con respecto a la facetitud de estas nuevas familias de
desigualdades, si bien demostramos que en muchos casos las mismas definen
facetas de P, no fue posible dar una caracterizacion completa de estos casos.
La Proposicién 4.4.1 identifica casos en los cuales las weighted path inequalities no
definen facetas, dando una idea de la dificultad de obtener esta caracterizacion,
pero de todas maneras queda abierta la posibilidad de ampliar las condiciones
suficientes para que esto ocurra, en las mencionadas familias de desigualdades.
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Problema 7.8 El Teorema 4.4.4, el Teorema 4.4.6 y el Teorema 4.4.8 dan condiciones
suficientes para que las path inequalities, las weighted path inequalities y las
spiral inequalities, respectivamente, definan facetas de Py ,. ;Es posible ampliar los
casos en los que esto ocurre?

Tomando un camino entre dos vértices u y v del grafo y una spiral inequality
asociada a cada uno de ellos, presentamos en la Seccién 4.4.1.4 la familia de las
double spiral path inequalities (25I). Agregando a esta estructura un camino de v
a otro vértice w y otra spiral inequality para w, obtuvimos en la Seccién 4.4.1.5
las triple spiral inequalities. Por la Proposicién 4.4.2, sabemos que el problema de
separacion sobre las spiral inequalities puede resolverse en tiempo polinomial,
aunque no queda claro si lo mismo ocurre con las 251 y las 3SI.

Problema 7.9 Es posible dar algiin resultado de complejidad para el problema de
separacion asociado a las desigualdades 2SI y/o 351?

Las desigualdades 251 y 3SI comparten una caracteristica interesante ya que
ambas familias toman como base un camino P y dos desigualdades vélidas
asociadas a los vértices en los extremos de P. En el Capitulo 5, exploramos este
hecho y presentamos procedimientos generadores de facetas para los poliedros
asociados a esta formulacién, a los que denominamos procedimientos de path
lifting. Basados en dos desigualdades validas genéricas y un camino entre dos
vertices particulares, estos procedimientos generan una nueva desigualdad
véalida combinando estos elementos. Presentamos primero dos versiones de es-
tos procedimientos y mostramos que algunas de las desigualdades presentadas
en el Capitulo 4 pueden ser generadas por medio de éstos; las 25I, las 3SI y las
ROL En la Seccién 5.1.3, presentamos una generalizacién de los dos primeros
procedimientos, denominada path 0-lifting, que genera una familia infinita de
desigualdades validas para el poliedro asociado. Finalizando el estudio sobre
el orientation model, la Seccién 5.2 presenta una nueva familia de desigualdades
validas para P, que surge de una aplicacion iterativa de los procedimientos
mencionados; las alternating spiral path inequalities (ASPI). Cerrando el Capitulo
5 planteamos la siguiente conjetura surgida de la experimentacién con PORTA
sobre grafos de la familia de los caminos.

Problema 7.10 ;Es cierta la conjetura planteada en la Seccion 5.2 que dice que
las desigualdades ASPI alcanzan para describir P2 (G), cuando G es un camino?
Alternativamente, ;es cierta la conjetura mds conservadora que dice que P (G) se
puede describir por medio de facetas generadas por path liftings?

En el Teorema 5.1.4 mostramos que los procedimientos de path lifting generan
facetas del poliedro asociado y damos condiciones suficientes para que esto
ocurra. Sin embargo, el caso analizado es un caso muy particular en el cual el
camino utilizado es simplemente una arista. En la experimentacién con PORTA
identificamos facetas surgidas de path liftings con caminos de mayor longitud
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pero queda abierta una identificacién formal de los casos en los que éstas
aparecen.

Problema 7.11 ;Se puede ampliar el conjunto de casos en los que los procedimientos
de path lifting generan facetas de P, ? Es decir, ;se pueden relajar las condiciones
del Teorema 5.1.4 en algiin sentido?

Los procedimientos de path lifting presentados tienen una importancia
tedrica relevante ya que sirven para entender mejor la estructura de P, en
el contexto del orientation model. Por otro lado, no queda claro en principio
cudn efectivas pueden ser las desigualdades generadas en la practica, en el
contexto por ejemplo de un algoritmo de planos de corte. En este sentido, seria
interesante conocer mads acerca de potenciales procedimientos de separacién
que se puedan implementar para estas desigualdades, ya que el problema de
separacién en este caso es probablemente dependiente de los problemas de
separacion para las desigualdades utilizadas por el procedimiento.

Problema 7.12 ;Cémo puede resolverse el problema de separacién asociado a los
procedimientos de path lifting? ;Cémo depende este problema de los problemas de
separacion para las desigualdades utilizadas por el procedimiento? ;Se puede dar
algiin resultado de complejidad para la separacion de las desigualdades generadas
por path lifting, probablemente en funcion de la complejidad de la separacion de las
desigualdades utilizadas?

Como muestran los resultados presentados en los capitulos 4 y 5, los caminos
de un grafo resultan estructuras cruciales para P, en el contexto del orientation
model. Es posible entonces que existan otros procedimientos, similares al path
lifting, que permitan generar desigualdades validas para estos poliedros a
partir de una adecuada combinacién de otras desigualdades junto con caminos
de un grafo.

Problema 7.13 ;Existen otros procedimientos, similares al procedimiento de path lif-
ting, que permitan generar desigualdades vilidas a partir de una adecuada combinacion
de otras desigualdades junto con caminos de un grafo?

7.4. Otras formulaciones

Como mencionamos en el Capitulo 4, el orientation model puede extenderse
utilizando una variable z que acota superiormente el color asignado a cada
vértice. De esta manera, minimizando dicha variable se obtiene el nimero
cromdtico del grafo. La versién analizada en esta tesis no contempla el uso de
esta variable extra.

Problema 7.14 ;Se pueden extender los resultados obtenidos para el orientation
model a la version extendida del mismo que utiliza la variable z para hallar el niimero
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cromitico del grafo en cuestion? ; Cémo se incorpora esta variable a las facetas obtenidas
en el Capitulo 4 y/o a los procedimientos de path lifting presentados en el Capitulo 5?

A su vez, la version extendida del modelo estandar utiliza variables binarias
w, para indicar si el color ¢ fue asignado o no a algtn vértice del grafo.
Asi, minimizando la suma de estas variables es posible encontrar el ntimero
cromético del grafo. Por otro lado, es posible agregar a este modelo una
serie de desigualdades para eliminar la simetria que presenta el mismo. Estas
desigualdades no son validas para el poliedro original, pero preservan al menos
una solucién por cada coloreo posible. En esta tesis estudiamos los poliedros
asociados a la versién del modelo estdndar que no incluye estas variables y
no queda claro si los resultados obtenidos pueden extenderse facilmente a las
versiones extendidas de este modelo.

Problema 7.15 ;Se pueden extender los resultados obtenidos para el modelo estdndar
a la versién extendida del mismo que utiliza las variables w.? ; Se pueden extender a la
version con desigualdades que evitan las soluciones simétricas?

En el Capitulo 1 mencionamos el distance model, que utiliza una variable
entera Xy, para cada par de vértices v, w € V que indica la distancia entre los
colores asignados a v y a w, i.e., Xy = ¢(v) — c(w), donde ¢ : V — N es el
coloreo representado. Este modelo esta fuertemente ligado al orientation model,
ya que las variables del primero pueden escribirse en funcién de las variables
del segundo (comparten incluso la variable de orientacién y, para cada arista
e del grafo). Si bien no representan el mismo poliedro, el mencionado hecho
sugiere que muchas de las desigualdades validas de un modelo podrian
trasladarse al otro.

Problema 7.16 ;Es posible trasladar al distance model las nuevas desigualdades
propuestas para el orientation model del Capitulo 4? ;Es posible trasladar los
procedimientos de path lifting presentados en el Capitulo 5?

Mencionamos también en el Capitulo 1 la formulacién supernodal, en la
cual se construye un grafo G’ = (Q, E’) contrayendo ciertos vértices particu-
lares del grafo G de forma tal que cada coloreo de G corresponde a algtun
multicoloreo de G’. El modelo planteado luego para resolver el problema
de multicoloreo es practicamente el mismo que el modelo estdndar, con la
salvedad de que a cada supernodo q de G’ se debe asignar una cantidad d,
de colores, en lugar de 1. Es decir, el modelo es el mismo que el modelo
estdndar, reemplazando el 1 en el lado derecho de las restricciones (2.1) por el
valor d,;. Esto sugiere en cierta forma que los poliedros asociados podrian ser
muy similares y que tal vez los resultados obtenidos para el modelo estdndar
puedan extenderse a la formulacién supernodal.

Problema 7.17 ,Es posible extender los resultados obtenidos para el modelo estandar
del Capitulo 2 a la formulacion supernodal?
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APENDICE A

Conceptos basicos de teoria
de grafos y optimizacion
combinatoria

nados a la teoria de grafos, a la teoria poliedral y a la optimizacion

I : N este apéndice presentamos una serie de conceptos basicos relacio-
combinatoria en general.

A.1. Teoria de grafos

Un grafo G = (V, E) consiste en un conjunto V de vértices, finito y no vacio,
y un conjunto E finito de pares no ordenados de vértices distintos de V, llama-
dos aristas. Sie = {v,w} € E es una arista, decimos que ¢ une los vértices v y
w, y lo escribimos en forma resumida e = vw. Dos vértices que estan unidos
por una arista se llaman adyacentes o vecinos. La vecindad de un vértice v € V
es el conjunto Ng(v) = {w € V : vw € E}. Si no hay riesgo de confusién,
simplemente llamamos N(v) a este conjunto. Dado W C V, definimos a la
vecindad de W como N(W) = {v € V : vw € E para algin w € W}. También
definimos el conjunto de aristas E(W) = {vw € E:v € Ay w € A}. Un grafo
G' = (V',E’) esun subgrafode G = (V,E) si V' C V 'y E’ C E. El subgrafo de G
inducido por el conjunto de vértices W C V es GIW] = (W, E’), con E' = E(W).
Este grafo se denomina un subgrafo inducido de G. El grafo complemento G de un
grafo G = (V,E) es un grafo cuyo conjunto de vértices es V' y cuyo conjunto
de aristas es E = {vw : v,w € Vy vw ¢ E}.
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Una secuencia de vértices distintos vy, ..., vk es un camino en G si v;v;11 € E
parai =1,...,k—1. El nimero k es la longitud del camino. Una secuencia de
vértices distintos vy, ..., v es un ciclo en G si v;v;1 € Eparai=1,...,k—1
y 010 € E. El namero k es la longitud del ciclo. Un ciclo de longitud 3 se lla-
ma tridngulo. Un ciclo es impar resp. par si su longitud es impar resp. par.
Toda arista v;v; en el subgrafo de G inducido por los vértices vy,. ..,k
con 1 < |j—i] < k—1 es una cuerda del ciclo. Un ciclo sin cuerdas se
llama ciclo inducido o agujero, si su longitud es al menos 4. Para n > 1,
denotamos C, = (V,E) al grafo de n vértices tal que V = {vy,..., 04} y
E={v;,vi41:i=1,...,n =1} U{v10,}.

Un grafo se dice completo si todo par de vértices estd unido por una arista. Una
cligue en un grafo G es un conjunto de vértices que inducen un subgrafo com-
pleto de G. Segtin la literatura que se consulte una clique es a veces definida
como un subgrafo completo maximal. En este trabajo nos referimos a una clique
simplemente como un subgrafo completo, es decir, no necesariamente maximal.
Un conjunto independiente (o conjunto estable) es un conjunto de vértices que no
son adyacentes dos a dos, es decir, tal que no existe ninguna arista del grafo
que conecte dos vértices del conjunto. Un coloreo de G es una particién de V
en conjuntos independientes disjuntos. Denotamos x(G) al minimo niimero de
conjuntos independientes necesarios para esa particién de V. Este pardmetro
se denomina el niimero cromdtico de G.

Un grafo dirigido (o digrafo) D = (V, A) consiste en un conjunto finito no vacio
de vértices V y un conjunto finito de pares ordenados de vértices distintos de
V, llamados arcos. Si e = (v, w) € E es un arco de D, lo escribimos en forma
resumida e = vw y llamamos cola, resp. cabeza a v, resp. w. El arco vw es un
arco saliente de v y entrante de w. Un ciclo dirigido es una secuencia de vértices
v1,...,0; tales que v;v; € Aparai =1,...,k—1y v € A Un digrafo
que no tiene ciclos dirigidos se denomina aciclico. Una orientacién de un grafo
G = (V,E) es un digrafo D = (V, A) tal que A contiene exactamente un arco
(v, w) por cada arista {v,w} de G.

A.2. Teoria poliedral

Un conjunto de vectores K es convexo si para todo par de puntos x,y € K
también contiene el segmento [x,y] = {Ax + (1 —A)y : 0 < A < 1} que los une.
Para cualquier conjunto de vectores K, la cipsula convexa de K, denotada por
conv(K), es el menor (en el sentido de la inclusién de conjuntos) conjunto con-
vexo que contiene a K, i.e., conv(K) = N{K’ CR": K C K" y K’ es convexo}.
Si K = {xq,...,xx} es finito, podemos escribir conv(K) como el conjunto de
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todas las combinaciones convexas de sus elementos:
k k

conv(K) = { EAixi tA>0y Z = 1}.
i=1 i=1

Un cono C C R" es un conjunto no vacio de vectores tal que para cualquier
conjunto finito de vectores de C, el conjunto C también contiene todas sus
combinaciones lineales con coeficientes no negativos. Para un subconjunto
arbitrario W C R", definimos su cdpsula cénica cone(W), como la interseccién
de todos los conos en R" que contienen a W. Si W = {xy,...,x;} es finito,
podemos escribir:

k
cone(W) = { Y o AixiiA > 0}.
i=1

La suma de Minkowski de dos conjuntos P, Q C R” se define como P + Q =
{x+y:x€P,ye Q} Un poliedro P C R" es la interseccién de un namero
finito de semiespacios, i.e., P = {x € R" : Ax < b} para una matriz A € R"*"
y un vector b € R™. Equivalentemente, los poliedros se pueden describir por
la suma de Minkowski de una capsula convexa y una cédpsula conica genera-
das finitamente, i.e., P = conv(K) + cone(W) para dos conjuntos de vectores
finitos K, W € IR". Un politopo es un poliedro acotado. Un politopo P puede
describirse usando sélo la cdpsula convexa de un conjunto finito de vectores,
i.e., P = conv(K) para un conjunto finito K € R".

Los vectores xy, ..., x, € R" son afinmente independientes si el hecho de que
Zi'(:l wixi =0y 25'(:1 «; = 0 implica que ; = O parai =1,...,k. S5i P C R"
es un poliedro y {xg,...,x} € R" es un subconjunto maximal de vectores
afinmente independientes de P, entonces decimos que P tiene dimensién k, y lo
denotamos dim(P) = k. Si dim(P) = n, decimos que P tiene dimensién completa.
El politopo P tiene dimension k si y solo si un sistema minimal de ecuaciones
lineales para P tiene exactamente 1 — k ecuaciones linealmente independientes.

Una desigualdad lineal 7tx < 719 es vidlida para un poliedro P si la satisfacen
todos los vectores x € P. Una cara de P es cualquier conjunto de la forma
F=PN{x e R": mx = mp}, donde mx = 1y es una desigualdad vélida para
P. Una cara F se llama propia si F # @ y F # P. Las caras de dimensién 0, 1 y
dim(P) — 1 se llamam puntos extremos, aristas y facetas de P, respectivamente.
En particular, los puntos extremos son las caras propias minimales y las facetas
son las caras propias maximales. El conjunto de los puntos extremos de P
se denota vert(P). Todo politopo es la cadpsula convexa de sus vértices y si
P = conv(K) entonces vert(P) C K.
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A.3. Complejidad computacional

Un problema de decision 11 consiste en un conjunto Dy de instancias y un
subconjunto Yr; € Dyy de instancias afirmativas. El conjunto de instancias es
generalmente descripto por una definicién general de todos sus pardmetros, y
las instancias afirmativas son definidas por una pregunta, cuya respuesta es
“si” 0 “no”, en funcién de los pardmetros del problema. En este marco, una
instancia del problema se obtiene especificando valores particulares para todos
los pardmetros del problema. Suponemos que cada problema tiene un esquema
de codificacién, que representa instancias del problema en cadenas finitas de un
alfabeto dado. La longitud de la entrada de una instancia I € Dyy esta definida
por la cantidad de simbolos en la descripcién obtenida a partir del esquema de
codificacion para el problema, y se denota Length(I). La funcién de longitud
Length: Diy — Z es utilizada como la medida formal del tamafio de la
instancia.

La funcién de complejidad computacional Tq: Z, — Z de un algoritmo A ex-
presa sus requerimientos de tiempo dando, para cada posible longitud de la
entrada, la mayor cantidad de operaciones elementales del algoritmo para re-
solver un problema de ese tamarfio. Un algoritmo A se llama algoritmo de tiempo
polinomial si existe una funcién polinémica p : R — R tal que T4 (n) < p(n)
para todo n € Z . La clase de problemas P esta formada por aquellos proble-
mas que pueden resolverse por medio de un algoritmo de tiempo polinomial.

Un algoritmo no deterministico es un algoritmo formado por una etapa de pre-
diccion y una etapa de verificacion. Dada una instancia del problema, la etapa
de prediccién genera una estructura de manera no deterministica. Luego se
ingresa esta estructura a la etapa de verificacién, que computa de manera
deterministica normal y termina con una respuesta de “si” o “no”. Un al-
goritmo no deterministico resuelve un problema de decision si existe alguna
estructura predicha tal que en la etapa de verificacién responde “si” si y solo
si la instancia es afirmativa. Un algoritmo no deterministico se dice que opera
en tiempo polinomial si para toda instancia afirmativa hay alguna estructura
predicha que conduce a la etapa de verificacién a una respuesta afirmativa en
un tiempo acotado por una funcién polinémica en el tamafio de entrada. La
case de problemas NP esta formada por aquellos problemas de decisién que
pueden resolverse por medio de un algoritmo no deterministico en tiempo
polinomial. Claramente P C NP, pero no se sabe aun si esta inclusién es
estricta o no.

Una transformacién polinomial de un problema de decisién IT a un problema
de decision IT' es una funcién f : Dip — Dyy tal que f es calculada por un
algoritmo deterministico en tiempo polinomial y, para todo I € Dry, vale que
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I € Yrpsiysolosi f(I) € Y. Si existe una transformacién polinomial de IT
a IT, escribimos IT oc IT'. Es fécil verificar que la relacion inducida por o es
transitiva y reflexiva. Un problema de decisién I1 se define como N P-completo
sill € NPy IT" o IT para todo IT" € NP. Para demostrar que un determinado
problema de decisiéon I1 es NP-completo, es suficiente demostrar que I1 € NP
y que IT o IT para algun problema NP-completo IT'. Si IT es NP-completo,
entonces existe un algoritmo de tiempo polinomial que resuelve I1 si y solo si
P = NP.

Un problema de biisqueda IT consiste en un conjunto Dy de instancias y, para cada
instancia I € Dy, un conjunto Syp(I) de soluciones. Decimos que un algoritmo
resuelve un problema de bisqueda I1 si, dada cualquier isntancia I € Dyj como
entrada, devuelve alguna solucién perteneciente a Syj(I) siempre que este
conjunto no sea vacio. Una reduccién de tiempo polinomial de un problema de
busqueda IT a un problema de btisqueda IT’ es un algoritmo A que resuelve
IT utilizando una subrutina hipotética S para resolver IT' tal que, si S es un
algoritmo de tiempo polinomial para IT entonces A es un algoritmo de tiempo
polinomial para IT. Si existe una reduccion de tiempo polinomial de IT a IT
, escribimos IT ocg IT'. Un problema de busqueda IT es NP-dificil si existe
algun problema NP-completo IT tal que IT" acg IT. Un problema de busqueda
NP-dificil no puede ser resuelto en tiempo polinomial a menos que P = NP.
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