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Resumen

Estudio de la estructura de fases de la Cromodinamica
Cuéntica (QCD) en presencia de campos magnéticos
fuertes mediante modelos efectivos

En esta tesis se estudian los efectos de campos magnéticos intensos sobre las
propiedades de la materia fuertemente interactuante en el marco de modelos efec-
tivos del tipo Nambu-Jona-Lasinio, haciendo especial énfasis en el andlisis de los
diagramas de fases y el comportamiento de los pardmetros de orden.

En el Cap.1, se realiza una introduccion a los temas que se desarrollan en esta
tesis, presentandose las motivaciones y los objetivos.

En el Cap.2, se hace una revisién breve de algunos aspectos basicos de la Cro-
modindmica Cuéntica (QCD), los cuales son usados como punto de partida para la
construccion de los modelos efectivos utilizados. Luego se introducen el modelo de
Nambu-Jona-Lasinio y las distintas extensiones a ser estudiadas en este trabajo.

En el Cap.3, se introduce campo magnético en el modelo, prestando especial
atenciéon a los diferentes procedimientos de regularizaciéon posibles. Se realiza una
comparacion entre dichos procedimientos y ademas se comparan estos resultados
con los correspondientes de Lattice QCD (Cromodindmica cudntica en red).

En el Cap.4, se estudia la estructura de fases del modelo con campo magnético y
potencial quimico finito. Se realiza ademas un estudio exhaustivo de la dependencia
de los diagramas de fase con la parametrizacion. Se analiza el comportamiento de
los parametros de orden y se discute el efecto de catdlisis magnética inversa.

En el Cap.5, se presentan los resultados correspondientes a una extension del
modelo que incluye interacciones generalizadas. Se tienen en cuenta interacciones
de mezcla de sabor y de caracter vectorial. Luego, se imponen condiciones de neu-
tralidad de carga y equilibrio 3, relevantes al estudio de estrellas compactas.

En el Cap.6, se analiza el modelo al considerar interacciones efectivas del ti-
po quark-quark, las cuales reproducen el efecto de superconductividad de color.
Se detalla el procedimiento de regularizacion y se discute el comportamiento del
parametro de orden de simetria quiral y del gap superconductor. Nuevamente, se
estudian los diagramas de fase en funciéon de los parametros del modelo.

En el Cap.7, finalmente, se resume el trabajo realizado y se exponen las conclu-
siones.

Palabras clave: Cromodindamica cuantica, campos magnéticos, estrellas de neu-
trones, simetria quiral.



Abstract

Study of the phase structure of Quantum Chromodynamics
under intense magnetic fields within effective models

In this thesis we study the effects of intense magnetic fields on the properties
of strongly interacting matter within effective models of the Nambu-Jona-Lasinio
type, emphasizing on the analysis of the corresponding phase diagrams and the
behaviour of the relevant order parameters.

In Chap.1, we briefly introduce the subjects to be developed in this thesis, and
present the motivations and objectives.

In Chap.2, we summarize some of the basic aspects of Quantum Chromodyna-
mics (QCD), which are used as a starting point for the construction of the effective
models used in this work. Then, we introduce the Nambu-Jona-Lasinio model and
the different extensions to be studied.

In Chap.3, we introduce magnetic field in the model, paying special attention to
the different possible regularization procedures. We carry out a comparison between
such procedures and also compare these results with the corresponding ones from
Lattice QCD.

In Chap.4, we study the phase structure of the model under finite magnetic field
and chemical potential. We carry out an exhaustive study of the dependence of the
phase diagram on the parameter choice. We analyse the behaviour of the dressed
mass, order parameter for chiral symmetry breaking, and the density. The effect of
inverse magnetic catalysis is also discussed.

In Chap.5, we extend the model to include generalized interactions. We consider
flavour mixing effects and vector interaction channels. Afterwards, charge neutra-
lity and [ equilibrium conditions are imposed, which are relevant to the study of
compact stars.

In Chap.6, we take into consideration effective quark-quark type interactions,
which reproduce the effect of color superconductivity. The regularization procedure
is shown in detail for this case, and the behaviour of the chiral symmetry breaking
order parameter and superconducting gap are presented. Once again, we study the
phase diagrams and their dependence on the parameter choice.

In Chap.7, finally, we summarize the results of this work and the conclusions
are presented.

Keywords: Quantum chromodynamics, magnetic fields, neutron stars, chiral
symmetry.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria que describe las interacciones fuertes en el marco del Modelo Estandar
es conocida como cromodindmica cudntica (QCD, por Quantum Chromodynamics,
en inglés) y fue establecida como tal hace varias décadas, reconociendo a los quarks
como constituyentes primarios de la materia hadrénica y a los gluones como los
mediadores de la interaccion [1, 2, 3]. En esta formulacion, tanto los quarks como
los gluones poseen una variable dindmica, conocida como “carga de color”, la cual es
analoga a la carga eléctrica de la electrodinamica, y que es la responsable de las in-
teracciones fuertes. Uno de los objetivos de QCD es describir adecuadamente como
los quarks y los gluones interactiian para formar los estados ligados que conforman
la materia hadrénica, los cuales pueden basicamente clasificarse en bariones y meso-
nes. La experiencia indica que en condiciones ordinarias de temperatura y densidad,
se da lugar al fendmeno conocido como confinamiento, en el cual los quarks y los
gluones solo pueden formar tales estados ligados. Este fenémeno es atribuido al
hecho de que las variables de color deben necesariamente acomodarse en estados
conocidos como “singletes”, cuya carga neta de color es nula y que requieren de
mas de un quark o antiquark para formarse. Sin embargo, poco después del adve-
nimiento de QCD, se conjeturd que a temperaturas y/o densidades suficientemente
elevadas pueden formarse estados de materia conocidos con el nombre genérico de
plasma de quarks y gluones (QGP) [4, 5], que se encuentran caracterizados por el
deconfinamiento de color. Esto motivo el estudio tedrico de las fases posibles de
QCD en tales condiciones extremas y revel6 una estructura de fases potencialmente
compleja, tal como puede verse en la fig.1.1 [6], y cuyo estudio contintia presentando
hasta el dia de hoy un desafio tanto teérico como experimental [7, 8, 9].

Para poder caracterizar apropiadamente las distintas fases posibles, es necesario
estudiar las propiedades de simetria ante grupos de transformaciones unitarias que
actuan sobre los grados de libertad internos de la teoria. En lo que respecta a la
variable de color, QCD es por construccion invariante ante el grupo conocido como
SU(3). Por otro lado, también son de importancia las propiedades de simetria ante
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Figura 1.1: Diagrama de fases de QCD.

transformaciones en el espacio de sabor. El Lagrangiano de QCD esta construido de
manera de ser aproximadamente simétrico ante los grupos SU(2) de isospin y SU(2)
axial en el sector de quarks livianos. Sin embargo, en el estado de vacio de QCD,
la segunda de estas se rompe debido a las interacciones, pudiendo caracterizarse
la fase correspondiente mediante pardmetros de orden como el condensado quiral,
el cual esta relacionado con la generacion dinamica de masa. De hecho, la ruptura
de simetria axial de QCD es la responsable de la mayor parte de la masa de los
nucleones. Estos efectos dindmicos son de importancia en el estudio del diagrama de
fases de QCD, ya que existen indicios de que esta simetria se encuentra restaurada en
la fase QGP. Ademas, las evidencias experimentales y tedricas conducen a suponer
que las transiciones de fase de deconfinamiento y de restauracion de simetria quiral
ocurren en forma practicamente simultanea a densidades bajas, y que el pasaje de
una fase a otra es a través de una transicién suave del tipo crossover [10, 11]. Sin
embargo, el mecanismo exacto que da lugar a esta transiciéon simultdnea atn no es
comprendido en forma cuantitativa.

Es importante destacar que las condiciones extremas en las que se forma el
plasma de quarks y gluones son dificiles de producir, dejando asi pocas situacio-
nes fisicas para su estudio experimental. Uno de los escenarios naturales donde se
cree que se realizan fases deconfinadas de QCD se encuentra en los ntcleos de las
denominadas estrellas compactas [12], que corresponden a la region de altas den-
sidades y bajas temperaturas en el diagrama de fases. Las estrellas compactas son
objetos extremadamente estables y densos, que constituyen uno de los posibles es-
cenarios finales en el ciclo de vida de una estrella. Al producirse una supernova, se
eyecta al espacio gran parte de la materia que constituye la estrella y su nuicleo se



comprime fuertemente. El remanente de dicha explosién puede convertirse en una
estrella compacta cuando la masa del objeto se encuentra por debajo del limite de
Chandrasekhar. En esta etapa de su ciclo de vida, ya no se producen reacciones
de fusién y la fuerza gravitatoria es equilibrada por una presién de origen cuantico
debida al principio de exclusién de Pauli. Las estrellas compactas pueden contener
una masa de aproximadamente 1.5 M, en un radio de 10 km, lo cual se corres-
ponde con una densidad de aproximadamente 1 — 10 py, donde py = 2.5 101 g em™3
es la densidad de saturacién nuclear, lo suficientemente grande como para formar
estados alternativos a la fase hadrénica. De hecho, de acuerdo a calculos tedricos
realizados en el régimen de densidades asintoticamente altas, es posible que exista
una familia de fases denominadas “superconductoras de color” [13, 14]. El fenémeno
subyacente es similar a aquel que ocurre en la superconductividad ordinaria, en don-
de el intercambio de fonones entre electrones produce una atraccién que favorece
la formacién de pares de Cooper [15, 16, 17]. En QCD, hay canales de interaccion
atractivos entre gluones que son responsables de la formacién de pares de diquarks
analogos, los cuales de hecho rompen en forma dindmica la simetria SU(3) de color.
Se ha demostrado que debido a efectos no perturbativos, el condensado de diquarks
puede ser lo suficientemente grande como para existir hasta temperaturas de apro-
ximadamente T, = 60 MeV, valor critico que se encuentra por encima del rango de
1—10 MeV estimado para los niicleos de estrellas compactas [18]. En lo que respecta
a la observacion de las estrellas para caracterizar las posibles fases en sus interiores,
un estudio posible consiste de construir curvas de radio-masa a partir de las ecua-
ciones de estado y modelos de estructura estelar, para luego contrastar estas con las
masas y radios observados [19, 20]. Por otra parte, los periodos de rotacion de las
estrellas y sus variaciones en el tiempo también pueden brindar informacién acerca
de las propiedades microscopicas de la materia que compone el interior estelar [21],
mientras que el estudio de las curvas de enfriamiento también puede relacionarse
con propiedades como la emisividad de neutrinos y el calor especifico de las fases
[22].

Por otro lado, en las ultimas décadas se llevo a cabo la construccion de varios
aceleradores de iones pesados, en los cuales se realizan experimentos para alcanzar
las fases correspondientes a temperaturas altas en el diagrama de fases de QCD.
Entre estos se encuentran el Colisionador de Iones pesados Relativistas (RHIC), en
Brookhaven, EEUU, el Centro para Colisién de Iones Nuclotrén (NICA) en Dubna,
Rusia y el Centro para la investigacion de antiprotones e iones (FAIR, atin en cons-
truccién), en Hesse, Alemania. También, los experimentos, ALICE, ATLAS y CMS
son llevados a cabo en el Gran Colisionador de Hadrones del CERN (LHC) en Ge-
neva, Suiza [23]. En este tipo de aceleradores, el objetivo es colisionar iones pesados
como plomo, plata u oro a energias de centro de masa del orden de 100 — 200 GeV
o mas. Durante el proceso de colision se alcanzan temperaturas extremadamente



altas, por encima de la temperatura critica de deconfinamiento, T, ~ 170 MeV [24].
Los resultados actuales sugieren que el Q@GP ha logrado formarse [25, 26] durante
periodos de tiempo del orden de 10 fm/c, incluso exhibiendo propiedades de equi-
librio termodinamico a pesar de su corta duracion, ademas dando evidencias que
confirman la hipdtesis de que la transicion de fase entre las fases hadrénica y QGP
es del tipo crossover. Es importante destacar que las condiciones producidas en
aceleradores de iones pesados corresponden esencialmente al eje vertical del diagra-
ma de fases. Si bien en el FAIR se espera que se puedan alcanzar densidades algo
mayores, los efectos de densidad finita mas relevantes estan atun lejos de observarse
en este tipo de experimentos, relegando la posibilidad de observar fases densas al
estudio de estrellas compactas.

Respecto a la resoluciéon misma de la teoria, es importante destacar que si bien
QCD se encuentra firmemente establecida como la teoria de las interacciones fuertes,
esta presenta serias complicaciones al momento de realizar calculos en el rango de
bajas energias. Esta dificultad se debe al hecho de que la constante de acoplamiento
de la teorfa se vuelve grande para escalas de energia debajo de 1 GeV [27], imposi-
bilitando el uso de métodos perturbativos como herramienta de estudio. Dado que
las energias de ligadura de los hadrones se encuentran por debajo de este umbral,
muchos de los problemas que requieren tratar propiedades hadroénicas, entre ellos
la estructura de fases de QCD y el fenémeno de deconfinamiento, deben estudiarse
mediante técnicas no perturbativas. Una de las maneras posibles de encarar el estu-
dio de QCD a bajas energias consiste de desarrollar modelos efectivos. Un modelo
efectivo es uno que constituye una simplificacion de la teoria completa de modo
de permitir su resolucion, pero a su vez contiene en su formulacién ciertos ingre-
dientes basicos de la teoria original que permiten reproducir aspectos especificos y
realizar predicciones cuantitativas de interés. Entre los varios modelos posibles se
encuentran el MIT Bag model [28], el modelo sigma lineal [29] y el que se usard
como punto de partida en esta tesis, el modelo de Nambu Jona-Lasinio (NJL). Este
fue desarrollado en los anos '60 [30] para estudiar las interacciones entre nucleones,
con el proposito de explicar en forma unificada las grandes masas de los bariones
y las masas intermedias o pequenas de los mesones a partir de las propiedades de
simetria de isospin que exhiben las interacciones nucleares. En la formulacién del
modelo, el Lagrangiano es invariante ante las transformaciones correspondientes de
los grados de libertad de sabor, pero dicha invariancia se rompe debido a los efectos
de las interacciones. Este mecanismo produce que los campos fundamentales ad-
quieran masas dinamicas, dando lugar también a bosones de Goldstone, los cuales
son identificados con los piones. Ahora bien, este modelo fue dejado de lado poco
después de que se desarrolld, cuando los quarks fueron reconocidos como los compo-
nentes elementales de la materia en lugar de los protones y neutrones. Sin embargo,
varios afios después se lo volvié a tener en consideracion, reinterpretandolo como



una teorfa efectiva para las interacciones entre quarks [31, 32]. En su forma maés
sencilla, el Lagrangiano del modelo de NJL contiene términos locales de interaccién
escalar-isoescalar y pseudoescalar-isovectorial entre quarks, que son los que repro-
ducen la dindmica de ruptura de simetria quiral de QCD. Entre los usos del modelo
se encuentra el estudio de la respuesta de materia de quarks a efectos de tempe-
ratura, potencial quimico y campo magnético. Para descripciones mas detalladas
de la dinamica a bajas energias, el modelo también puede extenderse para incluir
interacciones mas generales que respetan las simetrias de sabor. El desarrollo de
este modelo fue hecho sin tener en cuenta el fenémeno de confinamiento, dado que
fue originalmente construido para describir propiedades de nucleones, que no exhi-
ben dicha caracteristica. Por lo tanto, la ausencia de confinamiento es en principio
una limitacién importante de la teoria. Sin embargo, en tanto se traten cantidades
que no son sensibles a las propiedades de confinamiento y se centre la atencién
sobre las propiedades de simetria quiral, se pueden hacer cdlculos confiables dentro
de este modelo. Por otra parte, este defecto de la teoria puede remediarse parcial-
mente introduciendo una variable dindmica conocida como “loop de Polyakov” (o
lazo de Polyakov) [33, 34, 35], la cual es tratada como un campo de fondo que
da cuenta de grados de libertad gluénicos que pueden reproducir la transicién de
deconfinamiento.

Una técnica alternativa de primeros principios que ha sido desarrollada en las
ultimas décadas y que ha progresado notablemente es la que se conoce como “Lat-
tice QCD” (LQCD) o QCD en red, en la cual las ecuaciones de QCD se resuelven
numéricamente en forma explicita en un espacio-tiempo discretizado [36]. Desde el
punto de vista del costo computacional, este es un problema formidable que requie-
re de computadoras extremadamente poderosas, pero en los tltimos anos se han
logrado grandes avances que permitieron el calculo de masas hadronicas, constan-
tes de decaimiento, espin y otras cantidades. Estudios de los efectos a temperatura
finita también han sido realizados, los cuales nuevamente apoyan la idea de que el
crossover quiral ocurre junto con la transiciéon de deconfinamiento [10, 11] en el eje
vertical del diagrama de fases. Sin embargo, la técnica de LQCD se ve envuelta en
sus propias dificultades. Una de ellas tiene que ver con que al discretizar la teoria,
la cantidad de puntos en la grilla usada no puede ser demasiado alta puesto que el
problema se vuelve intratable numéricamente. Por otro lado, todavia resulta difi-
cultoso hacer calculos confiables usando las masas de quarks livianos, con lo cual
se debe trabajar con valores por encima de los considerados realistas para luego
extraer conclusiones basadas en la extrapolacion, complementando esto con el uso
de modelos efectivos. Una limitacion mas fundamental aparece al intentar estudiar
LQCD a densidades finitas, debido al hecho de que las funciones de peso usadas para
el muestreo estadistico se vuelven imaginarias [37]. Este es llamado el “problema del
signo” e impide realizar calculos para valores grandes de p/T. Se han desarrollado



varios métodos para tratar de superar esta complicacion, pero la region de altas
densidades y temperaturas bajas como la que puede esperarse en nicleos estelares,
aun esta lejos de poder ser analizada con este tipo de técnicas.

En este marco, el objetivo de esta tesis es estudiar el efecto de campos magnéticos
intensos sobre el comportamiento de materia fuertemente interactuante a densidad
finita. Estudios de este tipo se encuentran motivados por el hecho de que existen
indicios claros de que tanto en las colisiones de iones pesados como en los nticleos de
estrellas compactas se producen campos magnéticos extremadamente elevados. Por
ejemplo, en el RHIC, en una colisién tipica, los campos magnéticos pueden alcanzar
los 10°G = 0.06 GeV? [38, 39] en la regién central. En estrellas compactas, por
otra parte, los campos magnéticos pueden ser tan grandes como 10 G [40] en su
superficie, y alcanzar valores en el rango de 10'® — 10?° G en el ntcleo [41, 42, 43],
aunque las estimaciones para este ultimo son dependientes del modelo utilizado.
Por ello, es interesante estudiar cuales podrian ser los efectos de campos magnéticos
intensos sobre la materia de quarks, y en particular saber si el diagrama de fases sufre
modificaciones considerables. Uno de los efectos més discutidos es el de “catalisis
magnética” [44]. En su manifestaciéon méas bésica, se refiere a la estabilizacién del
condensado quiral en la fase hadrénica al aplicar un campo magnético externo. La
interpretacion basica del fenémeno es que dicho campo favorece el antialineamiento
de los espines del quark y el antiquark que estan correlacionados en un condensado.
Si bien la realizacién de este fenémeno en la fase de vacio se encuentra relativamente
comprendida, a temperatura finita y densidades bajas existen comportamientos
mas dificiles de explicar en forma cualitativa. De hecho, existen calculos realizados
mediante QCD en red, donde se observa que a temperaturas intermedias, del orden
de 150 MeV, el condensado quiral disminuye con el campo, contrariamente a lo
esperado. Esto a su vez trae aparejada una disminucion de la temperatura critica
en dicha regiéon. Este comportamiento, conocido como “catalisis magnética inversa”
[45], es dificil de reproducir mediante modelos efectivos y, en particular, modelos
como el de NJL predicen la tendencia exactamente contraria, es decir, un aumento
de la temperatura critica con el campo magnético [44, 46, 47]. A densidad finita
y temperaturas bajas, por otro lado, existe otra manifestaciéon del fenémeno de
catalisis inversa, el cual estd asociado a la disminucién del potencial quimico critico
como funcion del campo magnético.

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera: En el capitulo 2, se discu-
tiran las propiedades basicas de QQCD relevantes a la construcciéon de los modelos
efectivos que seran utilizados. Se presentara el modelo de Nambu Jona-Lasinio en su
version basica, detallando el calculo del pardmetro de orden y propiedades mesoni-
cas, para luego realizar las extensiones correspondientes del modelo para su estudio
a densidades finitas y con interacciones generalizadas. El capitulo 3 se concentra
en la extension que se debe realizar al modelo para incluir campos magnéticos. En



una primera instancia, se incorpora dicho campo al Lagrangiano NJL, para des-
pués realizar el calculo del determinante fermiénico correspondiente a la acciéon en
la aproximacion de campo medio. Luego, se discutiran distintas alternativas para
regularizar el modelo NJL, donde compararemos los resultados de prescripciones
existentes en la literatura con aquellos obtenidos mediante la llamada “Regulari-
zacion independiente del campo magnético” que introduciremos en este trabajo.
En el capitulo 4, se presentaran los resultados correspondientes al modelo NJL a
campo magnético y potencial quimico finito, donde se hara un estudio exhaustivo
del comportamiento del modelo en funcién de los parametros. En el capitulo 5, se
presentan los resultados correspondientes a interacciones generalizadas, donde se
tienen en cuenta canales de interacciéon con mezcla de sabor y también de naturale-
za vectorial. Ademas, se tendran en consideracion las condiciones de equilibrio 5 y
neutralidad de carga relevantes al estudio de estrellas compactas. En el capitulo 6, se
realizaran los estudios correspondientes al fenémeno de superconductividad de color
bajo efectos de campos magnéticos y en el capitulo 7, finalmente, se presentaran las
conclusiones de estos estudios.



Capitulo 2

Formalismo

En este capitulo se presentard el formalismo necesario para el estudio del diagra-
ma de fases de materia de quarks a densidad finita, en el marco de modelos del tipo
Nambu-Jona-Lasinio (NJL). Las propiedades de transformacién del Lagrangiano de
QCD ante el grupo unitario de sabor son la base de estos modelos, los cuales se
construyen con el objetivo de reproducir ciertas caracteristicas esenciales de la cro-
modinamica cuantica, en particular el efecto de ruptura de simetria quiral. Por lo
tanto, es necesario realizar una breve descripcion de los aspectos mas generales de
esta teoria, haciendo especial énfasis en la descripcion de dichas propiedades. Luego
introduciremos el modelo de NJL, detallando en particular los efectos dindmicos que
conducen al mecanismo de ruptura de simetria quiral y su subsiguiente restauracion
en diferentes condiciones posibles. Finalmente, presentaremos las extensiones nece-
sarias para estudiar propiedades termodinamicas y para describir efectos dinamicos
mas generales.

2.1. Aspectos generales de QCD

A nivel fundamental, la cromodinamica cuantica se formula en términos de cam-
pos de fermiones que representan a los quarks y campos de bosones de gauge para
los gluones. El Lagrangiano que describe la dindmica de estos campos junto con sus
interacciones es [3]:

Locp =Ly + Ly + Ly, (2.1)
donde cada uno de estos términos esta dado por:
Lo = —Dmy (23)
1 14 a
L, = 1 GG, (2.4)
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donde hemos definido la derivada covariante
D,=0,+1g )\“AZ, (2.5)

y ademaés
G, = 0.A, —0,A; + g f“bcAZAﬁ. (2.6)

El campo ¢ representa los estados de quarks, el cual incluye los correspondientes gra-
dos de libertad internos de color y de sabor. Los 3 estados de color (denominados 7, ¢
y b) y los estados de sabor, que son 6 en la teorfa completa de QCD (u, d, s, ¢, by t),
se introducen mediante un producto tensorial, resultando en 18 espinores. La matriz
de masas en el espacio de sabor estd dada por m = diag(m,, mg, ms, Me, My, My),
con m, =~ mg. Mientras tanto, g es la constante de acoplamiento de QCD, A¥,
con a = 1,...,8, es el conjunto de campos vectoriales no masivos asociados a los
gluones y A, es el conjunto de matrices de Gell-Mann, que satisfacen las siguientes
relaciones:

(A%, AP = 23 fabexe, (2.7)
donde f%€ son las constantes de estructura completamente antisimétricas de SU(3)

y
tr(A*\?) = 26 (2.8)

La parte del Lagrangiano dada por los términos

Lp = (in, 0" —m)y (2.9)

corresponde al Lagrangiano de Dirac y, en ausencia de los demas términos, describe
la propagacién de quarks libres. Este término es invariante ante el grupo SU(3).,
dado por el conjunto de matrices unitarias de determinante 1 que actian en el
espacio de color. Los estados de quarks transforman de acuerdo a la representacion
fundamental de este grupo, la cual es de dimension 3. En dicha representacién,
los generadores son las matrices de Gell-Mann, en términos de las cuales podemos
escribir una transformacion arbitraria del grupo de la siguiente manera:

U = exp (i\b0,) , (2.10)

donde los #, son los correspondientes parametros asociados a los generadores. Ahora
bien, el Lagrangiano completo de QC'D se construye partiendo del Lagrangiano de
Dirac y requiriendo que el mismo sea invariante ante transformaciones locales de
SU(3). en lugar de globales. Es decir, en cada punto del espacio se efectiia una
transformacién independiente, convirtiéndose los parametros 6, en funciones de las
coordenadas. Dado que la derivada en L£p también actia sobre dichas funciones,
este término no serd invariante ante estas transformaciones mas generales, por lo
que es necesario introducir en la teoria un conjunto de campos que transformen
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adecuadamente de modo de cancelar los términos adicionales que se producen. Esto
puede lograrse reemplazando la derivada parcial por la derivada covariante definida
en (2.5), con lo que se obtiene el término £, en (2.1). Se debe incorporar un campo
por cada generador del grupo de simetria, resultando en los 8 estados de gluones,
que pertenecen a la representacién regular de SU(3).. De esta forma, también se
introduce el acoplamiento entre el sector de gluones y el de quarks. A su vez, al
realizar una transformacién sobre los campos de quarks, los A# deben transformar
conjuntamente de acuerdo a:

1
AZ — AZ - ; 6u€a - fabc Qb Afm (211)

con lo cual el término -
Yy D, (2.12)

resulta invariante. Finalmente, también debe introducirse un término de gauge puro
que describa la dinamica propia de los campos de gluones en ausencia de quarks. El
término £, se incorpora construyendo un invariante ante los grupos de Lorentz y
de color a partir del tensor de campo G, lo cual se realiza en forma similar al caso
de QED. Sin embargo, las propiedades de transformacion de los campos A7, ante el
grupo SU(3). local conducen a que también deba incluirse el término g f“bCAZA§ en
(2.6) para que L, resulte invariante. Por lo tanto, este contiene, ademés del término
de propagacion (correspondiente al producto de los primeros dos términos en Gy
andalogos al caso de electromagnetismo), dos términos més que acoplan a los gluones
entre si a través de vértices de tres y de cuatro lineas.

Una de las principales consecuencias de la presencia de los términos de autointe-
raccion en L, refiere al comportamiento de la constante de acoplamiento en funcién
del impulso transferido (). Es sabido que al estudiar un proceso cualquiera en una
teoria de Gauge renormalizable, la inclusién de sucesivos diagramas de Feynman
que se presentan en un desarrollo en serie puede reestructurarse de modo de expre-
sar el resultado final en términos de una constante de acoplamiento “vestida” que
depende de (). Como consecuencia, la interaccién tendra comportamientos distintos
segun la escala de energia que se estudie, donde la dependencia funcional exacta
estara determinada por los detalles de las interacciones en consideracion. En el caso
particular de QCD, la constante de acoplamiento esta dada, a un lazo, por:

2\ _ 9*(Q?) _ Am
0, (Q?) = - , (2.13)
4T (11— 2Np) In (Q2/Aep)

donde Ny es el nimero de sabores tenidos en cuenta y Agcp es el pardmetro de
escala de la teoria, que puede determinarse ajustando a datos experimentales para
Q? grande, dando un valor alrededor de Agcp =~ 200 MeV. Como puede verse

10



2.2. Propiedades de las transformaciones en espacio de sabor

a partir de esta expresion, la constante de acoplamiento tiende a cero cuando el
impulso transferido tiende a infinito. Esta propiedad, conocida con el nombre de
libertad asintética, permite estudiar procesos de altas energias mediante teoria de
perturbaciones. Por otro lado, para impulsos transferidos pequenos, y en particular
por debajo de Agep, la constante de acoplamiento es mayor que uno, por lo cual
no es util como parametro de expansion en un desarrollo en serie. Ahora bien,
dado que las escalas de energia de ligadura de los hadrones se encuentran por
debajo de este umbral, el estudio de la mayoria de las propiedades hadronicas debe
tratarse mediante métodos alternativos de naturaleza no perturbativa. El propio
mecanismo de confinamiento es una de estas propiedades, para el cual no existe
aun una explicaciéon cuantitativa satisfactoria. Entre los métodos a los que se puede
recurrir para el estudio de la cromodindmica cuantica a bajas energias, se encuentra
el desarrollo de modelos efectivos que se trataran en este trabajo.

También es importante tener en consideracion que, como consecuencia del fené-
meno de confinamiento en la fase de vacio, las masas de los quarks no son observables
fisicos. Por esta razén, cuando las masas corrientes de los quarks son usadas como
parametros de entrada, sus valores estan sujetos a un margen de variabilidad debi-
do a que dependen de la escala de renormalizacién de la teoria. La determinacion
de las masas corrientes de los quarks con cierto grado de precisiéon puede de hecho
realizarse mediante modelos efectivos resultando en cantidades dependientes de la
escala. A partir de estos, se concluye que los quarks u, d y s son sabores livianos,
encontrandose sus masas muy por debajo de Agcp. Este subespacio de estados es
el relevante para las aplicaciones que trataremos en esta tesis, dado que los diagra-
mas de fases para materia fuertemente interactuante suelen limitarse a rangos de
temperatura y potencial quimico por debajo de 500 MeV.

2.2. Propiedades de las transformaciones en es-
pacio de sabor

En esta secciéon estudiamos las propiedades del Lagrangiano de QCD ante trans-
formaciones en el espacio de sabor de los quarks, haciendo especial énfasis en el gru-
pos de matrices unitarias especiales conocido como SU(Ny), donde Ny es la cantidad
de sabores en consideracion. En lo que respecta a la accion de dichas transforma-
ciones sobre el Lagrangiano de QCD dado en (2.1), se tiene que el término £, es
invariante, mientras que £, no se ve modificado, dado que las transformaciones
globales no actiian sobre los campos de gluones. El inico término que puede no ser
invariante es £,,, cuyo grado de simetria estd determinado por la elecciéon de los
componentes de m. Este término no es invariante ante transformaciones unitarias
arbitrarias en el espacio completo de sabor, en virtud de las grandes diferencias
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entre las masas de las distintas especies de quarks. Sin embargo, si nos restringimos
al subespacio de sabores livianos existen ciertas simetrias que se satisfacen en forma
aproximada. Ademads, dado que en el rango de potenciales quimicos de interés los
efectos del quark s pueden tratarse como correcciones, en este trabajo nos concen-
traremos solamente en el subespacio de sabores u y d, cuyas masas se encuentran
en el rango 4 — 10 MeV, aunque las propiedades de simetria aqui discutidas pueden
generalizarse al caso de tres sabores también.

En el sector de quarks livianos, se suele usar el limite quiral como punto de
partida para el estudio de las simetrias de sabor. Dicho limite consiste de tomar
m = 0, resultando en el caso mas simétrico posible. En este caso, podemos reescribir
el Lagrangiano en términos de campos de quarks con quiralidad bien definida, los
cuales se pueden construir adecuadamente si escribimos:

1—7 147
b= ("52) v en=(52) v, (2.14)
donde 5 es el operador de quiralidad. En esta base, el Lagrangiano toma la forma:
LTy = 1" Dybr + Vpy" Dytor + Lyauge (2.15)

donde, como vemos, £, en (2.2) se descompone en dos subespacios ortogonales le ft
y right, que ademas se encuentran desacoplados entre si. El Lagrangiano resulta
entonces invariante ante el grupo producto de transformaciones U(2)r®@U(2), dado
por:

U(Q)R : wR — exp(i@fTa) Q/JR U(Q)L : wL — exp(i@fn) wL, (216)

donde cada una de estas actuia independientemente sobre el subespacio correspon-
diente, rotando los estados en el espacio de isospin. Aqui, 79 es la matriz identidad
en espacio de sabor, mientras que 7, con k = 1,2,3, es el conjunto de matrices
de Pauli y 5% son los angulos que parametrizan dicha transformacién. En virtud
del teorema de Noether, la invariancia del Lagrangiano ante estas transformaciones
conduce a las siguientes corrientes conservadas:

Qira = 0 Jha = r(T)Y TaR(T), (2.17)
8#.]%,11 =0 jg,a = ¢L("E)7#TG¢L(I)7

donde los correspondientes operadores de carga se obtienen integrando el compo-
nente 1 = 0 de la corriente en las coordenadas espaciales:

Qf = [@r vi()rne)  QF = [dr vi(@min(@). (218

Al ser operadores de simetria, los mismos conmutan con el Hamiltoniano, por lo
cual existe una base de autoestados con nimero de ocupacion de estados de qui-
ralidad bien definida. Los operadores de carga satisfacen las mismas relaciones de

12
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conmutacion que los generadores del grupo y acttian como generadores de las trans-
formaciones.

Por otro lado, si consideramos una matriz arbitraria perteneciente a alguna de
las transformaciones de (2.16) notamos que, como el generador 75 conmuta con los
restantes generadores, podemos escribir

exp(i0,7,) = exp(ifyo) exp(ifkTy). (2.19)

Dado que los generadores 73 son de traza nula, el segundo factor tiene determinante
1, correspondiendo este al grupo SU(2), mientras que el término asociado a a = 0
corresponde a U(1), que es proporcional a la identidad y por lo tanto multiplica a
los estados u y d por la misma fase. Por lo tanto, podemos escribir:

UQ2), @ U2)r=U(1)® SU2)L® U(1)g® SU2)x. (2.20)

Teniendo en cuenta esto, pasamos a considerar el caso algo mas realista en el que
m, = mg = m, # 0, donde el término L,, es distinto de cero y toma la forma:

Ly = —meapp = —me(Yripr + Urir). (2.21)

Por lo tanto, los subespacios left y right quedan acoplados mediante el término de
masas, con lo cual no se pueden realizar sobre ellos transformaciones independientes
que sean simétricas. Sin embargo, este término contintia siendo simétrico ante una
transformacién conjunta en la cual los estados left y right son rotados en el mismo
angulo, la cual corresponde al grupo SU(2)y. De hecho, podemos escribir:

SU12), @ SU22)g = SU(2)y @ SU(2) 4, (2.22)
donde
SU(2)y : ¢ — exp(i0) 7,)1 SU(2) 4 : ¥ — exp(i02y57, ). (2.23)

El primer grupo corresponde a transformaciones de caracter vectorial en el espacio
de isospin, mientras que el segundo grupo corresponde a transformaciones axiales,
las cuales alteran la paridad de un estado dado. Las corrientes asociadas, en términos
de las corrientes left y right, son:

Vi =Jkatite Al =Jka = JLa (2.24)
La introduccion del término de masa reduce la simetria de la siguiente manera:
SU2)y @ SU(2)a — SU(2)y, (2.25)
por lo cual la corriente vectorial se encontrara conservada:

OuVe =0 Vi = (@) (), (2.26)
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mientras que la corriente axial tendra una cuadridivergencia no nula dada por:

0,Al = 2@@(3@){77%, Ta }ys0 () At = Q/Z(x)y“%ﬂzw(x), (2.27)

donde la ruptura de simetria es pequena en virtud de las masas corrientes pequenas
y, por supuesto, la conservacién de esta corriente se recupera tomando el limite
quiral. Es importante notar que tomando m, # my se dard lugar a una ruptura
explicita del grupo SU(2)y también. Las masas del quark u y d suelen tomarse
iguales a pesar de que existen estimaciones segun las cuales estas cantidades son
diferentes [48]. En este trabajo tomaremos siempre m, = mgy. Sin embargo, la
inclusiéon de campo magnético o potencial quimico rompe la simetria de manera
explicita.

Finalmente, las transformaciones de los grupos U(1)y y U(1)4 estdn dadas por:

U(1l)y = exp(if) U(1)4 = exp(iys0). (2.28)

La primera de estas esta asociada a la conservacion del nimero bariénico, mientras
que la segunda, si bien es una simetria del Lagrangiano clasico, no se mantiene
al cuantizar la teoria, dado que la medida de integracion en la integral de cami-
nos correspondiente no es invariante ante dicha transformacion. Este fenémeno es
conocido como anomalia axial [49].

Cuando se considera una simetria exacta del Lagrangiano, como ocurre en el
limite quiral de QCD, existen distintas realizaciones posibles en lo que respecta al
espectro de estados. En el modo de Wigner-Weyl, la simetria del estado de vacio es
la misma que la del Lagrangiano. En este caso, el vacio no se encuentra degenerado
y de hecho transforma de acuerdo a la representacion trivial del grupo, por lo que
el mismo es aniquilado por los operadores de carga asociados a la simetria. Por otro
lado, en la realizaciéon de Goldstone, el estado fundamental se ve modificado por las
interacciones, de modo que la simetria se mantiene ante a lo sumo un subconjunto
de los operadores del grupo original. Los restantes generadores ya no aniquilan el
vacio, sino que crean excitaciones no masivas que se encuentran degeneradas con el
fundamental, y son conocidas como bosones de Goldstone.

Ahora bien, en el caso de QCD, las masas corrientes de los quarks u y d se
encuentran en el orden de la decena del MeV y son aproximadamente iguales, por
lo cual es de esperar en principio que la simetria quiral SU(2)4® SU(2)y se encuen-
tre aproximadamente conservada. En lo que respecta al grupo SU(2)y, la simetria
efectivamente se realiza a un grado bueno de aproximacion, lo cual es evidenciado
por la degeneracion en las masas de los multipletes de isospin bariénicos y meso-
nicos y la existencia de corrientes conservadas aproximadas en procesos dominados
por la interaccion fuerte. Por otra parte, la evidencia experimental y tedrica indica
que la simetria SU(2)4 se realiza en el modo de Goldstone. Dado que el operador
de carga Q4 cambia la paridad de los estados, la realizacién de esta simetria en
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el modo de Wigner-Weyl implicaria por cada multiplete de isospin la existencia de
otro multiplete degenerado con paridad opuesta, lo cual no es observado en la natu-
raleza. Ademas, las masas hadronicas se encuentran muy por encima de las masas
corrientes de los quarks livianos, sugiriendo la existencia de un mecanismo dinami-
co de generacién de masa, lo cual a su vez genera la ruptura de la simetria. Estas
observaciones sugieren que una formulaciéon adecuada de QC'D se obtiene partiendo
de un Lagrangiano aproximadamente simétrico ante SU(2)y ® SU(2)4, donde la
simetria axial se rompe en forma dindamica. En este marco, los operadores Q4 de
la simetria rota crean un triplete de isospin de bosones de Goldstone, por lo cual
pueden identificarse con los piones. Ademas, dado que los mismos son no masivos,
el hecho de que los componentes del triplete pidnico tengan masa excepcionalmente
baja en relacién a otros hadrones (m,/my =~ 0.15) sostiene la idea de que los piones
son bosones de Goldstone, cuya masa no nula se origina en la leve ruptura explicita
de simetria producida por las masas corrientes.

La ruptura de simetria del estado de vacio de QC'D y la subsiguiente generacion
de masa dinamica se encuentra estrechamente relacionada con la existencia de con-
densados no nulos formados a partir de productos bilineales de campos de quarks
y de gluones. Entre ellos se encuentra el condensado quiral, definido como el valor
de expectacién en el vacio <)1) >, el cual puede expresarse como:

4

<Pp>= —i / (ZWZ;4TTS(p), (2.29)

donde S(p) es el propagador de quarks del Lagrangiano completo de QC D, y la traza
se toma en espacio de color, sabor y Dirac. El operador ¢ no es invariante ante
transformaciones SU(2) 4, por lo cual un valor medio no nulo del mismo indica que el
vacio de QC'D se realiza en el modo de Goldstone de dicha simetria. Las estimaciones
tedricas presentes para el condensado quiral sugieren que esto es efectivamente
asi. Por ejemplo, segin célculos basados en el algebra de corrientes y las reglas
de suma de QCD se tiene que | < ff > |'/3 = 190 — 260 MeV [50], donde f
representa al sabor u o al d. Mientras tanto, calculos tipicos realizados en LQC D
dan valores alrededor de | < ff > |2 = 231 £ 8 + 6 MeV [51]. En una teoria
efectiva formulada en términos de grados de libertad de quarks, también pueden
ser relevantes otros condensados asociados a operadores bilineales mas generales, de
la forma < QL@’Q/) >. En particular, para O = i77s, el valor medio no nulo de esta
cantidad puede relacionarse con la presencia de piones.

2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

En esta tesis utilizaremos modelos efectivos del tipo Nambu Jona-Lasinio (NJL).
En su forma mas simple, dicho modelo se construye en base a un Lagrangiano cuya
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forma para el caso de dos sabores en espacio euclideo es:

CE(% ’QZ)) = ‘Cf’ree + ['inty (230)
donde
Lo =B it m)ule) on o= (50) 3
y
Ling = =G (js(2)js(x) + jp(x) - jpr(2)), (2.32)
con las corrientes definidas como
js(@) =v(@)(x) v jpla)=d(@)itys(z). (2.33)

En las ecs.(2.31,2.32), @ = 7404 + 7 - V, con vy = iy. Por otra parte, G es la
constante de acoplamiento y m,. es la masa corriente de los quarks, parametros que
deberan ser ajustados utilizando observables fisicos. En esta tesis asumiremos que
ambos sabores tienen la misma masa corriente m,, y se considerard tanto el caso
de masa nula (limite quiral) como el mas realista en que m, es finito pero pequeno,
provocando asi una leve ruptura explicita de la simetria SU(2)4. Debe notarse
que L;,; reemplaza las interacciones mediadas por gluones, los cuales se asume
han sido removidos de la teoria mediante integracion. Modelar las interacciones
a través de vértices puntuales como hacemos aqui es equivalente a despreciar el
rango de alcance de los gluones y considerar que las interacciones son de contacto.
La corriente jg(z) es del tipo escalar-isoescalar (invariante de Lorentz e isospin),
mientras que la jp(z) es del tipo pseudoescalar-isovectorial. Los dos términos de
interaccién que se construyen a partir de las mismas son invariantes por separado
ante transformaciones SU(2)y. Sin embargo, esto no ocurre para el grupo SU(2) 4,
ante el cual las corrientes transforman de la siguiente manera:

A

Jjs — jgcose—jp-e sin 0
jp — jp—l-jgsinﬁé—jp-é(l—cosﬁ) é, (2.34)

donde 6 = 6 0 es el vector que determina la direcciéon y angulo de rotacion en el es-
pacio de isospin. Si bien vemos que los términos no son invariantes por separado, la
suma js(z)js(z) +jp(x) - jp(z) si permanece invariante. De hecho, esta es la combi-
nacion mas simple posible de términos de interacciéon que respeta simultaneamente
las simetrias SU(2)y y SU(2)4 de QCD. Mas adelante se consideraran interacciones
adicionales que dan lugar a una descripcion méas detallada de la dindmica a bajas
energias y que siguen siendo invariantes ante transformaciones de sabor.
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2.3.1. Formalismo de bosonizacion

Para tratar el modelo recurriremos en lo que sigue al formalismo de bosoniza-
cion. El mismo permite reemplazar los grados de libertad de quarks, que no son
observados a bajas energias, por campos mesonicos que representan las excitaciones
fisicas en dicho régimen. El punto de partida es la funcion generatriz asociada al
Lagrangiano de NJL:

zZ- / DD e T (2.35)

donde hemos definido la acciéon euclidea de la siguiente manera:

Pe(, ) = [d'a Lo, V). (2:36)

Ahora bien, los términos de interaccién definidos en (2.32) pueden reescribirse en
términos de campos bosénicos que representaran los mesones escalares y pseudoes-
calares, o(z) y 7(x), respectivamente. El tratamiento para cada término en L;,; es
equivalente por lo que sélo detallaremos el correspondiente al caso escalar. Usando
la igualdad

— [ DS 8(S(@) - js(@)) £(S(), (2:37)

reescribimos dicho término de la siguiente manera:

exp [G/d x js(x)js(x ] /DS 5 )—Js(x )) exp {G/d‘lx S(I)S(ZE)] , (2.38)

donde S(z) es un campo auxiliar que luego serd removido mediante integracion.
Luego, usando que:

5(S(x) - js(x)) = N / Do exp [ / &' o(2)(S(x) - jg(x))] , (2.39)
la contribucién a la accién del término de interaccion escalar se reexpresa como:
exp [G/d% j5($>jg($):| :NS/DSDU exp/d% [0(x)<5(x)—j5(x))+G S(x)ﬂ,
(2.40)

donde Ng es un factor de normalizaciéon. Repitiendo este procedimiento para el
campo pseudoescalar se introduce un vector de campos P(z) andlogo a S(z), y la
funcién de particion resulta:

Z = NeNp / DUD exp [— / d4g;£f,,ee}
X /DSDJ exp [/ d*z (cr(x) {S(x) - js(x)} + G S(x)

)
X /DﬁDﬁ exp [/ d*x (ﬁ(x) {ﬁ(m) — jp(x )} +G P(z)- P

(@ ))} (2.41)
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2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

A continuacién, evaluaremos las integrales sobre S(z), P(z), ¢(x) y ¢(z), dejando
la accién expresada en términos de los grados de libertad o(z) y 7(z). Para ello, los
términos en (2.41) deben reordenarse de modo de poder factorizar dichas integrales.
Primero, reescribiremos de la siguiente manera los términos que contienen S(z):

o(z)S(x) + G S(x)S(z) =G [S(x) + 02(2)] - a(z)g(m)' (2.42)

Reemplazando esta expresion en (2.41), podemos factorizar la integral sobre S(z)
y calcularla explicitamente:

/DSDU exp [/ d*z (G [S<x)+02(2)]2_0($41)g(x> —U(x)js(l‘))

_ /Da exp [—/d“x <W+a(x)js(x)>]/psexp G/d‘*m (S(x)+02(2)>2
- Ng/Da exp l—/d‘*as (W + a(a:)js(x)ﬂ ,

donde, como vemos, la integral sobre S(x) es independiente de o(x) y contribu-
ye solamente al factor de normalizacion N¢. Repitiendo este calculo para P(z),
obtenemos la expresién andloga:

(2.43)

7(x) - 7(x) -

N, / DR exp [— / d'z <4@ +R7(z) jp(x)ﬂ . (2.44)

Por otro lado, también podemos agrupar en un tnico término todas aquellas con-
tribuciones a (2.41) que contienen campos fermiénicos:

Dpor = [ [b@)(=if + m)(@) + 0(2)ju(@) + 7(z) - Fo(2)

= /d4:cd4:c' U(z) Alz, 2) (), (2.45)

donde hemos definido el operador fermionico A, que en espacio de coordenadas
toma la forma

A(z,a') = 6(z — o) { — i+ me o+ <1>(as>} , (2.46)

con ®(z) = o(x) + iys7 - T(x) y £ = (z + 2’) /2. Por lo tanto, la funcién generatriz
resulta:

zZ= / DoD7 / DYDY exp [~T'jer] exp l— / d'z (U(‘W)z + ﬂx)w o (2.47)

4G 4G
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2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

donde hemos omitido ya los cuatro factores de normalizacion Ng, Np, Ng y Np.
A continuacion, podemos reescribir el determinante fermiénico de una forma mas
conveniente usando que [52]:

/D@Dw exp [~jer] = det A = exp(ln det .A) = exp (Tr In A), (2.48)
con lo cual llegamos a la siguiente forma para la funcién de generatriz:
Z= / DoDit exp (— Dhos(07) ), (2.49)
donde la acciéon bosonizada es:
2 =22
Tpos(0,7) = —Tr In.A + / diz (Uifg v ng ) . (2.50)

La expresién (2.49) es completamente equivalente a (2.35). Naturalmente, las ex-
tensiones del modelo conduciran a una modificaciéon de la acciéon correspondiente,
y en particular la incorporaciéon de interacciones mas generales hard que se deban
incluir campos bosonicos adicionales, mientras que la introduccion de temperatura,
potencial quimico y campo magnético modificard el operador A.

Ahora bien, en modelos en los cuales ocurre la ruptura espontanea de simetria,
los campos mesénicos pueden, en general, desarrollar valores promedio no nulos.
Por este motivo es conveniente escribir los mismos en términos de dicho valor y las
fluctuaciones alrededor del mismo:

(x) = o+ do(x)
T(x) = om(z), (2.51)

Q

donde hemos tenido en cuenta que, como consecuencia de la invariancia traslacional,
debe satisfacerse que ¢ = cte mientras que, debido a la invariancia ante paridad
del vacio, el valor medio de los campos pidnicos es cero. De esta manera, la accion
puede desarrollarse en potencias de fluctuaciones de los campos:

1—‘bos = 1—‘MFA + Fquad + ... (252)

En este punto, retener el término I'y;r4 corresponde a realizar la aproximacion de
campo medio, en la cual se desprecian todas estas fluctuaciones. En dicho caso, la
funcién ®(z) toma una forma particularmente simple: ®(z) = 7, y por lo tanto

Aprra(z,2') = 6(x — 2" (—id + m. + 7). (2.53)
A partir de esta ecuacion podemos definir la masa vestida de los quarks

M =m.+ 0, (2.54)
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2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

donde vemos que la generacién dindmica del campo medio ¢ es responsable de la
ruptura de simetria quiral.

Para evaluar en forma explicita el determinante del operador fermidénico, es
conveniente notar que la parte real del mismo se puede reescribir como:

1 1
Re Trin A = §(Tr InA+ Trln A+> = §Tr In A%A, (2.55)

donde el producto de operadores ATA(z, 2’) estd definido en espacio de coordenadas
de la siguiente manera:

AA(z, 2") = / 'z A* (2, ") A", 7). (2.56)

Ademas, dado que el operador Ay ra es diagonal en el espacio de momentos, intro-
ducimos su transformada de Fourier:

Anralp.p') =d(p—p) (p+ M), (2.57)
que ademés expresamos en términos de M. Usando (2.56) y (2.57), podemos escribir:

d*p
(2m)?

WA (@) = [ 515 0™ (02 4 M), (2.58)
donde p* = p? + p?. Finalmente, evaluando explicitamente la traza en los espacios
de Dirac, sabor, color y coordenadas, obtenemos:

dp

(27)°

donde V* es el cuadrivolumen de integracién. Por otro lado, la integral espacial
sobre los campos bosénicos en (2.50) se evalta facilmente, ya que en esta aproxima-
cién los campos son constantes, resultando en una cantidad también proporcional
a V@ De esta manera, llegamos a que la expresién final para la accién por unidad
de volumen, denotada 2y, 4, es:

1
STrin AT = 2NN, VO / n (p? + M?) (2.59)

Cyra (M —m,.)?
Qura(M) = 0 = e —2N0Nf/

d*p
)

® In(p* + M?).  (2.60)

4

El valor de M que se realiza efectivamente es el que minimiza y,r4. La llamada
“ecuacion de gap” se obtiene precisamente igualando a cero la derivada del potencial
termodinamico respecto de esta variable. Es decir, si definimos

6QMFA M — me d4p M
= = — 4NN /77 2.61
="M 2G T) @m)t p? + M2 (2:61)
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2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

obtenemos la ecuacién de gap imponiendo
F =0. (2.62)

En general, el valor de expectacion del campo bosonico o suele ser usado como
parametro de orden para determinar en qué fase se encuentra el sistema. Sin em-
bargo, optaremos por utilizar la masa vestida en este trabajo, ya que en los modelos
que estudiaremos las dos cantidades difieren en una constante aditiva y son, por lo
tanto, equivalentes.

Vale la pena destacar que existen maneras alternativas de llegar a la ecuacién
de gap. Una prescripcion mas directa consiste en linearizar los términos cuadraticos
en L;, en (2.32). De esta manera,

ﬁjs Zs = _(1/;1?)2 — 2 <1/;_¢> ey )
jp-jp = @QiTysY)? — 2 <YiTysth > Pitysi). (2.63)

Esencialmente, lo que se hace es reemplazar la interaccion cuartica por una corriente
fermionica 1Y O;1 acoplada al campo de fondo, dado por el condensado <y O;1 >. De
esta forma, y tomando el condensado pseudoescalar igual a cero, se llega nuevamente
a una expresion para la accion de campo medio:

Pupa = [ d'e [0(=if) + m)w - 2G <dw> Py, (2.64)

esta vez expresada en términos de campos fermiénicos. Esta accién puede interpre-
tarse nuevamente como la correspondiente a una particula libre con una masa ves-
tida que resulta de la interaccion con el campo promedio generado por las restantes
particulas, y cuya expresién en términos del condensado es: M = m, — 2G <) >.
Comparando con la definicién de M dada por (2.54), notamos la equivalencia entre
ambos procedimientos si hacemos la identificacién & = —2G < 1) >. Podemos de-
terminar la masa vestida notando que, a este nivel de aproximacion, el propagador
fermiénico debe mantener la estructura correspondiente a la del propagador de par-
ticula libre, adquiriendo una correcciéon en la masa debido a las interacciones. Por
lo tanto, usando la definicién del condensado dada por (2.29), la cual reescribimos
en espacio euclideo, tenemos:

M —m d*

= /(2:;4 Tr S(p), (2.65)
mientras que si exigimos la condicion de autoconsistencia, el propagador debe tener
la forma

P+ M

con lo cual se llega nuevamente a la ecuacién (2.61).

(2.66)
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2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

2.3.2. Sector de mesones

Para obtener una descripcién de la fenomenologia de los mesones, es necesario
estudiar la teoria reteniendo las fluctuaciones do(z) y 67 (x) a orden cuadrético. Para
ello, comenzamos escribiendo el operador fermiénico en términos de su expresion
de campo medio y las fluctuaciones correspondientes:

Az, 2") = Aypa(z, o) + 0A(z, o), (2.67)

donde
0A(x,2') = (00(x) + insT - 67(7) )d(x — 2), (2.68)

con lo cual reescribimos el determinante fermionico de la siguiente manera:
Trin (Aypa+0A) = Trin Aypa + Trin (14 Aylpa0A). (2.69)

La inversa del operador A4 es simplemente el propagador fermiénico Sy;ra para
una particula libre con masa vestida M. A continuacién, desarrollamos el logaritmo
en torno de fluctuaciones pequenas en 0.A4:

Trln (1 + SMFA5A> ~ Tr (SyrpadA) — ;TT {(SMFA(SA)Q], (2.70)

donde el segundo término es, explicitamente:

dkd* K (k- K —M?)50+ (k - k' + M?)57>
(2m)® (k2 +M2) (k™2 +M?) ’

2
Tr {(SMFAéA) } = —4N,.N; / (2.71)
donde do? = do(k—K')oo (k' — k) y 072 = d7(k — k') - o7 (k' — k), y donde también se
calculd explicitamente el producto de los operadores Sy;pa v 0A y se tomo la traza
en espacio de Dirac, color y sabor. A continuacion, haciendo el cambio de variables:

q ) q
k= 1 K =p_—2 2.72
Pt P35 (2.72)

y siguiendo los pasos dados, por ejemplo, en [31], obtenemos para este término:

T (SuradA)| = | %50@)50(_(1) [;G (1-2) - ;(q2—4M)I(q2)}
+f (;lj:’YLéﬁ(q)~6ﬁ(—q) [;G (1- "AZ)—(J; (qQ)] . (27
donde hemos definido
1

2y d'p
I(¢?) = 4NN, | B (G o/ T ) (= 2 1) (2.74)
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2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

Finalmente, agrupando estos términos con los correspondientes en la ecuacion (2.50)
y teniendo en cuenta que los términos lineales en los campos se anulan al evaluar
el potencial en el minimo, tenemos que la contribucién siguiente al orden cero es:

s = | ke [Gola?)50(@50(—0) + Gula?rowt0) 57 (-0l (279)

donde hemos definido las funciones

2 me  L(q o) o
Go(q7) GM+2<4 M>1<q)
2
2y . Me 4 . 9

La ecuacion para las masas de los mesones se obtiene requiriendo que

Gy(—m2) =0 G(—m?) = 0. (2.77)

g

Por otro lado, la constante de decaimiento del pién puede obtenerse a partir del
elemento de matriz de la corriente axial entre el vacio y los estados de un pién:

iqufﬂéab =< 0|AM(O)a|7rb(q) >, (2.78)

donde el cuadrivector de impulso debe ser evaluado en la masa del pién. Escribiendo
el elemento de matriz explicitamente, tenemos

4

d T¢
e O It ) F

donde g4, es la constante de acoplamiento pién-quark-quark, que se calcula como el
residuo de G, (—m?2). Calculando explicitamente la traza en espacios de sabor, color
y Dirac, podemos expresar la constante de decaimiento en términos de I(—m?2):

1
fﬂ = 5 9rqq M I(—mi) (280)

2.3.3. Procedimientos de regularizaciéon

Como consecuencia del caracter local de las interacciones, las integrales cuadri-
dimensionales que aparecen en las ecs. (2.60, 2.61) son divergentes, por lo cual debe
implementarse algin tipo de prescripcion que las regularice para obtener resulta-
dos con significado fisico. Existen varias alternativas para este procedimiento y la
eleccién del mismo completa la definiciéon del modelo.

En NJL, la regularizaciéon mas simple consiste de incorporar al integrando di-
vergente una funcién de corte fa(p) dependiente del impulso, que tiende a cero lo
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2.3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio

suficientemente rapido para valores grandes, de modo que la integral resulte finita.
Esta funcion reproduce cualitativamente la libertad asintética de QC' D, en el sen-
tido de que la intensidad de interaccion quark-antiquark disminuye con el impulso,
haciendo que los estados con més energia contribuyan en menor medida al término
de vacio. Esta funcién debe contener un valor de corte A con dimensiones de energia
que determina la escala a partir de la cual la interaccién se hace despreciable. A es
tratado como un parametro de entrada y se lo suele tomar entre 0.5 y 1 GeV. Junto
con m. y G, forma el conjunto de parametros del modelo en su forma maéas bésica
(recordemos sin embargo que para modelos con interacciones mas generales van a
aparecer constantes de acoplamiento adicionales).

El método de regularizacion no covariante que sera utilizado en esta tesis consiste
de introducir una funciéon de corte que sélo depende de los componentes espaciales
del impulso. En este caso, la integral del componente temporal, que corre sobre
todo el eje real, puede calcularse explicitamente para luego aplicar el regulador
solo sobre la parte espacial. A continuacién regularizaremos la funcion F (M), para
luego recuperar el potencial termodinamico mediante integracién respecto de M.
Partiendo de (2.61), separamos la parte temporal de la integral y la calculamos
explicitamente:

Foo M M
/ @ps _ S (2.81)
o0 2m pi+p*+ M?  2E,
donde hemos definido E, = /p? + M?2. De esta manera, F (M) resulta:
M —m, dp M
M) = =M aNNy [ SR 2.82

Integrando esta expresion respecto de M, recuperamos el potencial termodindmico:

M —my)? d3p
QMFA(M) = (4G0) - 2NcNf/(27T)3Epv (2-83)

donde notamos que al escribir esta expresion hemos despreciado una constante
aditiva irrelevante. En este trabajo, adoptaremos en general la eleccién mas sencilla
posible para el regulador, que es la funcién escaléon dada por fy(p) = O(A — p),
para la cual todos los estados de quarks con impulso |[p| < A contribuyen por
igual a la energia de vacio, mientras que por encima de este valor de corte no
contribuyen. En este caso, la integral puede calcularse explicitamente en forma
analitica. Si definimos:

Qwac(M) = =2 [ 4 B, 64~ p) (2.8)
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como la contribucién de vacio proveniente del término cinético de un quark en un
estado de sabor y color dado, entonces tenemos:
1 A A* M
0 M:——/d 2E:—h(), 2.85
vac(M) w2 Jo PP Er 82 A (285)

donde también hemos definido

h(z) = 2" In (W) + (2 4+ 2°)V1+ 22 (2.86)

De esta manera, la expresion del potencial termodinamico regularizado se puede
expresar en forma compacta de la siguiente manera:

(M — m0)2

Qura(M) = e

+ NNy Quac(M). (2.87)
Como ya se dijo, este procedimiento no trata las coordenadas espaciales y temporal
en pie de igualdad. Si bien es posible implementar un tratamiento covariante apli-
cando un regulador que depende de los cuatro componentes del impulso, en nuestro
caso no trae mayores ventajas preservar la invariancia de Lorentz de la integral, ya
que el potencial quimico a ser considerado mas adelante rompe dicha invariancia
de por si y no se pierde generalidad al elegir un sistema de referencia privilegiado
respecto del cual medir el impulso de los quarks.

Al realizar un tratamiento del modelo mas alla de campo medio, se encuentra
que las integrales I(q?) que aparecen en (2.76) para el calculo de los observables m, y
fr también son divergentes. Para este caso, puede implementarse un procedimiento
de regularizacion similar al realizado para las ecuaciones de gap. Sin embargo, este
introduce ambigiiedades adicionales. Bésicamente, el cambio de variables (2.72)
puede realizarse sin problemas solamente si las integrales se hacen entre —oo y
+00, pero una vez implementada la funcién escalén, dicha integral no es invariante
y debe elegirse en forma arbitraria el origen de coordenadas para la variable q.

Mas adelante se discutiran algunos resultados correspondientes a funciones regu-
ladoras suaves. Desde el punto de vista fenomenologico, esta eleccién es mas realista
en el sentido de que se reproduce el hecho de que la constante de acoplamiento de
QCD no disminuye abruptamente como funcién del impulso. Esta funcion suele
parametrizarse de modo de poder controlar la suavidad con que tiende a cero para
impulsos altos y en particular se la puede hacer tender al caso de la funcién escalén.
Ademas de los procedimientos basados en la implementacién de una funcién de cor-
te, existen alternativas como el formalismo de tiempo propio y el de Pauli-Villars
[31]. Por otra parte, existe una generalizacién del modelo en la que estas divergen-
cias se evitan de una forma mas natural. Si las interacciones en el Lagrangiano son
reemplazadas por términos de interaccion no local, es decir, donde la interacciéon
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depende del valor de los campos en todo el espacio y es modulada por un factor de
forma adecuado, entonces al realizar la aproximacién de campo medio dichos fac-
tores quedan naturalmente incorporados en las integrales de vacio, actuando como
reguladores. Este procedimiento da como resultado una masa efectiva dependiente
del impulso, lo cual reproduce de manera més precisa el fendmeno de generacién de
masa dindmica en QCD [53]. Dado que en este caso la masa es una cantidad varia-
ble, es preferible usar el condensado como parametro de orden para caracterizar las
fases del modelo.

2.3.4. Parametrizaciones y comportamiento del modelo en
el sector de vacio

El que se realice la ruptura dinamica de la simetria quiral en el modelo NJL
depende principalmente de la intensidad de la interaccién, a su vez determinada
por el pardmetro adimensional ¢ = GA%. Al aumentar este parametro por encima
de cierto valor critico g., la masa aumenta de manera sostenida. Dicho comporta-
miento puede verse en la fig.2.1, donde presentamos el comportamiento de la masa
vestida para los casos m. = 0 y m, finito. Para g > g., el comportamiento de
estos dos casos no difiere significativamente, ya que en esta region el efecto de la
masa corriente es pequena. Por otro lado, para g < ¢g., tenemos en el caso quiral
que la masa vestida es nula, por lo que la simetria SU(2)4 se restaura en forma
exacta. Ademas, la transicion entre las dos fases es de segundo orden, y el valor
critico puede calcularse explicitamente, dando g. = 7/6. Es interesante notar que la
solucion trivial M = 0 existe siempre en el caso quiral, como puede verse poniendo
m. = 0 en (2.61). Sin embargo, la solucién de simetria rota es, siempre que existe,
el minimo global en el vacio. Mientras tanto, en el caso de m, finito, la simetria no
se restaura completamente para valores bajos de g en virtud de la ruptura expli-
cita de la simetria SU(2)4. En este caso, el valor de M permanece levemente por
encima de m.. Ademas, el pasaje de una fase a otra ocurre de manera suave, en
lo que es conocido como una transicion del tipo crossover. Es importante destacar
que esta no es una transiciéon de fase en el sentido estricto de la palabra, ya que
no existe un punto donde el parametro de orden o alguna de sus derivadas sean
discontinuos. A grandes rasgos, puede decirse que esta transicion ocurre donde la
derivada de M respecto de g es maxima, aunque mas adelante se discutiran crite-
rios mas precisos para definir y localizar la separacion entre distintas fases cuando
ocurren transiciones de este tipo. Como ya se dijo, G, A y m. deben ser convenien-
temente fijados para terminar de definir el modelo. Tipicamente, estos parametros
se ajustan usando los observables mesonicos m, y f, como valores de referencia, los
cuales pueden ser calculados, como hemos visto, considerando las fluctuaciones de
los campos a orden cuadratico. La cantidad restante que suele ser usada es la masa
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Figura 2.1: Comportamiento de la masa vestida M en vacio como funcion del pa-
rdmetro adimensional g = GA2. Casos quiral y no quiral.

dindmica en vacio, la cual denotaremos como M, cuando la usemos para referirnos
al conjunto de parametros asociado. De esta manera, los tres parametros pueden
obtenerse escogiendo valores para m,, fr v My e invirtiendo el siguiente sistema de
ecuaciones:

Mg = Mo(G, A, mc)
myqy = mﬂ'(G7 A, mc)

f7r = fﬂ‘(G7A7mc>' (288)

Teniendo en cuenta que la masa My de los nucleones se encuentra alrededor de los
940 MeV y que los mismos estan formados por tres quarks, se puede estimar la masa
del quark en My /3, sugiriendo el valor aproximado M, ~ 310 MeV. Sin embargo,
este valor estd sujeto a cierto grado de incertidumbre, por lo cual existe un margen
de libertad para modificar los parametros segin el valor exacto que se escoja para
M. Alternativamente, usando como referencia las estimaciones para el condensado
quiral mencionadas en la sec.2.2, se pueden escoger valores compatibles de M, en
el rango de 300 — 500 MeV. Para explorar en forma sistematica el comportamien-
to del modelo en el espacio de parametros, se fijaran valores para los observables
mesénicos, y se barrera sobre My en el rango mencionado, siempre obteniendo los
parametros a partir de (2.88). De esta manera, se encontrard que existen distintos
comportamientos posibles segtin el valor de M que se escoja, y en particular se vera
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que al introducir campo magnético, la estructura de fases adquiere una dependen-
cia compleja con la parametrizacién. En la tabla 2.1 se presentan los parametros
correspondientes a algunos valores representativos de M, que seran usados en este
trabajo. En el caso no quiral, se obtienen al tomar m, = 138 MeV y f, = 92.4 MeV,
valores que resultan de promediar los tres componentes del triplete piénico. Los pa-
rametros correspondientes al caso quiral se encuentran entre paréntesis. Dado que
la masa del pién es nula en este caso, solo se deben determinar las cantidades G y A
a partir de f, y My. También se estudiara el comportamiento del modelo barrien-
do sobre M, para un valor fijo de la constante de decaimiento del piéon, donde en
este caso escogemos f" = 90 MeV. Esta eleccién surge de considerar que el valor
fenomenolégico puede obtenerse partiendo del modelo en el limite quiral y tratando
la contribucién a f; proveniente de la masa corriente como una correcciéon. Ahora
bien, también es interesante notar que como la tnica cantidad dimensional y no
nula del caso quiral es f;, entonces cualquier cantidad con dimensiones (expresada
en unidades naturales) tiene que ser el producto de cierta constante independiente
de f, multiplicado por alguna potencia de esta variable. De esta forma, todos los
resultados correspondientes a ese caso pueden hacerse universales, en el sentido de
que son independientes del valor elegido para f<". Por supuesto, puede aiin existir
una dependencia adicional del procedimiento de regularizacion para las divergencias
en las integrales de vacio.

My me g = GA\? A — < ff >3
MeV MeV MeV MeV

300 5.175 2.062 (2.128) 664.4 (636.5) 250.8 (242.6)
320 5.419 2.136 (2.206) 639.5 (614.5) 246.9 (239.3)
340 5.595 2.212 (2.284) 620.9 (589.1) 244.3 (237.0)
360 5.716 2.288 (2.362) 606.8 (585.7) 242.5 (235.6)
380 5.792 2.364 (2.439) 596.1 (576.3) 241.4 (234.7)
400 5.833 2.440 (2.516) 587.9 (569.2) 240.9 (234.4)
500 5.714 2.813 (2.894) 569.3 (553.8) 242.4 (236.6)

Cuadro 2.1: Conjuntos de parametros que ajustan a distintos valores de M, para
los casos quiral y no quiral. Los valores correspondientes a m, = 0 se encuentran
entre paréntesis.
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2.4. Extensiones del modelo Nambu Jona-Lasinio

2.4.1. Temperatura y potencial quimico finito.

Para estudiar el comportamiento de la materia de quarks a temperatura y densi-
dad finita, hace falta recurrir a un tratamiento mecanico-estadistico. En una teoria
de campos dada se puede definir la matriz densidad p en términos del correspon-
diente Hamiltoniano # de la siguiente manera:

p=e PH), (2.89)

donde B = (KT) 'y N es el operador de ntimero. El valor de expectacién < Galp|a>
tomado sobre un estado genérico |¢, > nos da la probabilidad de que el sistema se
encuentre en dicho estado para los valores correspondientes de T' y u. El potencial
quimico determina el costo energético de absorber o eliminar particulas, es decir,
puede considerarse como un parametro que regula la densidad del sistema. El mismo
es incorporado como un multiplicador de Lagrange, en virtud de la conservacién del
numero medio de particulas y antiparticulas. A su vez, la funciéon de particion
termodinamica se define como:

Z=Trp= /ma < ale PR g, > (2.90)

donde la traza de p se realiza sumando sobre una base completa de autoestados.
Para establecer la relacion entre esta definicién, apropiada para un tratamiento ter-
modindmico, y aquella de la funcién generatriz dada en (2.35), debemos interpretar
el elemento de matriz en el integrando de (2.90) como el correspondiente a una
amplitud de transiciéon. Para ello, consideramos el operador de evolucion temporal
U(ts,0) = e ™' actuando sobre un estado arbitrario |¢, >. Luego, siguiendo los
pasos dados en [54], podemos escribir la amplitud de probabilidad asociada a que
el sistema se encuentre en el mismo estado luego de un tiempo :

il ba(t,xf)=¢a i 3
<Gale ]9, >= [l [ Dé exp [z/ t [ .c}, (2.91)
a(O,If)=¢a 0
donde el campo conjugado estda dado por
oL
(z) = =+ 2.92
) = Bz (2.92)

y donde la integral funcional se realiza sobre todas las configuraciones de campo
posibles que satisfacen ¢(t,zr) = ¢(0,xf), mientras que la integral sobre II(z) es
irrestricta. Si a continuacion tomamos la extension analitica a tiempo imaginario
del operador de evolucién temporal, definiendo 3 = it, entonces podemos identificar
la amplitud de transicion con el elemento de matriz < ¢, |p|¢, >.

29



2.4. Extensiones del modelo Nambu Jona-Lasinio

Volviendo al modelo de Nambu-Jona-Lasinio, la incorporacién de temperatura
y densidad finita en el modelo puede realizarse partiendo de la funciéon de particion
dada en (2.49), donde para evaluar el determinante fermiénico (2.48) se debe tener
en cuenta que a temperatura finita la integral en la coordenada temporal ya no se
realiza sobre todo el eje real, sino entre 7 = 0 y 7 = 3. Por lo tanto, en el espacio de
momentos, dicha integral se convertird en una suma sobre modos conocidos como
frecuencias de Matsubara. Las condiciones de contorno para campos periédicos en
el tiempo seran distintas dependiendo de si los mismos son bosénicos o fermionicos,
dando lugar a distintas frecuencias:

Wy, = 2nm (bosones)
B
Wn = W (fermiones). (2.93)

Dado que en la aproximacién de campo medio el operador Tr In A conserva la
estructura correspondiente al caso de particulas no interactuantes, el calculo puede
hacerse en forma sencilla siguiendo el procedimiento dado en [54], en el cual la suma
sobre modos de Matsubara se hace en forma explicita. El potencial termodindmico
resultante es:

(M —m,)?
4G

donde Qy ac(M) fue definida en (2.84), mientras que

QMFA(,M,T, M) = + NfNC QVAC(M) + Nch QMED<,U,,T, M), (294)

d3p
Q0 T M) = —2T/
MED(M: ) ) (271‘ 3

[ln (1+ e‘@) +In (1+ e‘E”T+“)] . (2.95)

A diferencia de Qyac(M), el cual debe regularizarse como se discutié en la sec-
cién 2.2.4, el término Qppp(p, T, M) es finito, dado que el integrando tiende a
cero para impulsos altos, lo cual es consecuencia de que la poblacién de quarks a
temperatura finita tiene una dependencia exponencial con el impulso.

Al derivar esta expresion respecto de M obtenemos la ecuacion de gap a T’y u
finito: ;

d Y% M (1 _

(2m)3 E,

la cual hemos expresado en términos de n,(u,T') y n,(p, '), las distribuciones de
Fermi para particulas y antiparticulas respectivamente:

M = m, + 4N;N,G / ny(1, T) = 7y (1, 7)) (2.96)

1 i 1
" e (Z2) " e (B) (297
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Tanto en (2.95) como en (2.96) vemos que los términos correspondientes al medio
resultan en una contribucién negativa respecto a la energia de vacio, facilitando la
restauracion de la simetria. Esto ocurre porque las excitaciones a temperatura y
densidad finita bloquean parcialmente los estados permitidos para las excitaciones
virtuales, de esta manera disminuyendo el espacio de fases disponible que corres-
ponde a la integral de vacio y asi reduciendo el grado de acoplamiento al mar de
Fermi.

Por otra parte, es conveniente definir la densidad de quarks del sistema en tér-
minos de las distribuciones n,(p, T') y n,(p, T):

p= =50 = 2NNy [ & E (0 T) — 7)) (2.95)

La ecuacion de estado para el gas de quarks puede obtenerse invirtiendo esta relacion
de modo de obtener p = u(p,T) y reemplazando la expresién resultante en el
potencial termodinamico, que se relaciona con la presion P de la siguiente manera:
P = _Q(“a T)

En este trabajo nos concentraremos en el caso de temperatura cero. Tomando
dicho limite para Qygp(u, T, M) en la ecuacién (2.95), vemos que el término co-
rrespondiente a poblacién de particulas tiende a (u— E,)O(p— E,), mientras que el
término correspondiente a antiparticulas se anula. De esta manera, la contribucion
Qnep(p, T =0, M) al potencial toma la siguiente forma:

d®p
Qi M) = -2 | i~ 0O = By (2.99)

Evaluando explicitamente este término, tenemos que:

(e —3]\/[2)3/2 B (uQ—SMQ)Qh < uQA{MQﬂ (2.100)

QMED(%M)_—;Q@(M—M)[

donde hemos usado la funcion h(z) ya definida en (2.86). Notemos que para 7' = 0,
n, = O(p — M), por lo que la integral en espacio de impulsos se calcula sobre una
esfera de radio p = /u? — M?. En el caso en que u < M, Quep serda nulo y no
habra poblacién de quarks en el sistema. Cuando el potencial quimico, por otra
parte, supere el valor de la masa constituyente, este término serd distinto de cero,
la densidad de quarks sera finita y el valor de p determinara el impulso méximo de
los estados ocupados.

2.4.2. Comportamiento a potencial quimico finito para dis-
tintas parametrizaciones

A continuacion se hard una revision exhaustiva del comportamiento del parame-
tro de orden y las posibles fases en presencia de potencial quimico, para M, variable
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y m, y fr fijos. Estos resultados seran usados como punto de partida para el estudio
de los efectos de campo magnético, donde se vera que algunas de las caracteristicas
de las fases aqui discutidas de hecho se preservan. Los diagramas de fases en el plano
My — 11 estén presentados en la fig.2.2, tanto para el caso quiral (panel izquierdo) co-
mo el de masa corriente finita (panel derecho). Notemos que cada valor de M en el
eje horizontal corresponde a una parametrizacién diferente. En general, a potencia-
les quimicos menores que My, el sistema se encuentra en una fase de vacio y simetria
rota, la cual denotaremos como fase B. Si bien el potencial quimico es finito, no es
lo suficientemente grande como para excitar estados de quarks, por lo que esta fase
es precisamente aquella que se describié en la seccion 2.3.4. A potenciales quimicos
mayores, por otro lado, la simetria se encuentra restaurada y la densidad de quarks
es finita, dando lugar a una fase que llamaremos del tipo A. Ahora bien, para las
parametrizaciones correspondientes a los valores mas altos de My, la estructura de
fases es particularmente simple, habiendo una tinica transicién de primer orden que
conecta estas dos fases. Por otro lado, por debajo de cierto valor critico My(a) existe
a u intermedio una fase que llamaremos del tipo C. Los valores criticos correspon-
dientes son Mg (a) = 361.5 MeV y My?(a) = 334.45 MeV, para el caso quiral y el no
quiral, respectivamente. En ambos casos, esta fase es alcanzada desde la fase B por

m =0 m_finito
400 T T ' I | | ' ' I ' I ' I
——1° Orden 1 ——1° Orden
- -~ 2" Orden
ssopb——— T L] e 2° Orden
% ................
E e
| .- ) |
250 / / _
, | . . . I . I . I .
200 250 300 350 250 300 — ]
Mo [MGV] MO [MeV]

Figura 2.2: Potenciales quimicos criticos como funcién de la parametrizacion del
modelo (dado por el valor de My). Panel izquierdo: Caso quiral. Panel derecho: caso
no quiral.

una transicion de segundo orden. La misma ocurre cuando el potencial quimico es lo
suficientemente grande como para permitir la poblaciéon de quarks masivos, es decir,
cuando p = M, con lo cual la pendiente de esta transicion en el diagrama es igual a
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1. Para My < My(a), a su vez, tenemos dos regiones. Apenas por debajo de My(a),
las fases C'y A se conectan entre si mediante una transiciéon de primer orden. Sin
embargo, existe un segundo punto critico My(b), debajo del cual la masa decrece
en forma continua en funciéon del potencial quimico. La transicién correspondiente
es de segundo orden en el caso quiral y del tipo crossover en el caso no quiral,
y los valores criticos son MJ(b) = 300.1 MeV y MJ(b) = 239.64 MeV. También,
recordemos que si bien hemos tomado & = 90 MeV para el limite quiral, estas
cantidades pueden ser escritas en forma “universal” si las expresamos en términos
de f°". Obtenemos:

My(a) = 3.716 f" My (b) = 2.663 f. (2.101)

En general vemos que para valores mayores de M (correspondientes a acoplamiento
més fuerte) se requiere un potencial quimico mayor para restaurar la simetria del
sistema. Cuando se modifican los parametros de modo de disminuir el My, por otro
lado, no solo los potenciales quimicos criticos tienden a disminuir, sino que ademas
se debilitan las transiciones de fase.

En la fig.2.3 graficamos la masa y la densidad como funcién del potencial quimico
para tres valores representativos de M,, nuevamente para los casos quiral y no quiral.
En general, la masa es constante en la fase B, dado que el potencial termodindmico
es independiente de u. Por otro lado, el comportamiento en la fase tipo A dependera
de si m,. es nulo o finito. En el primer caso, la restauraciéon de simetria es exacta,
mientras que en el otro, la masa constituyente suele encontrarse levemente por
encima de la masa corriente, y ademés disminuye lentamente con p. Para M, =
360 MeV, valor que yace por encima de My(a), las dos fases se conectan mediante
una transicion de primer orden. Ademas, en dicha transicién, la densidad salta desde
cero a un valor finito, para luego aumentar en forma sostenida. Por otro lado, en el
caso My = 300 MeV, vemos que la masa es continua en la transicion de fase de B a
C, estando la posicién de la misma sefialada por una discontinuidad en d>M /du?, a
partir de la cual M disminuye lentamente como funcién de p. La densidad en esta
fase es mucho menor que en la fase A, dado que el potencial quimico apenas supera
la energia en reposo de los quarks, dejando poco espacio de fases disponible para
la excitacion de estados con impulso finito. Si bien la fase (' existe en una regién
angosta de potenciales quimicos para el caso particular My = 300 MeV, la misma
se ensancha para menores valores de My, dando lugar a menores valores de M y
mayores densidades. Es interesante notar que un ensanchamiento similar ocurrira
bajo el efecto de campos magnéticos. Para la tultima curva, correspondiente al caso
My = 210 MeV, la transicion a la fase A es diferente segtin se esté en el caso quiral
o no quiral. En el primer caso, la masa disminuye a cero en forma continua, y la
transicion estd indicada por la discontinuidad en dM/du, mientras que en el otro
caso, la transicion es del tipo crossover y su posicion debe definirse mediante otros
criterios, que se discutiran en detalle mas adelante.
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m_=0 m_ finito
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Figura 2.3: Comportamiento de la masa vestida M (panel superior) y la densidad de
quarks p (panel inferior) como funcién del potencial quimico p, para varios conjuntos
parametros representativos del modelo, especificados por el valor de M, para los
casos quiral (izquierda) y no quiral (derecha).

En la fig.2.4 presentamos el potencial termodinamico en funcién de la masa en el
caso m. # 0, para My = 340 MeV. Aqui vemos la estructura de minimos del sistema,
y como compiten entre si a medida que modificamos el potencial quimico. Para
1 = 320 MeV, el inico minimo existente corresponde a una soluciéon masiva, y ocurre
en M = 340 MeV. Sin embargo, al aumentar p, se crea un par maximo-minimo a
una masa menor. El valor de potencial asociado al nuevo minimo disminuye hasta
convertirse en el minimo global del sistema, lo cual corresponde a la transicion a
la fase A. Para valores ain mayores de p, el minimo de mayor masa se fusiona
con el maximo, desapareciendo ambos y dejando solamente la soluciéon de simetria
restaurada. También podemos ver que la solucion de masa grande se encuentra fija
para u < My, pero se desplaza levemente hacia masas menores a partir de p = My,
siendo este el potencial quimico critico correspondiente al pasaje de la fase B a la
fase C. En cambio, los valores de p. correspondientes a las transiciones de primer
orden a la fase A no son simples de determinar, ya que dependen de la competencia
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entre los minimos de las distintas fases. Ademas, notemos que la fase C' existira si la
solucién de simetria restaurada se convierte en minimo global para p > Mj. En el
caso contrario, dicha fase no se realiza puesto que la fase A es siempre mas estable
que la fase C.

-0,1555 . - . - T ' !
—— =320 MeV /]
—— =340 MeV !i
01560 F NC e h=350 MeV| [+
u=355Mev| [ |
- =360 MeV| /
. -0,1565 - i
< - __
: N
01570 ]
-0,1575 |- 7
-0,1580 —
0 100 200 300 400
M [MeV]

Figura 2.4: Potenciales termodinamicos en funcién de M para diferentes valores de
1, para el Set de pardmetros correspondientes a My = 340 MeV. El valor de masa
que se realiza en el sistema es el que minimiza globalmente el potencial.

2.4.3. Interacciones generalizadas

Para obtener una descripcién més precisa de la fenomenologia a baja energia es
necesario generalizar el Lagrangiano introducido en la ecuacién (2.32), por lo cual
proponemos [32]:

El - ;‘ree + L;nt’ (2102)
con ~
tree = V(@) (=i +me + Y0ft) () (2.103)
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y

Lo =G0 S [1575) + IE@E@)] + Go S [Ka@)iale) + )i

a=0 a=0

+ Gl @3 (@) + 5@ @) + Gl @) @) = 5@ )| + 26 (e + ),

(2.104)
donde participan las siguientes corrientes:
.S 7 .P T
@) = dm 7 (@) = G
ea(@) = VTl Ja(@) = U7y
gp (@) = Py Ji (@) = Vst (2.105)

) P : P :
Excepto por posibles términos tensoriales que dependen de o, £;,, tiene, a nivel

cuadratico en las corrientes, la forma méas general posible que respeta las simetrias
SU(2)y ® SU(2) 4. Dichas corrientes son del tipo escalar, pseudoescalar, vectorial
y pseudovectorial ante transformaciones de Lorentz, e isoescalar e isovectorial ante
transformaciones de sabor. Por otro lado, también hemos incluido un determinante
de 't Hooft [55, 56] de la forma:

(I E£9s)u u(l£95)d

A= |t
T ld(£s)u d(1Ers)d |

(2.106)

el cual da cuenta de la anomalia axial de QCD, estando el grado de ruptura de
L, ante Ua(1) fijado por el coeficiente Gp. En el caso particular en que Gp = 0,
el Lagrangiano de interaccion es simétrico ante este grupo, y por lo tanto el grupo
de simetria se agranda a U(1)y ® U(1)4 ® SU(2)y ® SU(2) 4. Por otra parte, Gp
regula el grado de mezcla entre los dos sabores, donde el caso de maxima mezcla
estd dado por Gy = Gp. También hemos incluido el potencial quimico en LY, ..,
donde por conveniencia hemos introducido la matriz i = diag(p,, f1q). Si bien en
una primera instancia estudiaremos materia simétrica, donde ambos potenciales
quimicos son iguales, posteriormente consideraremos condiciones de neutralidad de
carga y equilibrio 3, para las cuales p,, # pg.

Al llevar a cabo el correspondiente procedimiento de bosonizacion se deben in-
cluir, ademas de los campos o y 7 ya presentados, los campos vectoriales (w,, )
y los campos axiales (ag,é’#) asociados a los nuevos términos de interaccién. Sin
embargo, en la aproximacion de campo medio, solamente algunos de estos daran
contribuciones al potencial termodinamico: por un lado, los campos asociados a
términos pseudoescalares y pseudovectoriales tendran valores medios nulos, nue-

vamente debido a la invariancia ante paridad del vacio. Por otro lado, para las
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corrientes vectoriales sélo contribuirdn los términos j5 v jé{ .+ asociados a compo-
nentes temporales, ya que los que tienen indice espacial son nulos en virtud de la
invariancia ante rotaciones. Finalmente, respecto a las corrientes con indice isovec-
torial, s6lo puede haber contribuciones de parte de aquellas asociadas a 7y y 73,
ya que las restantes no conservan los niimeros cuanticos de sabor separadamente.
Por lo tanto, los campos bosénicos cuyos valores medios son no nulos seran oy, o3,
wo y ws, en términos de los cuales podemos escribir los campos correspondientes
asociados a los quarks u y d:

o = —2[(G1+Gp) o0 + (G1—Gp) 03]

o4 = —2{(G1+GD) oo+ (G1—Gp) 03}

wy = —2[Gy ws + (Ga+Gs+Ga) w

wi = 2|Gyws—(Ga+Gs+Gla) wyl. (2.107)

Una vez llevado a cabo el procedimiento de bosonizacién y la aproximacién de
campo medio, la accién en términos de estos campos resulta:

Parea _ v 1o A4 G1(02 +03) —2GpGuaq | 2G5 (0h+w3)+(Gs+Gy) (W, —wa)?
ZO 8(G%—G2D) 16G2(G2+G3+G4) ’
donde
Trln.A:N/(#ptrln[—]é—i—]\?[—l— i (2.108)
C (27T>4 70/’1’ 9 *

donde hemos introducido M = diag(M,, M), teniendo en cuenta que, como el grado
de mezcla no es necesariamente maximo, los sabores pueden desarrollar campos
medios diferentes, dando lugar a masas dindmicas distintas: My = m. + oy. Por
otra parte, si tomamos el limite en que GG; = Gp, para evitar que el segundo
término en (2.108) resulte divergente estamos forzados a elegir o, = 4. Debe
notarse que si ademas escogemos Gy = G3 = G4 = 0, recuperamos el término
de interaccién en (2.32), correspondiente al modelo NJL en su versién elemental.
En cuanto a las interacciones vectoriales, notamos que escogiendo Gy = 0y Gz y
(G4 no nulos, entonces solamente participan los términos de interacciéon isoescalar,
caso en el cual los sabores se acoplan de forma méaxima y existird, por lo tanto,
un unico condensado w = w, = wy. Por otro lado, si G3 = G4 = 0 sdélo tendremos
interacciones corriente-corriente asociadas a j}:a. En este caso, no habra canales de
interaccién que resulten en un acoplamiento directo entre los campos wy, aunque,
como veremos mas adelante, pueden estar acoplados entre si a través de los campos
os. Cuando las interacciones vectoriales son tenidas en cuenta, la presencia del
campo w produce la siguiente modificaciéon del potencial quimico:

fiy = pp — wr, (2.109)
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donde, para simplificar la notacién, hemos escrito simplemente w; para denotar el
valor medio de dicho campo.

Dado que £}, es simétrico, el minimo del potencial se encuentra degenerado y
el conjunto de minimos forma un subespacio invariante ante SU(2)y. Sin embar-
go, esta simetria puede romperse explicitamente escogiendo m, # mg, [y F g O
incorporando campo magnético al modelo, donde las cargas ¢, y qq se acoplan con
distinta intensidad al campo (notar, sin embargo, que en el caso de mezcla maxima
de sabor, existe un tnico condensado incluso si la simetria se rompe explicitamen-
te). En tal caso, el Lagrangiano no es invariante ante transformaciones que mezclen
estados u y d, por lo que SU(2)y se reduce al grupo de simetria U(1); generado por
73. De esta manera, SU(2)y ® U(1)y se reduce a la combinaciéon U(1); @ U(1)y,
que corresponde a multiplicar independientemente a cada sabor por una fase, y por
ende esta asociado simplemente a la conservacion de los valores medios de cada
sabor.

Ahora bien, si redefinimos las constantes de interacciéon como:

gs = G1+Gp G = 2(Go2 + G3 + Gy)
Gp L Gt
G, + Gp Y 2(Gy+ G+ Gy)’

¢ = (2.110)

podemos reescribir el término de interaccion del vacio en funciéon de las masas
vestidas:

(1_08)(Mu_m6)2 (1_08)(Md_m0)2

QINT(MU7 Md7 Wy, Wd) =

8g5(1—265) 898(1_208)
_a(Mummo)(Ma=me) _ (1=e) (Witwd) =2ewnsa o))
4gs<1_268> 8gv(1—2cv) (2.

Evaluando el determinante fermionico, llegamos a una expresién para los térmi-
nos de materia y de vacio analoga al caso de potencial quimico finito, de modo que
el potencial termodindmico resultante es:

Quira = Qnr(My, Mg, wy,wa) + Ne D> Quac(My) + Ne > Qupar(fg, My),
f:uzd f:’lL,d

(2.112)

donde hemos tenido en cuenta que la contribucién al potencial de cada sabor puede
ser distinta y que los términos de materia se evaliian en el potencial quimico modi-
ficado dado por (2.109). En este caso, la solucién se obtiene derivando respecto de
todos los campos involucrados:

Mpa _ O0ura _ Oira _ Orpa

oM, oM, 0wy, 0wy

=0. (2.113)
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2.4. Extensiones del modelo Nambu Jona-Lasinio

Como en el caso sin interaccion vectorial, el potencial termodinamico serd un mi-
nimo respecto de My, mientras que las derivadas respecto de wy constituyen una
condicién de consistencia y el potencial no serd un minimo respecto de esta variable.

En términos de los pardmetros definidos en (2.110), el grado de mezcla de sabor
inducido por la interaccién de 't Hooft estd determinado por el parametro c¢,. Una
estimacion de su valor puede obtenerse en el modelo NJL de tres sabores a partir
del valor empirico conocido de la separacién entre las masas de los dos mesones 7 y
7', en cuyo caso el resultado es ¢s ~ 0.2 [55, 56]. Aqui, estudiaremos la dependencia
del comportamiento del modelo con este parametro, variandolo entre ¢, = 0, valor
en el cual los sabores de quarks estan completamente desacoplados, y 0.5 en el cual
los quarks estan acoplados de modo que la mezcla de sabor sea maxima.

Respecto al término de acoplamiento vectorial, es importante tener en cuenta
que los términos proporcionales a Gy pueden obtenerse a partir de una interaccion
corriente-corriente y haciendo una transformacion de Fierz. Por otro lado, el valor
de g, no puede obtenerse en forma precisa a partir de experimentos o de LQCD, por
lo cual se lo suele tomar como un pardmetro libre. Haremos variar el cociente g,/ gs
entre 0 y 0.5. Vale la pena mencionar que debido a la mezcla entre los términos
pseudosescalar y longitudinal axial, las propiedades de los mesones pseudoescalares
dependen de (G5, aunque en el rango de parametros en el que trabajamos las varia-
ciones estan en el orden del 10 % [57] y por lo tanto las ignoraremos. Por otro lado,
el pardmetro c¢,, que regula el cociente entre los términos singlete y triplete de la
interaccion vector-vector axial, lo tomaremos entre 0 y 0.5 también.

2.4.4. Neutralidad de carga eléctrica y equilibrio § ante pro-
cesos débiles

En esta breve seccion describiremos las modificaciones que deben realizarse a
las ecuaciones al imponer condiciones de neutralidad de carga y de equilibrio .
En el proceso de colapso que conduce a la formacion de una estrella compacta,
ocurren procesos débiles mediante los cuales una gran parte de los protones se
convierten en neutrones. Una vez transcurrida esta etapa, la composicion de su
interior se encuentra sujeta a la condicién de equilibrio 3, la cual impondra una
relacion entre los potenciales quimicos de las distintas especies de particulas y, en
particular, dara lugar a la presencia de leptones. A diferencia del caso de materia
de quarks simétrica que se tratd en secciones anteriores, los potenciales quimicos de
los sabores u y d seran diferentes entre si, dando lugar a la ruptura explicita de la
simetria SU(2)y, y las densidades serdn también diferentes a menos que el sistema se
encuentre en la fase de vacio. Por otra parte, se sabe que una vez que transcurrieron
los primeros segundos posteriores al nacimiento de la estrella, el camino libre medio
de los neutrinos en su interior es lo suficientemente grande como para permitir que
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2.4. Extensiones del modelo Nambu Jona-Lasinio

los mismos escapen del sistema, por lo cual se puede tomar u, = 0. La contribucion
del lepton 7 también puede ser despreciada, dado que su masa es mucho mayor que
los potenciales quimicos en consideracion. Mientras tanto, la presencia de electrones
y muones debe ser tenida en cuenta, y ademads suele tomarse que p. = p,. De esta
manera, los potenciales quimicos correspondientes satisfacen la siguiente relacion:

P = oy + He- (2.114)

Para tratar el problema, la contribuciéon de los leptones debe ser incorporada al
potencial termodinamico del sistema completo. Las interacciones electromagnéticas
son despreciables, por lo que solamente es necesario incluir un término de medio
asociado a los leptones (sin embargo, si se tendrd en cuenta la interacciéon de los
leptones con el campo magnético de fondo, cuando tratemos este problema mas
adelante). Mientras tanto, los efectos de la interaccion débil son tenidos en cuenta
al imponer la condicién de equilibrio /3, fijando asi la relacion entre los potenciales
quimicos a través de la ec.(2.114). Por lo tanto, el potencial termodindmico puede
escribirse de la siguiente manera:

Qnra = Qnr(My, Mg, wy, wa) + Ne Z Qv ac(My)

f=u,d
+ Ne > Qupp(fiy, M) + > Qarpp(pe, mu), (2.115)
f:u)d l:e,,u,

donde, por conveniencia, hemos usado como punto de partida el potencial termodi-
namico incluyendo interacciones generalizadas. La forma del término Qg p(fe, m;)
es la correspondiente a un gas de particulas no interactuantes a temperatura cero.
Debe notarse que, a diferencia del término analogo de los quarks, las masas lepto-
nicas toman valores fijos m, = 0.511 MeV y m,, = 105.66 MeV. Los tres potenciales
quimicos presentes en el problema son tenidos en cuenta en esta expresion del po-
tencial. Sin embargo, es conveniente reexpresar dichas cantidades de la siguiente
manera:
2 1

P =p= gle  Ha = e (2.116)
y tratar el potencial quimico de niimero de quarks g como una variable indepen-
diente. Mientras tanto, el potencial quimico electrénico juega el rol de una incégnita
adicional, la cual debe ser hallada resolviendo las ecuaciones del sistema. Esta regu-
la la densidad de electrones y muones del sistema, y debe adoptar el valor necesario
para que se satisfaga la condicién de neutralidad de carga del sistema completo. Por
lo tanto, el potencial termodinamico debe minimizarse respecto de los parametros
de orden habituales, sujeto a dicha restriccion:

1
pet pu = 3(2pu = pa); (2.117)

donde las densidades de cada especie de particula estdan dadas por (2.98).

40



2.4. Extensiones del modelo Nambu Jona-Lasinio

2.4.5. Superconductividad de color

Por 1ltimo, presentamos una extensién del modelo que describe el fenémeno de
superconductividad de color. En el modelo NJL, estas interacciones pueden mode-
larse de forma simplificada mediante el siguiente término [58]:

Lyair = Hjp(x)jp (). (2.118)

Las corrientes que participan de la interaccion son del tipo quark-quark, y tienen
la forma:

b (x) = i oA a5, (2.119)

donde ¢ = T C, con C = iv979, 05 es la matriz de Pauli y A4 son las matrices de
Gell-Mann, con A = 2,5,7. Mientras que o, actia en espacio de sabor, acoplando
los sabores u y d entre si, las matrices A4 corresponden al acoplamiento de quarks
rg, rb y bg, respectivamente. Por lo tanto, esto puede dar lugar en principio a un
conjunto de condensados quark-quark que denotamos (A,, Az, A7), cada uno de
los cuales se corresponde con un apareamiento posible de colores. Sin embargo, se
puede escoger un unico canal de interaccion, lo cual puede realizarse sin pérdida
de generalidad en virtud de la simetria ante SU(3). del problema. Es habitual
considerar A = 2, de modo de acoplar los estados r y ¢, mientras que el quark
b permanece desacoplado, aunque puede todavia estar sujeto a otras interacciones
presentes en el modelo. Naturalmente, se debe introducir un parametro adicional
H que corresponde a la intensidad del acoplamiento quark-quark. De acuerdo a
calculos basados en el modelo de intercambio de un gluén, la elecciéon méas plausible
para este parametro es tal que H/G = 0.75 [58]. Sin embargo, este valor estd sujeto
a cierto grado de incerteza, con lo cual es interesante estudiar el comportamiento
del modelo en un rango razonablemente amplio de valores.

En este trabajo se consideraran, por simplicidad, las interacciones quark-quark
en conjunto con las del tipo quark-antiquark dadas en (2.30), mientras que las
interacciones vectoriales y de mezcla de sabor no seran consideradas, resultando en
el siguiente Lagrangiano:

£QSC = Efree + Eint + Lpair- (2120)

Procedemos entonces con el formalismo de bosonizacion, en el cual introducimos el
campo bosoénico de diquarks A asociado a la condensacién de pares rg, vy llegamos
a la siguiente expresién para el potencial termodinamico [59]:

M — 2 A2
Qugralp, M, A) = (4(;") Ny Q0 M) + Ny Q7(, M, B), (2.121)

donde aca hemos separado las contribuciones al potencial para los distintos colores
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2.4. Extensiones del modelo Nambu Jona-Lasinio

de la siguiente manera:

b d’ + -
V(i) = = [ G5 (1)
O, M,A) = — / (%3 (2E* +2E7), (2.122)

donde ¢* = E, +uy E* = \/(Ep + ;)2 + A2, El término QP se puede escribir en la
forma usual:

04 2) = =2 | T8 [By+ (= B0 = Bp)] = 91000 + Dol M),

2
(2.123)

el cual hemos separado en una parte de vacio que se regulariza mediante una funciéon
de corte y una parte de materia que es finita nuevamente.

El término restante 29 corresponde a los términos de vacio y de materia de
los estados de color r y g. En presencia del campo A, que modifica la relacién de
dispersion para estas especies de quarks, dichas contribuciones no pueden aislarse
en términos separados. Por lo tanto, la parte de materia no puede separarse en un
término que sea regularizado naturalmente por una funcién tipo escalén proveniente
del potencial quimico, y se deberd implementar una regularizacién que actia tanto
sobre vacio como la contribuciéon de materia. Notemos sin embargo que si A = 0,
entonces la integral en (2.122) se puede separar en una parte de vacio y de materia
al igual que con el quark b, con un factor 2 en Q"9 respecto a Q¥ proveniente de la
degeneracion de los colores r y g.

En presencia de un gap superconductor finito en una direcciéon arbitraria del
espacio de color, el grupo de simetria SU(2); ® SU(3). del Lagrangiano se reduce a
SU(2)ef @ SU(2)a ® U(1), donde SU(2).s corresponde a una rotacién conjunta de
los estados de quarks en los espacios de color y sabor. Mientras tanto, la simetria
ante SU(2)a corresponde a rotaciones del conjunto de campos (Aq, A5, A7) en es-
pacio de color, la cual se aprovecha para alinear el vector A en la direccién A = 2
como hemos hecho aqui. En lo que respecta a los parametros, la constante de aco-
plamiento quark-antiquark G tiene asociado un valor critico para la formacion del
condensado quiral en vacio. Mientras tanto, en el caso del condensado de diquarks
tal valor critico no existe. Esto ocurre porque la esfera de Fermi es inestable ante
interacciones atractivas, por lo que existird gap superconductor para valores arbi-
trariamente pequenos de H/G para un valor de potencial quimico lo suficientemente
grande.
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Capitulo 3
Campo magnético

En este capitulo trataremos la inclusiéon de campo magnético en el modelo de
Nambu Jona-Lasinio. Primero, calcularemos el determinante fermiénico en la accion
bosonizada, en cuyo procedimiento también obtendremos las funciones de onda y
la relacién de dispersion modificada de los quarks. Luego, presentaremos diferentes
esquemas posibles de regularizacién para el término de vacio. En particular, se
discutirda una clase de procedimientos existentes en la literatura, que en principio
aparentan ser una extension natural de la regularizacién a campo magnético nulo,
pero que introducen dependencias espurias del campo y dificultan la interpretacion
de los resultados. A continuacion de eso, presentaremos un esquema alternativo que
esta desprovisto de dichas complicaciones, para finalmente comparar estos métodos
entre si y con los resultados obtenidos en Lattice QCD.

3.1. Calculo del determinante fermionico

Para incorporar campo magnético al modelo, recurrimos a la prescripcién usual
de acoplamiento minimo que consiste de reemplazar en el término cinético del La-
grangiano en (2.31) el operador d,, por la derivada covariante:

0, — D, = 8, — iGA,, (3.1)

de modo de acoplar los campos de quarks a un campo electromagnético arbitrario.
Aqui, ¢ =diag(2¢/3, —e/3) es la matriz de carga eléctrica que actiia en el espacio de
sabor y e es la carga eléctrica elemental. Naturalmente, al implementar el procedi-
miento de bosonizacion, deberemos tener en cuenta la correspondiente modificacion
del operador A(z,z’) en el determinante fermiénico:

Alw,a') = 6(z — &) (=i + me + B(@)) = 6(x — /) (T + me + B(T)),  (3.2)
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3.1. Célculo del determinante fermionico

con IT = —i(@—iG A). En presencia de campo electromagnético, el operador A(z, x’)
puede tener en general una parte real y una parte imaginaria. La primera de estas
tiene la forma dada en (2.55), mientras que el componente imaginario esté relaciona-
do con procesos anémalos y no sera de interés para nosotros. Nuevamente realizando
la aproximacion de campo medio, en la que trabajaremos de aqui en mas, escribimos
®(z) =0y M = m.+ . Por lo tanto, el operador resultante corresponde al de
una particula independiente con masa efectiva M en un campo electromagnético
arbitrario, cuya forma explicita es

Alz,') = 6(z — o) (H 4 M), (3.3)

mientras que
At (2, 2) = 6z — w')( T2 4 M2>, (3.4)
donde se tuvo en cuenta que IIT = —II. Para llevar adelante el cdlculo de la traza

en (2.55), debemos encontrar la forma diagonal del operador A*A, para lo cual
debemos resolver la siguiente ecuacion de autovalores:

I &,(x) = 6, (). (3.5)

donde el indice p representa el conjunto de niimeros cuanticos necesarios para etique-
tar las autofunciones. Dado que nos enfocaremos en el caso de un campo magnético
constante y homogéneo en la direccién 3, podemos escoger la siguiente forma para
el potencial vector: .

A‘u = (A, A4> = (O, Bl’l, O, 0), (36)

el cual se encuentra en el gauge de Landau. Ademads, trabajaremos en la represen-
tacion de Weyl, donde las matrices v, son:

a7 =il i) .

En esta representacion, por lo tanto:
M= —i 0 6~5+i84—iqux102
—&-8+z’84+z’qf8x102 0 ’

mientras que
[1? = 9} + (02 — iqy Bx1)* + 95 + 0% + q; BYs, (3.9)

donde Y5 es el operador de espin en la direccién espacial Z3:

N3 = <"3 0) . (3.10)

0 g3
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3.1. Célculo del determinante fermionico

Como podemos ver, II? es diagonal en espacio de Dirac, pero atin debe ser diago-
nalizado en espacio de coordenadas. Para ello, teniendo en cuenta que el operador
I1? es independiente de x5, x5 v 24, proponemos una solucién factorizada:

_ i(p2w2+p3z3+pazs) k\+1
Ex)=ce < 0 Mk(lj),) (3.11)

donde de aqui en mas identificamos p = (k,p2,ps,ps), y donde k es un ntmero
entero que, como veremos mas adelante, estd asociado a la cuantizacion en niveles
de Landau. Las Mj(x1) son matrices de 2 x 2 que deben satisfacer la ecuacion:

af + (P2 - ’iquﬂlfl)2 - p% - pi + QfBUS]Mk(ld) = Ep/\/lk(ﬂﬂl), (3-12)

tanto para el bloque superior como el inferior. A su vez, (3.12) consiste de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas, correspondientes a los dos estados
de espin. Teniendo esto en cuenta, y ademas realizando el siguiente cambio de

variables,
p
p=/2|qsB] (ffl - quB> ) (3.13)

podemos descomponer My (z) de la siguiente manera:

M (z1) = (Fn(k,a)(xl) Fn(k7_01)(;p1)> (3.14)

y reescribir (3.12) para cada componente:

2 2 2
p €p +pi +p5+qrBo
P+ Fupor(p) = =2 Foeor(p), 3.15

donde o = +£1. En (3.14) hemos introducido la funcion n(k, o), cuya forma explicita
obtendremos en lo que sigue. La misma tiene en cuenta que debido a la dependencia
del espin, el indice n no sera el mismo para los componentes superior e inferior.
La ecuacién (3.15) tiene la forma de la ecuacién de Schrodinger para el oscilador
armonico unidimensional:

<—h;6§ + 22 2) O, (v) = E,Pn(2), (3.16)

cuyos autovalores y autofunciones son
1

0 = (%) () o () (). o




3.1. Célculo del determinante fermionico

Comparando (3.15) con (3.16) vemos que en nuestro caso h/2m = 1y mw?/2 = 1/4,
lo que implica hw = 1/4. Teniendo en cuenta estas identificaciones y considerando
los posibles valores de s = sg(¢yB), obtenemos entonces:

€, = —(p3 + p + 2k|q; B|). (3.18)

El indice entero k introducido en (3.11) y definido a continuacién, agrupa en un
tnico indice la dependencia del autovalor €, de los niveles de Landau y el espin:

1 so
k= - — — 3.19
ntg - (3.19)

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion (3.5) tienen la forma:

Ep = Ep(z)A”, (3.20)
donde
AT = diag(1,0,1,0) A~ = diag(0,1,0,1), (3.21)
y
B,y = Nnez‘(p2a:2+p3z3+p4m4)Dn(p)(1 — 5k12a> (3.22)

Aqui, hemos introducido las funciones cilindricas parabdlicas definidas por:
Dy(p) =272 /A H,,(x/V/2), (3.23)

donde las funciones H,(x) son los polinomios de Hermite. El factor de normalizacién
N, en (3.22) esta dado por:

Ar|qs B|
= . 3.24
il (3.24)
Las funciones &,(z) satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad:
[ a2 & @En @) = m)'sp — p)ow P (3.25)

Iép(x)gp(x’> — §O(z — o), (3.26)

donde gp =%E 0y P = I(1 — dro) + A®0k. Este tiltimo operador satisface que
Pf = (P§)?. Ademés, en (3.26), hemos introducido el simbolo

Y - /dngi?)’fp”‘ 3. (3.27)

p k

Como es de esperar, la funcion de onda preserva la forma de la solucién de particula
libre a lo largo de la direccién del campo magnético, y esta etiquetada por el indice
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3.1. Célculo del determinante fermionico

continuo p3 correspondiente al componente del impulso lineal en dicha direccion.
Mientras tanto, los nimeros cuanticos en el plano x; — x5 dependen del gauge utili-
zado para escribir el potencial vector A,. En la presente eleccién, encontramos que
los estados posibles asociados a la direcciéon Z; se encuentran cuantizados, identi-
ficandose el indice entero n con los niveles de Landau. Por ultimo, en la direccion
T9 la funcién onda mantiene la forma de la solucién de particula libre, pero dichos
estados se encuentran degenerados puesto que la relacién de dispersion no depende
de D2

Ahora bien, a continuacién retornamos al cdlculo de la traza del operador A*A,
donde es preciso pasar primero a la base diagonal, y donde la traza se calculara
integrando los componentes del impulso y sumando sobre los niveles de Landau y
en los espacios de Dirac, sabor y color. El cambio de base se implementa mediante
la transformada de Ritus, la cual definimos como:

b = [de B &@) v@) b= [de i) &) B (3.20)

En términos de las mismas, vemos que las transformadas de un operador arbitrario
O satisfacen

O(w,a') = Y &) P OWp.p) Py &) (3.30)
P,y
Olp,p) = / d'z d'z’ & (z) O(z,2') Ey (). (3.31)
Utilizando esta ultima expresion, obtenemos:
AA(p, p) = / d'z diz’ & (x) [-I12 + M?) &,(a), (3.32)
de donde

In A™A(p, ') = (21)*6® (p — p') oppr P{ In

p§+pZ+M2+2|qu!k} (3.33)

donde hemos utilizado (3.5) y (3.18). A continuacion, aplicando la igualdad (3.30)
a ATA, tomando la traza y evaluando las ¢’s, tenemos:

Trin A= [ de Y tr (@) P n {p§+pZ+M2+2|qu]k} E(x),  (3.34)
P
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3.1. Célculo del determinante fermionico

donde tr refiere a la traza en espacio de Dirac, sabor y color. Ahora bien, dado que
la expresion entre corchetes no depende de la coordenada py, podemos realizar la
integral correspondiente sobre dicha variable:

dps
27

dps

2E(w)E,(x) = N2

——Du(p)Dn(p) Py = 27|qy B|Fy. (3.35)

Como vemos, la dependencia en las coordenadas espaciales se elimina al realizar
este calculo, por lo cual la integral espacial contribuye solamente en un factor de
volumen V®. Finalmente, evaluando la traza en espacio de Dirac y usando que:

trp P¥ = 2qy, (3.36)
donde oy, = 2 — dx9, llegamos finalmente a:

lqs B dps dpy

Trin AAA=V®
rnAAV;ZWoz 0 o

n (pi+p3+2klgrBl+M?) . (3.37)

Reemplazando entonces esta expresion en (2.50), el potencial termodindmico resul-
ta:

M—-—m too d too d B
QuraleB, M) = (4G0) — N /Oo 2];4 Z / o |qu | In (p{+E(ps, k)*),

(3.38)

donde hemos definido la relaciéon de dispersiéon modificada en presencia de campo
magnético como:

E(ps, k) = \/p} + 2klq; B| + M. (3.39)

Es 1til tener en cuenta que este resultado puede resumirse en la siguiente prescrip-
cién aplicada sobre la integral de vacio en la ecuacién (2.60):

d Bl e d
L |q§ﬂ ’ak/ aps. (3.40)
k.f

—00 27'['

donde la integral triple en las coordenadas espaciales se convierte en una integral en
p3 junto con una suma de niveles de Landau. El indice correspondiente al espin se ha
juntado con n en un tnico indice k. Por otro lado, también es conveniente contar con
la expresion que resulta de integrar el componente p; del potencial termodinédmico,
que se obtiene en forma andloga a la ecuacién (2.83) correspondiente a eB = 0:

M—NZ k’qul g B (341)

QuraleB, M) = — = o 27
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3.2. Regularizacién del vacio

En la expresion (3.38) del potencial termodindmico, la integral en ps y la suma
sobre niveles de Landau son divergentes. A continuaciéon discutiremos diferentes
alternativas para regularizar dicha divergencia.

3.2.1. Regularizacién con factores de forma dependientes
del campo magnético

El punto de partida de este esquema de regularizacion es la expresiéon (3.41),
en la cual ya se realizé la integral del componente temporal. A continuacion, se
introducen funciones reguladoras de la forma hy(Q), donde Q = \/p3 + 2k|q;B|. A
diferencia del caso e B = 0, donde hay una tnica integral divergente, ahora debemos
aplicar un regulador sobre cada nivel de Landau para cada estado de sabor, con lo
cual existirda una dependencia tanto en p3 como en el indice k. Si bien es natural
que el regulador dependa de la energia a través de estos niimeros cuanticos, ahora
ademas existe una dependencia del valor de campo magnético, de modo que un
NL dado contribuird menos a la integral para mayores campos. Como veremos
mas adelante, dicha dependencia se manifiesta en oscilaciones en los parametros
de orden, lo cual dificulta la interpretacion de los resultados. En este trabajo se
consideraron diferentes elecciones de las funciones reguladoras, demostrandose que
dichas oscilaciones en general persisten independientemente de la forma especifica
del regulador elegido. Las funciones utilizadas fueron:

ha(Q) = O(A—Q) Funcién escalén (FE)
ha(Q) = 1—|—(Q1/A)2N Lorentziano (Lor)
ha(Q) = ! Woods-Saxon (WS), (3.42)

1+ exp(iQ/g_l)

las cuales se aplican a cada integrando en la ecuacién (3.41). El primer caso co-

rresponde a integrar hasta un valor de p; que satisface que A = /p3 + 2k|q;B|, es

decir, se incluyen solamente los estados cuya energia es inferior al valor de corte.
Una consecuencia de esto es la existencia de un k,,.,, ya que debe satisfacerse que
k < A?/(2|q;B]). Dado que esto introduce una dependencia en el campo magnético
particularmente fuerte, en la literatura se ha optado por el uso de funciones regula-
doras suaves [60, 61, 62|, donde la contribucién al vacio de un NL dado disminuye
suavemente al aumentar el campo magnético en lugar de pasar a cero en forma
abrupta. Las dos alternativas restantes presentadas corresponden a este caso, en las
cuales las constantes a y N determinan la suavidad del regulador. Generalmente
uno se encuentra limitado por el hecho de que una funcién de corte muy brusca
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3.2. Regularizacion del vacio

presenta oscilaciones grandes, mientras que una funciéon demasiado suave da, en el
limite de campo magnético cero, valores de condensado en vacio demasiado grandes.
En este trabajo, los valores considerados para estas constantes fueron N =5 — 10
para el regulador Lorentziano y a = 0.05 — 0.1 para el regulador tipo Woods-Saxon.

3.2.2. Regularizaciéon independiente del campo magnético

En esta seccién presentaremos un procedimiento alternativo que llamaremos
“Regularizacién independiente del campo magnético” (RIC), el cual serd usado para
estudiar en detalle distintas extensiones del modelo NJL. Este consiste de hacer la
suma completa sobre los niveles de Landau, a la cual se le sustrae un término de
vacio divergente de la forma dada en (2.60), de manera que el resultado sea finito. Es
decir, demostraremos que, si bien estos dos términos son divergentes por separado,
las divergencias se cancelan entre si al hacer la sustraccién. Para hacer este cédlculo
es conveniente partir de (3.38) y regularizar la funcién F (M), que resulta de derivar
la misma respecto de la masa. Obtenemos asi:

M — myg too dp4 +oo dpg |QfB| 1
F=""T0_oumn, / ) / aps
2G [ —o0 2T kzj;ak oo 2W 27 pi+p§+2k|qu’—|—M2

(3.143)

Dentro del corchete sumamos y restamos el siguiente término

d*p 1
n=af )i A (3.44)

donde el factor 4 corresponde a la multiplicidad en el espacio de espin y de sabor.
De esta manera:

M —
F=—"T_9oMuN,|SI;+1], (3.45)
2G 7
con
_ [dpsdps [IX |qsB] 1 dp1dps 1
Iy= 2 Zak 2,2 ;2 2 2 ,.92,.2,.2 2
(27m)? i 2w pi+p3+2klq Bl + M (2m)? pi+ps+p3+pi+M

(3.46)
El término Iy, que es divergente, puede regularizarse de la manera usual ya que
tiene la forma del caso eB = 0. Mientras tanto, demostraremos que el término
I, convenientemente evaluado, resulta finito. Para ello, es necesario primero restar
los términos en el integrando de (3.46), para luego integrar en las variables ps y
P4, yva que la integral de cada uno de estos términos por separado es divergente.
Realizamos el siguiente cambio de variables en el segundo término:

p1=\/2|l¢sBlwcos®  py = /2|¢sBlwsinf (3.47)
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3.2. Regularizacion del vacio

y evaluamos la integral en la coordenada polar, obteniendo asi:

dpd 1 B 1
4/ d p2 =2 9Bl [ 4y . (3.48)
2pi+p3+pitpi+ M foma A z+w+ xy
donde ) ) v
Dy + D3
2lasB ! = 3B (

En la suma sobre niveles de Landau, por otro lado, hacemos un reacomodamiento
similar de la expresion:

Z -l o P (3.50)
2w pi+pi+ 2klg Bl + M2 (pAm 2+ k o+ g
De esta manera, si definimos
- Qy, o0 dw
F(z) = T 2/ —, 3.51
) ];Z+k+xf 0 z+w+ay (3:51)
podemos escribir:
dpadps . (3 + i
I / F , 3.52
=) e 2B (352)

que depende solamente de p3 + p3. Por lo tanto, si hacemos un segundo cambio de
variables de la forma:

ps =/2|qsBlzcos  py=/2|q;Blzsinb (3.53)

y evaluamos la integral en la coordenada 6, tenemos:

_’qul/ dz F(z (3.54)

2

A continuacion, reescribimos la funcién F(z) de una forma mas conveniente. Pri-

mero, separamos el término con k£ = 0, sumamos y restamos un término de la forma
oco 1 : ¢

23272, 7 y evaluamos la integral en w. Resulta ast,

1 L 1 1 L1
F(z) = 21 21 R S | L
(2) Ttz +2In(ztas)+ irfooll;<k+xf+z k>+k§k n(z+zp+1L)
(3.55)

donde hemos llamado L al limite superior de las sumas y las integrales, el cual

tiende a infinito. Ahora bien, la primera suma en el corchete puede reescribirse de
la siguiente manera:

L1 1 1
1i - )= ot .
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3.2. Regularizacion del vacio

donde se usé la definicion (8.362) dada en [63]. En esta expresion, vz es la constante
gamma de Euler y v(u) es la funcién digamma de Euler. Por otro lado, tenemos
para la otra suma en (3.55) que:

] L1 ) Lol
Lh_{t;o (—ln(L+:vf+z)+kglk> :Lll_{rolo (—lnLJrkglk) =Yg, (3.57)
en la cual se usé la definicién de vg (8.367) también dada en [63]. Por lo tanto, esta
contribucién se cancela exactamente con la vg en (3.56) y llegamos a:

1

F(z) :_:Ef+z — 2¢o(zf + 2) + 2In(x; + 2). (3.58)

Ahora bien, si integramos esta funcién respecto de z, tenemos que:

e}

1  |gsB|
=3 {1n(z+xf)+2(z+xf) (n(z+a5)—1] — 2InT(z4ap)| . (3.59)
I 0

El limite superior de este término puede calcularse desarrollando la funcién In I'(2)
en su limite asintético para z grande:
1 In z In(27)

El primer término tiende a cero para valores altos de z, mientras que los restantes
términos dependientes de z se cancelan con los correspondientes en (3.59), con lo
cual:

B
I = _|Cg;2| [mxf ~9us(lnay — 1) + 2 D(zy) — ln(ZW)}, (3.61)
y
M — myg d*p 1
M)=————-4MN.N /77
FM)=—5¢ T) @m)tp? + M?
B
+2MN. Y ’(;J;r?‘ {lnxf —2z¢(Inzy—1)+2Inl(zy) — 1n(27r)} (3.62)
!

A continuacién recuperamos la expresion del potencial termodinamico integrando
respecto de M. Los términos independientes del campo se pueden escribir volvien-
do directamente a (3.38). Por otro lado, para obtener la contribucién magnética
definimos:

Oprac(M, qsB) = / dM 2M ;. (3.63)
Luego, reescribimos el integrando de la siguiente manera,
lasB| | M ody Y
IMI; = =M [ e (yeothy 1 - L 3.64
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3.2. Regularizacion del vacio

donde hemos usado [63]:
©dy _yg, ¥\ 1
—e ycothy—1—= ) =Inf-28(Inf—1)+2Inl'(f)—In27r——. (3.65)
0o Yy 3 63
Integrando la expresion (3.64) respecto de M, tenemos entonces que:

B B| /~d 2
/dM OMI; = |qf6| - |qf2|/ el (y cothy — 1 — y3> . (3.66)
0y

A continuacién, utilizando la siguiente igualdad, relacionada con (3.65):

2

% (
/0 y?;e_?ﬁy(ycothy—l—%) =—4(’(—1,6)—62+<26(6—1)+1) 1n5+;a (3.67)

3

obtenemos finalmente que:

lqsB|?
272

Qnrac(qrB,M) = —

Por lo tanto, la expresion para el potencial termodinamico es:

(M — mo)

QMFA(eB,M)Z 4G

(p +M2 +N Z QMAG QfB M)
f=u,d

(3.69)
De esta manera, la contribuciéon del campo magnético a la energia de vacio se
ha aislado en un tnico término que es finito, mientras que el término divergente
no depende explicitamente del campo magnético y puede regularizarse eligiendo
alguna de las formas discutidas en la seccién I1.C. El hecho de que la regularizacién
sea independiente del campo magnético es ventajoso respecto a los otros esquemas
propuestos, ya que asi no se introducen dependencias artificiales. Regularizando
entonces el término de vacio, obtenemos para el potencial termodinamico:

(M —m,)?

QMFA(6B7M> = 4G

—f-NcNf QVAC(M>+NC Z QMAg(QfB,M). (370)
f=u,d

Es util tener en consideracién que, partiendo de (3.41), este resultado puede resu-
mirse en la siguiente prescripcion, que consiste de hacer el siguiente reemplazo:

+oo
Z / p3|qf W + 2k|qrB| + M2 —»

Nf/(z

qB|? w3 xp(rp—1
|57T2| lgf(—1,g;f)+i”—f(g)1nxf . (3.71)
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3.2. Regularizacion del vacio

3.2.3. Resultados

A continuacién discutiremos el comportamiento del pardmetro de orden como
funcion de eB a densidad nula, para los diferentes tipos de regularizaciéon que hemos
introducido, y discutiremos las diferentes dependencias posibles del campo magné-
tico, como se puede ver en la fig.3.1. El conjunto de parametros escogido es el que
ajusta a My = 400 MeV para eB = 0 en el caso de regularizacién independiente
del campo magnético. En el caso correspondiente a la funcién escalén, (linea pun-
teada), vemos que la masa presenta oscilaciones fuertes en funcién del campo en el
rango 0.01 — 0.5 GeV2. A valores pequenos de eB las mismas no son visibles en la
escala del grafico, pero para eB > 0.05 GeV? comienzan a aumentar en amplitud.
Como hemos dicho, estas oscilaciones provienen de la dependencia de eB en los
reguladores. En el caso de la funcion escalén, esta dependencia es particularmente
fuerte pues, al aumentar el campo, la contribucién de un nivel de Landau k-ésimo
dado pasa de un valor finito a cero cuando se satisface que A = 2k|q;B|. Es decir,
cada vez que se cumple esta condicion, el potencial termodindmico tiene una no
analicidad, la cual se manifiesta en una discontinuidad en la primera derivada del
parametro de orden. Sin embargo, como esta singularidad se origina en un artificio
introducido por el esquema de regularizacion, no se la puede interpretar como una
transicion de fase. En la literatura se ha intentado remediar esta dificultad usando

reguladores suaves como los presentados en (3.42). El resultado correspondiente en
la figura (linea rayada) corresponde al regulador Lorentziano con N = 10. En este

1000 —— ey
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Figura 3.1: Masa en vacio en funcién de campo magnético para distintos tipos de

regularizacion.
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3.2. Regularizacion del vacio

caso, el peso del regulador disminuye lentamente como funciéon de eB y no produce
modificaciones tan bruscas en el potencial termodindmico. Por lo tanto, la amplitud
de las oscilaciones se reduce, asi como el rango en que las mismas son visibles. Sin
embargo, es importante notar que no pueden removerse por completo para eleccio-
nes razonables del parametro N. Por otro lado, también se observo que el uso del
regulador tipo WS con a = 0.05 produce resultados cuantitativamente similares.
La raiz del problema es el uso de una regularizaciéon cuya escala de corte es distinta
para cada nivel de Landau, lo cual resalta la importancia de proponer un esquema
enteramente distinto para evitar este problema.

Finalmente, el caso con regularizaciéon independiente del campo magnético (linea
llena) esté desprovisto de dichas oscilaciones, lo cual, segtin hemos discutido, ocurre
porque en esta prescripcion la divergencia se aisla en un término cuya escala de cor-
te es independiente del campo. Para campos magnéticos a partir de eB ~ 0.1 GeV?,
se observa un aumento de la masa, en concordancia con el efecto usual de catalisis
magnética [44]. Este efecto ocurre porque el campo magnético favorece el antiali-
neamiento de espines entre quarks y antiquarks, cuya interaccién en el modelo de
NJL es atractiva, asi favoreciendo la generacion del condensado. Mientras que en el
caso de la regularizacion independiente del campo magnético dicho aumento ocurre
en forma sostenida, este efecto no es tan evidente en las otras prescripciones, debido
a los artificios introducidos por la regularizacion. En el limite de campo pequeno
los comportamientos de las tres regularizaciones son similares. En el caso del regu-
lador suave la masa es levemente mayor que en el caso de la funcién escalon, puesto
que las integrales de vacio de cada término tienen una “cola” para valores altos de
impulso que dan lugar a una contribucién mayor a la energia de vacio.

A continuacién, discutimos el comportamiento en el limite de campo alto. Para
la funcién escalén, a partir de eB ~ 0.5 GeV? solamente contribuye el nivel & = 0.
Por otro lado, si bien en el caso del regulador suave todos los niveles de Landau
estan presentes, a este valor de campo se atentan todos los términos de la suma
excepto k = 0, por lo cual el comportamiento de estos dos esquemas es esencialmen-
te el mismo. Mientras tanto, el RIC exhibe un comportamiento diferente, donde la
curva yace por debajo de las otras dos, y en particular la pendiente correspondiente
es bastante menor. Es interesante comparar cuantitativamente estos resultados con
aquellos obtenidos mediante LQCD (Fig.3.2 y fig.3.3). Recordemos que si bien en
nuestro modelo el condensado quiral es equivalente a la masa vestida como parame-
tro de orden, en LQCD suele trabajarse con la primera de estas cantidades. Usando
como referencia los resultados presentados en [64], definimos el valor promedio de los

condensados u y d, a los cuales se les sustraen sus propios valores correspondientes
aeB =0:
AY, + AYy

AY = :
2

(3.72)
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3.2. Regularizacion del vacio

donde
AYS =¥ (eB) — %/ (eB = 0) (3.73)
Yy a su vez
7 2m. = d
¥ (eB) = i <ff> f=u,d. (3.74)
2,0
15
Q]
W10
+
)
<
05
0,0 : : : .
0,0 0,2 0,4 0.6 0,8 1,0
eB [GeV’]

Figura 3.2: Condensado quiral en funcién del campo magnético para LQCD (linea
punteada) y para parametrizaciones tales que 300 MeV< M, < 500 MeV con el
regulador Lorentziano (N=5) (franja gris).

En esta tltima definicién, se ha agregado un factor multiplicativo de modo de que
¥/ (eB) resulte adimensional. Aqui, la constante D estd dada por /135 x 86 MeV,
donde los valores numeéricos tenidos en consideracion son la constante de decaimien-
to del pion calculada en el limite quiral y la masa del mismo, aunque es importante
destacar que la eleccién de estas magnitudes en la definiciéon de D es relativamente
arbitraria.

En la fig.3.2, comparamos el resultado correspondiente al regulador Lorentziano
con N =5 con el de LQCD. La franja graficada se obtiene al variar M, en el rango
tipico de 300 MeV a 500 MeV. En el limite de campo magnético alto, dicho rango
da para las pendientes 3.55 — 3.65 GeV~2, lo cual se encuentra considerablemente
alejado del valor ~ 1.32 GeV~2 obtenido en LQCD. Ademds, vemos que la variacién
de pendiente con M, es pequeiia, por lo que es dificil que un ajuste mejor pueda
obtenerse para valores razonables de M, con elecciones realistas de m, y fr. Nueva-
mente, notamos que utilizando el regulador WS con a = 0.1 obtenemos resultados
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3.2. Regularizacion del vacio

que no difieren cuantitativamente. Por otro lado, en la fig.3.3 vemos que para la re-
gularizacion independiente del campo magnético se obtiene un rango de pendientes
de 1.38 — 1.49 GeV~2, el cual se encuentra mucho més cercano al valor de LQCD.
El limite superior de la franja corresponde a —(< ff >)1/3 = 260 MeV y su limite
inferior a —(< ff>)"/% = 241 MeV, y ademés notamos que en la totalidad del rango
de eB estudiado la curva de LQCD esta contenida dentro de dicha franja. En parti-
cular, notamos que para la parametrizacién que conduce a —(< ff >)'/3 = 243 MeV
(indicado por lineas rayadas-punteadas) los resultados estan en excelente acuerdo
con los puntos de LQC'D hasta valores cerca de eB = 1 GeV?.

2!0 i -I'_"_I i T T T

154 4

A, +3)/2

05F

0,0 1 L 1 i 1 " "
0,0 0.2 04 06 0.8 1,0

eB [GeV?]

Figura 3.3: Condensado quiral en funcién del campo magnético para LQCD (linea
punteada) y para parametrizaciones tales que 300 MeV< My < 500 MeV con la
regularizacion independiente del campo magnético (franja gris).
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Capitulo 4

Campo magnético y potencial
quimico finito

En este capitulo estudiamos la estructura de fases de materia de quarks en pre-
sencia de campo magnético a potencial quimico finito. Partiendo de la expresiéon
del potencial termodinamico correspondiente, caracterizamos las diferentes fases
del modelo y realizamos un estudio exhaustivo de la dependencia con la parame-
trizacion. Discutimos el comportamiento del parametro de orden y la densidad, asi
como los diferentes diagramas de fases posibles y el efecto de catdlisis inversa.

4.1. Potencial termodinamico

Para considerar simultaneamente los efectos de campo magnético y potencial
quimico partimos de la expresién (2.94) a T = 0. La modificacién al potencial
termodinamico debida al campo magnético se puede obtener implementando la
prescripcion dada en (3.40) sobre las integrales en Qyac(M) y Quep(p, M). El
término de vacio es regularizado mediante el procedimiento discutido en el capitulo
anterior, que resulta en efectuar el reemplazo dado por (3.71). Mientras tanto, el
término del medio toma la siguiente forma, cuya integral evaluamos explicitamente:

QMED(Na QfB;M) = —% Z o Oék/ dp. (M - EP27k>6(/"L - Epz,k)
k=0 -
1R asB| pfiE—7, —s2 n pf1e =,
2 = "o ke Tk Sk; ’
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4.2. Resultados para campo magnético finito en el limite quiral

donde s, = /M2 +2k|qsB| ¥ kmaa = Floor[(> — M?)/2k|qsB|]. El potencial

resultante es:

M, eB, M) = Qunr(M) + NeNj Qyac(M)

+ Ne D (Quac(arB, M)+Quep(p, qp B, M)|.  (4.2)
f=u,d

Como consecuencia de la cuantizacion en niveles de Landau, la ecuacion de gap
puede tener varias soluciones con distintos valores de £ para un valor dado de eB y
de u, lo cual resultard en una estructura de fases relativamente compleja y fuerte-
mente dependiente de la parametrizacion, con discontinuidades en los parametros
de orden asociados a cambios de poblacion en los niveles de Landau. Construiremos
los diagramas de fase correspondientes encontrando para cada punto en el plano
eB — u todas las soluciones para la ecuacién de gap y determinando cual de todas
ellas es el minimo global.

4.2. Resultados para campo magnético finito en
el limite quiral

En esta seccién estudiaremos los efectos del campo magnético sobre el diagrama
de fases en el caso quiral, usando los diagramas de la fig.2.2 en el plano u — M,
como punto de partida. En la fig.4.1 presentamos los correspondientes diagramas
para distintos valores de campo. Vemos que se mantienen algunas caracteristicas
generales respecto al caso eB = 0, como la existencia de la fase B para potenciales
quimicos bajos y, a valores grandes, un conjunto de fases “tipo A”, anédlogas a las de
simetria restaurada y densidad finita del caso eB = 0. Ademas, contintia existiendo
un valor critico My(a) por encima del cual una unica transicién separa las fases B
y A, mientras que para My < My(a), la situacién es méas complicada, alcanzéandose
la fase restaurada después de una serie de transiciones que pueden ser de primer
o de segundo orden y cuya forma exacta depende sensiblemente del valor de los
parametros y del campo magnético.

Es interesante analizar el caso My < My(a) en cierto detalle. Contrario a lo
que ocurre para eB = 0, donde el menor p critico corresponde a una transicién
de segundo orden, aqui notamos que dicha transicion se convierte en primer orden
tan pronto se active un campo externo. Por otro lado, la regiéon que hemos llamado
de tipo C para eB = 0 se descompone en un conjunto de fases separadas por
transiciones que también son de primer orden. El efecto de estas transiciones sobre
la masa y la densidad al aumentar potencial quimico puede verse en la fig.4.2, donde
se ve que cada salto se corresponde con una de estas transiciones. Al aumentar el
potencial quimico, aumenta la cantidad de niveles de Landau poblados, sumandose
los términos correspondientes en Qypp(M, ¢rB) para f = u,d en (4.1). Dado que

29



4.2. Resultados para campo magnético finito en el limite quiral
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Figura 4.1: Potenciales quimicos criticos en funcién de los parametros del modelo,
para varios valores representativos del campo magnético. Las lineas llenas represen-
tan transiciones de primer orden, las lineas guionadas rojas representan transiciones
de segundo orden que conectan a fases de simetria restauradas y las lineas punteadas
azules representan transiciones de segundo orden del tipo vA-dH.

la diferencia de energia entre niveles de Landau aumenta con eB, estas transiciones
se van separando también, y la estructura de fases se simplifica hasta llegar a una
unica transicion conectando las fases B y A. Por otro lado, es posible verificar
que si uno parte de un campo magnético chico, por ejemplo eB = 0.01 GeV?, y
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4.2. Resultados para campo magnético finito en el limite quiral

analiza el comportamiento para un valor fijo de My menor que My(a), el nimero
de transiciones de primer orden presentes en la region C' aumenta al disminuir eB,
mientras que su extension vertical permanece aproximadamente constante. En el
limite de eB tendiendo a cero, el nimero de transiciones tiende a infinito y las
mismas se van acercando hasta formar un continuo. En cuanto al comportamiento
de la masa, la magnitud de cada salto en las transiciones correspondientes disminuye
hasta que las curvas de M y p tienden a la curva suave mostrada en la fig.2.2. En

eB=0.01 GeV? eB=0.08 GeV/?
400 T i T T e e e o4 e e s e U A e e e e e T
300+ 1 1 1
% AN
= 200-—\\\ 1 - .
=
\ \
\
100 \ 1 - ! .
\ .
0 T T T T T T ! T T
10 : : : : T r r r
— M, =210 MeV - - - M, =260 MeV
84| " M0=380 MeV 1| M0=320 MeV i
M, = 380 MeV
o 61 1 -
Q
\Q I
4 1 P -
i /7
24 / 1 - . .
/ R 7
/S
0 e
150 200 250 300 350 400150 200 250 300 350 400
u [MeV] u [MeV]

Figura 4.2: Comportamiento de la masa vestida M (paneles superiores) y la densi-
dad de quarks p (paneles inferiores) para dos valores elegidos de eB y varios casos
representativos de parametros, especificados por el valor de M,. La densidad ha
sido normalizada respecto a la densidad de saturacién nuclear (py ~ 0.17 fm™=3).

la region A, por otro lado, las lineas punteadas horizontales indican transiciones
de segundo orden, conocidas como transiciones de “van Alphen-de Haas” (vA-dH)
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4.2. Resultados para campo magnético finito en el limite quiral

[46]. Al igual que las transiciones que ocurren en la fase C', estas se originan en la
cuantizacion del espectro de energia en niveles de Landau. Sin embargo, la relacién
que obedecen es mas sencilla dado que, como M = 0, la transicién para un k£ dado
ocurre simplemente cuando el potencial quimico alcanza la energia asociada al nivel
de Landau correspondiente, es decir, cuando:

pe = 1/ 2klq; B (4.3)

para alguno de los dos sabores. Ademas, como M = 0 en la fase A, las transiciones
no generan ningun cambio en el parametro de orden y la expresion para el u. es
independiente de los pardmetros. En este caso, otras cantidades presentan disconti-
nuidades en los puntos criticos, como las derivadas de la densidad de quarks. Esto
puede observarse, por ejemplo, en el comportamiento de la densidad como funcién
de i para el caso My = 210 MeV, el cual presentamos en el panel inferior izquierdo
de la fig.4.2. Nuevamente, al aumentar el campo magnético dichas transiciones se
separan, y para campos magnéticos a partir de 0.08 GeV? solamente se puede ver la
primera de estas transiciones en la fig.4.1, que corresponde al pasaje de k, = kg =0
a k, =0y kg = 1. Por otro lado, y al igual que en la regién C, en el limite de eB
tendiendo a cero estas transiciones se juntan hasta formar un continuo.

A continuacion discutimos el comportamiento de la tiltima transicién antes de la
fase no masiva. Este es particularmente complicado ya que puede ser de primer orden
o segundo orden dependiendo de los valores de My y eB. Esto no es evidente para los
dos paneles correspondientes a menor campo magnético, pero para eB = 0.08 GeV?
la fase restaurada es alcanzada a través de una transicion de fase de segundo orden
cuando My < 300 MeV, la cual termina en un punto de encuentro con una transicion
vA-dH y otra de primer orden. Para eB = 0.09 GeV?, la linea de segundo orden
se acorta, y ya desaparecié completamente para eB = 0.10 GeV?. En la fig.4.3,
donde presentamos el comportamiento del punto critico My(a) en funcién de eB,
vemos que al desaparecer la transicién de segundo orden, el valor My(a) disminuye
subitamente. También podemos ver que la creaciéon y subsiguiente desaparicion de
una transicién de segundo orden se repite a un valor mas alto de campo magnético,
lo cual conduce a una dependencia complicada para My(a) como funcién de eB.
Notemos que para el caso de eB = 0.15 GeV?, la nueva linea de segundo orden ocurre
solo para parametrizaciones correspondientes a valores debajo de My < 220 MeV, y
por lo tanto esta alejada de la region de interés fisico en la que nos concentraremos
mas adelante. También es interesante observar que si bien la posicién del punto
critico My(a) exhibe un comportamiento complejo, el mismo estéd acotado superior
e inferiormente. Expresado en forma universal, el méaximo maés alto (hm) es

My(a)"™ = 4.127 f*  con  eB" =11.35 ()2 (4.4)
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Figura 4.3: Posicién del punto critico My(a) como funcién de eB en el caso quiral.
Notar que para las parametrizaciones con My > My(a), una tnica transiciéon conecta
la fase de vacio con las fases quiralmente restauradas.

Este valor critico es de importancia ya que, para parametrizaciones con My >
My(a)"™, el diagrama de fases en el plano eB — pu tiene la caracteristica de exhibir
una unica transicion de primer orden para todos los valores de campo magnético.
Por otro lado, el maximo inferior (Im) corresponde a

Mo(a)™ =3.798 f*  con  eB"™ =17.95 (f)% (4.5)

Para el valor elegido de f* = 90 MeV, estas relaciones conducen a los valores
criticos My(a)"™ = 371.46 MeV y My(b)'™ = 341.80 MeV. Es interesante notar que
el intervalo My(a)ep=o < My < My(a)"™ es el mencionado en la nota al pie de pagina
nimero 9 de Ref.[65] para el cual gotas de quarks estables son formadas por quarks
masivos. Notar sin embargo, que ningtin valor preciso de My(a)"™ fue dado en esa
referencia. A partir de este analisis, esta claro que la presencia del campo magnético
induce una rica y diversa estructura de fases para las distintas parametrizaciones
posibles que yacen en el rango fisico 300 < My < 400 MeV aunque, como hemos
discutido, la misma se simplifica considerablemente al aumentar My. A su vez,
aumentar el campo magnético también produce una simplificaciéon del diagrama
de fases, de modo que para valores por encima de 0.1 GeV?, hay nuevamente una
Unica transicién en tanto nos mantengamos en el rango de parametrizaciones fisicas.
Vale la pena enfatizar que si los valores de u, My y eB son escaleados con las
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correspondientes potencias de f" = 90 MeV estas figuras son universales en el
sentido ya mencionado.

4.2.1. Diagramas de fases en el plano e¢B — 1

Para una mejor comprension de la estructura de fase y su dependencia con
los parametros, ahora completaremos el estudio de la seccién anterior presentando
los diagramas de fase en el plano eB — p para diferentes valores de My. Antes de
considerar valores en el rango de interés fisico, nos vamos a enfocar en el caso en que
My = 200 MeV. Aunque esto puede ser considerado de interés puramente académico,
es instructivo analizarlo ya que exhibe la total complejidad que un diagrama de este
tipo puede tener, también permitiendo apreciar la simplificacién que ocurre cuando
M, aumenta hacia la regién de parametros fisicos. El correspondiente diagrama
de fases se ve en la fig.4.4. Por conveniencia, también introducimos la notacién
siguiente para las lineas que denotan las transiciones de fase: /g indica la linea de
primer orden que separa la fase B de las fases Cy 0 Ao, {c, (con i = 1,2..) la linea
de primer orden separando las fases C; y C;_; entre si y {5, (con i = 1,2..) la linea
de segundo orden separando las A; y A;_; (notar, sin embargo, que un segmento de
la linea, que va de t; a s;_1, separa las fases A; y C;_1).

Como se ha dicho, los distintos niveles de Landau se acercan entre si a medida
que eB tiende a cero, por lo cual en dicho limite todas las lineas /¢, de este diagrama
se deben cruzar con ¢ para eB =0y pu = M = 200 MeV. Sin embargo, debemos re-
calcar que este limite no es sencillo de graficar puesto que el eje de potencial quimico
se llena densamente de lineas {¢,. Por otro lado, la pendiente de las correspondientes
funciones p(eB) para los segmentos que conectan los puntos t; y s;_1 es siempre
positiva y crece con eB. Las lineas ¢, son las transiciones horizontales en la fig.4.1
y estan dadas por (4.3). Cada vez que una de esas lineas es cruzada de derecha a
izquierda se puebla un nuevo nivel de Landau. De hecho, cruzar ¢4, corresponde a
la poblacion del estado de quark d con k = 1, aquel de ¢, a la poblacién simultanea
de estados u-quark con k =1 y estados d-quark con k = 2, etc. El hecho de que la
poblacién del quark w con un cierto k£ coincide con el del quark d con 2k se debe
simplemente a la relacion entre las cargas |q,| = 2|qq|.- Por lo tanto, aquellos £4,
asociados con ¢ impar corresponden a la poblaciéon de un nivel de quark d solamente,
mientras que aquellos con ¢ par corresponden a la poblacion simultanea de quarks
d y quarks u. Consecuentemente, efectos mayores son esperados cuando se cruza un
valor par de /5. Un fenémeno similar ocurre al cruzar las lineas de primer orden
lc,. También es interesante notar que para la parametrizacion My = 200 MeV cada
linea de primer orden /¢, aparenta estar naturalmente continuada por una del tipo
la,. Como veremos mas adelante, esta correspondencia no es tan clara para valores
mayores de My, y se pierde totalmente en el caso no quiral.

En el resto de esta seccion discutimos cémo los diagramas eB — i para materia
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Figura 4.4: Diagrama de fases en el plano eB — p para My = 200 MeV en el caso
quiral. La notacién C; corresponde a fases masivas donde los niveles de Landau se
pueblan hasta k = i para d-quarks y k = m para u-quarks. Aqui, m =i/2 ( (i—1)/2)
si m es par (impar). En la fase B, la masa vestida toma el valor de vacio M(0,eB)
independientemente de p, mientras que en las fases C; toman un valor menor que
si depende de u. La notacion A; corresponde a fases donde la simetria quiral esta
completamente restaurada y los niveles de Landau se pueblan hasta un valor £,
relacionado con ¢ de la misma forma.

fria de quarks evolucionan a medida que nos movemos hacia parametrizaciones en
el rango relevante 300 < M, < 400 MeV. Diagramas con varios valores de M
en intervalos de 20 MeV son mostrados en la fig.4.5. S6lo parametrizaciones hasta
My = 400 MeV son incluidas, puesto que mas alla de ese valor los correspondientes
diagramas de fase no involucran ninguna caracteristica cualitativa nueva. Vemos
que, en general, estos exhiben una considerable simplificaciéon con respecto al caso
de My = 200 MeV. Ademas de la fase B, siempre presente, existen a lo sumo dos
fases masivas en el rango relevante de campos magnéticos (para My = 300 MeV,
muy cerca de eB = 0.01 GeV? hay una regién muy pequena de la fase C, que apenas
puede ser vista en la figura). Comparando estos diagramas, podemos ver que existe
una estructura compuesta de a lo sumo dos transiciones “principales”, que de hecho
apareceran con frecuencia en los diagramas que analizaremos posteriormente. La
transicion principal inferior es la que conecta la fase B con las restantes y podemos
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Figura 4.5: Diagramas de fase en el plano eB — p en el caso quiral para varios
valores representativos de M. Las lineas negras llenas corresponden a transiciones
de primer orden, mientras que las lineas rojas guionadas corresponden a transicio-
nes de segundo orden. Las lineas azules punteadas corresponden a transiciones de
segundo orden que separan distintas fases no masivas. La notacion para las fases es

la de la fig.4.4.
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identificarla con la linea £g del caso My = 200 MeV. La transicion principal superior,
como veremos mas adelante, surge de la fusién de varias lineas ¢¢,. Por lo tanto,
contrario al caso de M, = 200 MeV, ahora vemos que hay un rango de campos
magnéticos para los cuales una transiciéon de primer orden puede conectar la fase
C; a otras fases A;,,,, con m > 1. La poblacién simultdnea de varios niveles en
una unica transicion es posible porque la masa disminuye a 0 desde un valor alto,
aumentando en forma sibita el espacio de fases disponible para la poblacion de
dichos niveles.

Ademas, se pierde la correspondencia estricta entre la linea de primer orden
lc, y la de segundo orden /5, con mismo valor de ¢. Por otro lado, la fase C se
ha separado en dos regiones desconexas, lo cual puede entenderse en términos de
que la parte intermedia de la linea (-, se eleva de modo de intersecar con (¢,
separando la fase en dos partes. Al aumentar My, notamos que las dos transiciones
principales se acercan entre si, reduciendo la extension vertical de la fase Cy. En el
caso My = 320 MeV, ademas, la linea ¢, asciende de modo que desaparece la region
de la fase C'y a campo chico, y s6lo permanece el sector rodeado por Cy, A; y As. Para
valores aiin mayores de M, las fases tipo C' contintian reduciéndose en extension
y, en particular, las dos transiciones principales se unieron. También, notemos que
para eB = 0 hay s6lo una linea de primer orden a partir de My = 340 MeV (ver
panel izquierdo de la fig.2.2), por lo cual tampoco se espera que aparezcan fases
C; para valores de eB menores que los graficados. Para My = 380 MeV, las fases
C; que existian alrededor de eB = 0.1 GeV? ya desaparecieron completamente,
y de aqui en mas los diagramas exhiben una tnica transiciéon de primer orden,
para valores arbitrarios de los campos magnéticos. El valor preciso en el que C}
desaparece puede ser determinado encontrando el punto de encuentro entre s; y
t;. Desde ya que este valor coincide con aquel de My(a)"™ dado en (4.4). Por lo
tanto, para nuestra eleccién de f* = 90 MeV, la parametrizacién mas alld de la
cual hay una tnica transicién corresponde a My = 371.46 MeV. También podemos
mencionar que la fase Cy no existe para parametrizaciones My > My(a)™.

4.2.2. Catalisis magnética inversa

Es interesante mencionar a esta altura el llamado efecto de “catélisis magnéti-
ca inversa” (CMI) recientemente discutido en la literatura [45]. Este fenémeno en
general se lo relaciona con una disminucion del potencial quimico critico a valores
intermedios de los campos magnéticos, lo cual puede ser observado para todos los
casos indicados en la fig.4.5. La linea /5 desarrolla una curva en forma de pozo, el
cual denominamos “pozo de catélisis magnética inversa”. La transiciéon se mantiene
aproximadamente horizontal a lo sumo hasta eB =~ 0.05 GeV?, después de lo cual
se curva hacia abajo llegando a un minimo a eB ~ 0.2 — 0.3 GeV?, para después
aumentar en forma sostenida con el campo magnético. Por lo tanto, hay un rango
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intermedio de potenciales quimicos en el diagrama donde un aumento de eB a p
constante produce primero una transicién de la fase masiva B a una fase sin masa
A;, y un aumento posterior produce el retorno a la fase masiva B. Este comporta-
miento es el resultado de la competencia entre los distintos términos del potencial
termodinamico. A campos magnéticos pequenos y debajo de la linea ¢, el sistema
se encuentra en la fase B. Alli, las contribuciones Qygp v Qa4 son despreciables
y dominan los términos de vacio independientes del campo, y el potencial termo-
dinamico tiene un tnico minimo para M alrededor de My. Al aumentar el campo
magnético, sin embargo, el término del medio se vuelve relevante y favorece la for-
macion de un minimo de potencial a masas pequeinias, el cual eventualmente termina
convirtiéndose en minimo global. Para campos magnéticos atin mayores, el término
Qurac se vuelve relevante, favoreciendo nuevamente las fases masivas respecto a las
fases tipo A, y llevando por ende al sistema nuevamente a la fase B.

El efecto de este comportamiento sobre el parametro de orden puede verse en la
fig.4.6, donde graficamos M como funcién de eB para My = 320 y 400 MeV y para
algunos valores representativos de p. Notese que incluimos como referencia el caso
1 = 270 MeV, correspondiente a la fase de vacio. Una caracteristica importante
puede ser notada en el caso My = 320 MeV: cuando un sistema esta en una fase Cj,
también hay un efecto de catalisis inversa en el sentido de que la masa disminuye con
el campo magnético mientras permanece en una misma fase. Por ejemplo, en el caso
de p = 300 MeV (linea verde rayada-punteada) M aumenta mientras permanece
en la fase B, y después salta a un valor menor en eB = 0.127 GeV? al pasar a
la fase Cj, donde la masa disminuye. Luego, en eB = 0.139 GeV?, ocurre una
transicién de segundo orden a la fase Ay, donde la masa es nula, y finalmente para
eB = 0.394 GeV? el sistema vuelve a la fase B a través de una transicién de primer
orden. En el caso de p = 310 MeV (linea punteada roja) la situacion es similar
excepto por el hecho de que la transicion a la fase Ay (con k = 1 en este caso) es
de primer orden. Para y = 321 MeV (linea azul guionada) el sistema ya estd en la
fase Cy para campos magnéticos muy pequenos. Es interesante notar que a campos
pequenos, M se encuentra de hecho muy cerca de su valor en vacio y que disminuye
en forma sostenida al aumentar eB, por lo cual la fase C' a campos magnéticos
intermedios puede entenderse como una fase de simetria parcialmente restaurada.
En eB = 0.074 GeV? hay una transicién de primer orden a la fase C; después del
cual el efecto de catdlisis inversa en la masa continta siendo observado. Al seguir
aumentando eB, nos encontramos con una segunda transicion de primer orden en
eB = 0.088 GeV? a A; y finalmente en eB = 0.39 GeV? se regresa a la fase B.
Notar que entre las ultimas dos transiciones hay una de segundo orden desde A; a
la Ay que, por supuesto, en el caso presente quiral no produce ningun efecto en el
parametro de orden.

Es interesante analizar el comportamiento de la densidad en funcién del campo
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magnético. Entre otras cosas, esta cantidad influye sobre el valor que adquiere la
masa en las fases tipo C. Recordemos que a temperatura cero, la densidad para un
sistema de fermiones esta determinada por el volumen del espacio de fases dispo-
nible para energias que se encuentran por debajo del umbral dado por el potencial
quimico. A campo magnético finito, la expresién correspondiente es:

Ne
p= sz];ak\qu — M2 — 2k|g;B|. (4.6)
M,= 320 MeV M,= 400 MeV
600 S ——rr——
—— 1= 270 MeV ] ——u =320 MeV i
500 — = n=300MeV = = -u =350 MeV ]
.......... u=310MeV :
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Figura 4.6: Masa vestida M como funciéon de eB en el caso quiral, para varios
valores representativos del potencial quimico, usando los conjuntos de parametros
correspondientes a My = 320 MeV (izquierda) y My = 400 MeV (derecha).

Esta cantidad consiste de la suma de las densidades parciales provenientes de
cada nivel de Landau poblado para cada sabor. A su vez, la densidad para cada uno
de estos niveles esta dada por el producto de dos términos dependientes del campo.

El factor \/ p? — M? — 2k|q;B|, por un lado, proviene de la integral en la direccion
p. y esta relacionada a la cantidad de estados de impulso p, que pueden acomodarse
en un nivel de Landau dado. El factor |¢;B| global, por otra parte, proviene de la
degeneracion dada por la integral sobre p, que se calcula en (3.35). Es decir, cada
estado con valores de p, y k dados tiene una degeneracién que es directamente
proporcional al campo. Por lo tanto, este factor siempre tendera a producir un
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aumento de la densidad en funciéon del campo y, en particular, serd dominante en
las fases Cy y €} donde al menos una de las especies de quarks se encuentran en
el NL inferior. Puede interpretarse, entonces, que la disminuciéon de la masa en
estas fases proviene del bloqueo de Pauli producido por el aumento de la densidad.
Para fases con mayores valores de k, mientras tanto, existe una competencia entre
el factor proveniente de los niveles de Landau y el factor global. También puede
interpretarse que estos efectos son precisamente los que producen la disminucion
del potencial en la fase restaurada, que eventualmente conducen a la produccion
del pozo de anticatélisis. Puede notarse en todas las figuras que la disminucién
brusca del potencial quimico critico se produce alrededor de la transicion vA-dH
que separa las fases A; y As.

Este comportamiento también puede apreciarse en la densidad en funcién del
campo magnético en las fases tipo A. En este caso, la simetria se encuentra com-
pletamente restaurada, por lo cual la densidad no depende de M, y de hecho se
encuentra completamente determinada por el potencial quimico y el campo magné-
tico. Presentamos el grafico correspondiente en la fig.4.7. Alli, vemos que a campos
magnético hasta 0.2 GeV?, la densidad exhibe oscilaciones que son el resultado de
la competencia entre factor global |¢yB|, el cual siempre tiende a aumentar la den-
sidad, y los factores provenientes de los niveles de Landau cuyo espacio de fases
disponible disminuye para un k£ y un g dado. Este comportamiento también tiene,
como veremos mas adelante, un efecto importante sobre la masa vestida en las fa-
ses tipo A en el caso no quiral. También vemos que a valores altos de eB, donde
solamente el nivel de Landau & = 0 estd poblado, la densidad aumenta en forma
sostenida con el campo. La expresion correspondiente en dicho caso esta dada por:
p = N.leB|u/2m>.

4.3. Masa corriente de quark finita

Ahora pasamos el estudio del caso no quiral del modelo NJL el cual conduce,
incluso para valores pequenos de masa corriente, a diferencias cualitativas impor-
tantes. En primer lugar, el diagrama de fase pierde la propiedad de universalidad:
conjuntos de parametros asociados a distintos valores de f, ya no estan relacionados
entre si a través de un cambio de escala. Por lo tanto, en el resto de este trabajo
imponemos m, = 138 MeV y f, = 92.4 MeV. Antes de presentar los diagramas
de fases vamos a discutir los principales efectos que ocurren al incluir una masa
corriente finita. En la fase A, la simetria quiral no se restaurara en forma exacta,
aunque la masa vestida serd pequena y en general cercana a m.. Las transiciones
tipo vA-dH que separan a las distintas fases A; son similares a las del caso quiral,
en el sentido de que denotan el pasaje entre fases con distintos niveles de Landau
ocupados. Sin embargo, ahora son de primer orden y estan caracterizadas por saltos
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Figura 4.7: Densidad p como funcién de eB en el caso quiral, para p = 400 MeV.

débiles de la masa vestida. La posicion exacta de la transiciéon estara determinada
por la competencia de los potenciales asociados a las fases vecinas con distintos
niveles de Landau. De todas formas, dada la pequefia masa corriente de los quarks,
esto sélo producird un apartamiento pequefio respecto a la relacién p = \/2k|qrB],
difiriendo apreciablemente sélo en las inmediaciones de la transicién principal supe-
rior, donde la masa vestida es mayor. Por otro lado, como en este caso las distintas
fases A; estan separadas por lineas de primer orden, ya no es posible distinguir entre
las lineas £5; y £c; como se hizo en el caso quiral.

Por otro lado, las lineas que separan las fases C; de las A;, que son de segundo
orden en el caso quiral, pasan a ser crossovers suaves para m, > 0. En consecuencia,
su posicion no esta univocamente definida y a continuacion discutiremos varios
criterios posibles que pueden usarse para establecer dénde ocurren las mismas. Un
criterio sencillo es buscar el pico en la derivada de M, ya sea respecto de p o de eB.
La eleccién de una variable de derivacion o la otra da lugar a resultados diferentes.
Sin embargo, dado que las lineas de transiciéon son mds bien paralelas al eje u (ver
fig. 4.5), en este caso encontramos que la derivada dM /du no siempre tiene un pico,
dejando como opcidén la segunda posibilidad, que denotamos Def. (7).

Otra alternativa es recurrir al uso de la susceptibilidad quiral, definida como

:8<z/_np>

4.
om, ' (47)

Xch
y cuyo méaximo también puede ser calculado respecto de eB [Def. (ii)] o de p [Def.
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(77i)]. Nuevamente en el primer caso se ve un conjunto de picos mejor definidos.
Mientras tanto, la linea de transicion en el segundo caso tiende a desaparecer cuan-
do la masa corriente de los quarks varia de m. = 0 a su correspondiente valor fisico.
Ahora bien, incluso en el caso en que existen los picos en las derivadas para ambas
direcciones, las transiciones resultantes estan en distintas posiciones, por lo que es
preferible buscar alguna manera de evitar esta ambigiiedad. Esto puede lograrse
mediante una cuarta alternativa [Def. (iv)], que consiste de definir la linea de tran-
sicion como el risco que exhibe la susceptibilidad quiral graficada como funcion de
las dos variables. Partiendo del valor maximo de y en una dada region, se la puede
definir trazando la trayectoria cuyo vector tangente en cada punto coincide con la
direccién en la cual el gradiente en el plano e B—p es minimo. En la fig.4.8 incluimos
las transiciones resultantes de estos criterios, donde el panel izquierdo corresponde

Masa [MeV] Susceptibilidad quiral [GeV?]

0,000 64,00 128,0 192,0 256,0 320,0 -3,000 -2,250 -1,500 -0,7500

0,05 0,06 0,07 0,08 009 0,100,055 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
eB [GeV7] eB [GeV?]

Figura 4.8: Curvas de nivel de la masa vestida (izquierda) y susceptibilidad quiral
(derecha) en el plano eB — p. G y A corresponden a My = 300 MeV del lihite
quiral, pero con m. = 1 MeV. Las lineas negras llenas representan transiciones de
primer orden. Las diferentes definiciones dadas en el texto son usadas para obtener
las transiciones del tipo crossover: Def. (i) (pico de dM/dB) esta representada
por la linea rayado-guionada, la Def. (i7) por una linea guionada y la Def. (iii)
por una linea punteada. La Def. (iv) corresponde a la linea de “menor descenso”
partiendo del pico absoluto de la susceptibilidad quiral (regién azul oscura en el
panel derecho), la cual bésicamente coincide con la def.(i7).
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4.3. Masa corriente de quark finita

a las curvas de nivel de la masa en el plano eB — p y el panel derecho corresponde a
la susceptibilidad. Para estos graficos se escogieron los valores de A y g asociados al
caso quiral con My = 300 MeV pero m. es arbitrariamente puesto a m. = 1 MeV.
Aunque no es un caso de interés fisico, para este conjunto de pardametros es po-
sible usar todas las formas alternativas de definir la transicion mencionada arriba
(en particular, también aquella asociada al pico de dx.,/dp, que desaparece répi-
damente cuando m, crece). De esta forma uno puede obtener una medida de la
ambigiiedad en estas definiciones. En la fig.4.8, la linea rayada punteada gruesa
corresponde a Def. (i), la linea rayada a Def. (ii) y la linea punteada a Def. (ii).
En el panel de la izquierda de esta figura es bastante claro que la tltima definicién
conduce a otra linea de transicién, que basicamente coincide con la obtenida me-
diante la Def. (iv), y que a su vez corresponde con la linea de “menor descenso”
desde el pico absoluto de la susceptibilidad quiral (regién azul oscuro). Aunque al-
gunas definiciones alternativas ain son posibles (por ejemplo, la linea contorno en el
diagrama de susceptibilidad que, en el punto de contacto, es tangente a la linea de
primer orden que separa las fases C7 o A; de las Ay) podemos ver que las distintas
definiciones conducen a resultados cualitativamente similares. Por lo tanto, en lo
que sigue vamos a usar la Def. (iv), recordando que para establecer en forma més
rigurosa la existencia de la transicién, uno deberia poder definirla de mas de una
forma. Esto impone el requerimiento de que la Def. (iv) debe ser complementada
con la condicién de que exista al menos una region de cada lado de la curva tal que
haya un méaximo en la susceptibilidad para cualquier camino arbitrario que conecta
las dos regiones. Como corolario de esta discusion, notamos que la ubicacion de los
puntos criticos es equivalente a los puntos s; y t; discutidos en la seccién anterior y
estan también sujetos a ambigiiedades.

4.3.1. Diagrama de fases en el plano eB — p

Los diagramas de fase en el plano eB — u para valores diferentes de M, son
presentados en la fig.4.9. Aparte de las caracteristicas particulares discutidas en
la seccién anterior, observamos que la tendencia general es similar a aquella del
caso quiral dada en fig.4.5: para valores bajos de M, hay varias transiciones que se
fusionan a medida que M, aumenta, formando una estructura con dos transiciones
principales. Ademas, el diagrama de fases para un dado M, en el caso quiral es
siempre similar a otro del caso no quiral con un valor mayor de Mj. Por otro lado, las
transiciones del tipo crossover entre C; y A;, presentes para el Set My = 300 MeV,
desaparecen rapidamente, permaneciendo solo las correspondientes a ¢ = 0,1 en los
diagramas con My = 320 MeV hasta My = 360 MeV. Para m,. finito, el valor de M,
a partir del cual hay una tnica transicion es 375.9 MeV, donde desaparece la fase
Cy. Por otro lado, la fase ' deja de existir para valores de M, apenas por arriba
de 360 MeV. La forma en que las curvas se fusionan a medida que M, aumenta es

73



4.3. Masa corriente de quark finita

n [MeV]
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Figura 4.9: Diagramas de fase en el plano eB — pu, para masas corrientes de quark
finitas y varios valores representativos de M. Las lineas negras llenas representan
transiciones de primer orden y las lineas rojas guionadas representan crossovers.
Las fases estan denotadas como en la fig.4.4.
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4.3. Masa corriente de quark finita

cualitativamente similar al caso quiral. Estas son exhibidas en la fig.4.10 donde
mostramos el detalle de los diagramas e B — p para My = 300 MeV (panel izquierdo)
y My = 310 MeV (panel derecho). Las curvas desarrollan una regién horizontal con
forma cuibica, a través de la cual se ponen en contacto. Eventualmente, la transicion
principal superior se forma a partir de la uniéon de estos segmentos horizontales. Las
ramas verticales que yacen por encima de la transicién principal (es decir, aquellas
separando las fases A;) siguen existiendo a medida que M, aumenta, mientras que
las ramas inferiores eventualmente desaparecen. En la fig.4.10 también se ve que las
curvas se juntan de a pares, donde se han coloreado las curvas de transicion en esta
figura para indicar cuales curvas se unen primero entre si. Por ejemplo, la primera
linea a la derecha, correspondiente a la poblacién simultanea del segundo nivel de
Landau del quark d y el primer nivel del quark u, se fusiona con la siguiente curva
que corresponde a la poblacién del tercer nivel de Landau del d.

M, = 300 MeV M, = 310 MeV
340

330
>
()
=
3.
320
0,01 0,02 0,03 0,04 0,050,06 0,01 0,02 0,03 0,04 0,050,06
2
eB [GeV’] eB [GeV’]

Figura 4.10: Detalle del diagrama de fase en el plano eB — i para el caso de masas
corrientes de quark finitas para My = 300 MeV (panel izquierdo) y My = 310 MeV
(panel derecho). Las fases estdn denotadas como en la fig.4.4.

Terminamos esta secciéon describiendo el efecto de catalisis inversa para el caso
en que existe una masa corriente finita. En la fig.4.11, exhibimos el comportamiento
de la masa como funcién del campo magnético para varios potenciales quimicos, y
para los valores My = 320 MeV y My = 400 MeV. La compleja estructura de fases
para My = 320 MeV explica los diferentes posibles comportamientos dependiendo
del potencial quimico. Para p = 290 MeV, el sistema estd en la fase B para todo
el rango de campos magnéticos, por lo cual la masa aumenta con el campo. Para
1 = 310 MeV se ve un comportamiento similar, excepto por la seccién intermedia
donde el sistema pasa por una fase Cy y una Ag antes de volver a la fase de vacio
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M,=320 MeV M, =400 MeV
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eB [GeV?] eB [GeV?]

Figura 4.11: Masa vestida de quarks M como funciéon de eB para valores repre-
sentativos del potencial quimico, usando los conjuntos de pardmetros asociados a
My = 320 MeV (panel izq.) y My = 400 MeV (panel derecho).

nuevamente. Contrario al caso quiral, la transicion de Cjy a Aj no es particularmente
notable, dado que dicha transicién esta a lo sumo identificada por un pico en la
susceptibilidad o derivadas del parametro de orden, como ya fue discutido. En esta
region de la curva, asi como en el resto de las curvas siguientes, el efecto de catalisis
inversa también estd presente. En particular, para p = 321 MeV, el sistema esta
en la fase Cy para un rango grande de campos magnéticos, donde la masa decrece
sostenidamente. Este efecto no difiere cualitativamente de aquel observado en el
caso quiral.

Para los potenciales quimicos correspondientes a la region A, la masa exhibe
oscilaciones y, en particular, encontramos que en general disminuye dentro de una
misma fase, a lo sumo aumentando levemente antes de la transicion vA-dH a una
fase con ¢ menor. Por otro lado, cuando nos movemos a una fase de mayor i, de
modo de poblar nuevos niveles de Landau, el salto en la masa serd hacia un valor
menor. Comparando este comportamiento con el de la densidad en la fig.4.7, vemos
que hay una relacion estrecha entre las oscilaciones de ambas magnitudes. Dado
que las masas vestidas son pequenas en esta fase, no alteran significativamente el
comportamiento de la densidad, y por lo tanto, se puede concluir que las oscila-
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4.3. Masa corriente de quark finita

ciones del parametro de orden estan determinadas por los efectos de densidad que
conducen al bloqueo de Pauli. De esta manera, concluimos que en la fase Cj, don-
de la masa disminuye al aumentar eB, dominan los términos de energia de vacio
y de materia (correspondiente al NL inferior), mientras que en las fases tipo A el
comportamiento de la masa esta dominado por efectos relacionadas con la disponi-
bilidad del espacio de fases. Para campos magnéticos grandes, también es posible
que la masa aumente dentro de la fase Ay, debido a que empieza a hacer efecto el
término de vacio magnético, que favorece aumentos de las masas. Se observa que
con cierta generalidad ocurre que en las fases con densidades de quarks no nulas,
M es tipicamente una funciéon decreciente del campo magnético, mientras que el
fenémeno de catélisis ocurre principalmente en la fase de vacio.
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Capitulo 5

Interacciones generalizadas

A continuacién analizaremos cémo las caracteristicas de la materia densa y mag-
netizada son afectadas por la variaciéon de constantes de acoplamiento asociadas a
interacciones de caracter mas general. Primero analizaremos el caso de materia si-
métrica, en el cual estudiaremos el comportamiento del diagrama de fases variando
el grado de mezcla de sabor. En este caso, el campo magnético induce una ruptura
explicita de la simetria SU(2)y, por lo cual los sabores u y d tendran comportamien-
tos distintos. Luego, pasaremos a estudiar el efecto de las interacciones vectoriales,
que introducirdn campos w; que conduciran a potenciales quimicos modificados
pf — fiy = pty —wys. Finalmente, en la dltima seccion, impondremos condiciones de
equilibrio S y neutralidad de carga eléctrica.

5.1. Efecto de interacciones con mezcla de sabor
variable

En esta subsecciéon discutiremos como se modifican los diagramas de fases al
variar el grado de mezcla de sabor en ausencia de interacciones vectoriales. Este
caso corresponde a elegir ¢, = g, = 0, mientras que ¢s se tomara como un parametro
libre que puede variar entre 0 y 0.5. El potencial termodinamico se obtiene a partir
de (2.112), implementando la prescripcion de campo magnético de la misma forma
que se hizo para obtener la expresién (4.2), pero teniendo en cuenta ahora que el
término de interaccion de vacio se ve modificado por la presencia de interacciones
adicionales, por lo que los campos u y d pueden desarrollar valores medios diferentes.
La expresion resultante es:

QMFA(,u, eB, My, Mg) = Qpp(M,, Mg)

+N: > | Qvac(My) + Qurac(arB, My)+Quep(p. ar B, My) |, (5.1)
f=u,d
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5.1. Efecto de interacciones con mezcla de sabor variable

donde hemos definido

(I—c)(My=—me)*  (1=c))(Mg=m.)*  cs(My—me)(Myg—m,)
8gs(1—2¢y) 8¢gs(1—2¢y) 4gs(1—2¢y) ’
(5.2)
que se obtiene a partir de (2.111) poniendo w, = wy = 0. Notemos que el tercer
término de esta expresion es el responsable del acoplamiento entre M, vy M,;. Como
vemos, esta eleccion conduce a un sistema de dos ecuaciones en los que M, vy My
son variables independientes, y cuyo grado de acoplamiento estd determinado por
el parametro c¢s. Las masas de los quarks u y d son tomados como parametros de
orden distintos, por lo que existiran transiciones de fase independientes para cada
uno de ellos, que pueden ocurrir separadamente o coincidir en ciertas regiones. Por
otro lado, el caso de mezcla maxima de sabores, que fue discutido en el capitulo
anterior, se recupera tomando ¢, = 0.5. En dicho limite, Qpp (M, M) es diver-
gente a menos que las dos masas de los quarks sean idénticas, lo cual nuevamente
reduce el sistema a una ecuaciéon para una tnica masa. En lo que sigue haremos un
andlisis de la dependencia con el parametro de mezcla de sabores. Si bien es sabido
que la fenomenologia de SU(3) predice ¢s ~ 0.2 para este pardmetro, también es
interesante ver qué tan robusto es el comportamiento del sistema al variarlo entre
0 y 0.5 e investigar las distintas fases posibles.

Basandonos en los resultados obtenidos en el capitulo anterior, vemos que la
mayoria de las caracteristicas cualitativas de los diagramas de fases en el plano e B —
1 pueden describirse refiriéndose solamente a unos pocos conjuntos de parametros,
por lo cual alcanza con seleccionar dos de ellos. En la fig. 5.1, presentamos entonces
los diagramas de fases con distintos grados de mezcla de sabor para los conjuntos de
parametros con My = 340 MeV y 400 MeV, a los cuales nos referiremos de aqui en
mas como Set 1 y Set 2, respectivamente. Dado que en este caso existen parametros
de orden para cada sabor por separado, la notacién para las fases debe modificarse
respecto a los diagramas de la seccion anterior. Ahora, la fase asociada a cada sabor
debe indicarse independientemente, por lo que se requieren dos nimeros. El estado
de vacio se representara nuevamente con la letra B, mientras que una fase C} estara
denotada directamente por la letra k, v una fase Ay estard denotada por k. De esta
manera, por ejemplo, una fase que se encuentra en vacio para el quark u y en la
fase A; para el quark d serd denotada como B1. Los dos paneles superiores de la
fig. 5.1 corresponden a c¢; = 0, caso en el cual los sabores u y d no interactiian
mutuamente. Como puede verse en (5.2), el tercer término en {2gy; se anula, por lo
cual queda una ecuacién de gap para cada sabor, desacopladas entre si. A causa de
esto, cada sabor tendrd, en cierto sentido, su propio diagrama de fase independiente
del otro. En dichos paneles, cada linea corresponde a una transicion para un solo
sabor de quarks (lineas rojas para quarks d y azules para quarks ). Recordemos
que la simetria SU(2)y se rompe en presencia del campo magnético, ya que las

Qpm(My, Ma) =
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Setl

oo ~— . Ll

0.3 ol :
0.01 0.1 10.01 0.1 1

eB [GeVZ] eB [GeVZ]

Figura 5.1: Diagramas de fase en el plano e B—u para materia simétrica con distintos
valores del parametro ¢, y sin interacciones vectoriales.

cargas eléctricas de los quarks son diferentes. Por otra parte, para eB = 0, donde
dicha simetria se recupera, las transiciones de los dos sabores coinciden. Como el
valor de la carga es la unica diferencia entre las ecuaciones para ambos sabores y
dado que esta sélo aparece en el producto ¢;B, el diagrama de fases para el quark
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5.1. Efecto de interacciones con mezcla de sabor variable

d puede de hecho obtenerse a partir de aquel del quark u a través del reemplazo
@B = (294)B = q4(2B), lo cual es equivalente a estirar el diagrama de fases del
quark u a lo largo del eje de campo magnético. En otras palabras, dado que el
quark d se acopla al campo con la mitad de la intensidad, se precisara un campo
magnético el doble de grande para reproducir el efecto sobre un quark u. Los pozos
de CMI van a estar desplazados uno respecto del otro, y habra una regiéon bien
definida donde los quarks u ocupan el nivel de Landau inferior, y los quarks d estan
en vacio, y otra regién donde se da el comportamiento opuesto.

Si ahora pasamos al caso ¢; = 0.03 (segunda fila en fig. 5.1), los efectos de la
mezcla de sabor ya comienzan a hacerse presentes. Se observa la competencia entre
el campo magnético, que tiende a romper la simetria SU(2)y y el pardmetro cs,
que tiende a reestablecerla. Si bien el acoplamiento es débil, en ciertas regiones las
transiciones u y d se acercan y en algunos puntos incluso se unen (lineas negras).
Por ejemplo, las transiciones para ambos conjuntos de parametros ocurren simul-
tdneamente para campos magnéticos chicos, separandose para eB = 0.02 GeV? en
el Set 1 v eB = 0.1 GeV? en el Set 2. Sin embargo, notamos que para un campo
magnético mas alto se vuelven a unir. Esto ocurre porque a la altura de los pozos
CMI, para eB = 0.12 GeV?, dichas transiciones se cruzan incluso en el caso ¢, = 0
(para ambos conjuntos de pardmetros). Cuando introducimos mezcla de sabores,
este punto de intersecciéon se convierte en una linea, cuyo largo aumenta a medida
que ¢, se tiende a 0.5. Para ¢, = 0.03 las transiciones se separan nuevamente para
eB = 0.4 GeV?, mientras que para ¢, = 0.2, las transiciones de ambos sabores ya
se juntaron por completo en el rango de campos magnéticos considerado. Sin em-
bargo, se puede suponer que para valores mas alld de eB = 1 GeV? se vuelven a
separar, y que para cualquier valor de ¢, < 0.5 siempre habrd un campo magnético
lo suficientemente grande que produzca que las transiciones u y d se separen.

En cuanto a las transiciones vA-dH, las que corresponden al quark d ocurriran
con el doble de frecuencia que las del quark w al atravesar el diagrama de fases
horizontalmente, al igual que en el caso discutido en el capitulo anterior. En el caso
c¢s = 0, las transiciones pares del quark d diferiran levemente de las del quark u,
debido a la diferencia entre las masas constituyentes. Por otro lado, al aumentar
1, dichas transiciones comienzan a coincidir pues ambas masas vestidas se acercan
al valor de masa corriente. Al aumentar la mezcla de sabor, las transiciones vA-dH
se acercan rapidamente entre si, ya ocurriendo practicamente juntas para el caso
cs = 0.03.

En la fig. 5.2 graficamos las masas vestidas para ambos sabores para el Set 2,
con ¢, = 0.03 y eB = 0.11 GeV?, donde se muestra un comportamiento tipico
para las masas en funcion de p. La primera discontinuidad ocurre en p = 370 MeV
y corresponde a una transicion del quark u, donde se puebla el nivel de Landau
inferior (k, = 0) y M, salta en forma discontinua a algo menos que la mitad de
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su valor en vacio. El quark u estd en una fase Cy, como puede verse en el panel
correspondiente de la fig. 5.1, donde el crossover a la fase Ay estd levemente a su
derecha. El quark d, por otro lado, permanece en estado de vacio. Su masa disminuye
levemente, pero esto ocurre debido a su acoplamiento al quark u, y no se interpreta
como una transicion propia del d. La transicién andloga correspondiente al quark d
ocurre para i = 374 MeV. Es interesante notar la diferencia entre las masas en cada
fase. En el vacio, M, > M,, como consecuencia del efecto de catdlisis magnética.
En las fases en las que hay poblaciéon de ambas especies de quarks, por otro lado,
el quark d tiene mayor masa, lo cual es consistente con el hecho de que a densidad
finita la masa disminuye con el campo magnético, como se discutié en el capitulo
anterior.

T T T T
400 ] . — M,
S (R M,
300 - @ i
S
(0]
S 200 F
=
100 -
0 : | : | : | :
350 360 370 380 390

u [MeV]

Figura 5.2: Masas vestidas para los sabores u y d, para el Set 2, ¢, = 0.03, para
eB = 0.11 GeV2.

Respecto al comportamiento de los crossovers, notamos que para ¢, = 0 hay
solamente uno para cada especie de quark. Para ¢, = 0.03, aquel asociado al quark
u adquiere una pequena discontinuidad, ya que el segmento que yace en la fase 00 se
desplaza hacia la derecha respecto al segmento en 01. Al aumentar ¢, los crossovers
del u y el d en la fase 00 se acercan entre si, uniéndose en el limite ¢, = 0.5. En la
fase 01 ocurre algo similar, donde el crossover del quark u se desplaza lateralmente
hacia campos magnéticos menores. Este se fusionara con otro que aparece desde la
region izquierda de esta fase, el cual es visible en la esquina inferior del diagrama
del Set 1 con ¢ = 0.03. Es interesante notar que en todos los casos, el limite en el
cual los crossovers u y d se han unido es alcanzado muy lentamente, estando estos
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5.2. Efecto de las interacciones vectoriales

aun separados entre si para ¢, ~ 0.4995.

Para cuantificar el efecto del pardmetro de mezcla de sabores, en la fig. 5.3
presentamos un diagrama con el potencial quimico critico de las transiciones princi-
pales en funcién del pardametro cs para algunos valores representativos de los campos
magnéticos. Aca vemos que las transiciones de primer orden de ambos sabores se
acercan rapidamente y sélo para ¢, < 0.1 son relevantes dichos efectos de mezcla.
Por lo tanto, podemos concluir que para el caso realista ¢, ~ 0.2, las mismas ya
ocurren juntas en todo el rango de eB estudiado, y que el comportamiento cuanti-
tativo es similar al caso de mezcla maxima de sabor ¢, = 0.5. Por otra parte, como
ya hemos dicho, las lineas vA-dH se unen para un valor de ¢, especialmente bajo,
coincidiendo ya para el caso estudiado de ¢, = 0.03, mientras que los crossovers
tienden mucho méas lentamente al comportamiento ¢, = 0.5.
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Figura 5.3: Potenciales quimicos criticos en funcién de c,. Set 2 v eB = 0.1 GeV?2.

5.2. Efecto de las interacciones vectoriales

En esta seccién analizaremos el efecto de los términos de interacciéon vectorial.
Al incluir dichos términos de interaccion en presencia de campo magnético y a
potencial quimico finito, el potencial termodinamico resulta:

QMFA(N? €B7 Mua Md,wu, Wd) - QINT(MuaMd)wuu Wd)

+N. > {QVAC(Mf) + Qurac(qr B, My)+Qumep(fiy, s B, My)|,  (5.3)
f=u,d
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donde Qy 4c se encuentra definido por (2.84), Qya¢ se definié en (3.68) v Quep
fue definido en (4.1), donde hemos hecho el reemplazo y — fif = 1 — wy. Para la
interaccion vectorial en su forma més general existen dos parametros a ser regula-
dos, ¢, ¥ gv/gs. Sin embargo, se puede demostrar que variar ¢, entre 0 y 0.5 s6lo
produce cambios cuantitativos pequenos en el comportamiento de My, y no altera
cualitativamente los diagramas de fases, con lo cual alcanza con discutir detallada-
mente el caso ¢, = 0. Cabe destacar que para esta eleccion de c,, los campos wy son
proporcionales a la densidad, estando la relaciéon dada por:
wr

= g,

(5.4)
Como vimos en la secciéon anterior, por otro lado, para ¢, = 0.1 los diagramas de
fases son relativamente robustos ante variaciones adicionales de dicho parametro.
Por lo tanto, fijaremos el valor ¢, = 0.2, dado que este ademas yace en el rango de
valores realistas sugeridos en Ref. [56].

En la fig.5.4 presentamos los diagramas de fases para diferentes intensidades de
interaccién vectorial. Para el Set 1 observamos que a medida que g,/gs aumenta, las
dos transiciones principales se separan y en la regién de e B chico-intermedio, varias
fases nuevas del tipo C se hacen presentes. Para g,/gs, = 0.5, la transicién principal
superior se ha descompuesto en varias curvas, prolongandose asi las transiciones tipo
vA-dH hacia potenciales quimicos menores. Para el Set 2 hay una tnica transicién
principal para g, = 0, la cual se separa en dos ya para g,/gs ~ 0.1, dejando una fase
00 entre medio que antes no estaba presente. Para ¢g,/g; = 0.3 y 0.5, los diagramas
de fases son similares al del Set 1 sin interaccion vectorial, lo cual es consistente con
el comportamiento a eB = 0 descrito en Ref. [66]. Como observacién general, puede
decirse que al aumentar g,/gs desde 0, la estructura de fases se modifica en forma
similar a la observada cuando se modifican los parametros de modo que disminuya
My, lo cual se discuti6 en el capitulo anterior. La existencia de nuevas transiciones a
eB chico, a medida que aumenta g, /gs, también puede verse en el panel izquierdo de
la fig.5.5, donde mostramos la densidad de los quarks d normalizadas a la densidad
de materia nuclear, como funcién del potencial quimico para eB = 0.016 GeV? en
el Set 1. En ausencia de interacciones vectoriales, la densidad salta de cerca de 0 a
3 veces la densidad de materia nuclear, mientras que la poblaciéon de quarks salta
de 00 a una fase donde varios niveles de Landau estan ocupados.

Es interesante analizar la influencia de las interacciones vectoriales sobre la pro-
fundidad del pozo de CMI. En la fig.5.4, observamos que dicho pozo disminuye al
aumentar el parametro. De hecho, si definimos la profundidad del pozo CMI como la
diferencia entre el potencial quimico critico a eB = 0 y el valor méas pequeno alcan-
zado por u. en todo el diagrama, encontramos que esta diferencia se reduce en un
84 % para el Set 1 y en un 67 % para el Set 2 cuando vamos de g, = 0 a g,/gs = 0.5.
Para explicar esta caracteristica, recordamos que el efecto CMI puede ser enten-
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Setl
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Figura 5.4: Diagramas de fase en el plano e B—u para materia simétrica con ¢g = 0.2
y varios valores de ¢,/ ¢s.

dido en términos del costo adicional en energia libre para formar un condensado
fermién-antifermion a p finito, ., [45]. En ausencia de interacciones vectoriales,
este costo adicional se origina basicamente en la contribucién al término de materia
proveniente del NL inferior. Considerando, por simplicidad, el limite quiral, vemos
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Figura 5.5: Densidad de quarks sobre densidad de materia nuclear en funcién del
potencial quimico para eB = 0.016 GeV? (izquierda) y masa corriente en funcién
del campo magnético para p = 0.345 GeV (derecha) para distintos valores de g,/gs
y ¢, = 0.2. Los resultados corresponden al Set 1.

a partir de (4.1) que para materia simétrica esta contribucién es proporcional a
leB|u?, y que tiende a disminuir la diferencia en energfa libre entre la fase de vacio
y la de densidad finita. Como se ve en (5.3), la presencia de interacciones vecto-
riales introduce algunas modificaciones en €2.,;. En el caso del término del medio,
implican el reemplazo py — fif = pf — wy. Ademas, hay una nueva contribucién
proveniente de Q;y7. Por lo tanto, asumiendo como arriba que los NL inferiores
dominan y que los quarks son no masivos en la fase restaurada, el costo adicional
para materia simétrica es:

W
Doy = Z |qu| K= (,U) +— (55)
7 49y

donde, por simplicidad, hemos asumido que ¢, = 1/2, por lo que w = w, = wy. La
generalizacién para valores arbitrarios de ¢, es inmediata y, ademas, la dependencia
numérica en ¢, de las estimaciones hechas es despreciable. Por supuesto w debe
satisfacer la ecuacién de gap asociada. Por lo tanto, la solucién de esta ecuacion es:

2 -1

R — (5.6)
Ncgv Zf |QfB|

Reemplazando en (5.5) obtenemos que Q,; puede ser expresado en una forma
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5.3. Resultados para materia eléctricamente neutra bajo equilibrio 3

similar a la obtenida en ausencia de interacciones vectoriales, pero donde pu de-

be ser multiplicado por un factor 1/\/1 + N.gyleB|/m2. Por lo tanto, en la region
eB ~ 0.2 GeV? alrededor de la cual esta expresién vale aproximadamente, tenemos
que:

NC(gv)
1c(0)

Por ejemplo, para el Set 2 obtenemos que el menor potencial quimico critico (que
ocurre alrededor de e B = 0.24 GeV?) aumenta en un 10 % aproximadamente cuando
se va de g, = 0 a g,/gs = 0.5. Junto con el hecho de que el menor p. a campo
magnético cero permanece constante para valores alrededor de g,/gs = 0.1, esto
explica la fuerte reduccion del pozo de CMI.

Otro aspecto de la reduccion del fenémeno CMI inducido por la presencia de
interacciones vectoriales puede ser observado en el panel derecho de la fig. 5.5. Ahi,
graficamos la masa corriente de quarks d en funcién del campo magnético para el
Set 1, u = 345 MeV y varios valores de g,/gs, donde el sistema estd en una fase 00
en eB = 0. Como vimos en el capitulo anterior, la masa disminuye como funcién
de eB. Sin embargo, dicha disminuciéon es menos pronunciada para mayores valores
de g,. Las discontinuidades que aparecen en g,/g; = 0 corresponden a transiciones
de quarks d de la fase 00 a la fase 01 y viceversa.

Ne
~ \/1 + leB| gy. (5.7)

5.3. Resultados para materia eléctricamente neu-
tra bajo equilibrio

En la ultima secciéon de este capitulo, estudiamos los efectos de imponer con-
diciones de neutralidad de carga y equilibrio [ ante procesos débiles. Al imponer
dichas condiciones, se cumple la relacion (2.114) entre los potenciales quimicos de
los quarks u y d, que tomaran valores diferentes, ocasionando una ruptura explici-
ta del grupo SU(2)y. Siguiendo la discusién de la seccién anterior, s6lo resultados
para ¢ = 0.2 seran presentados. A pesar de que vimos que este valor es cercano
al de mezcla méxima, los sabores ahora tendran comportamientos diferentes y, en
particular, las densidades de los sabores seran necesariamente distintas a menos que
ambas sean cero. El potencial termodindmico esta dado por:

Onpur = Qura + Z Qnrep(pe, B, my), (5.8)

l=e,p

donde ahora se considera un término del medio asociado a los leptones que tiene
la forma (4.1), mientras que el primer término estd dado por (5.3), para el cual
ahora se debe evaluar cada sabor en su propio valor de potencial quimico. Estos se
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relacionan con el potencial quimico electrénico . v el potencial quimico de niimero
de quarks p mediante la relacion pup = 0 — g pte.

Los diagramas de fase en el plano eB — i1 para ambos conjuntos de parametros
y para valores crecientes de g,/gs estan graficados en la fig. 5.6. La introduccién
de condiciones de neutralidad de carga y de equilibrio 3 tiene efectos similares a
los de interaccion vectorial, en el sentido de que los diagramas ahora se comportan
como aquellos correspondientes a conjuntos con My menor: las transiciones princi-
pales se separan para valores de eB pequefios y varias transiciones aparecen en la
region entre medio. El efecto de catdlisis inversa se reduce también: la profundidad
del pozo CMI, como fue definido en la seccién previa, disminuye en un 74 % para
el Set 1 y en un 49% en el Set 2. Esto puede entenderse generalizando al caso
presente la discusién dada en la seccién anterior. Alrededor del potencial quimico
critico minimo, que ocurre en eB ~ 0.2 GeV? en ausencia de interacciones vecto-
riales, el costo adicional en energia libre para crear el par fermion-antifermion a p
finito es proporcional a eBf* con > = 3¢ |qs|p7 4+ p2/3. Aqui, una contribucién
muoénica que generalmente es pequena ha sido despreciada. Usando las relaciones
obtenidas a partir de las condiciones de equilibrio 3, uy = p — g¢pe, obtenemos
i= (1l —2x/3 4 22%/3)"/2, donde = = p1./pu. Notemos que el signo negativo en el
término (dominante) lineal sale del hecho de que |g,| = 2|qq|. El valor relevante de
x proviene de la condicién de neutralidad. Suponiendo como antes que en la fase
quiralmente restaurada estamos lidiando con quarks sin masa, uno obtiene z ~ 0.38
para p ~ 350 MeV. Usando este resultado obtenemos i ~ 0.92 p. Esto implica que
el costo adicional en energia libre es mas pequenio que aquel requerido en materia
simétrica para el mismo valor de eB y u. Consecuentemente, para un dado eB, uno
precisa un valor més grande de potencial quimico para inducir la transicién de fase.
De hecho, tenemos que 2" /9™ ~ 1.09, valor que estd en buen acuerdo con nues-
tros resultados numéricos. Para determinar el cambio en el pozo de CMI también
deberfamos estimar el cambio de p,. para eB = 0. Como se muestra en la Ref. [67],
este valor también crece cuando las condiciones de neutralidad y equilibrio 5 son
impuestas. Sin embargo, tal aumento es varias veces mas pequefio que aquel en
eB ~ 0.2 GeV?, conduciendo a una reduccién del pozo CMI. Como es de esperar, la
introduccion de interacciones vectoriales va a acentuar aiin mas estos efectos. Con-
secuentemente, observamos que el pozo de anticatalisis desaparecié completamente
para g, = 0.5.

Debido a la ruptura de simetria de sabor dada por las condiciones impuestas,
también es de esperar que las transiciones vA-dH sean distintas para los dos sabores.
Lo que se observa es que algunas transiciones d y u ocurren simultaneamente en una
region dada del diagrama de fases, pero si las seguimos en la direccion de potencial
quimico creciente, se separan visiblemente a partir de un cierto punto. Esto se ve
mejor alrededor de eB (~ 0.1 GeV?) para las transiciones separando las fases 02, 12
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Figura 5.6: Diagramas de fase en el plano e B — i1 para materia neutra bajo equilibrio
B con ¢ = 0.2 y varios valores de g,/gs. Las fases se denotan como se explicé en la
seccion 5.1. La linea rosa representa la transicién muénica de vacio al NL inferior.

y 13, y es consecuencia de que la diferencia entre u, y pg aumenta como funcién
de p. La relacién aproximada para potenciales quimicos criticos p. = /2k|qrB|,
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que ocurria para materia simétrica ahora es valida para cada potencial quimico
separadamente. Como consecuencia de esto, vemos que en la fig. 5.6, graficada en
términos del potencial quimico de quarks, tenemos aproximadamente una transicion
u cada cuatro correspondientes del d, mientras que en materia simétrica teniamos
una u cada dos d. En particular, para g, alto, las transiciones tienen una tendencia
a agruparse en grupos de tres (dos transiciones d y una u) con una transicién d
intermedia que esta claramente separada de este grupo.

Naturalmente, la poblacion de leptones ocurre cuando el potencial quimico aso-
ciado supera el valor necesario para excitar un estado con la energia determinada
por su propia masa. Las transiciones correspondientes también se incluyen en la
fig. 5.6. El potencial quimico lepténico aumenta de manera discontinua al ocurrir
la transicion principal inferior, y dado que el electron tiene masa casi despreciable,
su transicién de vacio al NL inferior ocurre simultdneamente con los quarks. Por
otro lado, el comportamiento de los muones es més complicado. Como tienen masa
mayor que la de los electrones es necesario un potencial quimico mayor para que
adquieran una densidad no nula. Esto es lo que efectivamente ocurre en todos los
diagramas para campo magnético pequeiio (eB < 0.1 GeV?), donde valores por
encima de 430 MeV son necesarios para esto, por lo tanto no aparecen en la regién
graficada. En esta region, el potencial quimico lepténico permanece por debajo del
valor de la masa del muén. Sin embargo, a valores intermedios del campo magné-
tico, (0.1 < eB < 0.2 GeV?), donde los quarks ya se encuentran ocupando sélo los
NL inferiores, p. aumenta subitamente, permitiendo la poblaciéon de muones. Por
lo tanto, la correspondiente transiciéon desciende en forma practicamente vertical,
hasta unirse a la transicién principal inferior de los quarks. Para valores de eB ain
mayores, todas las transiciones de quarks y leptones al NL inferior ocurren simul-
taneamente. Por otro lado, la poblacion del primer NL para cualquiera de los dos
leptones requiere potenciales quimicos incluso mas elevados. Esto es consecuencia
de que los leptones tienen mayor carga que los quarks, conduciendo a niveles de
Landau con mayor energia, y porque . crece muy lentamente como funcién de p.
El valor requerido de p. para el primer nivel de Landau electronico, que esta alre-
dedor de 250 MeV, es por lo tanto alcanzado sélo para p = 900 MeV. En algunos
diagramas de fases, por otro lado, la transiciéon de muones afecta el comportamiento
de los crossovers. Esto ocurre porque . esta acoplado a los pardmetros de orden,
por lo cual, una transicion del muén, con su correspondiente salto en p., afecta-
ra los valores de las masas de los quarks y las susceptibilidades asociadas. Para
guv/gs = 0.5 en el Set 1, por ejemplo, el crossover del quark d, que separa las fases
00 y 00 es borroneada cerca de la transicién del muén. En otros diagramas, como
aquel en donde g,/gs = 0.3, el crossover de los quarks es completamente absorbido
por la transiciéon del muon.

En la fig. 5.7 graficamos la densidad de leptones junto con aquellas de los quarks
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como funcién de y, para eB = 0.02 GeV?, g,/gs = 0.3 y pardmetros de Set 1. Dado
que la densidad de electrones es pequeiia en todo el rango de u, se la multiplicd
por un factor 50 de modo de que sea visible en la escala de las densidades de los
quarks u y d. Las tres densidades se hacen finitas simultaneamente en p = 340 MeV,
donde todos ocupan su correspondiente NL inferior. Sin embargo, mientras que la
densidad de quarks crece mondétonamente después de esta transicion, notamos que
el comportamiento de p. es mas complicado, alternando saltos y disminuciones. Al
volverse finita, la densidad electrénica comienza a aumentar, pero disminuye cuando
aparece la préxima transiciéon de quarks y salta a un valor incluso menor en la
transicion siguiente. Recordando que estas transiciones corresponden a las de quarks
d y que las condiciones de neutralidad de carga impuestas son p.+p, = (2p,—pa)/3,
puede entenderse que la densidad de electrones disminuye siempre que haya una
transicion d seguida de un crecimiento de py (recordar que p, = 0 en este rango de
potencial quimico), sin cambios relevantes en p,. Este es el caso para este rango de
potenciales quimicos y campos magnéticos.

-
-
-
-
-

PPy
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H[GeV]

Figura 5.7: Densidades de quark y electron respecto a densidad de materia nu-
clear, en funcién del potencial quimico para eB = 0.02 GeV2. Los resultados fueron
obtenidos con g,/gs = 0.3, ¢ = 0.2 y Set 1.

En la fig. 5.8 mostramos las densidades de quarks y leptones como funciones del
campo magnético para pu = 0.36 GeV, y diferentes intensidades del acoplamiento
vectorial. Los resultados corresponden nuevamente al Set 1. Para valores crecien-
tes de g,, notamos que la densidades se vuelven en general menores, lo cual es
consecuencia de la presencia del campo w en el término del medio, que da lugar a
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Figura 5.8: Densidades de quarks y leptones respecto a densidad de materia nuclear,
en funcién del campo magnético para p = 0.36 GeV para valores diferentes de g,/gs
y ¢s = 0.2. Los resultados fueron obtenidos con el Set 1.
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un potencial quimico efectivo menor. En el caso g, = 0, el presente valor de poten-
cial quimico corresponde a la region de fases tipo A del diagrama, donde ocurren
transiciones de vA-dH hasta alrededor de eB = 0.2 GeV?2, dando lugar a las osci-
laciones de la densidad cuyo origen ya fue discutido en la seccion 4.2.2. Mientras
tanto, para los casos correspondientes a g, finito, el sistema se encuentra mas cerca
de la transicion principal inferior, por lo que la masa vestida es mayor y solamente
los niveles de Landau més bajos estan ocupados. A partir de eB ~ 0.1 GeV?, el
quark u tiene ocupado solamente el NL inferior, por lo que su densidad aumenta en
forma sostenida en virtud del factor de degeneracién, causando un aumento de p.
y de p. en todos los casos. Es interesante notar como cambian las pendientes cada
vez que ocurre una transicion del quark d. Cuando estos finalmente alcanzan la fase
0, todas las densidades aumentan en forma sostenida y se vuelven nulas cuando el
sistema regresa a la fase B.
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Capitulo 6

Superconductividad de Color

En este capitulo estudiaremos los efectos de campo magnético sobre las posibles
fases superconductoras de color de la materia de quarks. En esta version del modelo,
se trabaja con un campo de fondo que consiste de una combinacién de campos
de color y electromagnético. Detallaremos la generalizacion de la regularizacion
independiente del campo magnético para el caso con interacciones de diquarks, el
cual no habia sido tratado anteriormente en la literatura. Una vez realizado esto,
nuevamente haremos un estudio del comportamiento del modelo en funcién de la
intensidad de interaccién quark-quark y los restantes parametros.

6.1. Modelo NJL con superconductividad de co-
lor en presencia de campo magnético

En el fenémeno de superconductividad ordinaria ocurre una expulsion del campo
magnético en el interior del medio superconductor. Debido a que la carga eléctrica
neta de los pares de Cooper es no nula, se da lugar a la generacién de una masa
efectiva para el fotén, lo cual a su vez hace que la distancia de penetracion de los
campos electromagnéticos en el superconductor sea finita. Ahora bien, en materia
superconductora de quarks se presenta una situacion similar, ya que los pares quark-
quark que forman el condensado también tienen carga eléctrica neta. En este caso,
la carga de color de dichos condensados también sera distinta de cero, por lo cual
los gluones pueden adquirir masa [68] y nos encontramos de esta manera en una
situacion en la que el condensado no es invariante ni ante las transformaciones U(1)
electromagnéticas ni las de tipo SU(3) del grupo de color. Sin embargo, es posible
construir una combinacion lineal de estos campos, de manera de que el condensado
sea invariante ante un nuevo operador de carga. Dicho operador estd dado por:

5 _ 1,08
Q=0r®1 1f®2\/§- (6.1)
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Como consecuencia de esto, existird un campo “rotado” que permanecera no masivo
incluso ante la formacion del condensado, y el cual puede penetrar el medio. La
correspondiente carga eléctrica rotada estd dada por é = ecosf, donde 6 es el
angulo de rotacién, cuyo valor estimado segin [69] es ~ 1/20.

Para tratar esta situacion en el modelo de NJL, se agrega un campo de color de
fondo, el cual se acopla a los quarks mediante la derivada covariante usual:

D, =0, —ieQA,, (6.2)

donde flu es la combinaciéon del campo electromagnético y el de color. En este caso,
podemos agrupar los estados de quarks en el espacio sabor-color, (u,, ug, us, d, dg, dp),
de acuerdo a los valores de las cargas rotadas:

~ 1 ~ 1
Qlur > = —|—§|ur > Qlug >= +§]ur >

. 1 - 1
Qldr > = —§\dr > Qldg >= —§|dg >
Qlub> = +1jub> Qldb >= 0|db > . (6.3)

Por lo tanto, podemos escribir el potencial termodinamico de la siguiente manera
(70, 71]

(M —m.)?*  A?
Onira (M, A eB, p) :T+E+| > Qa, (6.4)

~_—_n 1
q|707§71

donde la suma esta realizada sobre las distintas especies de quarks, con cargas
¢ =10,1/2,1. Los términos correspondientes son:

- _
Qo = —/(%)3 (B¢ + B ), (6.5)
B & < dp, (. _
s =~ S [ (B [B7]), (6:6)
eB & o dp, _
Qg=1/2 = Tor Zo‘k/ %(Efm + E1/2>~ (6.7)
k=0 -

Las relaciones de dispersion serdan analogas a las del caso sin diquarks, con el co-
rrespondiente valor de carga que se acopla al campo rotado:

Ef = Jp*+M2+p=FE,+pu

Ef = \Jp?+2keB+ M2+ p=Ei(ps,k) £p

2
Ef, = ﬂ\/pg+kéB+M2 + p| + A2 (6.8)



6.1. Modelo NJL con superconductividad de color en presencia de campo
magnético

El término de ¢ = 0 esta desacoplado del campo y tendra por lo tanto el com-
portamiento usual del caso en ausencia de campo magnético y sin interacciones
quark-quark. Separando los términos de vacio y de materia obtenemos:

ool M) = =2 [ S5, =2 [ Sk lu— Bl - 5)
= QVAC(M>+QMED(,U; M) (69)

El término €2j5-1, por otra parte, tiene la forma correspondiente a la de quarks en
campo magnético, donde ahora hacemos el reemplazo ¢y — ¢ = 1. Por lo tanto,
también podemos separar esta expresion en una parte de vacio y otra de materia:

Qq|=1——63§:0%/ - 1(ps, k)
- Z /mdpz /z By p3ak))@(M—E1(p3,k’)) (6.10)

y, aplicando la regularizaciéon independiente del campo magnético sobre el término
de vacio, obtenemos:

Qgi=1 = Qvac(M) + Quac(éB, M) + Quep(eB, M, ). (6.11)

Finalmente tratamos el caso |¢| = 1/2, donde la presencia del condensado A en
la relacion de dispersion impide llevar a cabo en forma directa la regularizacion
discutida en el cap.3, y requiere por lo tanto de un tratamiento especial. De hecho,
en la literatura se ha explorado el caso de NJL con interacciones quark-quark en
campo magnético usando solamente reguladores que actiian sobre cada NL por
separado [72, 73], lo cual produce las oscilaciones espurias discutidas en la sec.3.2.1.

A continuacion, se llevard a cabo la generalizacion de la regularizacion indepen-
diente del campo magnético para el término 2j4—1/2. El primer paso consiste de
sumar y restar el siguiente término, independiente del potencial quimico:

B oo
Q—Zak/ dpz\/pg+kéB+M2+A2. (6.12)

De esta manera, obtenemos:

Q‘(ﬂ:l/z = —(51 + SQ), (613)
donde _— p
é . .
Sp=—Qumip == 5> ozk/ 2p F(p* + kéB), (6.14)
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y hemos definido

F(z)= 3.

s=+1

\/(\/2+M2—|—s,u)2+A2—\/z+M2—I—A2 . (6.15)

Ambos términos en (6.13) son divergentes. Sy, sin embargo, puede ser llevado a la
forma del término de vacio con campo magnético del caso sin diquarks mediante el
reemplazo M — M* = v/ M? + AZ2. Teniendo en cuenta que ¢ = 1/2, escribimos:

B & o dp, -
s =% ak/ 2p P2+ kéB + (M*)2, (6.16)
T k—0 —o0 &T

Usando la regularizacion ya discutida, obtenemos:

_8 = 4 Quac(M*) +4 Qe (M 72> . (6.17)
El factor 4 adelante de cada término corresponde a que hay cuatro especies de quark
cuya carga es |G| = 1/2. Por otro lado, para regularizar el término Sy, deberemos a
su vez sumar y restar la siguiente contribucién en ausencia de campo magnético y
dependiente del potencial quimico:

d3p
— 4 / Fp?). 1
De esta manera,
Sy = Ry + Ry, (6.19)

donde

eB X % dp, 9 - d*p 2
SR = F(p? + keB) 4 [ L P ). 2
Re=S$i=Fu=5-> [ SEFGE+keD) EE) (620)

(2

En esta expresion, el término R; es divergente. Para regularizarlo, primero debemos
reescribirlo de la siguiente manera:

R, = 4/ (;er];?’ [\/(Eo—)2 + A2 4 J(B)2 + A2 = 24/p2 + M2 + A?} (6.21)

y, definiendo

d3p
QM A ) =2 [ S5 T [ s s 2] (6.22)
(27-() s==+1
podemos reexpresarlo como:
—Rl =2 QA(M, A, ,u) +4 QVAc(M*), (623)
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donde el término Qy 4c(M*) en la Gltima expresion se cancelard con el que aparece
en Sy en (6.17), mientras que el término Qa (M, p, A) debe ser regularizado al igual
que en el caso sin campo magnético mediante una funcién de corte.

Por otro lado, en lo que respecta al término Rs, debemos reescribirlo y demostrar
que es finito. El calculo procede de una forma similar a lo realizado para el caso
sin interaccién de diquarks. Primero escribimos la segunda integral en coordenadas
cilindricas, mediante el cambio de variables:

Pe = VEBx cosl
py = VEBxsind. (6.24)

Luego de hacer la integral angular, obtenemos:

d3p eB [ dp, [
F2:—/ Z/dFZ”B. 6.25
/(%)3 ) =1 [ | dr Fei+eBr) (6.25)

Esta expresion puede simplificarse nuevamente usando el cambio de variables p, =
VéBp. También, definiendo una funcién nueva f(z) que satisface que vVeBf(z) =
F(zéB), tenemos:

m= R S -2 [Ta s en) 620

21 o] % k=0 ]

donde

V(Vzt 22+ p/VeB)? +y—21—Z ¥y, (6.27)

fz) ="

s==£1

La convergencia de esta expresién se demuestra realizando la expansién asintotica
de la funcién f(z) para valores grandes de z, lo cual se encuentra detallado en la
ultima seccion de este capitulo. Resumiendo estos resultados, tenemos que:

Qgizije = —(S1+ Ri + Ra), (6.28)

con
-5 = 4 QVAC(M*) +4 QMAg(M*,éB/Z) (629)
—Ry = 2Qa(M,p,A) +4 Quac(M¥), (6.30)

de modo que los términos Qyac(M*) en Sy y R; se cancelan entre si. De esta
manera, llegamos finalmente a la expresion regularizada para €5—1/2:

Q|q~|:1/g =4 QMAg(M*,éB/Q) + 2 QA(M,M, A) — Rs. (631)

Este término se introduce entonces, junto con (6.9) y (6.11), en la expresién para
el potencial dada por (6.4).
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6.2. Comportamiento del modelo en funcién de
los parametros

A continuacién analizaremos en detalle los resultados obtenidos para el mo-
delo con interacciones entre diquarks en campo magnético, nuevamente compa-
rando los comportamientos para los conjuntos de parametros correspondientes a
My = 340 MeV y My = 400 MeV y prestando atencion a la dependencia con el
cociente H/G. En particular, los valores representativos H/G = 0.5,0.75 y 1 serdn
considerados y también discutiremos cémo los resultados se modifican al barrer en
el rango de H/G entre 0y 0.5.

Comenzamos analizando el comportamiento de los pardmetros de orden como
funcion de p para algunos valores fijos de campo magnético, los cuales se presentan
en la fig.6.1. Nos concentramos en los resultados obtenidos usando el Set 1, el
cual exhibe una estructura de fases mas complicada, mientras que nos referiremos
al Set 2 mas adelante. Como es usual, notamos para todos los valores de H/G la
existencia de la fase vacio a potenciales quimicos suficientemente pequenos, donde el
gap superconductor es nulo y por ende la interaccion de diquarks no produce ningtin
efecto. De hecho, el comportamiento de la masa vestida es también el mismo que
en el caso H = 0, exceptuando una diferencia pequena en la respuesta ante campo
magnético proveniente del hecho de que tratamos con un campo magnético rotado.
Por otro lado, para potenciales quimicos grandes el sistema se encuentra en una fase
superconductora, donde el parametro de orden A es no nulo. La misma mantiene las
caracteristicas de las fases tipo A ya discutidas, en el sentido de que la densidad es
finita y la simetria quiral se encuentra restaurada. El gap superconductor aumenta
con el cociente H/G y con el potencial quimico. En lo que respecta al caso H/G =
0.5, vemos que para eB = 0.04 GeV? (panel izquierdo) existe una fase tipo C', con
simetria parcialmente restaurada en el rango intermedio de potenciales quimicos
1= 338.2 — 346.1 MeV. Al igual que en el caso sin diquarks, estd separada de las
fases By A por transiciones de primer orden. La densidad de quarks es finita para
las especies con carga |¢| = 0 y |¢| = 1, donde para esta ultima sélo el NL maés
bajo esta poblado. Como hemos mencionado, la interacciéon quark-quark produce
un gap incluso para valores arbitrariamente bajos del cociente H/G, sin embargo,
dado que la densidad de los quarks |G| = 1/2 también es pequena en esta fase, el
gap resultante es practicamente despreciable, manteniéndose por debajo de 1 MeV
en la mayoria de la misma, mientras que por otro lado, la masa vestida presenta casi
el mismo comportamiento que en el caso sin superconductividad. Por otra parte,
en la fase A el campo A adquiere un valor algo mayor, aunque permanece en el
rango 25 — 30 MeV, que es un valor relativamente pequenio comparado con los que
resultan de valores mayores del cociente H/G en esta misma fase. Al aumentar el
cociente H/G, el potencial quimico critico correspondiente a la transiciéon superior
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Figura 6.1: M y A en funciéon de pu para el Set 1, diferentes valores del cociente
H/G y dos valores representativos de éB. Las lineas llenas, guionadas y punteadas
corresponden a H/G = 0.5,0.75 y 1 respectivamente.

se desplaza hacia abajo, con lo cual disminuye la extension de la fase C. Para
H/G = 0.75 dicha fase no estd més presente y la tinica transicién existente ocurre a
un potencial quimico menor. En este caso la estructura de fases es particularmente
simple, estando presentes solamente la fase B, donde M # 0y A = 0, y por
otro lado el conjunto de fases tipo A donde M es pequeno y A # 0. Para valores
atn mayores de H/G, vemos que nuevamente existe una fase intermedia, la cual
denotamos como fase D. Esta es cualitativamente diferente a la fase C' ya discutida,
dado que aqui tanto la masa vestida como el gap superconductor son distintos de
cero. Por esta razén, esta fase a veces es llamada “fase mixta” [74], aunque este
no es el unico significado que se la ha otorgado a este término en la literatura
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[75]. La transicién que conecta las fases B y D es de segundo orden y ademés
M no disminuye sustancialmente en esta fase, aunque es interesante notar que A
aumenta rapidamente de 0 a 75 MeV en un rango pequeno de u. Por otro lado, la
densidad de quarks de las especies |G| = 0 y |G| = 1 es nula, pero la presencia del
gap A induce una densidad no nula para los quarks |G| = 1/2. Como en los casos
previos, la transicién que conduce a las fases tipo A es de primer orden, donde
ahora A ~ 175 MeV. Ademas, vemos que en este grafico hay otra transiciéon para
1= 308.5 MeV, lo cual de hecho es una vA-dH atravesada verticalmente.

Por otro lado, vemos que el comportamiento es mas simple para campos magné-
ticos altos, como puede verse en el panel derecho correspondiente a éB = 0.3 GeV?2.
Al igual que en los resultados discutidos en los capitulos anteriores, vemos que para
estos valores de campo magnético sélo permanecen las fases B y las de tipo Ay. En
particular, a partir de éB ~ 0.15 GeV?, una tnica transicién conecta la fase B a la
fase Ag, que es la tinica presente en el rango de p que es de interés. Nuevamente, no-
tamos en general que aumentar H/G produce un aumento del pardmetro de orden
A en la fase A y una disminucién del potencial quimico critico que conduce a esta
fase. Por otro lado, notamos que en el caso éB = 0.04 GeV?, A crece més rapido
como funcién de p que para éB = 0.3 GeV?2, donde aparenta ser casi constante. De
hecho, hemos verificado que para éB > 0.4 GeV?, el gap superconductor disminuye
(aunque levemente) con el potencial quimico.

En la fig. 6.2 exhibimos los diagramas de fase en el plano éB — u, para los tres
cocientes ya discutidos de H/G y para ambos conjuntos de parametros. A medida
que H/G crece, vemos que la fase superconductora tiende a producirse a valores
menores de p, mientras que la profundidad del pozo de catélisis inversa disminuye.
En la region de fases tipo A, los NL’s estan ocupados hasta alrededor de k = 7 por
quarks |G| = 1. Notemos que el k;,4, que se observa en este rango es mucho menor
que el que se tiene para el caso sin diquarks. Esto se debe simplemente a que la
carga asociada al campo magnético rotado es 1, por lo que los niveles de Landau se
encuentran mas espaciados que para las cargas 2/3 y 1/3 correspondientes al caso
de campo puramente magnético.

Como hemos discutido, el caso H/G = 0.5 es similar al caso sin diquarks para
ambos conjuntos de parametros, puesto que los gaps superconductores producidos
no son lo suficientemente grandes como para modificar los potenciales quimicos
criticos. En particular, en el Set 1, vemos (panel superior izquierdo) que la fase C' se
extiende en una franja horizontal hasta éB ~ 0.11 GeV?, donde est4 limitada por un
crossover quiral. Observamos que aunque la region parcialmente restaurada consiste
de una sola fase tipo Cj, es decir, donde solo el NL inferior estd poblado, los estudios
realizados en las secciones anteriores sugieren que si se introducen interacciones
vectoriales o si se escoge un My menor, pueden aparecer fases C} con valores mas
altos de k entre las dos transiciones principales. Por otro lado, en el Set 2 (panel
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Figura 6.2: Diagramas de fase para diferentes valores del cociente H/G, para los
Sets 1 (paneles izquierdos) y 2 (paneles derechos). Las lineas llenas negras corres-
ponden a transiciones de primer orden y las lineas punteadas negras a transiciones
de segundo orden. Las lineas rayadas-punteadas representan los crossovers asocia-
dos a la susceptibilidad quiral crossovers. Las lineas guionadas azules representan
los crossovers de susceptibilidad de ntiimero de quarks, los cuales son demasiado
débiles para considerar que separan distintas fases.
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superior derecho) la situacion es mucho mas sencilla, nuevamente mostrando que el
valor de M, al que ajustan los pardmetros determina la complejidad del diagrama
de fases.

Al aumentar H/G, vemos que ocurre un desplazamiento hacia abajo de las tran-
siciones principales para ambos conjuntos de pardametros. En el Set 1, en particular,
la transicion principal superior se desplaza hacia abajo, mientras que la transicion
inferior permanece fija al barrer en H/G. Para H/G = 0.75, los dos conjuntos de
parametros presentan una estructura particularmente simple, existiendo una tnica
transicion principal en todo el rango de campos magnéticos. Finalmente, los dia-
gramas para H/G = 1 son mostrados en los paneles inferiores, donde la fase D
esta presente en ambos conjuntos de parametros. La existencia de esta fase es con-
secuencia del apareamiento de quarks y por lo tanto estda presente también para
éB = 0. Es interesante notar, sin embargo, que se extiende considerablemente en
la regién de campos magnéticos finitos. Las dos transiciones que la delimitan son
aproximadamente horizontales para ¢ B chico. Para valores més grandes, las lineas
de las transiciones se acercan y finalmente intersecan en eB ~ 0.1 GeV?, donde la
fase D desaparece. A campo magnético chico, la fase D existe para un rango angosto
de p de a lo sumo 5 MeV para ambos conjuntos de parametros, aunque es claro
que el tamano de esta region es sensible al valor de H/G y por lo tanto serd maés
extensa en la direccion del potencial quimico para valores mas altos de H/G.

En la fig. 6.3, presentamos el comportamiento de los parametros de orden en
funcién del campo magnético, para los valores de H/G estudiados y para algunos
potenciales quimicos representativos. Nuevamente, exhibimos los resultados para
el Set 1, ya que no hay diferencia cualitativa con el Set 2. Ya habiamos visto al
comienzo de esta seccién que en la fase B la masa crece con campo magnético y que
A = 0 independientemente de H/G. Cuando la poblacién de quarks es finita, varias
posibilidades aparecen dependiendo del campo magnético, conjunto de parametros y
constante de acoplamiento. Para potenciales quimicos altos, (1 = 360 MeV), donde
la simetria quiral estd restaurada para todos los valores de H/G, la masa exhibe
una serie de picos discontinuos. Estos corresponden a las transiciones de vA-dH
ya discutidas, donde el k,,,, corresponde a los quarks |G| = 1 que cambian en una
unidad. Debido a su acoplamiento con la masa, A también oscila. Estas oscilaciones
se hacen especialmente grandes para campo magnético intermedio, alrededor de
éB = 0.1 GeV2. Al aumentar H/G, no s6lo aumenta A, sino que ademds M exhibe
una leve disminucion. Por otra parte, las oscilaciones presentes en ambos parametros
de orden se atentian y se vuelven despreciables respecto a la escala misma de los
parametros de orden.

Para H/G = 0.5, p = 340 MeV corresponde a la fase intermedia tipo C' donde
la poblacién de quarks es finita y A es pequeno. Notamos que para éB chico, la
masa esta cerca de su valor en vacio, y que gradualmente disminuye a medida que
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Figura 6.3: M y A en funcién de éB para tres valores de H/G y valores represen-
tativos de p en el Set 1.

éB crece. Esta caracteristica es una manifestacion del efecto de anticatalisis, similar
al que se vio en el caso sin diquarks en el capitulo 4. Por otro lado, A es muy pequeno
y crece solo levemente, permaneciendo siempre debajo de 1 MeV. Los saltos en M y
A cerca de éB = 0.1 GeV? corresponden a la transiciéon de primer orden a una fase
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Aj. Para campos magnéticos mayores, la masa disminuye hasta finalmente llegar a
la fase B, donde aumenta abruptamente. En los dos paneles inferiores de la fig. 6.3,
también puede verse el comportamiento de M y A en la fase mixta H/G = 1.
Aqui, vemos que la masa es casi independiente del campo magnético en la fase D
(levemente decreciente), mientras que el gap superconductor aumenta de 25 MeV a
50 MeV.

Respecto a las transiciones vA-dH, recordemos que estas son caracteristicas de
la fase quiralmente restaurada de cualquier modelo NJL con campo magnético. En
particular, en el modelo sin apareamiento de quarks, habra transiciones de este tipo
para quarks u y d. En presencia de un campo rotado, los quarks con carga |¢| = 1y
|| = 1/2 acoplan al campo magnético, de los cuales s6lo la primera especie produce
transiciones vA-dH, puesto que la presencia del condensado A en la relacién de dis-
persién del quark |¢| = 1/2 produce que la suma sobre niveles de Landau no tenga
un valor de corte. Sin embargo, hay una transicién tipo crossover para H/G = 0.5
y 0.75 que se asemeja a una |¢| = 1/2 vA-dH en el siguiente sentido. En el caso
H =0, donde A = 0, las integrales en los términos de materia de |¢| = 1/2 se trans-
formarian en funciones de Heaviside, cortando las sumas sobre niveles de Landau

en un maximo dado por la relacion \/ pu? — (M? + kéB) y por lo tanto produciendo
transiciones vA-dH. Si H/G es finito pero pequeno, estas discontinuidades desapa-
recen rapidamente, pero un remanente de las mismas sigue estando presente porque
las susceptibilidades de ntimero de quarks atin exhiben picos. Sin embargo, estos
son borroneados a medida que H/G aumenta y para H/G = 0.5 no hay mas rastro
de estas transiciones, excepto por aquella correspondiente al pasaje del NL 0 al 1,
que es la que exhibe el mayor salto cuando H/G = 0. En el Set 1, esta transicion
es de primer orden, aunque dicha linea se convierte en un crossover, como puede
verse en el correspondiente panel fig. 6.2. Este crossover sigue estando presente para
H/G = 0.75 y finalmente desaparece en H/G = 1. Hacemos la observacion de que
como estas transiciones son débiles, no consideramos que separen distintas fases.

6.3. Convergencia de la integral R,

En este apéndice preentamos el detalle de como se demuestra que la expresion
dada en (6.26) resulta convergente. Partiendo de esta, notamos que primero conviene
aislar el término k£ = 0.

(eB)*

272

[ s+ B [ [i k) = [T dr fP as)] (6:32)

T2

R:

donde se us6 que los integrandos son funciones pares de p para reescribir el limite
de las integrales. Primero, notamos que la funcién f(z) es acotada en el intervalo
0 < z < 0. Luego, para demostrar que las integrales de impulso son convegentes,
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alcanza con verificar que los integrandos correspondientes tienden a cero lo suficien-
temente rapido cuando p — oo. Para esto, podemos considerar la expansion de f(z)
para z >> p?/éB; (M? + A?)/éB. Obtenemos

o Cm
&)= Zin (6.33)
m=1 Z
donde los valores de C,, para m = 1,2 son
A2M2 A2,u2 IUQ 3 M2 + A2
= ; = —_ .34
G (éB)? C2 (éB)? |éB 2 ¢éB (6:34)

A partir de la ec.(6.33) podemos ver que para valores grandes de p el integrando
en el primero término de R disminuye como 1/p? y, por lo tanto, la integral es
convergente. Para demostrar la convergencia del segundo término, debe procederse
de la siguiente manera. Consideremos N >> 1%/éB; (M? + A?%)/éB tal que para
z > N podemos reemplazar f(z) por la expansion dada en ec.(6.33). Como ejemplo,
notamos que para el rango de valores de i y €B considerados en este trabajo, u?/éB
y (M? + A?)/éB son siempre menores que 25. A su vez, se verificé que si N >> 25
(ej. N=250), el uso de los primeros pocos términos de (6.33) conduce a valores que
estan en excelente acuerdo con aquellos obtenidos a partir de la expresion completa.
Entonces, denotando como I al integrando en el segundo término de Eq.(6.32),
tenemos

k=1
3 S 1 o0 dz
" Cm (P A==y / — 6.35
Tnzzjl k:%:—i-l (p2 + l{?)m-‘rl/Q N (p2 + x)m—&—l/Q] ( )

A continuacién notamos que, dado que m > 1, la suma sobre k en el segundo término
puede escribirse en términos de la funcién Hurwitz zeta £ y que la integral sobre x
es convergente y puede realizarse explicitamente. Consecuentemente, obtenemos:

I = [Z_:f(p%rk)—/o]v da f(p2+:v)]

1 1
m—1/2 (p?+ N)m-172

+ fj Ch lé(m+1/2,1—|—p2+N)— (6.36)
m=1

Considerando valores de p*> >> N y nuevamente haciendo uso de ec.(6.33) es facil
ver que los dos términos en el primer corchete de (6.36) van como N/p3 lo cual
implica que sus contribuciones a R son finitas. Falta entonces demostrar que la
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contribucién principal al segundo corchete disminuye més rapido que 1/p. Esto
no es tan obvio ya que para m = 1 el segundo término disminuye como 1/p. De
hecho, es preciso que ese término caiga de esa manera de modo de cancelar un
término similar que aparece en el primer término. Para demostrar como ocurre esta
cancelaciéon, consideramos primero la expansiéon de la funcién zeta de Hurwitz. Para
x>>1ym > 1, uno tiene

o (m=1/2) L~ (m+1/2)

m—1/2 2

Em+1/2,1+2) = +O (a3 (6.37)

Usando esta expansion es ficil ver que para p? >> N tenemos:

1 1 1
-
m — 1/2 (pZ + N)m—l/Q 2p2m+1

E(m+1/2,1+p*+N) - +0 (pmem)

(6.38)
Esto implica que la contribucién principal proviene del término m = 1 y que tiende
a cero como 1/p?, asegurando la convergencia de la integral correspondiente.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se estudio el efecto de campos magnéticos sobre materia de quarks
fria, haciendo énfasis en la caracterizacion del diagrama de fases a potencial quimico
finito y el comportamiento de los parametros de orden que determinan las posibles
fases del sistema. El punto de partida fue el modelo de Nambu Jona-Lasinio (NJL),
sobre el cual se realizaron las extensiones pertinentes para realizar un tratamiento
termodinamico y para tener en cuenta interacciones de distinto tipo. Se observo que
la presencia de campo magnético induce una estructura de fases potencialmente
compleja, dando lugar a una variedad de diagramas cualitativamente diferentes
dependiendo de los parametros escogidos. Para el tratamiento del modelo se recurrié
al formalismo de bosonizacion. Este procedimiento consiste de reescribir los grados
de libertad de quarks en términos de los campos mesénicos o(x) y 7(x), y en
términos de los cuales se escribe el potencial termodindmico. Luego, al realizar
la aproximacién de campo medio, se descartan las fluctuaciones de los campos vy,
ademas, solamente el valor promedio & es distinto de cero. Finalmente, el parametro
de orden de la simetria quiral es el valor de & que minimiza el potencial. Este calculo
muestra entonces cémo los términos de interaccion dan lugar a la ruptura dinamica
de la simetria quiral, mostrando ademas la relacién entre el campo ¢ y la generacion
de masa vestida para los quarks.

El anélisis del modelo con campo magnético requirié prestar especial atencion
al procedimiento de regularizaciéon. Como es sabido, el modelo NJL precisa ser re-
gularizado para obtener resultados con significado fisico, para lo cual existen varias
alternativas. En esta tesis se recurrié al uso de funciones de corte que se imple-
mentan sobre el integrando del término de vacio divergente. Este procedimiento
es facilmente aplicable al caso de campo magnético cero, pero la generalizacion a
campo magnético finito no es evidente, puesto que la relacién de dispersion de los
quarks adquiere aqui una estructura dependiente de los niveles de Landau. Por lo
tanto, el término de vacio consta de una suma sobre dichos niveles, cada uno de
ellos con una integral divergente sobre el componente de impulso paralelo al campo
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magnético. En primera instancia, se discutié un procedimiento para tratar estas di-
vergencias que consiste de aplicar funciones reguladoras sobre el integrando de cada
nivel de Landau por separado. Esta alternativa ha sido discutida en la literatura
y en principio aparenta ser una extension natural del caso de campo magnético
cero. Sin embargo, la dependencia explicita del campo en los términos divergentes
da lugar a oscilaciones en el parametro de orden, las cuales no son fisicas y por
lo tanto dificultan la interpretacion de los resultados. En el caso mas extremo de
la funcion escalén, incluso se observa que este procedimiento introduce puntos no
analiticos en el diagrama de fases que no estan asociados a una transicion de fase,
puesto que se originan puramente en el procedimiento de regularizacion. Para poder
realizar un analisis que estuviera desprovisto de este tipo de complicaciones, se re-
currié entonces a otro tipo de esquema, denominado “regularizacién independiente
del campo magnético”, que consta de sumar y restar al potencial termodinamico un
término de vacio con la forma del caso de campo magnético cero. Se demostrd que
la diferencia entre dicho término y el de vacio magnético resulta finito, con lo cual
la divergencia se aisla en el término restante. Este no depende explicitamente del
campo, y por ende puede regularizarse mediante los mismos métodos que se usan
para el caso de e B = 0. Por lo tanto, no existen las dependencias espurias del campo
previamente mencionadas y varios de los efectos en presencia de campo magnético
son mas sencillos de interpretar. Entre estos se encuentra el efecto de catélisis mag-
nética, el cual consiste de un aumento sostenido de la masa en funcién del campo,
y que se hace particularmente visible a partir de eB ~ 0.1 GeV?2. Para completar el
estudio de estos dos esquemas de regularizacion, se comparoé el comportamiento del
parametro de orden en funcién de eB con los resultados correspondientes de Lattice
QCD (LQCD) que se encuentran en la literatura. Aqui se observé que los resultados
basados en el uso de factores de forma no tienen buen acuerdo con aquellos obte-
nidos mediante LQCD vy, en particular, a campos magnéticos altos las pendientes
resultantes son mucho mayores. Ademads, se tuvieron en cuenta varios conjuntos de
parametros que conducen a un rango de valores relativamente amplio de M, y se
observé que el comportamiento del parametro de orden es relativamente estable,
por lo cual se concluy6 que el ajuste no puede mejorarse modificando los parame-
tros en un rango realista. Por el contrario, para la regularizacion independiente del
campo magnético la curva de LQCD si se encuentra contenida dentro del rango que
se obtiene variando M, y, ademas, las pendientes en el limite de campos altos son
similares entre si.

En lo que sigui6 del trabajo, se utiliz6 la regularizacion independiente del cam-
po magnético, con la cual se procedié a estudiar la estructura de fases a potencial
quimico finito para distintos tipos de interacciones. En una primera etapa, se utilizo
el modelo NJL en su version elemental. Como es sabido, la misma es suficiente para
describir el fendmeno de ruptura de simetria quiral y la apariciéon de los bosones de
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Goldstone asociados con los piones mediante so6lo dos términos de interaccion, de
naturaleza escalar-isoescalar y pseudoescalar-isovectorial. En este marco, se carac-
terizo el diagrama de fases resultante del modelo, realizando un estudio exhaustivo
de su dependencia con la parametrizacion. Esto se llevé a cabo escogiendo valores
fijos para la masa y la constante de decaimiento del pién, cantidades que se calcu-
lan reteniendo las fluctuaciones a orden cuadratico en el potencial termodinamico.
Luego, M, se vari6 en el rango fisico de 300 — 400 MeV. Como resultado general,
se observd que a potenciales quimicos suficientemente chicos el sistema siempre se
encuentra en una fase de vacio y simetria rota (fase B), mientras que a potenciales
quimicos altos la simetria se restaura y la densidad es finita, en un conjunto de fases
(fases tipo A) que difieren entre si por la cantidad de niveles de Landau poblados.
La estructura del diagrama de fases a valores intermedios del potencial quimico
resulté ser mas compleja, donde dependiendo de la eleccién de parametros podia
existir o no un conjunto de fases de simetria parcialmente restaurada (fases tipo C),
donde la densidad es finita también. En la mayoria de los casos, se encontré para
el diagrama de fases una estructura que consta de una o dos denominadas “tran-
siciones principales”, las cuales son horizontales a campo magnético intermedio y
que dividen el diagrama en las regiones A, By C. Para realizar una caracterizacién
rigurosa de la estructura de fases, se opté por realizar primero un estudio del limite
quiral. Si bien este caso no es realista, resulta sumamente 1til estudiarlo ya que
la simetria SU(2) de sabor del Lagrangiano es exacta aqui, y por lo tanto ciertos
efectos pueden ser interpretados con mayor facilidad. Una de las caracteristicas mas
importantes de dicho limite es que la simetria se restaura de manera exacta a po-
tenciales quimicos altos. A su vez, las transiciones de fase entre las fases tipo C'y
las fases tipo A pueden ser de primer orden o de segundo orden. Al incluir masa
corriente finita, la distincién entre las fases C' y A se vuelve difusa, puesto que las
transiciones de segundo orden se convierten en crossovers, y por ende la definicion
misma de la transicion se vuelve relativamente ambigua. Por otro lado, tanto en el
limite quiral como en el caso de masa corriente finita, se observd que los diagramas
de fases correspondientes se simplifican notablemente al aumentar M, y, en particu-
lar; para valores grandes de dicha cantidad existe una tnica transicion conectando
la fase de vacio con la de simetria rota. Mientras tanto, a valores de M, menores
el comportamiento depende del campo magnético. A campos chicos e intermedios,
la restauraciéon de simetria se da a través de varias transiciones sucesivas donde la
masa disminuye en saltos pequenios, mientras que para campos magnéticos altos
nuevamente se encuentra una estructura de fases que consta de una tnica transi-
cion. Es interesante notar que esta dependencia de la parametrizaciéon ocurre para
valores de My dentro del rango fenomenologico.

En las fases tipo A, el comportamiento del sistema estd dominado principalmen-
te por efectos de la densidad. En el limite quiral, de hecho, el condensado quiral es
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nulo y la densidad es el tnico parametro de orden relevante, el cual se encuentra
completamente determinado por el potencial quimico y el campo magnético. De
esta manera, la densidad presenta oscilaciones que son producto de la competencia
entre el factor de degeneracion ¢B (proveniente de la integral en la direccion po en
el potencial termodindmico) y el espacio de fases disponible asociado a niveles de
Landau sucesivos. Al pasar al caso de masa corriente finita, este comportamiento no
se modifica sustancialmente y de hecho se ve que hasta campos magnéticos interme-
dios la masa vestida presenta oscilaciones inducidas por las variaciones de densidad.
A campos magnéticos mas altos, por otro lado, el término de vacio magnético se
vuelve relevante y tiende a desfavorecer masas pequenas. Por otro lado, también se
discutié el fendémeno de catalisis magnética inversa, presente a potencial quimico
finito. Si bien en principio se sabe que el campo magnético estabiliza el condensado
de quarks, sugiriendo que a mayores campos siempre hara falta un potencial quimi-
co critico mayor para restaurar la simetria, este efecto se hace presente solamente a
partir de campos grandes. Por lo tanto, a campos magnéticos menores dominan los
efectos de la densidad, que tienden a restaurar la simetria. La competencia entre
dichos efectos da lugar a una transicion de fase que exhibe una curva en forma de
pozo, la cual se denominé “pozo de catélisis magnética inversa” (pozo CMI). Para
campos magnéticos suficientemente grandes, por otro lado, el término de energia de
vacio se vuelve mas relevante y el potencial quimico critico aumenta indefinidamen-
te. Por lo tanto, los efectos relacionados al término de vacio (la catdlisis magnética
y la formacion del pozo CMI, basicamente) se hacen presentes para eB > 0.1GeV?.
Sin embargo, es interesante notar que las fases multiples tipo C' o tipo A ya existen
a campos menores, modificando sustancialmente la estructura de fases respecto al
caso eB = 0.

Habiendo realizado este estudio, se escogieron los valores 340 MeV y 400 MeV
como casos representativos de los distintos comportamientos posibles que se encuen-
tran en el rango de valores aceptables de M. Con estos, se procedié a estudiar las
caracteristicas de diferentes extensiones del modelo de Nambu Jona-Lasinio. Pri-
mero, se incorporaron al Lagrangiano términos de interaccién corriente-corriente lo
mas generales posibles que respetan las simetrias SU(2) (exceptuando términos de
naturaleza tensorial). Entre ellos, se trat6 el término de ‘t Hooft, el cual reproduce
la anomalia axial de QCD. La intensidad de este término de interaccién regula el
grado de mezcla de sabor a través del parametro ¢y, de modo que los quarks u y
d desarrollan condensados de manera independiente, y en general pueden tomar
valores diferentes dependiendo de las condiciones dadas. En virtud de esto, los dia-
gramas se vuelven en general mas complejos, ya que contienen transiciones de fase
para cada sabor por separado. El parametro ¢, se varié en todo el rango posible
con el objetivo de estudiar la competencia existente entre el campo magnético, que
induce una ruptura del grupo de simetria SU(2)y y la mezcla de sabor, que tiende
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a reestablecerla a medida que aumenta c,. A partir de estos estudios, se concluyd
que al aumentar este parametro se alcanza relativamente rapido un comportamien-
to cualitativamente similar al de mezcla maxima, donde las transiciones de los dos
sabores de quarks ocurren simultaneamente en todo el rango estudiado de campos
magnéticos. En particular, el modelo presenta un comportamiento relativamente ro-
busto alrededor del valor ¢, = 0.2, el cual es sugerido por cédlculos realizados dentro
de la versién SU(3) del modelo. Por lo tanto, en estudios posteriores, se tomé este
valor de mezcla de sabor. A continuacion se estudié el efecto de las interacciones
vectoriales fijando el grado de mezcla de sabor en este valor. A nivel de campo
medio son relevantes solamente los parametros ¢, y ¢, (2.110 y 2.111), y ademaés
puede probarse que variar el parametro ¢, da lugar solamente a cambios cuantitati-
vamente pequenos, con lo que alcanza con estudiar exhaustivamente la dependencia
en g,. Una de las caracteristicas mas notorias que se observa es la disminucion de la
profundidad del pozo de catélisis inversa para intensidad creciente de la interaccién
vectorial. Ademas, los diagramas se vuelvan mas complejos, siendo el efecto similar
al que se observa al disminuir M, donde las transiciones principales se apartan en-
tre si y aparecen fases intermedias tipo C' de simetria parcialmente restaurada. Por
ultimo, manteniéndonos en este caso con ¢, = 0.2 e interacciones vectoriales con
intensidad variable, se impusieron condiciones de neutralidad de carga y equilibrio
(. Uno de los efectos mas notorios de imponer dichas condiciones es que nuevamen-
te los sabores de quarks tendran comportamientos diferentes entre si, debido a la
asimetria de los respectivos potenciales quimicos. Pueden nuevamente existir tran-
siciones separadas y, en particular, las transiciones de van Alphen-de Haas (vA-dH)
se vuelven mas complicadas. Por otro lado, algunos efectos son similares a los que
producen las interacciones vectoriales. Por ejemplo, estas condiciones contribuyen
a reducir el pozo CMI, y de hecho, en conjunto con valores altos de g, el mismo
desaparece completamente. También se tuvo en cuenta el comportamiento de los
leptones, cuyo potencial quimico se encuentra determinado por aquel de los quarks
y las ecuaciones del sistema. Se estudiaron las transiciones de los electrones y los
muones, observando que los electrones se excitan con facilidad, apareciendo simulté-
neamente con los quarks, mientras que los muones exhiben un comportamiento mas
complicado, requiriendo potenciales quimicos altos a eB chico, pero excitandose con
el resto de los quarks a eB alto. Ademas, se vio que la transiciéon de fase en la cual
se pueblan los muones afecta las transiciones de los quarks debido al acoplamiento
entre el potencial quimico leptonico y los parametros de orden.

Finalmente, se estudié el comportamiento del modelo al tener en consideracion
interacciones quark-quark. Se trabajo utilizando la interaccién mas sencilla posible
capaz de generar condensados de diquarks, la cual acopla entre si los estados r y g,
mientras que los estados b permanecen desacoplados. Esto introduce un parametro
de orden adicional A, el cual da cuenta de la presencia de superconductividad, y
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que rompe en forma dindmica la simetria de color SU(3). Para esta extensién del
modelo, se trabajé con un campo magnético “rotado”, el cual consiste de una mezcla
de un campo magnético y otro de color, cuyo operador de carga correspondiente da
lugar a especies de quark con cargas 0, 1 y 1/2. En lo que respecta al tratamiento
de las divergencias, el término de vacio asociado a los quarks de carga 1/2 requiri6
un analisis especial, debido a que la generacion del gap superconductor no permite
realizar la regularizacion independiente de campo magnético de manera inmediata.
Se introdujo de esta manera un procedimiento que puede considerarse una gene-
ralizacion del caso sin diquarks, y el cual no habia sido tratado en la literatura.
Para caracterizar el comportamiento de este modelo en funciéon de la intensidad
de interaccién quark-quarks, se tomaron valores representativos del cociente H/G
alrededor de 0.75, valor escogido en base a modelos de intercambio de un gluén. A
continuacion, se presentaron los diagramas de fase y se discutié el comportamiento
de los pardametros de orden, en funcién del campo magnético y de la intensidad de
interaccién. Para valores por debajo de 0.5, el efecto de la interaccién entre diquarks
es relativamente pequeno, donde A no toma un valor grande, la masa vestida de
los quarks no se modifica sustancialmente y los diagramas de fase no cambian su
estructura. Al aumentar el cociente H/G, sin embargo, las transiciones principales
se desplazan a potenciales quimicos menores, y para el Set 1 las dos transiciones
se juntan, por lo que para H/G = 0.75 la fase intermedia tipo C' no esté presente.
A mayores valores de H/G se vuelve a producir una fase intermedia, la cual es de
distinta naturaleza puesto que el gap superconductor es finito. Es interesante notar
que esta fase, que ya existe para eB = 0, se extiende en la region de campo magné-
tico finito hasta eB ~ 0.1 GeV2. De esta manera, se observa que si bien el diagrama
de fases exhibe una tnica transicion alrededor de H/G = 0.75, ante variaciones no
demasiado grandes del mismo se forman otras estructuras de fases posibles.

En estudios préoximos, el analisis del comportamiento de materia superconducto-
ra sujeta a campos magnéticos elevados puede completarse imponiendo condiciones
de neutralidad de carga y equilibrio 3, como se hizo para el caso de interacciones
vectoriales.
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