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Analisis probabilistico de algoritmos y problemas
combinatorios sobre cuerpos finitos

Resumen

En esta tesis analizamos la complejidad en promedio de dos algoritmos pro-
babilisticos. Uno de ellos calcula puntos [,-racionales de hipersuperficies definidas
sobre el cuerpo finito F; de ¢ elementos en base a una estrategia de “bisqueda en
bandas verticales”. El otro es el algoritmo clasico de factorizacion de polinomios uni-
variados con coeficientes en F,. En este caso nos interesa su comportamiento cuando
se aplica a familias de polinomios cuyos coeficientes satisfacen ciertas relaciones
lineales.

A fin de realizar dichos analisis, proporcionamos estimaciones explicitas del pro-
medio del cardinal del conjunto de valores y la distribucién de patrones de fac-
torizacién en familias lineales de polinomios sobre cuerpos finitos. Los resultados
expuestos, que mejoran los existentes en la literatura sobre el tema, se basan en un
nuevo enfoque, que reduce estas cuestiones combinatorias a la estimacién del niime-
ro de puntos [F,-racionales de ciertas intersecciones completas singulares. Por tal
motivo, parte de esta tesis se centra en el estudio de ciertas propiedades geométricas
de dichas variedades.

Palabras clave. Complejidad en promedio, algoritmos probabilisticos, familias
lineales de polinomios con coeficientes en un cuerpo finito, conjunto de valores,
patrones de factorizacion, intersecciones completas singulares, lugar singular, puntos
racionales.






Probabilistic analysis of algorithms and combinatorial
problems over finite fields

Abstract

In this thesis we analyze the average-case complexity of two probabilistic algo-
rithms. The first one computes F,-rational points of an hysuperface defined over
the finite field [, of ¢ elements based on a search strategy in “vertical strips”. The
second one is the classical factorization algorithm for univariate polynomials with
coefficients in ;. In this case we are interested in the behavior of the algorithm
applied to families of polynomials whose coefficients satisfy certain linear relations.

For this purpose, we obtain explicit estimates on the average cardinality of the
value set and on the distribution of factorization patterns on linear families of poly-
nomials over a finite field. The above results, which improve the existing results in
the literature, were obtained with a new approach that reduces these combinatorial
issues to estimating the number of [F,-rational points of certain singular complete
intersections. For this reason, part of this thesis focuses on the study of certain
geometric properties of these varieties.

Key words Average—case complexity, probabilistic algorithms, linear families
of polynomials over finite fields, value sets, factorization patterns, singular complete
intersections, singular locus, [F,—rational points.
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Capitulo 1

Introduccion

En todo este trabajo denotaremos con [, el cuerpo finito de g := p! elementos,
donde p es un nimero primo, y con [f; su clausura algebraica. En esta tesis vamos a
estudiar los siguientes problemas:

1. Disenar y analizar la complejidad en promedio de un algoritmo probabilisti-
co que calcula puntos [F,-racionales de hipersuperficies definidas sobre F,, o
equivalentemente, soluciones [F-racionales de polinomios multivariados con
coeficientes en [, basado en la estrategia de “busqueda en bandas verticales”,
es decir, bisquedas sobre lineas paralelas en una direcciéon dada.

2. Analizar la complejidad en promedio del algoritmo clésico de factorizacién
para familias lineales de polinomios ménicos univariados con coeficientes en

F,.

3. Estudiar dos problemas combinatorios clasicos sobre cuerpos finitos relevantes
para los dos primeros puntos: el comportamiento promedio del cardinal de la
imagen o “conjunto de valores”, y la distribucién de los patrones de factori-
zacion, en familias lineales de polinomios ménicos univariados con coeficientes
en [,

Mas precisamente, vamos a estudiar los problemas combinatorios mencionados
desde un enfoque geométrico, es decir, traduciéndolos al de determinar la cantidad de
puntos [F,-racionales de ciertas variedades algebraicas singulares. Las caracteristicas
geométricas de estas variedades nos permitiran dar estimaciones explicitas de la
cantidad de puntos [,-racionales de las mismas. De esta manera, dichos resultados
nos serviran para:

(a) Obtener estimaciones explicitas del promedio del cardinal del “conjunto de
valores” de una familia lineal de polinomios univariados de grado d con coe-
ficientes en [y, en el caso en que d sea menor que ¢, con un término de error
explicito en términos de d y q.

(b) Obtener estimaciones explicitas del nimero de elementos de una familia lineal
de polinomios ménicos univariados de grado d con coeficientes en F, y con

11



INTRODUCCION CapiTULO 1

un patréon de factorizacion dado, en el caso en que d sea menor que ¢, con
un término de error explicito en términos de ciertos parametros referidos a la
familia y su patrén de factorizacion.

Estas cotas superiores nos permitiran dar cuenta de las siguientes cuestiones
referidas a los dos primeros problemas algoritmicos:

(a) Determinar el comportamiento asintético de la distribucién de probabilidad
del nimero de “bandas verticales” que deben ser generadas hasta que dicho
algoritmo encuentre un punto F,-racional de una hipersuperficie dada.

(b) Analizar la complejidad en promedio del algoritmo de bisquedas en bandas
verticales.

(c¢) Analizar la distribucién en promedio de la salida de tal algoritmo mediante el
concepto de entropia de Shannon.

(d) Analizar el costo en promedio de las tres etapas fundamentales del algoritmo
clasico de factorizacién en familias lineales: la eliminacién de factores repetidos,
la factorizacién en distintos grados y la factorizacion en igual grado.

Salvo mencion explicita de lo contrario, los resultados de esta tesis son origi-
nales y se encuentran en los siguientes articulos: [CMPP14], [MPP14], [MPP16a],
[CMP15b] y [MPP16b]. Los tres primeros ya se encuentran publicados, en tanto que
el cuarto se encuentra en proceso de publicacién y el tltimo fue sometido a publi-
cacion. Por otro lado, los resultados del Capitulo 4, Seccién 1 y del Capitulo 10 no
se encuentran todavia publicados.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Busqueda de puntos F,—racionales en hipersuperficies

La busqueda de puntos F,-racionales (es decir, con coordenadas en F,) en hiper-
superficies definidas sobre [F, es un problema clésico de la geometria algebraica, con
importantes aplicaciones en criptografia, teoria de cédigos y algebra computacional,
entre otras [KYO08]. Muchos problemas se reducen a encontrar puntos F,-racionales
de hipersuperficies definidas sobre F,. Por ejemplo, en teorfa de cédigos y cripto-
graffa, podemos mencionar que encontrar puntos F,-racionales de hipersuperficies
sirve para clasificar los cédigos ciclicos y funciones casi perfectamente no lineales
[HM11], o en la decodificaciéon de maxima verosimilitud para cdédigos de Reed So-
lomon [GGLO6]. También la busqueda de puntos F,-racionales de hipersuperficies
surge de manera natural en el problema de detectar espacios de matrices no singula-
res (ver por ejemplo el trabajo de L. Lovasz [Lov89] o también el trabajo [BFS99]).
Este problema esta relacionado con el del “testeo de identidades polinomiales”, es
decir, determinar cuando un polinomio multivariado es idénticamente cero.

12



81.1. ANTECEDENTES

Otras motivaciones surgen de la bisqueda de puntos F,-racionales de sistemas
polinomiales subdeterminados con coeficientes en F,: existen algoritmos que reducen
la resolucion de estos sistemas a encontrar puntos F,-racionales de hipersuperficies
definidas sobre F, (podemos citar los trabajos [HW99] o [CM06a]). Solo para mencio-
nar la técnica utilizada en el iltimo trabajo, podemos decir que, a partir del sistema
original se obtiene una hipersuperficie birracionalmente equivalente a la variedad
original, contenida en un espacio ambiente adecuado (existe un morfismo racional
entre la variedad y la hipersuperficie, y dicho morfismo tiene inversa que resulta
también un morfismo racional). Esta hipersuperficie se obtiene como la imagen de
la variedad original por una proyeccion lineal genérica. Por ltimo, se calcula un
punto [,-racional de dicha hipersuperficie y se “levanta” a un punto de la variedad
original.

Existen familias de algoritmos que calculan puntos [F,-racionales de hipersuper-
ficies definidas sobre [, siempre que éstas posean ciertas propiedades geométricas,
como por ejemplo la de ser absolutamente irreducible. Cabe mencionar que una hi-
persuperficie se dice absolutamente irreducible si cada polinomio de grado minimo
que la define es absolutamente irreducible, es decir, es irreducible sobre Fq. De esta
informacion geométrica es posible obtener estimaciones sobre el niimero de pun-
tos I, —racionales de dicha hipersuperficie en términos de su grado y la cantidad
de elementos del cuerpo que, a su vez, puede usarse para el diseno de algoritmos
probabilisticos de busqueda de puntos F,-racionales (ver, por ejemplo, [Mat10]).

Una familia de algoritmos de este tipo se basa en la estrategia de “busqueda
en bandas verticales”, esto es, dado un polinomio F' en F,[X;,...,X,] de grado a
lo sumo d, se trata de determinar elementos a4, ..., a,_; de dicho cuerpo de modo
tal que el polinomio F(aq,...,a,—1,X,) tenga raices en F,. Para el caso r = 2 esta
estrategia fue analizada en profundidad por J. von zur Gathen y colaboradores en
[vzGSS03]. En dicho trabajo, la determinacién del elemento a; de F, se realiza de
manera aleatoria, aplicando, en el caso en que la curva definida por dicho polino-
mio tenga componentes absolutamente irreducibles definidas sobre F,, la conocida
estimacién de A. Weil sobre la cantidad de puntos [F,racionales en curvas abso-
lutamente irreducibles sobre cuerpos finitos (ver [Weid8]). Estos autores proponen
un algoritmo probabilistico de “buisqueda en bandas verticales” que calcula puntos
[F,-racionales de una curva plana de grado d definida sobre [F, de forma tal que cada
punto F,-racional tenga la misma probabilidad de ser calculado (ver [vzGSS03, Al-
gorithm 2.1]). Prueban que si ¢ > 16d*, el algoritmo encuentra un punto F,-racional
con probabilidad al menos 1/2d. De esto, se deduce que, con al menos d elecciones
aleatorias es posible encontrar un punto [F,-racional en una banda vertical con proba-
bilidad al menos 1/2. De todas formas, cabe destacar que en este trabajo se analiza
el costo del peor caso, es decir, la cantidad maxima de operaciones aritméticas en
F, que realiza el algoritmo hasta encontrar un punto [,-racional. Mds precisamente,
los autores prueban que el algoritmo encuentra un punto [,-racional de una curva
plana de grado d, con componentes absolutamente irreducibles definidas sobre [,
y sin lineas verticales, con O(M (d)log(dq)) operaciones aritméticas en F,, donde
M (d) := dlogdloglogd es el costo de la multiplicacién répida entre dos polinomios
univariados de grado a lo sumo d con coeficientes en [, (ver [v2GG99, Chapter 8]).

13



INTRODUCCION CapiTULO 1

Observamos que la notacién log N indica el logaritmo de N en base 2. En el mis-
mo articulo proponen un algoritmo probabilistico que usa (dlogq)®") operaciones
aritméticas en [, y trata con el caso relativamente [F,-irreducible. Cabe mencionar
que un polinomio definido sobre F; se dice relativamente F,~irreducible si ninguno de
sus factores irreducibles sobre [, es absolutamente irreducible. A su vez, una curva
plana definida sobre I, se dice relativamente [, —irreducible si cada polinomio de gra-
do minimo con coeficientes en F, que la define es relativamente [,-irreducible. Este
algoritmo determina cuando el polinomio de entrada es relativamente F,-irreducible
y, si es asi, encuentra todos los ceros F;-racionales del mismo.

Siguiendo estas ideas, G. Matera en [Matl0] propone un algoritmo para la
busqueda de puntos [F,-racionales sobre curvas planas generales de grado d definidas
sobre [,. Observa que, si la curva de entrada o alguna componente irreducible so-
bre F, resulta absolutamente irreducible, se aplica un algoritmo similar a [v2GSS03,
Algorithm 2.1] para curvas planas absolutamente irreducibles. En tal caso, prueba
que si d > 2y g > 16d*, entonces el algoritmo calcula un cero F,-racional con
una cantidad maxima de O(dU(d)log(dg)) operaciones aritméticas en F,. En este
caso U(d) := M(d)logd representa la cantidad de operaciones maximas en [, para
el calculo del maximo comun divisor entre dos polinomios de grado a lo sumo d,
utilizando la multiplicacién rapida (ver, por ejemplo, [vzGG99, Chapter 11]). En
cambio, si ninguna de las componentes irreducibles sobre [, de la curva en cues-
tién es absolutamente irreducible, se aplica el algoritmo propuesto en [vzGSS03]
para curvas relativamente F,—irreducibles, que requiere O(dU(d?)log(dq)) operacio-
nes aritméticas en F,. Cabe agregar que en [vzGO08] se prueba que la probabilidad
de que un polinomio bivariado con coeficientes en [, de grado d > 2 sea reducible es
menor o igual que ¢*~%¢(1 4+ 6¢~!), y la probabilidad de que un polinomio bivariado
con coeficientes en [, de grado d sea relativamente irreducible es menor o igual que
q*dQ/ 4. Los resultados anteriores muestran que el nimero esperado de operaciones
aritméticas en [, para calcular un cero F,-racional de cualquier polinomio bivaria-
do con coeficientes en [, de grado d es asintéticamente el del caso absolutamente
irreducible.

Mas atn, A. Cafure y G. Matera generalizan esta estrategia de busqueda para
el caso de polinomios absolutamente irreducibles en r variables. Mas precisamente,
en [CMO06a] (ver también [Mat10, Section 3|) disefian y analizan un algoritmo pro-
babilistico que calcula puntos F,-racionales de una hipersuperficie absolutamente
irreducible de grado d definida sobre F,. A dicho algoritmo lo llaman Algoritmo de
busqueda en secciones planas. Para calcular un punto [,-racional de una hipersu-
perficie definida sobre IF;, reducen el problema al del calculo de puntos [F,-racionales
de una curva plana absolutamente irreducible definida sobre dicho cuerpo. La cur-
va plana que consideran es una seccion plana de la hipersuperficie en cuestion, es
decir, es la interseccion de la hipersuperficie con una variedad lineal de dimension
2. Para extender la estrategia de bisqueda en bandas verticales a hipersuperficies
necesitan utilizar estimaciones explicitas del tipo Lang-Weil sobre la cantidad de
puntos [F,-racionales de hipersuperficies absolutamente irreducibles como las que se
encuentran en los trabajos [GL02a], [CMO06b], [CMP15a] y [MPP16a]. Los pasos més
importantes del algoritmo propuesto son, primero, asegurar la existencia de una sec-
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81.1. ANTECEDENTES

cién plana absolutamente irreducible definida sobre F,. Sobre este punto prueban
que si ¢ > 16d* es posible encontrar una seccién plana con estas caracteristicas con
probabilidad al menos %. Otro punto importante es encontrar un cero [F,-racional
en una banda vertical adecuada de dicha seccion plana. En tal sentido, los autores
prueban que con al menos d elecciones aleatorias es posible encontrar un cero F,—
racional en una banda vertical con probabilidad al menos %, con un analisis inspirado
en el de [vzGSS03]. Finalmente, prueban que si F' € F,[X7, ..., X,] es absolutamente
irreducible de grado d > 2, H := {F =0} C F(; es la hipersuperficie definida por F’
y ¢ > 16d*, entonces el algoritmo de bisqueda en secciones planas calcula un punto
F,—racional de H con O(Ld? + dU(d)log(dq)) operaciones aritméticas en F,, donde
L es el nimero de operaciones aritméticas en F, que se requiere para evaluar F.

Para extender la busqueda a hipersuperficies generales definidas sobre I, en
[Mat10] Matera propone un algoritmo probabilistico que calcula ceros F,-racionales
de un polinomio multivariado arbitrario con coeficientes en F,. En este algoritmo,
si el polinomio o alguno de sus factores irreducibles sobre F, resulta absolutamente
irreducible, se utiliza el algoritmo propuesto en [CM06a] para polinomios absolu-
tamente irreducibles. Si no, se calcula el discriminante del polinomio y se aplica el
algoritmo a él o a un factor absolutamente irreducible del mismo. Si ningin factor
de dicho discriminante es absolutamente irreducible, el proceso contintia con este
discriminante. Se realiza un analisis del peor caso de este algoritmo de busqueda
y se prueba que se comporta bien para el caso absolutamente irreducible. El peor
caso se da cuando el polinomio no es absolutamente irreducible. Por su parte, J. von
zur Gathen y colaboradores prueban en [vzGVZ13] que la probabilidad de que un
polinomio multivariado sea absolutamente irreducible es alta. Asi, Matera observa
que la probabilidad de que el algoritmo de busqueda en bandas verticales para hi-
persuperficies que propone necesite reducir la buisqueda a polinomios discriminantes
es baja.

Por otro lado, cabe mencionar que el nimero promedio N(F) de ceros F,-
racionales de polinomios F en F,[X7,..., X,] y de grado a lo sumo d es ¢"~' (ver,
por ejemplo, [LN83, Theorem 6.16]). Ademas, si el polinomio en consideracién es
absolutamente irreducible, entonces existen cotas superiores explicitas sobre la des-
viacién |N(F) — ¢ 7| (ver [CM06a]). Estas ideas sugieren que se puede extender
la estrategia de busqueda en bandas verticales al caso de polinomios en varias va-
riables sin requerir hipétesis de absoluta irreducibilidad ni reducir esta busqueda a
curvas planas. Més precisamente, como el nimero esperado de ceros de F' es igual
al numero de elementos de K/ —1 dado un elemento a; € F; ~1 se puede tratar de
encontrar un cero de F' de la forma (aq,z,), con z, € [, o equivalentemente, un
cero [f,-racional de F(a;, X, ). Si este polinomio no tiene ceros [,-racionales, dado
a, € IFq’“_l, se determina si el polinomio F'(a2, X,) tiene un cero en F,, y asi se sigue
hasta encontrar un cero de F' en [

El algoritmo correspondiente, que denominamos BBV (bisqueda en bandas ver-
ticales), funciona de la siguiente manera: dado un polinomio F' € F,[X;,..., X,] de
entrada de grado a lo sumo d, genera progresivamente una sucesién (@, ..., az;-1)
de F; ~1 evalia a F sucesivamente en dichos puntos a;, busca raices del polino-
mio univariado F'(a;, X,), y termina cuando encuentra una raiz de alguno de esos
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polinomios. Dado que el andlisis de la complejidad del peor caso es poco significa-
tivo, como se comprueba con la experimentacién numérica que realizamos, vamos
a realizar un analisis de la complejidad en promedio del mismo. Este andlisis se
inscribe en la tradicion del andlisis probabilistico de algoritmos, popularizado por
D. Knuth (ver [Knu98a]), que propone definir una probabilidad sobre el conjunto
de entradas y considerar el pardametro a estimar como una variable aleatoria. En
esta direccion, consideramos la probabilidad uniforme sobre el conjunto de todos
los polinomios multivariados con coeficientes en F, y de grado a lo sumo d y sobre
todas las posibles elecciones de bandas verticales, y estudiamos el parametro que
determina el costo de este algoritmo de busqueda en bandas verticales, es decir, la
variable aleatoria X que cuenta la cantidad de operaciones aritméticas en I, que
realiza el algoritmo hasta encontrar un cero F,-racional, para un polinomio dado y
una eleccién de bandas verticales. Vamos a demostrar que el costo en promedio se
relaciona fuertemente con la cantidad de polinomios univariados de grado a lo sumo
d, con d < q, y con ciertos coeficientes consecutivos prefijados, que tienen al menos
un cero [f—racional. Cabe mencionar que esta ultima cantidad tiene una formula-
cién equivalente en términos del promedio del cardinal del conjunto de valores de
los polinomios univariados de grado d con ciertos coeficientes prefijados.

Asimismo, una vez que se obtiene una banda vertical con ceros [F,-racionales
del polinomio de entrada, es necesario calcular una raiz en F, del correspondiente
polinomio univariado, para lo cual serd menester obtener algin tipo de factorizacién
del mismo. Dado que el andlisis probabilistico de los algoritmos de factorizacion se
basa en resultados sobre la distribucién de patrones de factorizacion, para el analisis
probabilistico de esta tltima etapa del algoritmo necesitamos estudiar la distribucién
de patrones de factorizacion en polinomios con coeficientes prescriptos.

1.1.2. Factorizacion de polinomios univariados

En lo que sigue vamos a notar con [T, el conjunto de todos los polinomios
monicos de grado d y con coeficientes en F,. Comenzamos definiendo el problema:
dado un polinomio f € F,[T]4, el objetivo es encontrar la factorizacién completa
f=fit...f¢r, donde fi,..., f- son polinomios ménicos, irreducibles, distintos dos
a dos y con coeficientes en I, y ey, ... e, son numeros estrictamente positivos.

La factorizacion de polinomios univariados sobre cuerpos finitos es un problema
fundamental, con aplicaciones, por ejemplo, en la factorizacion de polinomios sobre
enteros [Zas69, Col79, LLL82, Knu98al, en la criptografia [CR88, OdI85, Len91], en
la teoria de ntiimeros [Buc90] y en la teorfa de cédigos [Ber68]. Se necesita factorizar
polinomios sobre cuerpos finitos, por ejemplo, en la busqueda de descomposiciones
en fracciones parciales (ver, por ejemplo, [vzGG99, Chapter 5]), en la construccién de
c6digos de redundancia ciclica y de c6digos BCH [Ber68, MS77, v1.92], en el célculo
del nimero de puntos sobre curvas elipticas [Buc90] y en el diseno de sistemas
criptograficos de clave publica [CR88, OdI85, Len91]. En particular, la factorizacién
de un polinomio aleatorio sobre un cuerpo finito es necesario en el método del
calculo del indice aleatorio para calcular logaritmos discretos sobre cuerpos finitos
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(ver [OdI85]). En nuestro caso, necesitamos la factorizacién de polinomios para el
andlisis de la complejidad en promedio del algoritmo BBV para hipersuperficies.
Observamos que, a medida que este algoritmo genera sucesivas bandas verticales
hasta encontrar un cero F,-racional del polinomio de entrada, se obtienen familias
de polinomios univariados con cada vez mas coeficientes prefijados. Con el fin de
obtener ceros [f;-racionales de estos polinomios necesitamos una factorizacién parcial
de los mismos.

Existen numerosos algoritmos eficientes para factorizar polinomios sobre cuer-
pos finitos (ver, por ejemplo [vzGG99, Chapter 14}, [Sho05, Chapter 21] o [Shp99,
Chapter 1]). Los trabajos pioneros se deben a E.R. Berlekamp (ver [Ber67], [Ber68§]
y [Ber70]), H. Zassenhaus (ver [Zas69]), y D. G. Cantor y Zassenhaus [CZ81].

Muchos de estos algoritmos proceden en tres pasos: la eliminacion de factores
repetidos (ERF), la factorizacién en distintos grados (DDF) y la factorizacién de
igual grado (EDF). Una familia de algoritmos que contienen estos tres pasos se
conoce con el nombre de algoritmo clasico de factorizacion.

» La eliminacién de factores repetidos (ERF) reemplaza el polinomio f =
1. f¢ de entrada por un polinomio libre de cuadrados que contiene todos
los factores irreducibles del polinomio original f pero con exponente 1, es decir,

f—>a::Hfj.

» La factorizacién en distintos grados (DDF') descompone un polinomio
libre de cuadrados en polinomios cuyos factores irreducibles tienen todos el
mismo grado, es decir,

a —b(1)...b(s), donde b(k):= [ /5
deg(f;)=k

» La factorizacién de igual grado (EDF) descompone completamente un
polinomio cuyo factores irreducibles tienen el mismo grado, es decir,

b(k) —> b(k,1)...b(k, 1), donde deg(b(k,7)) = k.

Los algoritmos para el primer y segundo paso son deterministicos, mientras que
los algoritmos més rapidos para el tercer paso son probabilisticos (ver, por ejemplo
[vzGG99, Chapter 14] o [Sho05, Chapter 21]). Cabe mencionar que la factorizacién
en grados distintos aparece en los trabajos de Zassenhaus [Zas69], H. Kempfert
[Kem69], Berlekamp [Ber70], Cantor-Zassenhaus [CZ81] y en Knuth [Knu98a|, entre
otros. El primer trabajo publicado sobre este algoritmo se debe a E. Galois en el
ano 1830; en dicho trabajo el autor se olvid6 de decir que el méximo comun divisor
debe eliminarse después del siguiente paso y que debe contemplarse la posibilidad
de que la derivada del polinomio de entrada sea cero (ver [Gald6]). Mas adelante,
el libro de J. Serret del ano 1866 contiene una versién correcta del algoritmo de
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Galois (ver [Ser66]). Por otra parte, el trabajo de A. Arwin en el afio 1918 contiene
muchas de las ideas modernas sobre la factorizacién, incluyendo este algoritmo (ver
[Arw18]). En cuanto a la factorizacién en grados iguales, podemos citar el trabajo
de Cantor—Zassenhaus [CZ81]. Otras variantes de este iltimo algoritmo se deben a
M. Ben-Or [BOS81] y a von Zur Gathen y Shoup [vzGS92, Algorithm 3.6].

En [vzGG99, Exercise 14.27] los autores analizan el costo del peor caso del primer
paso de este algoritmo de factorizacion (el algoritmo ERF) y demuestran que necesita
OU(d) + dlog(q/p)) operaciones aritméticas en TF,.

El segundo paso, algoritmo DDF, se basa en un resultado que dice que para
todo cuerpo finito F,; y todo entero positivo d, el producto de todos los polinomios
monicos, irreducibles cuyo grado divide a d es igual a T — T. Asi el méximo
comun divisor g; := ged(T9 — T, f) da los factores irreducibles de f de grado 1, si
calculamos ¢, := gcd(Tq2 — T, f/g1) obtenemos todos los factores irreducibles de f
de grado 2, y sucesivos célculos del maximo comun divisor ged(T9" — T, f/gi_1),
con k = 1,2,...,d, dan la factorizacién en grados distintos de f. En [vzGG99,
Algorithm 14.3] los autores prueban que el algoritmo DDF realiza O(sM (d) log(dq))
operaciones aritméticas en [, donde s es el maximo grado de los factores irreducibles
del polinomio de entrada.

En relacién con el tltimo paso, el algoritmo EDF, en [vzGG99, Theorem 14.11]
los autores prueban que, si el polinomio de entrada tiene s factores irreducibles de
grado k, su costo es de O((klogq + logd)M (d)logs) operaciones aritméticas en
[F,. Concluimos que el algoritmo clésico de factorizacién calcula un cero F,-racional
del polinomio de entrada con O(dM (d)log(dg)) operaciones aritméticas en F, (ver,
[vzGG99, Theorem 14.14]).

Por su parte, P. Flajolet y colaboradores, realizan en [FGP01] un andlisis en
promedio de dicho algoritmo y demuestran que la distribucién de patrones de fac-
torizacion sigue el denominado “modelo de permutaciones”, es decir, para ¢ sufi-
cientemente grande (con d fijo) la distribucién conjunta de los grados de los factores
irreducibles en un polinomio aleatorio de grado d converge a la distribuciéon conjunta
de las longitudes de los ciclos en una permutacién aleatoria de tamano d.

En cuanto al primer paso del algoritmo, en [FGPO01] se prueba que el costo en
promedio del algoritmo ERF estd dominado por el costo del maximo comun divisor
entre el polinomio de entrada y su derivada, es decir, el algoritmo realiza en promedio
O(U(d)) operaciones aritméticas en [, para obtener la parte libre de cuadrados del
polinomio de entrada.

En relacién al algoritmo DDF, en [FGPO01, Section 3, Theorem 5] los autores
prueban que un polinomio aleatorio en F,[T], tiene alta probabilidad de poseer
factores irreducibles de grados altos, y dan estimaciones asintoticas para las dis-
tribuciones conjuntas de los dos grados mas altos de los factores irreducibles del
polinomio de entrada. Prueban, por ejemplo, que el grado mas alto esperado tiende
al nimero ¢ - d, donde £ ~ 0,62432 ... es la constante de Golomb que representa la
longitud mas grande esperada entre los ciclos de una permutacion aleatoria. A partir
de estos resultados demuestran que el costo promedio del algoritmo DDF aplicado
a polinomios libre de cuadrados de grado d es del orden de 0,26689(\(q)7; + 72)d?,
donde A(¢) < 2logqy 71 y T2 son constantes. Observan ademds que la mayoria de las

18



81.1. ANTECEDENTES

factorizaciones se completan luego de la aplicacion del algoritmo DDF. Més precisa-
mente, muestran que, cuando d esta fijo y ¢ tiende a infinito, la probabilidad de que
el algoritmo DDF produzca una factorizacion completa de un polinomio aleatorio es
del orden de e ~ 0,5614 ..., donde v ~ 0,577215664 . .. es la constante de Euler.

En relacién con el algoritmo EDF, los autores combinan un proceso de refina-
miento recursivo similar al de los drboles binarios (ver [Knu98b]) junto con estima-
ciones sobre los grados de los factores irreducibles de un polinomio aleatorio (ver
[KK90a]), a fin de demostrar que el costo promedio del algoritmo EDF es compa-
rativamente pequeno, es decir, es del orden de %qug—il log q(1 + &4)d* = O(d*log q)
operaciones aritméticas en F,, donde |&;| < % + o(1).

Asintéticamente, el algoritmo cldsico de factorizacion no es el mas rapido que
existe hasta el momento (comparar con, por ejemplo, [Sho90], [Sho95] o [vzGPO01]).
Una de las razones para estudiarlo es que es eficiente, completo y aparece en muchos
paquetes de dlgebra computacional (ver [GCL92|). Asimismo, se puede obtener in-
formacion importante del comportamiento del algoritmo en cada uno de sus pasos
y del estado de la factorizacién del polinomio de entrada al finalizar cada etapa del
mismo.

1.1.3. Problemas combinatorios

Motivados por el analisis de los algoritmos que describimos en las secciones an-
teriores, vamos a considerar dos problemas combinatorios clasicos sobre cuerpos
finitos:

= El comportamiento promedio del cardinal de la imagen, o conjunto de valores,
de familias lineales de polinomios univariados sobre cuerpos finitos.

= La distribucion de los patrones de factorizacion en familias lineales de polino-
mios univariados sobre cuerpos finitos.

Conjunto de valores de polinomios. El estudio del cardinal del conjunto de
valores de familias de polinomios univariados sobre cuerpos finitos ha sido objeto de
diversas investigaciones, por sus aplicaciones a la teoria de cddigos, la criptografia y
a problemas de interpolacién. Dado un polinomio univariado f con coeficientes en
[F,, se define el conjunto de valores de f sobre F, como el conjunto imagen de la
funcién polinomial de F, en F, que define f. Denotamos como V(f) al cardinal de
dicho conjunto.

Para todo f € E,[T] se verifica facilmente que 1 < V(f) < ¢. El problema de
calcular V(f) ha sido muy estudiado (ver, por ejemplo [MP13]); sin embargo, solo se
conocen férmulas exactas de V(f) para polinomios especiales. Por ejemplo existen
férmulas para polinomios de grado 1, 2 y 3, para el polinomio f := 7% y para los
polinomios de Dickson, entre otros; en cambio, para polinomios generales sélo se
conocen férmulas asintéticas de V(f). En este sentido, S. Uchiyama [Uch54] prueba

que si F@=7W) o5 absolutamente irreducible y d > 4 entonces

V(f) = pag + O(1).
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Uchiyama prueba ademds que con las mismas hipdtesis se tiene que V(f) > ¢/2 para
q grande y con la caracteristica de I, mayor a d. Por otro lado, Birch y Swinnerton-
Dyer demostraron en [BS59] que, si f es un polinomio general de grado d (el grupo
de Galois Gal(f () —y/F,(y)) es el grupo de permutaciones de d elementos), entonces

V(f) = paq + O(q"?),

donde pg := Zle(—l)T_l /7!y la constante que subyace en la notacién O depende
solo de d.

En los anos 50, L. Carlitz y S. Uchiyama, utilizando técnicas de analisis combi-
natorio, estudiaron el comportamiento del valor promedio V(d,0) de V(f) cuando f
recorre todos los polinomios en [, [T, con f(0) = 0, suponiendo que la caracteristica
de F, es mayor que d (ver [Car55], [CU57|, [Uchbbal y [Uch56]). Estos resultados
fueron mejorados por S. Cohen en [Coh73|, quien para todo d y todo ¢ demostré
que

d
V(d,0) = -1 r_l(q)ql_rzudéH-Ol.
(@.0) =3 (] 1)
Observemos que si d > g, este resultado dice que V(d,0) = ¢(1 — (1 —1/¢))’. En
[KK90b], A. Knopfmacher y J. Knopfmacher estudiaron la distribucién del nimero
de polinomios f de grado d > ¢ tal que V(f) =n, con 1 <n <gq.

Por otro lado, si alguno de los coeficientes de los polinomios f estan fijos, los
resultados que se conocen sobre el promedio de V( f) son menos precisos. Més precisa-
mente, Uchiyama y Cohen determinaron el comportamiento asintético del promedio
de V(f) cuando f recorre todos los polinomios en F, [T, cuyos primeros s coefi-
cientes consecutivos estan prefijados. En los trabajos [Uch55b], [Coh72] y [Coh73]
obtuvieron estimaciones sobre este promedio, con restricciones sobre la caracteristi-
ca del cuerpo [F, y para el caso en que ¢ sea mayor que d. Mas precisamente, si
V(d, s) denota tal promedio, demostraron que, si la caracteristica de I, es mayor
que dy 1 < s < d— 2, entonces el término principal de V(d, s) es uqq y el error
que se comete en dicha aproximacién es del orden de O(ql/ %), en el caso de Cohen,
o de O(q%), donde 6 depende del grado y de la cantidad de coeficientes que se fijan,
en el caso de Uchiyama. Cabe mencionar que en todos estos trabajos ni Cohen ni
Uchiyama dieron una expresion explicita del término del error en sus estimaciones.

Cohen por su parte estudia el comportamiento asintético del cardinal de conjunto
de valores promedio en familias lineales de polinomios univariados con coeficientes
en [F,. Mds precisamente, en [Coh72] afirma que, para una familia lineal A C F,[T]4
que satisface ciertas condiciones técnicas, se tiene que si la caracteristica de [, es
mayor a d y la codimensién de A es igual a m < d — 2, entonces

V(A) = — STV() = pag + O(g").
A2

Las dificultades que presenta este resultado es que las hipdtesis sobre la familia son
complicadas de verificar en casos concretos e imponen fuertes restricciones sobre
la caracteristica del cuerpo, que impiden utilizar esta estimacién para cuerpos de
caracteristica pequena.
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Generalmente los resultados existentes sobre el promedio del cardinal del con-
junto de valores de una familia de polinomios en F,[T], se basan en dos tipos de
estrategias esencialmente distintas. Una de ellas utiliza métodos tipicos de la com-
binatoria analitica, es decir, se consideran funciones generatrices cuyos coeficientes
expresan las propiedades en cuestién, como, por ejemplo, el articulo [KK90b], donde
se analiza el caso en que d es mayor que ¢q. Cuando no es posible calcular con exac-
titud tales coeficientes se recurre al andlisis asintético para obtener una estimaciéon
de los mismos (ver [FS09]). Otro acercamiento posible es por medio de estimaciones
de series exponenciales como se hace, por ejemplo, en [Uch55a], [Uch56], [Uch55b],
[CohT72] y [CohT73], donde se estudia el problema para el caso en que ¢ es mayor que
d. Sin embargo, cuando aparecen relaciones algebraicas entre los coeficientes de los
polinomios en consideracion, y se buscan resultados sin restricciones sobre la carac-
teristica del cuerpo finito, como en los problemas que nos interesan, estos métodos
no pueden utilizarse.

Patrones de factorizacién de polinomios. Frecuentemente el calculo de ceros
de polinomios univariados sobre cuerpos finitos implica algtin tipo de factorizacion
de dichos polinomios. En este sentido, existen numerosos algoritmos probabilisticos
que factorizan un polinomio de F,[T]; en tiempo polinomial en d y log ¢; de hecho,
es posible calcular una factorizacién con alrededor de d* + dlog ¢ operaciones en F,
(ver, por ejemplo, [vzGG99, Chapter 14]). El andlisis de [FGP01] demuestra que
el estudio de la distribucion de los patrones de factorizacién resulta fundamental a
efectos de realizar un andlisis probabilistico de los algoritmos de factorizaciéon. Como
ya dijimos anteriormente, la distribucion de los patrones de factorizacion sigue el
denominado modelo de permutaciones. En dicho modelo, propiedades probabilisticas
de la descomposicién de un polinomio en factores irreducibles sobre cuerpos finitos
se relacionan con las correspondientes propiedades de la descomposicién en ciclos de
una permutacion, cuando ¢ es suficientemente grande. Por ejemplo, cuando d esta
fijo y ¢ tiende a infinito, la probabilidad de que un polinomio aleatorio en F,[T]4
admita factores irreducibles de grados distintos dos a dos tiende a la probabilidad
de que una permutacion de longitud d tenga todos sus ciclos de longitudes distintas
dos a dos.

Si f € F,[T]a, se dice que f tiene patrén de factorizacion A := 1% ... dM si
tiene \; factores irreducibles de grado ¢ para 1 < ¢ < d. Un trabajo fundacional
para el modelo de permutaciones es [Coh70], en donde Cohen relacioné la cantidad
de polinomios que tienen un cierto patrén de factorizacion con la descomposicion
en ciclos de los elementos del grupo simétrico de permutaciones. Mas precisamente,
demostrd que si F,[T]4x es el conjunto formado por todos los polinomios de I, [Ty
que tienen patrén de factorizacion A, para d fijo, entonces

[E[Tlaal = T(N)g* + O,

donde T(A) := = es la proporcién de permutaciones en el grupo simétrico

Hlei*iki!
de d elementos que tienen patrén de descomposicion en ciclos A, es decir, permu-

taciones con exactamente \; ciclos de longitud ¢ para 1 < ¢ < d. Por ejemplo, la
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proporcién del conjunto de permutaciones cuyo patrén es A := 19, .. (d —1)%d*, esto
es, permutaciones que consisten de un ciclo de longitud d, es é, y por lo tanto, la
cantidad de polinomios ménicos irreducibles en F,[T], es del orden de g%

Para una familia lineal A de polinomios de F,[T];, denotamos con |4, al nimero
de elementos de A con patrén de factorizacion X. Cohen definié en [Coh72] que una
familia A C I,[T]; es uniformemente distribuida si la proporcién de elementos en A
con patrén de factorizacion X es del orden de 7T(A). A su vez, en [Coh72, Theorem
3] propuso un criterio para que una familia lineal resulte uniformemente distribuida.
Mas precisamente, demostré que si la caracteristica de F, es mayor a d y A cumple
ciertas restricciones técnicas y tiene codimension m < d — 2, entonces

x| = T(A)g* ™™ + O(g""71/2).

Podemos observar que, al igual que la estimacién de Cohen para el promedio del
cardinal V(A), este criterio se aplica con fuertes restricciones sobre la caracteristica
del cuerpo finito y las hipotesis que determinan que A resulta uniformemente distri-
buida son complicadas de verificar en casos concretos. El resultado [Coh72, Theorem
3] se aplica, en particular, al conjunto A, que consiste de todos los polinomios de
IF, (T4 con los primeros s < d — 2 coeficientes prescriptos (ver, [Coh72, Theorem 1]).
Otro resultado sobre esta familia se encuentra en [Ste87, Theorem 1]. En el mismo,
S. Stepanov demuestra que bajo ciertas condiciones técnicas, | A a|, la cantidad de
elementos de A, con patrén de factorizacién X := d', se aproxima a cg?™* con un
error del orden de O(¢4=*)/2), donde ¢ depende del conjunto de todos los posibles
patrones de factorizacién de la familia A; y cumple que 1/d < ¢ < 1. Observemos
que ni Cohen ni Stepanov dieron cotas explicitas del término de error en sus aproxi-
maciones. Por ultimo, podemos mencionar que el problema de estudiar el niimero de
elementos de una familia de polinomios irreducibles con ciertos coeficientes prefija-
dos posee a su vez un interés tedrico, en tanto constituye un analogo en “cuerpos de
funciones” de los resultados sobre la distribucion de primos en intervalos pequenos
(ver el trabajo [BBSR15] para una discusién de dicha analogia y [MP13, Section 3] o
[Pol13] para el estudio del nimero de polinomios irreducibles con ciertos coeficientes
prefijados).

1.2. Resultados obtenidos y organizacién del tra-
bajo

Sean fi,..., fm polinomios en F,[X;,...,X,]. Consideremos el conjunto de so-
luciones en el espacio afin n—dimensional A" := Fqn sobre E del sistema que estos
polinomios definen, es decir, V := {x € A" : fi(z) = -+ = fn(x) = 0}. Decimos
que V' es una F,-variedad afin. Cuando fi,..., f,, son polinomios homogéneos en
I, [Xo, ..., X,] vy se considera el conjunto de ceros comunes de ellos en el espacio
proyectivo n—dimensional P sobre E, entonces decimos que V' es una [F,—variedad
proyectiva. Sea V' una [F,—variedad afin o proyectiva. Dado # € V, decimos que x
es un punto F,-racional de V si todas sus coordenadas pertenecen a [,. Denotamos

con V(I,) al conjunto de puntos F,—racionales de V.
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El Capitulo 2 esta dedicado a introducir los preliminares geométricos y fijar las
notaciones necesarias para el desarrollo de los demas capitulos. También hacemos
una revision de los resultados clasicos sobre estimaciones de puntos [F,-racionales de
[F,—variedades tanto afines como proyectivas.

Con el objetivo de mejorar los resultados existentes sobre los dos problemas com-
binatorios que vamos a estudiar, el cardinal del promedio del conjunto de valores y
la distribucién de los patrones de factorizacién de familias lineales en F,[T]4, desa-
rrollamos un nuevo enfoque. Nuestro enfoque reduce las cuestiones combinatorias
a la estimacion del nimero de puntos F,-racionales de ciertas intersecciones com-
pletas singulares. Un punto importante es el analisis del lugar singular de dichas
intersecciones completas; para ello estudiamos el lugar discriminante asociado a las
familias lineales de F,[T']4 que consideramos. Més precisamente, la familia A C F,[T]4
a la que nos referimos se define de la siguiente manera: sean m y r enteros posi-
tivos tales que 3 < r < d — m, sean Ay_1,...,A, indeterminadas sobre E y sean
Ly,....,Ly, € EJ[A41,...,A,] formas lineales afines linealmente independientes. Si
L:=(Ly,...,Ly), la familia lineal A := Ap C F,[T]4 se define por:

A = {Td + ad_le_l +---t+ag € ]Fq[T]d : L(ad—lv S 7a7") = 0} (11)

Comenzamos el Capitulo 3 estudiando el lugar discriminante de la variedad li-
neal £ :={L; =--- = L,, = 0} suponiendo que la caracteristica de [, es al menos 3.
Se define el lugar discriminante D(L) de £ como el conjunto de todos los elementos
de ag := (ag-1,...,a0) € L tales que Dis(F'(Ag-1,...,40,7))|(ay 1,..40)=a0 = 0,
donde F(Ag_1...,Ag,T) := T+ Ay T 1+ ..+ Ay. Referidos a este tema, encon-
tramos en la literatura el trabajo de M. Fried y J. Smith [FS84], donde se prueba
que el lugar discriminante de familias de polinomios moénicos univariados con ciertos
coeficientes prescriptos es absolutamente irreducible para cuerpos de caracteristica
suficientemente grande (ver [FS84, Proposition 3.1]). Nosotros necesitamos un re-
sultado andlogo sobre el lugar discriminante de la familia lineal A y sobre cuerpos
de caracteristica al menos 3. Es por ello que demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1. Sea la caracteristica de T, mayor a 2, ¢ > dy3 <r < d—m.
Entonces D(L) C A*™™ es una F,~hipersuperficie absolutamente irreducible.

En el mismo capitulo, usando la absoluta irreducibilidad del lugar discrimi-
nante D(L), estudiamos la geometria de ciertas variedades de incidencia I'f C
A? (r +1 < i < d) asociadas a la familia A definida en (1.1). Estas varie-
dades estan definidas por las formas lineales Lq,..., L,, y las diferencias dividi-
das AT'F(Agq,..., A0, Th,...,T;) (1 < j < i) de orden j — 1 del polinomio
F(Ag_1,...,A0,T), es decir

= Aj_2F(A07T15 Ce 77—:’7'*1) - Aj_QF(A(]’Tl’ e ’7972’7})

ANTVE(A) Ty, ... T5) ,
oot ’ (Tj-1 — 1)

donde Ag := (Ag_1,. .., Ao).

Suponiendo que la caracteristica de F, es mayor a 2, probamos que estas varie-
dades resultan ser intersecciones completas definidas sobre [,, con buen comporta-
miento en el infinito y cuyo lugar singular tiene codimension al menos 2. Gracias a
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estas propiedades geométricas, podemos utilizar las estimaciones sobre el nimero de
puntos [F;-racionales de una interseccién completa proyectiva normal de [CMP15a,
Theorem 1.3] a fin de obtener estimaciones sobre la cantidad de puntos F,-racionales
IT#(F,)| de las variedades I'f. Més precisamente, demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. Sea la caracteristica de F, mayor a2 yq > d. Sean r,d y m enteros
positivos tales que 3 < r < d—m y sea i un entero tal que r +1 <1 < d. Entonces

T3 (B)| — ¢ | < (6:(Di — 2) +2)g? ™2 + (14D26? + 2i)g* ™1,
donde D; :=id —i(i+1)/2 y 6; := d!/(d — ).

Proporcionamos también una estimacién del niumero de puntos F,-racionales
de la variedad I'Y con coordenadas distintas dos a dos, cota que nos permitird, en
los capitulos siguientes, dar estimaciones explicitas sobre el niimero promedio del
cardinal de la imagen del conjunto de valores de la familia A y, en particular, del
conjunto de elementos de ;[T con los primeros s coeficientes prescriptos, cuando
1 <s<d— 3y la caracteristica de F, es mayor que 2.

En el Capitulo 4 nos dedicamos al problema de estimar la cantidad de puntos F,~
racionales de variedades definidas por polinomios invariantes bajo la acciéon del grupo
simétrico de permutaciones de sus coordenadas. Muchos problemas de la teoria de
cddigos, de la criptografia o de la combinatoria requieren el estudio del conjunto de
puntos [,-racionales de este tipo de variedades. Por ejemplo, en la teoria de codigos
encontramos que la existencia de deep holes en los cédigos de Reed Solomon sobre
[F, pueden expresarse en términos de la cantidad de ceros [F,-racionales de ciertos po-
linomios simétricos (ver, por ejemplo, [CMO07] o [CMP15a]). Ademas, el estudio del
conjunto de ceros [f;,-racionales de cierta clase de polinomios simétricos es fundamen-
tal para el andlisis del algoritmo de decodificacion para el cédigo de Reed Solomon
estandar sobre F, (ver [Sid94]). En criptografia, la caracterizacion de los monomios
que definen un polinomio casi perfectamente no lineal o una funcién uniformemente
diferenciable puede reducirse a estimar el nimero de ceros [F,-racionales de ciertos
polinomios simétricos (ver, por ejemplo, [Rod09] o [AR10]). Nuestro interés por esta
cuestion se debe a que hemos expresado los dos problemas combinatorios que son
objeto de nuestro estudio en términos de la cantidad de puntos F,-racionales de
ciertas variedades definidas por polinomios simétricos.

Sean s, r, m enteros positivos tales que m < s <r —m — 2. Sean Ry,..., R, €
F,[Xi,...,X,] polinomios de la forma R; := S;(IL;,...,II;) para 1 < i < m,
donde Sy, ..., S5, € E[Y1,...,Y]] satisfacen ciertas hipétesis geométricas y donde
IIy,...,IIs son los primeros s polinomios simétricos elementales de F,[ Xy, ..., X,].
En la Seccién 4.1 probamos que la F—variedad V' C A" definida por Ry,..., R,
es una interseccion completa con buen comportamiento en el infinito y cuyo lugar
singular tiene codimensiéon al menos 3. Estos resultados, junto con estimaciones so-
bre el nimero de puntos F,-racionales de intersecciones completas proyectivas de
[CMP15a, Corollary 8.4], nos permiten dar la siguiente estimacién del nimero de
puntos F,-racionales de la variedad V.

Teorema 1.2.3. Sean s,r, m enteros positivos tales que m < s < r —m — 2. Sean
Ry,...,R,, € F[Xy,...,X,] los polinomios simétricos definidos arriba. Denotamos
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por d; == degR; para 1 < i < m, D =" (di—1) yoé:=[[",d. SiV :=
V(Ry,...,Ry) CA", entonces vale la siguiente estimacion:

“Van)‘ - qrim} < 14D352(q + l)qT*m72.

Al igual que antes, también damos un resultado sobre la cantidad de puntos
[F,-racionales de V' con coordenadas distintas dos a dos.

Por tltimo en la Seccién 4.2 estudiamos la geometria de otras variedades definidas
por polinomios simétricos asociadas a la familia lineal A definida en (1.1). Sean d, s y
m enteros positivos tales que m < s < d— 3. En este caso, los polinomios simétricos
que definen estas variedades son de la forma R; := S;(I1y, ..., Il;) para 1 <i < m,
donde Sy,..., S, € E[Z;,...,Z] son polinomios de grado 1. Probamos que estas
variedades resultan ser intersecciones completas normales y damos una estimacion
de la cantidad de puntos F;-racionales de las mismas. Estas intersecciones completas
apareceran en el estudio de la distribucién de los patrones de factorizacién en familias
lineales sobre T,.

En el Capitulo 5 damos estimaciones explicitas del promedio V(A) del cardinal
del conjunto de valores de la familia A definida en (1.1). Para obtener dichas estima-
ciones, traducimos este problema combinatorio en el de estimar el niimero de puntos
[F,-racionales con coordenadas distintas dos a dos de las familias de intersecciones
completas ['; C A% definidas en la Seccién 3.2 y utilizamos los resultados sobre la
cantidad de puntos F;-racionales de variedades singulares obtenidos en dicha seccién.
Probamos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.4. Si la caracteristica de I, es mayor que 2, ¢ >d y3 <r <d—m,
entonces

V(A) — pag| < d?24-141/2 1 133 a5 p2Vd—d

Mejoramos asi las estimaciones del trabajo de Cohen [Coh72], cuya validez im-
pone fuertes restricciones sobre la caracteristica de I, proporcionando a su vez una
estimacion explicita del error.

Luego aplicamos esta estimacion a un caso particular, al conjunto de polinomios
de ,[T']4 que tienen los primeros s coeficientes prescriptos. Mas precisamente, damos
la siguiente estimacién explicita del valor promedio V(d, s) del cardinal del conjunto
de valores posibles que puede tomar un polinomio f cuando f recorre todos los
elementos de la familia en consideracion.

Teorema 1.2.5. Si la caracteristica de F, mayor que 2, ¢ > d y1 < s < d— 3,
entonces

V(d, s) — paq < d?2971g"? + 133 @452V

Esta estimacién mejora los resultados existentes en la literatura ([Uchbbb] y
[CohT72]), que no proveen una expresién explicita del término de error y resultan
validas para cuerpos de caracteristica mayor que d. Cabe mencionar que este resul-
tado es un punto critico para el anélisis de la complejidad en promedio del algoritmo
de bisqueda de puntos F,—racionales en hipersuperficies (ver Seccién 8.3.2).
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Por otro lado, en el Capitulo 6 proporcionamos otra estimacion explicita del
comportamiento de V(d, s) para el caso en que 1 < s < d/2. De manera similar
al capitulo anterior, traducimos este problema en el de determinar la cantidad de
puntos F,-racionales con coordenadas distintas dos a dos de cierta familia de intersec-
ciones completas definidas sobre F,. Los polinomios que definen tales intersecciones
completas son simétricos, por lo que aplicamos las estimaciones de la Seccién 4.1.
Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.6. Para q>d y1<s<d/2—1, tenemos que

5,2Vd
Vo) - -5 | < U L

Este resultado complementa el resultado del Teorema 1.2.5. En el Teorema 1.2.6
damos una estimacién de V(d, s) para el caso en que 1 < s < d/2 — 1 sin restric-
ciones sobre la caracteristica de [,, mientras que en el Teorema 1.2.5 damos una
cota superior para este promedio para valores mas grandes de s que vale cuando la
caracteristica de [, es mayor a 2.

En el Capitulo 7 estudiamos la distribucion de patrones de factorizacién en fami-
lias lineales sobre F,. Con un enfoque similar al de los Capitulos 5 y 6, traducimos el
problema original en el de determinar la cantidad de puntos [,-racionales con coor-
denadas distintas dos a dos de ciertas intersecciones completas singulares definidas
sobre F,. Tales intersecciones completas estdn definidas por polinomios simétricos,
con lo cual podemos aplicar los resultados de la Seccion 4.2. Més precisamente, ob-
tenemos la siguiente estimacion explicita del cardinal del conjunto Ay, de elementos
de la familia lineal A definida en (1.1) con patrén de factorizacién A := 1% ... d*d.

Teorema 1.2.7. Si caracteristica de F, es mayor a 2, ¢ > d y3 <r < d—m,
entonces

AN = TN ¢ ™| < g™ (2T () Drdpg? + 19T (X) D262 + d).
Parag>dym+2<r <d—m, tenemos que
AN = T(X) ¢" ™| < ¢ (21 T(A) D63 + T(A) &6, + d°).

En ambos casos, dr, y Dy, son ciertos invariantes explicitos asociados con las formas
lineales afines L := (Ly, ..., Ly,) que definen la familia A y T (X) := W

En el Capitulo 8 desarrollamos y analizamos la complejidad en promedio de un
algoritmo probabilistico que calcula puntos F,—racionales de hipersuperficies en base
a la estrategia de busquedas en bandas verticales. Tal algoritmo se llama Algoritmo
BBV. Para el analisis de dicho algoritmo resulta clave estudiar la cantidad de bandas
verticales que deben ser generadas hasta que el algoritmo encuentra una raiz del
polinomio multivariado de entrada.

En la Seccion 8.1 describimos el Algoritmo BBV. Sea F el conjunto de todas las
posibles elecciones de bandas verticales y sea F,[ X7, ..., X,]<4 el conjunto de todos
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los polinomios en r variables con coeficientes en [, y de grado a lo sumo d. Para
un polinomio F' € F,[X},..., X,]<4, el Algoritmo BBV genera sucesivamente una
sucesién @ := (a1, as,...,a,-1) € F, y busca ceros F,-racionales de F' en las “ban-
das verticales” {a;} x F, para 1 < i < ¢"!, hasta que encuentra un cero de F o se
terminan las bandas verticales. Observamos que el nimero de operaciones aritméti-
cas en [, necesarias para realizar una busqueda en una banda vertical arbitraria es
7(d,r,q) == O~ (D + dlogq), donde D := (d;”") es la cantidad de coeficientes del
polinomio F' y la notacién O~ ignora factores logaritmicos.

En las Secciones 8.2 y 8.4 analizamos la distribucion de probabilidades del ntime-
ro de bandas verticales que deben ser generadas por el Algoritmo BBV hasta en-
contrar un cero F,-racional del polinomio de entrada. Para ello, consideramos la
probabilidad uniforme P sobre el conjunto F x F,[X7,..., X,]<4, ¥ estudiamos la
variable aleatoria C' que cuenta el nimero de bandas verticales que deben ser gene-
radas hasta que el Algoritmo BBV encuentra un cero [F,-racional del polinomio de
entrada.

En una primera etapa demostramos que la probabilidad P[C' = 1] de que el
algoritmo de busqueda en bandas verticales encuentre un cero F,-racional en la
primera banda vertical coincide con la de que un polinomio univariado aleatorio con
coeficientes en [F, tenga ceros F,-racionales.

Avanzando con el analisis de la complejidad en promedio de dicho algoritmo,
obtenemos estimaciones explicitas de la probabilidad del evento [C' = s] cuando s >
1. Para ello, relacionamos dicha probabilidad con el promedio V(d, s), aplicamos las
estimaciones obtenidas en los Capitulos 5 y 6, y demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.8. Para s < (d/iﬂ_l), tenemos que
PlC=s] = (1~ pa)" 'ha+O(g).
Por otro lado, st la caracteristica de I, es mayor a 2 y s < (
P[C=s]=(1—pa)* 'pa+ O ?).

Este resultado indica que la probabilidad de que el algoritmo encuentre un punto
[F,-racional en las dos primeras bandas verticales de la hipersuperficie en considera-
cién es del orden de p4(1 — pg) =~ 0,8646. ... Esto mejora los resultados obtenidos
en el trabajo [Mat10], en donde se describe un algoritmo probabilistico que aplica la
estrategia de bisqueda en bandas verticales para el célculo de puntos [F,-racionales
de hipersuperficies y se prueba que con al menos d elecciones aleatorias es posible
encontrar un punto [,-racional con probabilidad al menos 1/2.

Luego determinamos el comportamiento en promedio del Algoritmo BBV. Pa-
ra ello, consideramos la variable aleatoria X que cuenta el niimero de operaciones
aritméticas en [, realizadas por dicho algoritmo y determinamos el comportamiento
asintético del valor esperado de dicha variable. Utilizando el Teorema 1.2.8, demos-
tramos los siguientes resultados.

d+r—3

1 ) , entonces

Teorema 1.2.9. Seanr > 2 y s* := (d/firl_l). Entonces la complejidad en promedio

del algoritmo BBV estd acotada de la siguiente manera:

E[X] <7(d,r,q)(ng" +d(1=d ")) + O(¢7'/?).
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Por otro lado, para r := 2, s* :=d/2+1 y o := 1 —1//s*, tenemos la siguiente
cota superior para la complejidad en promedio del algoritmo BBV:

1 [1—p 1 1 s*+1 _
E[X] gr(d,r,q)<ﬁ( m ©+ (d!)%) oo (1—%) )+O(q Y.

En ambos casos, T(d,r,q) es el costo de la bisqueda en una banda vertical arbitraria.

Observamos que 1/pg ~ 1,58.... Este es el nimero de bandas verticales que
deben ser generadas en promedio.

Terminamos el capitulo exhibiendo algunas simulaciones que obtuvimos ejecu-
tando una implementacién del Algoritmo BBV en Maple, que confirman los resul-
tados asintéticos obtenidos.

En el Capitulo 9 realizamos un analisis de la distribucién de las salidas del Al-
goritmo BBV. Observamos que cada cero [F,racional que devuelve este algoritmo
queda determinado por ciertas elecciones aleatorias que se realizan durante la eje-
cucion del mismo. Cabe mencionar que, para un algoritmo ideal, las salidas estan
equidistribuidas, es decir, cada cero en [, del polinomio en consideracion tiene la
misma probabilidad de resultar la salida del algoritmo. En este capitulo analiza-
mos la distribuciéon promedio de las salidas del algoritmo utilizando el concepto de
entropia de Shannon. Siguiendo el trabajo de C. Beltrdan y M. Pardo [BP11], de-
finimos la entropia de Shannon Hp asociada a una entrada F' del algoritmo BBV
como Hp := )" — P, plog(Py r), donde la suma recorre todas las raices de F'y Py
denota la probabilidad puntual de que el Algoritmo BBV obtenga como salida a x
para la entrada F'. Esta suma representa una medida de cuan concentradas estan las
salidas del algoritmo para una entrada del algoritmo. En tal sentido, analizamos la
entropia promedio H del Algoritmo BBV cuando F' varia entre todos los elementos
de F,[X1,..., X,]<q y demostramos que es parecida a la del algoritmo ideal. Més
precisamente, demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.10.

H > - log( )1+ O(g™).
244

Observemos que 1/(2p4) ~ 0,79 para d suficientemente grande. Teniendo en
cuenta que una cota superior de la entropia promedio de un algoritmo ideal es
log(q"™1), el Teorema 1.2.10 indica que nuestro algoritmo es al menos un 79 % tan
bueno como cualquier algoritmo ideal, desde el punto de vista de las distribucion de
las salidas.

En el Capitulo 10 analizamos la complejidad en promedio del algoritmo clasico
de factorizacion aplicado a la familia lineal A definida en (1.1). Para ello, seguimos
las ideas de [FGPO01], reemplazando el estudio de singularidades de ciertas funciones
generatrices asociadas a la factorizacion de los polinomios en consideracion por las
estimaciones explicitas del nimero de elementos de A con cierto patrén de factori-
zacion del Capitulo 7.

En la Seccién 10.2 probamos que el costo promedio del algoritmo ERF (elimina-
cién de factores repetidos) aplicado a los elementos de A es asint6ticamente cercano
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a U(d), cantidad que corresponde al costo del maximo comun divisor de f con su
derivada.

En la Seccién 10.3 analizamos el costo promedio del algoritmo DDF (factori-
zacién en distintos grados) aplicado a los elementos de A que resultan libres de
cuadrados. Para este andlisis observamos que dicho algoritmo se aplica tantas veces
como el grado del factor irreducible de mayor grado que aparece en el polinomio
de entrada. Asi, descomponemos la familia en consideraciéon como la unién dis-
junta de los elementos de A libres de cuadrados cuyo patrén de factorizacion es
A= (A,...,A,0...,0), con 1 < i < d. Utilizando los resultados del Capitulo 7
sobre el nimero de elementos de A con patrén de factorizacién A, y cotas superiores
sobre la longitud mas grande esperada de los ciclos de una permutacion aleatoria de
d elementos (ver [GG98]), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.11. El algoritmo DDF utiliza en promedio O(U(d)log(dq)) opera-
ciones aritméticas en I, para calcular la factorizacion en distintos grados de un
polinomio f € A libre de cuadrados.

Demostramos también que la probabilidad de que el algoritmo DDF complete la
factorizacién de un polinomio aleatorio de A es del orden de e=7 + o(1), donde 7 es
la constante de Euler.

Por tltimo, en la Seccion 10.4 realizamos el analisis probabilistico del algoritmo
EDF (factorizacién en grados iguales) aplicado a los elementos de A. Utilizamos la
misma estrategia que la del articulo [FGP01], que combina un proceso recursivo que
permite “aislar” los factores irreducibles del polinomio de entrada con estimacio-
nes asintéticas de la probabilidad de que un polinomio aleatorio de grado d tenga
determinados factores irreducibles de un grado dado; en vez de utilizar dichos resul-
tados asintéticos usamos nuestras estimaciones del nimero de elementos de A con
un determinado patrén de factorizacion. Demostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.12. El algoritmo EDF utiliza en promedio O(M (d)log q) operaciones
aritméticas en F, para un polinomio f € A.

En resumen, a lo largo de esta tesis desarrollamos un nuevo enfoque que nos per-
mitio obtener estimaciones que mejoran significativamente los resultados existentes
sobre el cardinal promedio del conjunto de valores y la distribuciéon de patrones
de factorizacién en familias de polinomios univariados sobre [, (Capitulos 5, 6 y 7).
Nuestro enfoque reduce estas cuestiones combinatorias a la estimacion del niimero de
puntos [F,-racionales de ciertas intersecciones completas singulares. En los Capitulos
3 y 4 obtenemos estimaciones sobre el numero de puntos [,-racionales de dichas in-
tersecciones completas, resultados que nos permiten obtener estimaciones explicitas
de los problemas combinatorios que nos interesa. A su vez, estas estimaciones nos
permiten analizar la complejidad en promedio de dos algoritmos probabilisticos: el
Algoritmo BBV para hipersuperficies y el algoritmo clasico de factorizacion aplicado
a familias lineales de polinomios (Capitulos 8, 9 y 10).

29






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo damos todas las definiciones, notaciones y resultados basicos de
geometria algebraica que usaremos a lo largo de esta tesis. Para la exposicion de estos
resultados utilizamos principalmente los textos [Eis95], [Kun85] y [Sha94]. Ademas
enunciamos algunos resultados clasicos sobre la cantidad de puntos [,-racionales de
[, —variedades.

2.1. Definiciones y resultados basicos de geometria
algebraica

Denotamos con A" y P™ al espacio afin y proyectivo de dimension n definido
sobre E respectivamente. Ambos son espacios topoldgicos con la topologia de
Zariski sobre E, segun la cual los cerrados son los conjuntos de ceros comunes de
polinomios en F,[X, ..., X,], o de polinomios homogéneos en F,[Xy, ..., X,] en el
caso proyectivo.

Los conjuntos abiertos en la topologia de Zariski de A™ o P” son densos. En tal
sentido, decimos que una propiedad sobre los elementos de A™ o P" es genérica si
la satisfacen todos los puntos que pertenecen a un abierto Zariski de A" o P".

Definicién 2.1.1. Sea K :=TF, 0 K := E.

i) Un subconjunto V- C A™ es una K-variedad afin o una variedad afin de A"
definida sobre K si es el conjunto de ceros comunes en A" de polinomios
fi,oo o fm € K[Xy,...,Xy]. En particular, una K-hipersuperficie afin es el
conjunto de ceros en A" de un inico polinomio f € K[X3,...,X,] no nulo.

ii) Un subconjunto V- C P™ es una K-variedad proyectiva o una variedad proyectiva
de P" definida sobre K'si es el conjunto de ceros comunes en P™ de polinomios
homogéneos fi,..., fm € K[Xo,...,Xys]. En particular, una K-hipersuperficie
proyectiva es el conjunto de ceros en P" de un unico polinomio homogéneo
f e K[Xo,...,X,] no nulo.

Observemos que una K-variedad afin (respectivamente proyectiva) resulta un
espacio topoldgico con la topologia inducida de A™ (respectivamente de P™). Vamos
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a denotar por V(f1,..., fm) 0 {f1 =+ = fu = 0} ala K-variedad afin o proyectiva
dada por el conjunto de ceros comunes de los polinomios fi,..., fm.

Sea V una K-variedad en A" o P". Denotamos por I(V') al ideal de la variedad,
es decir el conjunto de polinomios en K[Xi,...,X,] o en K[Xy,...,X,]| que se
anulan en todos los puntos de V. Se sabe que I(V) es un ideal radical. Vamos a
denotar con K[V] al anillo coordenado de V', o sea, K[V] es el anillo cociente
K[Xy,...,X,]/1(V) o K[Xy,...,X,]/I(V).

A continuaciéon damos una serie de definiciones y propiedades que son validas
tanto para K-variedades afines como para K-variedades proyectivas, por tal motivo
vamos a llamarlas simplemente K-variedades.

Definiciéon 2.1.2. Sea V una K-variedad. Entonces,

(i) V se dice irreducible si no puede escribirse como union finita de K -variedades
propias.

(ii) V se dice absolutamente irreducible si es irreducible como F,-variedad.

Toda K-variedad V es irreducible si y solo si su ideal I(V') es primo. Asimismo,
V' es irreducible si y solo si todo subconjunto abierto no vacio de V' es denso en V.

Toda K-variedad V puede descomponerse como una union irredundante de K-
variedades irreducibles, es decir, V = C; U --- U Cy donde C; son K-variedades
irreducibles que cumplen que C; ¢ C; para todo i # j. A esta descomposicién se
la conoce como la descomposicion en componentes irreducibles y es tnica
salvo reordenamiento. Cada C; se denomina una componente K-irreducible de
V. En particular, las componentes F,—irreducibles se denominan las componentes
absolutamente irreducibles de V.

Dada una K-variedad V', definimos la dimensién r de V' como la longitud de
la mayor cadena de K-variedades irreducibles no vacias Vo ¢ Vi & --- GV, C V
contenida en V. Decimos que una K-variedad es equidimensional de dimensién r
o que tiene dimension pura 7 si toda componente K-irreducible de dicha variedad
tiene dimension r. Observemos que una K—hipersuperficie es una K—variedad de A"
o P de dimensién pura n — 1.

Damos la siguiente propiedad bésica entre K-variedades [Sha94, Chapter 1, Sec-
tion §6.1, Theorem 1]:

Teorema 2.1.3. Sean V y W K -variedades.
n 51V CW entonces dimV < dim W.
w 51 W es wrreducible y V C W tal que dimV = dim W, entonces V = W.

Sean V C A"y W C A™ K-variedades. Una funcién f : V' — W es un morfismo
regular (de K—variedades) si existen polinomios fi,..., fi, € K[X1,...,X,] tales
que para todo x € V, f(z) = (fi(z),..., fm(z)). Decimos que f es un morfismo
dominante si f(V) = W, donde f(V) es la clausura de f(V) con respecto a la
topologia Zariski de W. En esta situacién, f induce, por composicion, una extension
de anillos K[W] < K[V], y decimos que este morfismo es finito si dicha extensién
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es entera, es decir, cada elemento n € K[V] satisface una ecuacién ménica con
coeficientes en K [W].

En el caso en que V' y W son K-variedades proyectivas, un morfismo f : V. — W
se dice regular si para cada x € V existen entornos afines U C Vdex y U C W
de f(x) tales que f: U — U’ es regular. A su vez, definimos morfismo dominante
de manera similar a como lo hicimos al caso afin y f : V' — W se dice finito si para
todo y € W existe un abierto afin W, tal que U := f~}(W,) es afiny f: U — W,
es un morfismo finito de variedades afines. A continuacién damos una propiedad
importante de los morfismos finitos (ver, por ejemplo, [Dan94, §4.2, Proposition]).

Teorema 2.1.4. Sean V y W K -variedades y sea f:V — W un morfismo finito.
Si S C W es una subvariedad irreducible entonces la preimagen f~(S) es una
variedad de dimension pura dim S.

El siguiente resultado se conoce como el Teorema de la dimensién de la fibra [Sha94,
Chapter 1, Section §6.3, Theorem 7.

Teorema 2.1.5. Sea f : V — W un morfismo reqular entre K-variedades irredu-
cibles. Supongamos que f sobreyectivo, y que dimV = n y dim W = m. Entonces
m<n,y

1. dim F > n—m para todo w € W y para toda componente F de la fibra f~'(w);

2. Eziste un subconjunto abierto no vacio U C W tal que dim f~1(w) =n —m
para todo w € U.

Tenemos también la siguiente propiedad de morfismos regulares entre K—variedades
(ver, por ejemplo, [Kun85, Chapter §III. 2, Exercise 6]).

Teorema 2.1.6. Sea f: V — W un morfismo regular entre K -variedades. Enton-
ces:

» Si Z es una subvariedad irreducible de V', entonces f(Z) es irreducible, donde
f(Z) denota la clausura de f(Z) con respecto a la topologia Zariski de W'.

» dim f(V) < dim V.

Sea V' C A" una K—variedad de dimensién pura r y sea f € K[V]. Si W :=
V- n{f = 0}, entonces vale una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

» W = () (esto sucede cuando f es una unidad de K[V]);
» IV tiene dimensién r (esto sucede cuando f es divisor de cero en K[V]).

» IV tiene dimensién pura r — 1 (esto sucede cuando f no es divisor de cero ni
unidad en K[V]).

En particular, si fi, ..., fs son polinomiosen K[Xy,..., X, ]yW =V (f1,..., fs) C
A" entonces o bien W = () o bien dim W > n — s.
En el caso proyectivo tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.1.7 ([Sha94, Chapter 1, Section §2.6, Corollary 2]). Sea V' C P" una
variedad proyectiva de dimension r y sea W :=V (q1,...,gs) una subvariedad de V.
Entonces toda componente no vacia irreducible de W tiene dimension por lo menos
r—s.

Sea V' C A" una K-variedad afin, sea I(V) C K[Xy,...,X,] el ideal de V' y
z € V. La dimensién dim, V de V en z es el mdximo de las dimensiones de las
componentes K-irreducibles de V' que contienen a z. Si I(V') = (fi, ..., f.), entonces
el espacio tangente 7,V de V en x se define como el nticleo de la matriz Jacobiana
(0fi/0X;)1<i<ri<j<n(z) de fi1,..., f, con respecto a las variables Xi,..., X, en x.
Se tiene que si g1,...,9, € I(V), entonces T,V C ker((9¢;/0X;)1<i<ri1<j<n(x)). Se
satisface la siguiente desigualdad (ver, por ejemplo, [Sha94, pagina 94]):

dim, V < dim 7,V.

Un punto z se dice regular si dim, V = dim 7,V. En caso que dim, V' < dim 7.V,
decimos que x es un punto singular de V. El conjunto de puntos singulares de
V' se denomina el lugar singular de V' y lo notamos con X; se verifica que X es
una K-subvariedad cerrada de V. Una K-variedad se dice no singular o regular
si el conjunto de puntos singulares es vacio. Para una K-variedad proyectiva, los
conceptos de espacio tangente, punto singular y regular se definen considerando un
entorno afin del punto en cuestién.

Sea V una K-variedad afin o proyectiva cuya descomposicién en componentes K
irreducibles es V = UY | C;. Se satisface que C; N C; C ¥ para todo i # j y que ¥ no
contiene componentes irreducibles de V. Ademas, si consideramos el lugar singular
%; de cada componente irreducible Cj, se tiene que ¥ = {J,_.;,(C; N C;) U, 2.

A cada K-variedad afin V' C A" podemos asociarle una K-variedad proyectiva
pcl(V) C P, que llamamos la clausura proyectiva de V' y definimos de la siguiente
manera. Consideramos la inmersién de A™ en P" que a cada © = (z1,...,2,) €
A™ le asigna el punto (1 : z; : --- : x,) € P". La clausura proyectiva pcl(V) es
entonces la clausura con respecto a la topologia Zariski en P" de la imagen de V'
via esta inmersién . Asi, por definicién, pcl(V') es la menor K-variedad proyectiva
que contiene a V. Los puntos de pcl(V) \ V' se llaman puntos de V' en el infinito.
Se verifican ademads las siguientes propiedades [Kun85, §1.5, Proposition 5.17 and
Exercise 6; and §I1.4, Proposition 4.1].

Teorema 2.1.8. Sea V C A" una K—variedad afin y sea pcl(V) C P la clausura
proyectiva de V. Entonces:

(i) V es irreducible si y solo si pcl(V) lo es.

(it) SiV =ViUWaU---UV, es la descomposicion de V' en K —variedades irreducibles
entonces pcl(V) = pel(Vy) U pel(Va) U --- U pcl(V,) es la descomposicion de
pcl(V) en componentes K -irreducibles.

(iti) V' y pcl(V) tienen la misma dimension.
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(iv) El ideal I(V)" de pcl(V) es el ideal generado por la homogeneizacion [ €
K[Xo,...,X,] de todos los polinomios f € I(V) C K[Xy,...,X,]. Ademds,
I(V)" es radical si y sélo si I(V) lo es.

Sea ahora V' C P" una K-variedad proyectiva. Consideramos el morfismo
0. A"\ {(0,...,0)} = P"

que a un punto con coordenadas afines (ayo,...,a,) le asocia el punto proyectivo
con coordenadas homogéneas (ag : --- : a,). Se define el cono afin de V' como la
variedad afin

C(V)=6"(vV)u{(,...,0)}.
Se satisfacen las siguientes propiedades.
(i) dimC(V) =dimV + 1.
(#7) V es irreducible si y sélo si C'(V) lo es.

(791) V es no singular si y solo si C'(V') es no singular o su tnico punto singular es
el origen.

2.1.1. Intersecciones completas

En esta seccion vamos a considerar una familia particular de K-variedades, que
se denominan intersecciones completas.

Definicién 2.1.9. Sea V wuna K-variedad de dimension r.

i) Decimos que V es una intersecciéon completa conjuntista si V' es la interseccion
de n —r K-hipersuperficies.

ii) Decimos que V' es una interseccién completa si I(V') puede ser generado por
n —r polinomios en K[Xy,..., X,].

Una K-variedad V' es regular en codimensién m si el lugar singular > de V'
tiene codimension al menos m + 1 en V, es decir si dimV — dim > > m + 1. Una
interseccion completa se dice normal si es regular en codimensién 1. Un resultado
importante para intersecciones completas proyectivas es el Teorema de Conexién de
Hartshorne (ver, por ejemplo, [Kun85, Theorem VI.4.2]), que enunciamos a conti-
nuacién. Si V. C P" es una interseccién completa definida sobre K y W C V es
una K-subvariedad de codimensién al menos 2, entonces V' \ W es conexo con la
topologia Zariski de P™ sobre K. De acuerdo a este lema, considerando W = X,
deducimos el siguiente resultado que utilizaremos frecuentemente.

Teorema 2.1.10. 57 V C P" es una interseccion completa normal, entonces V' es
absolutamente irreducible.

Cada interseccion completa resulta definida por polinomios que forman una su-
cesion regular.
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Definicién 2.1.11. Sean fi,..., for € K[X1,...,X,]. Decimos que fi,..., fn_s
forman una sucesion regular si f1 no es el polinomio cero, cada f; no es divisor de cero

en el anillo K[ Xq,..., X,]/(f1,..., fic1) para 2 <i<n—r yV(fi,..., fa—r) # 0.

Si fi1,..., for forman una sucesién regular en K[Xi,...,X,] o K[Xo,...,X,],
entonces la K-variedad afin o proyectiva que ellos definen es una interseccién com-
pleta conjuntista y es de dimensién pura r. Mas aun, si el ideal (fi,..., fo_r) es
radical entonces dicha variedad es una intersecciéon completa.

2.1.2. El grado de una variedad

Sea V una K-variedad irreducible. Se define el grado deg(V) de V como el
nimero maximo de puntos en la interseccion de V' con una variedad lineal L de
codimensién dim V' para la cual dicha interseccion es finita. Mas generalmente, si
V=C,UCyU---UC, es la descomposicién de V' en componentes K-irreducibles,
definimos el grado de V' como degV := Y., degC; (ver [Hei83]). El grado de una
K-hipersuperficie H es el grado de un polinomio de grado minimo que define a H.
El grado de un abierto denso contenido en una K-variedad V' es igual al grado de V.
A continuacién enunciamos una desigualdad de Bézout que usaremos para obtener
las estimaciones (ver [Hei83, Ful84, Vog84]).

Teorema 2.1.12. SiV y W son K-variedades, entonces
deg(VNW) < degV -degW. (2.1)
También usaremos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.13 ([HS82, Proposition 2.3]). Sean Vi, ..., Vs K-variedades afines.
Supongamos que dim Vy = r y sea D el mdzimo de los grados de Vs, ..., Vs. Entonces

deg(Vin---NV;) <degV1D".

Damos a continuacion propiedades relacionadas con la nocién de grado de K—
variedades.

(1) Sean V' C A", pcl(V) C P" su clausura proyectiva y V C A" el cono afin de
pcl(V). Se satisface (ver, por ejemplo, [CGH91, Proposition 1.11]):

deg V' = degpcl(V) = deg V.

(17) Sea ¢ : V' — W un morfismo regular lineal de K-variedades. Entonces [Hei83,
Lemma 2],

degp(V) < degV (2.2)

donde ¢(V') es la clausura de Zariski de ¢(V) con respecto a la topologia
Zariski de W.
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Sea V' C P" una K-variedad interseccién completa de grado ¢ y dimension 7, y sea
fi, -+, fa_r un conjunto de generadores homogéneos de I(V'). Los grados dy, . . ., d,,_,
dependen de V' y no del sistema de generadores de I(V'). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que dy > --- > d,_,. Definimos entonces el multigrado de V' como
d := (dy,...,d,_,). El siguiente es un resultado fundamental sobre intersecciones
completas, que se denomina el Teorema de Bézout.

Teorema 2.1.14 ([Har92, Theorem 18.3]). Sea V' C P™ una interseccion completa
de grado 6, dimension r y sean fi,..., fn_r generadores homogéneos de 1(V') de
grados dy > --- > d,_, respectivamente. Entonces

i=1

2.2. Puntos F,-racionales de F,—variedades

Sea V' una [ -variedad afin o proyectiva. Dado x € V, decimos que z es un
punto F,—racional de V si todas sus coordenadas pertenecen a F,. Notamos por
V(F,) al conjunto de puntos F,-racionales de V. Cabe observar que el espacio afin
de dimensién n sobre F, tiene cardinal |A™(F,)| = ¢™ y el espacio proyectivo de
dimensién n sobre I, tiene cardinal

Pn = ’Pn(Fq)’ :qn+qn*1+..._|_q+1_

Dada una [F,-variedad V, estimar la cantidad de puntos [-racionales de dicha
variedad es un problema clasico de geometria aritmética. Dado que se conocen pocos
resultados sobre la cantidad exacta de puntos [F-racionales, muchas veces resulta 1til
contar con estimaciones de dichos puntos. Observamos que las cotas superiores que
se conocen del nimero |V (F,)| de puntos F,-racionales de V' se enuncian en términos
de la dimensién y del grado de dicha variedad.

A continuacion vamos a dar algunas cotas superiores conocidas.

2.2.1. Algunas cotas superiores

Proposicién 2.2.1. Sea V' una variedad afin o proyectiva de dimension r y grado
0 definida en el espacio de dimension n sobre [F,. Entonces la cantidad de puntos
I, -racionales de V' satisface

(i) SiV es una variedad afin entonces |V (F,)| < 0q".
(ii) Si'V es una variedad proyectiva entonces |V (E,)| < dp,.

En los trabajos [CM06b, Lemma 2.1] y [CMO07, Proposition 3.1] los autores dan
demostraciones de estos resultados que se basan en la aplicacion de la desigualdad
de Bézout (2.1). Para otras demostraciones podemos citar los trabajos [Lac96] y
[LR15]. Encontramos también en [LR15, Proposition 4.3] un resultado andlogo a la
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Proposicién 2.2.1 para el caso de intersecciones completas. Cabe mencionar que en
[LN83, Theorems 6.13 y 6.15] se encuentran las demostraciones clasicas para el caso
de hipersuperficies.

Podemos observar que, para el caso de variedades afines, la cota superior del Teo-
rema 2.2.1 es 6ptima. Por ejemplo, en el caso de una F,~hipersuperficie H C A™ defi-
nida por un polinomio f € F,[Xi,. .., X,] de grado §, la cota superior H(F,) < §-¢"~*
es Optima si 6 < ¢g. En efecto, considerando el polinomio f = (X3 —¢1) -+ (X1 — ¢5),
siendo ¢y, ..., cs elementos distintos en I, la cantidad de puntos [F-racionales de
la hipersuperficie definida por f es d¢"~!. Sin embargo, la cota del Teorema 2.2.1
no es 6ptima para el caso de variedades proyectivas. De hecho, J. P. Serre propor-
ciona una cota més precisa para I,-hipersuperficies proyectivas, que enunciamos a
continuacion.

Proposicién 2.2.2 ([Ser91]). Sea H C P" una F,~hipersuperficie de grado 6 < q+1.
Entonces tenemos que |H(F,)| < d¢" ' + p,_a.

Por 1ultimo, cabe mencionar que recientemente A. Couvreur obtuvo un resultado
analogo al de Serre para el caso de variedades proyectivas equidimensionales.

Proposicién 2.2.3 ([Coul6, Corollary 3.3]). Sea V' C P" una variedad proyectiva
de dimension pura d < n y de grado §. Entonces,

\V(E,)| < 6(pa — p2d—n) + P2d—n-

2.2.2. Estimaciones del nimero de puntos [,-racionales

En esta secciéon comenzamos exhibiendo férmulas sobre el niimero promedio y la
varianza del nimero de puntos F,—racionales de hipersuperficies (ver, por ejemplo,
[LN83, Theorems 6.16 y 6.17]). Estos resultados permiten, intuir cémo estimar la
cantidad de puntos F-racionales de una hipersuperficie y el error que cometemos al
estimar dicho niimero por el valor promedio. Luego mostramos estimaciones sobre la
cantidad de puntos [F,-racionales de hipersuperficies. También damos un resultado
analogo al de hipersuperficies para el nimero promedio de puntos [F,-racionales
para F,~-variedades y proporcionamos estimaciones sobre la cantidad de puntos [F,—
racionales de la misma.

Sea d un entero positivo y sean X, ..., X, indeterminadas sobre E. Sea X =
(Xi,...,X,) y E[X] el anillo de polinomios en X con coeficientes en F,. Denotamos
con [F,[X]<4 al conjunto de todos los polinomios en F,[X] de grado a lo sumo d. Si
N(F) es la cantidad de ceros F,-racionales de F, se satisface que

1
[y [ X <dl

Con las mismas hipétesis, se tiene la siguiente formula para la desviacién de este
promedio:

> ONF)=q¢"" (2.3)

FeRy[X]<q

1

B[ X ]<dl Y ONE) =g =g =g (2.4)

FeRy[X]<a
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, . . . . —1
De aqui se ve que un polinomio F' € F,[X]|<, tiene en promedio ¢"~ " ceros F,-
racionales, y el error que se comete al estimar la cantidad de ceros [F;-racionales de F'

por dicho promedio es del orden de an_l. Luego, si H es una [F-hipersuperficie afin,
podemos estimar el nimero de puntos F,-racionales de la misma por la cantidad ¢" .
Seria de esperar entonces que, el error cometido “H ()| — q”*1| sea del orden de

n=1 . . . . . .
q z . Desafortunadamente, esto no es cierto para una hipersuperficie afin arbitraria;
por ejemplo, si H es relativamente irreducible se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.4 ([CM06b, Lemma 2.3]). Sea V' C A™ una F,-variedad relativa-
mente irreducible de dimension r y grado §. Entonces |V (F,)| < 6%q¢" /4.

En el caso en que la [-hipersuperficie H C A" es absolutamente irreducible, es
posible estimar en forma satisfactoria el error ||H(F,)| — ¢"!|, como se expresa en
el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5 ([CMO06b, Theorems 5.2 y 5.3]). Sea H C A" una F,-hipersuperficie
absolutamente irreducible de grado 6. Entonces se satisface la siguiente estimacion:

||H(Fq)| i qn—l‘ < (5 . 1)((5 . 2) qn—3/2 + 5513/3 qn—2‘
Si ademds q > 156"/3, entonces
|HE)| =" < (6 - 1)(0 =2)¢" 2+ (582 + 5 + 1) ¢" 2.

Cabe aclarar de todas maneras que la absoluta irreducibilidad no es una res-
triccién importante, dado que “casi todas” las hipersuperficies son absolutamente
irreducibles (ver [vzGVZ13, Corollary 6.8]).

Por otro lado, se tiene un resultado similar al del nimero promedio de ceros de
un polinomio con coeficientes en F, para sistemas de polinomios.

Teorema 2.2.6. Sea d = (dy,...,d,—,) € N*77 y Qq el conjunto de (n — r)-uplas
de polinomios

Qg :={F = (fi,..., fo—r): [i€E[X], degfi <d; para 1 <i<n-—r}.
Se satisface entonces:

oH] > VE)E) =q"

Demostracion. Se tiene

DIVENE) =D D 1= Y 1= ¢ =g

FeQg FeQq xekp z€lfr FeQq z€R
F(z)=0 F(z)=0
El enunciado del teorema se sigue facilmente. O]
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Analogamente, se puede obtener un resultado similar para la varianza, a saber:

QL Z <|V<F)(Fq)| - qr)Q =q" — q’”*l

‘ d’ FeQg

A partir de estos resultados, al igual que en el caso de hipersuperficies, podemos
pensar en estimar la cantidad de puntos de una F,-variedad afin de dimensién r por
q" v esperar que el error cometido sea del orden ¢z. En el caso en que la variedad en
consideracién sea absolutamente irreducible, tenemos los siguientes resultados (ver

[GLO2b, CMO6b)).

Teorema 2.2.7 ([GL02b, Theorem 4.1]). Sea V' C A™ una F,-variedad absoluta-
mente irreducible de dimension r y grado §. Entonces

IVE) —q"[ < (6= 1)@ —2)g" 2 +6- 2°(sd +3)" g™,

donde s es el numero de ecuaciones que definen a'V y d es el grado mdximo de las
mismas.

Teorema 2.2.8 ([CM06b, Theorem 7.1]). Sea V' C A™ una E,-variedad absoluta-
mente irreducible de dimension r y grado . Si q > 2(r +1)62, entonces se satisface
la siguiente estimacion:

||V | —q | < 1)(5 — 2)qr71/2 + 5513/3qr71.

En el caso en que la variedad en consideraciéon no es absolutamente irreducible,
no es vélido estimar la cantidad de puntos por ¢". Por ejemplo, en el trabajo [FHJ94,
Proposition 3.3 (b)] (ver también [LR15, Proposition 3.8]) los autores prueban que
una [ -variedad normal que no es absolutamente irreducible no tiene puntos [F,-
racionales.

Concluimos este capitulo dando estimaciones para intersecciones completas pro-
yectivas definidas sobre [F,. Un resultado conocido es la estimacién de P. Deligne
para intersecciones completas no singulares. Mas precisamente, sea V' C P" una
intersecciéon completa no singular definida sobre F,, de dimensién r y multigrado d.
Entonces se satisface la siguiente estimacion:

[V(E,)| — p,| < bl(n,d)g"?, (2.5)

donde b.(n,d) es el r-ésimo nimero de Betti primitivo de V' (ver, por ejemplo,
[GLO02a, Theorem 4.1] para una expresién explicita de ¥.(n,d) en términos de n, r
y d).

Por su parte, Ghorpade y Lachaud dan la siguiente estimacion para intersecciones
completas arbitrarias (ver [GL02a, GL02b)).

Teorema 2.2.9. 51V C P" es una interseccion completa definida sobre F, de dimen-
sion r y multigrado d, cuyo lugar singular tiene dimension a lo sumo 0 < s < r—2,
entonces

V(E)| = p| <y i(n—s—1,d)g" /2 4 Cy(V)g /2, (2.6)
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donde Cs(V') es una constante independiente de q que se puede acotar por
Cs(V) <9.2""((n —r)d+ 3)",
siendo d := max{dy,...,d, .} sid:= (dy,...,d,_,).

En [CMP15a, Theorem 1.3] y [CMP15a, Corollary 8.4] los autores obtienen esti-
maciones que complementan las de los teoremas anteriores cuando las variedades en
consideracién son intersecciones completas proyectivas normales. Mas precisamente,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.10 ([CMP15a, Theorem 1.3]). Sea V' C P" una interseccion com-
pleta normal definida sobre F, de dimension r > 2, grado § y multigrado d =
(dy,...,dn—). Entonces

V()| - p,| < (6(D —2) +2)¢" "% + 14D?6%¢" ", (2.7)
donde D := """ "(d; — 1).

Por otro lado, el siguiente teorema muestra una estimacion para intersecciones
completas proyectivas regulares en codimensiéon 2.

Teorema 2.2.11 ([CMP15a, Corollary 8.4]). Sea V' C P"™ una interseccion completa
definida sobre E,, de dimension r y multigrado d := (dy, ..., d,—,), la cual es reqular
en codimension 2. Entonces

|V (F)| — p| < 14D%%q"". (2.8)

Para finalizar, cabe mencionar que en [MPP16a, Theorem 1.2] se muestra una
estimacion explicita para intersecciones completas proyectivas generales que com-
plementa la del Teorema 2.2.9. El resultado es el siguiente.

Teorema 2.2.12. Supongamos que q¢ > 2(s + 1)D" YD +r — s)d y sea V C
P™ una interseccion completa definida sobre I, de dimension r, multigrado d :=
(dy,...,dn_y), grado 6 y lugar singular de dimension a lo sumo s con 0 < s <r—2.
Entonces .

IVEN = pr| < (bryi(n—s—1,d) +2V5+ 1)
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Capitulo 3

El lugar discriminante y
variedades de incidencia asociados
a familias lineales

El objetivo de este capitulo es, en primer lugar, demostrar la absoluta irredu-
cibilidad del lugar discriminante asociado a ciertas familias lineales de polinomios
univariados con coeficientes en [,. Luego, usando este resultado, analizamos la geo-
metria de ciertas intersecciones completas singulares determinadas por tales familias
y damos estimaciones de la cantidad de puntos F,-racionales de las mismas. Dichas
estimaciones nos permitiran, mas adelante, mejorar los resultados existentes sobre
los problemas combinatorios sobre cuerpos finitos que estudiaremos: el comporta-
miento promedio del cardinal del conjunto de valores, y la distribucién de patrones
de factorizacién, en familias lineales de polinomios moénicos univariados con coefi-
cientes en [;.

3.1. Irreducibilidad del discriminante

El lugar discriminante es un objeto de estudio clasico de la geometria algebrai-
ca (ver [GKZ94, Chapter 12] para una descripcién de algunas de sus propiedades
geométricas). En este capitulo vamos a estudiar el lugar discriminante de las familias
de polinomios univariados asociadas a los problemas combinatorios que nos intere-
san. Esto nos permitird obtener informacion importante sobre el lugar singular de
algunas variedades algebraicas subyacentes a dichos problemas combinatorios.

Comenzamos definiendo el lugar discriminante de una familia cualquiera de po-

linomios univariados con coeficientes en F,. Sea T una indeterminada sobre F,.
Sea d > 2 un entero positivo y sea F,[T]; el conjunto de todos los polinomios
ménicos en F,[T] de grado d. Para A C F,[T];, definimos el lugar discriminan-
te D(A) de A como el conjunto de los elementos de A los cuales no son libres
de cuadrados. Con un leve abuso de notacién, vamos a identificar cada elemento
fao =T+ ag T4 +---+ag € Aconlad-uplaag:= (ag_1,...,a) € A, y consi-
deramos A como un subconjunto de A?. Para fo, € A, sea Disc(fq,) := Res(faq, f4,)
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el discriminante de fq,, esto es, la resultante de fq, y su derivada f, . Observemos
que fa, € D(A) siy solo si Dis(fa,) = 0. Sean Ag_1,. .., Ap indeterminadas sobre
F, y sea Ay := (A4_1,...,Ap). Consideramos el polinomio F' € F,[A(,T| definido
como

F(Ag,T) =T+ Ay T + - + A,. (3.1)

Dado que f,, tiene grado d, por una propiedad bésica de las resultantes (ver, por
ejemplo, [CLO92, §3.6, Proposition 3]) obtenemos que Dis( fa,) = Dis(F (Ao, T))| ag=as-
Asi, D(A) puede expresarse de la siguiente manera:

D(A) := {ag € A : Dis(F(Aq, T))| 4g—ag = 0} (3.2)

Sea F,[T]4 el conjunto de todos los polinomios en F,[T] de grado d. En este
capitulo vamos a considerar las familias lineales de polinomios en F,[T]; que des-
cribimos a continuacion. Sean m y r enteros positivos tales que 3 < r < d — m,
sean Ay 1,...,A, indeterminadas sobre F, y sean Ly, ..., L, € F,[Aq_1,...,A,] las
formas lineales afines definidas como sigue:

Lk = bk’dflAd71 + -+ bk,rAr + bk,O (1 <k< m) (33)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que L, ..., L,, son linealmente inde-
pendientes. Sea L := (Ly, ..., Ly,) y sea Ar, C F,[T], la familia lineal definida de la
siguiente manera:

Ap = {T"+ag \T" ' +---+ay €F,[T)s: L(ag_s,...,a,) = 0}. (3.4)
Suponemos sin pérdida de generalidad que M (L) = (bga—;)1<k<m,1<j<d—r €S UNA
matriz escalonada por filas y denotamos con 1 < j; < -+ < j,, < d — 1 a las

posiciones de las columnas de M (L) correspondientes a los pivotes. Consideramos
también £ C A la variedad lineal definida por Ly,..., L,, y D(£) C A? el lugar
discriminante de L.

En relacién al lugar discriminante asociado a familias lineales de polinomios
encontramos el trabajo [FS84], donde M. Fried y J. Smith demuestran el siguiente
resultado sobre el lugar discriminante asociado a una familia de polinomios ménicos
con ciertos coeficientes prescriptos.

Teorema 3.1.1 ([FS84, Proposicion 3.1]). Sean j := (j1,...,Jm) enteros no negati-
vos tales que 1 < jy < -+ < jm < d yged(fu, ..., Jm) =1y seab:=(bj,...,b;.) €
Fm. Sea A; la familia lineal de polinomios de Fy[T'q definida como

Aj = {T"+ ag T+ +ag €F[T]g:aj, =b;, (1<i<m)}

Sea L; C A? la variedad lineal definida por L;, := Aj,—bj, para 1 <i < m. Entonces
existe n(g) € N tal que D(L;) es absolutamente irreducible si ged(n(g),p) = 1.

Desafortunadamente, no podemos aplicar este resultado al lugar discriminante
D(L) de la variedad L definida por las formas lineales Ly, ..., L,, de (3.3), ya que,
primero, la familia lineal A asociada a él consiste del conjunto de polinomios cuyos
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coeficientes cumplen relaciones lineales (para los cuales el caso de coeficientes pres-
criptos es solo un caso particular), y segundo, necesitamos un resultado valido para
cuerpos de caracteristica pequena. Es por esto que, en esta seccién, demostramos
que el lugar discriminante D(L) resulta una hipersuperficie absolutamente irreduci-
ble cuando p > 2, extendiendo asi de forma significativa el resultado de [F'S84].

Para ello, introducimos la nocién de polinomios homogéneos con peso y algu-
nos resultados basicos al respecto que serdn necesarios. Sea K un cuerpo cual-
quiera. Sea K[X, ..., X,] el anillo de polinomios multivariados con coeficientes en
K. Dados enteros positivos ai, ..., a,, definimos el peso wt(X“) de un monomio
X = X X2 como wt(X®) := > a; - ;. De aqui se deduce que el pe-
so de cada variable X; es a;. Se define el peso wt(F') de un elemento arbitrario
F € K[Xj,...,X,] como el mayor de los pesos de todos los monomios con coeficien-
tes no nulos que aparecen en la representacion densa de F.

Un elemento F' € K[X1,..., X,] se dice homogéneo con peso o cuasi-homogéneo
(con respecto al peso wt definido arriba) si todos sus términos tienen el mismo
peso. Observamos que F' es homogéneo con peso si y solo si F(t" Xq,...,t"X,,) =
" P(X,, ..., X,) para cada t € K\ {0}. Equivalentemente, I’ es homogéneo con
peso si y solo si F(X7{*,..., X% ) es un polinomio homogéneo en los X; de grado
wt(F).

Todo polinomio F' € K[Xj, ..., X,]| puede escribirse de manera tnica como una
suma de polinomios homogéneos con peso F' = ) . F;, donde cada F; es un polinomio
homogéneo con wt(F;) = i. Los polinomios F; se llaman las componentes homogéneas
con peso de F'. En lo que sigue usaremos la propiedad que enunciamos a continuacion.

Lema 3.1.2 ([HH11, Proposicién 3.3.7]). Sea F' € K[Xy,...,X,] un polinomio
de grado positivo. Si la componente Fuypy de mayor peso de F' es irreducible en
K[Xy,...,X,], entonces F es irreducible en K[ X1, ..., X,].

También usaremos los siguientes criterios de irreducibilidad para polinomios mul-
tivariados.

Lema 3.1.3. Sea F € K[X1,..., X,] un polinomio de grado positivo, s < n,
R:=K[X.,....,X.] v QR) :=K(X,,...,X,).

Si F' es un polinomio primitivo de R[Xqy1,...,X,] y es un elemento irreducible de
Q(R)[Xss1,-.., Xy, entonces F es irreducible en K[X7, ..., X,].

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata del lema de Gauss. O

Lema 3.1.4 (|Gib98, Lema 3.15]). Sean F,G € K[Xy,...,X,] polinomios ho-
mogéneos de grado d y d+ 1 respectivamente, sin factores comunes. Entonces F+G
es irreducible en K[ X1, ..., X,].

Lema 3.1.5 ([LN83, Lema 6.54]). Sea f € K[T] un polinomio no constante, y
m € N. Supongamos que f se factoriza en K como f(T) = a(T —a1) ... (T — ag)®
con a; # aj si i # j. Entonces el polinomio X™ — f(T') es irreducible sobre K siy
solo si ged(m, eq,...,eq) =1
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Observemos que ag € D(L) siy solo si ag € A es tal que Dis(F(Ao, T))| ay=ay =
0y Lr(Ao)|ag=ao =0 (1 < k < m), donde F(Ag,T) es el polinomio definido en (3.1)
y L1, ..., L, son las formas lineales afines definidas en (3.3). De la forma escalonada
de las ecuaciones Ly (Ag) = -+ = L,(Ag) = 0 deducimos que, para 1 <[ < m existe
un polinomio h; € F,[Ag : k € J] de grado 1 tal que Ag_j, = (A - k € J), donde
J={d—-1,....,00\{d—j1,....d — jm} ydonde 1 < j; < -+ < jp, < d—r.
Sea Ay € F,[A : k € J]% el elemento que se obtiene de sustituir en la coordenada
Ay_j, de Ay el polinomio hy, para [ = 1,...,m. Concluimos que ag € D(L) si y
solo si disc(F(Ag, T))| ay—ay = 0, donde disc(F(Ay,T)) € F[A, : k € J] es el
discriminante de F(Ag, T) € F,[Ax : k € J,T] con respecto a la variable 7.

En toda esta seccién vamos a considerar el peso wt en F,[A; : k € J] definido
por wt(Ag) :==d —k con k € J. Observamos que, extendiendo esta nocién de peso
al anillo de polinomios F,[Aq, ..., Ag], es decir, definiendo wt(4;) := d — k para
1 < k < d, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.6 ([FS84, Lema 2.2]). El discriminante disc(F) € F,[Aq4, ..., Ag] de un
polinomio genérico F' € F,[Aq, ..., Ao|[T] de grado d es un polinomio homogéneo con
peso, de peso d(d —1).

A continuacién vamos a probar el resultado mds importante de esta seccion, que
asegura la absoluta irreducibilidad de disc(F (A, T)) € F,[Ax : k € T].

Teorema 3.1.7. Seap >2,q>dy3 <r <d—m. Entonces disc(F(Ao,T)) es un
polinomio irreducible en F,[Ay : k € J), donde J = {d—1,...,0}\{d—ji,...,d—
Jmt y 1 <ji1 <-+- < jm < d—r son las posiciones de las columnas correspondientes
a los pivotes de la matriz M (L) definida mds arriba.

Demostracién. Supongamos primero que p no divide a d(d—1). Sea Ky :=TF,(Ay : k €
Jh), donde Jy :={d—1,...,2}\{d—ji,...,d — jn}. Consideramos disc(F(Ag,T))
como un elemento en Ky[A;, Ag] y consideramos el peso wy sobre Ky[A;, Ag] definido
por wo(Ag) 1= dy wa(A;) := d — 1. Es facil ver que la componente homogénea
de mayor peso de disc(F(Ay,T)) es Ay := d?AL" + (=1)41(d — 1)L A% Por la
hipotesis sobre p tenemos que ninguno de los dos monomios de As se anula. Mas aun,
por el Lema 3.1.5 deducimos que A, es irreducible en Ky[A;, Ag]. Por el Lema 3.1.2
concluimos que disc(F (A, T)) es un elemento irreducible en Ky[A;, Ag]. Finalmente,
como disc(F(Ag, T)) es un polinomio primitivo de F, [Ak - k € T1][A1, Ao, el Lema
3.1.3 muestra que disc(F(Ag, T)) es irreducible en F,[Ay, : k € J].

Supongamos ahora que p divide d. Sea K3 := E(Ak k€ Jp), donde Jp =
{d—1,...,3\{d—j1,...,d—7jm}. Consideramos disc(F (Ao, T)) como un elemento de
K3[As, A1, Ag]. Consideramos el peso w3 sobre K3[As, Ay, Ag] definido por w3(Ay) =
d, ws(Ay) :=d—1y ws(A4y) :==d—2.

Si G =T+ A,T?+ AT+ Ay, entonces G' = 24,7 + A;. Por lo tanto, aplicando
la férmula de Poisson para la resultante es facil probar que

dise(G) = Res(G, G/,T) _ (_1)d(2A2)dG(gjl)

= AT+ (=122 A1 A2 1 (—1)729 A% A,.
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Como el discriminante de un polinomio genérico de grado d es homogéneo con
peso, de peso d(d — 1), deg F(Ay,T) = degG = d y disc(G) es un término de
disc(F (A(), T)), que resulta homogéneo con peso, de peso d(d — 1), es facil ver que
disc(G) es la componente de mayor peso de disc(F(Ao,T)) € Ks[As, Ay, Ao]. Més
aun, afirmamos que disc(G) es irreducible in K3[Asg, A;, Ag]. En efecto, si considera-
mos disc(G) como un polinomio en Ks(Ag)[Az, A1], vemos que disc(G) es la suma
de dos polinomios homogéneos de grados d y d+ 1 que no tienen factores en comun,
esto es, A? + (—1)927A4%A, y (—1)#129-2 4971 A? respectivamente. Entonces, por
el Lema 3.1.4 tenemos que disc(G) es irreducible in K3(Ag)[Asz, A;]. Como ademés
disc(G) es un polinomio primitivo en K3[Ag][A2, A1], resulta a su vez irreducible en
K3[As, Ay, Ag] por el Lema 3.1.3. Combinando este resultado con el Lema 3.1.2 de-
ducimos que Disc(F(Ag, T)) es irreducible en Ks[Ay, A1, Ag]. Como Disc(F(Ag, T))
es un polinomio primitivo en T, [Ak ke \72} [Ay, A1, Ag], aplicando nuevamente el
Lema 3.1.3 concluimos que Disc(F(Ag, T)) es irreducible en F,[A : k € J].

Finalmente, supongamos que p divide a d — 1 y consideremos disc(F (AO,T))
como un elemento de K3[Ay, Ay, Ag]. Argumentando como arriba podemos concluir
que el discriminante disc(G) del polinomio G := T¢ + A T? + AT + Ap es la
componente homogénea de mayor peso de disc(F (AO,T)). Observemos que G’ =
T4 +2A,T+ A;. Asi, utilizando propiedades elementales de la resultante, tenemos
que

_ Resp(G,TG'—G)  Resp(G, A T°— Ay)

disc(G) = Resr(G,T) Resr(G,T)
_ Resp(G — (AT? — Ay), AT — Ap)
B Resr (G, T)
_ Resp(T?+ AT + 240, AT — Ay)
B Resr(G,T) '

Aplicando la férmula de Poisson para la resultante, es facil deducir que:

4A3A, + AT ¢ 4Ag/ 2AY? — A2ATY para d par,

diSC(G) = { d—1 d—1

—4AGAG + AT 4 2A1A,7 AT+ A2ATTY para d impar.

Entonces disc(G) es irreducible en F,[Ag, A5][A;] por el criterio de Eisenstein (toman-
do como primo Ay) y asf tenemos que disc(F(Ay, T)) es irreducible en Ks[As, Ay, Ag]
por el Lema 3.1.2. Argumentando como arriba tenemos que disc(F(Ag, T)) es irre-
ducible en F,[A}, : k € J], finalizando asf la demostracién del teorema. O

Del teorema anterior deducimos facilmente el siguiente resultado sobre el lugar
discriminante D(L), donde L es la variedad lineal definida por las formas lineales
afines Ly, ..., Ly, de (3.3).

Corolario 3.1.8. Seanp > 2, ¢ >d y 3 <r < d—m. Entonces D(L) C A4™™ es
una F,~hipersuperficie absolutamente irreducible.
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Para terminar esta seccion, sea s un entero positivo tal que 1 < s < d — 2. Dado
a:= (a4 1,...,a4-s) € F;. Consideramos la familia A, de polinomios en [F, (T4 con
los primeros s coeficientes fijos, es decir,

Ao = {T 4+ aq T 4+ tag o TV 4o tag i agga, .- a0 € F )

Observemos que esta familia es un caso particular de la familia Ag. Por lo tanto,
si consideramos las formas lineales afines L := Ay_; —a4—; paral < i < sy la
variedad lineal £* C A?"% definida por L¢,..., L% tomando r :==d — sy m := s
deducimos del Corolario 3.1.8 el siguiente resultado.

Corolario 3.1.9. Seanp >2 yq>d, y sea 1 < s < d—3. Entonces D(L*) C A4~*
es una I, ~hipersuperficie absolutamente irreducible.

3.2. Estimaciones para variedades de incidencia

En esta secciéon presentamos estimaciones de la cantidad de puntos ,-racionales
de ciertas variedades de incidencia definidas sobre [, asociadas a la familia lineal Af,
dada en (3.4). Estas estimaciones nos permitirin més adelante dar cotas superio-
res explicitas sobre el cardinal promedio del conjunto de valores de dichas familias
lineales y el nimero de elementos de Ay, con determinado patréon de factorizacién.

A continuacion definimos las variedades de incidencia a la que hacemos refe-
rencia. Sean m,r y d enteros positivos tales que 3 < r < d — m. Fijamos ¢ con
r+1 <17 <d Sean Ay_1,...,Aq indeterminadas sobre E y sean Lq,...,L,, €
F,[A4_1,. .., A,] las formas lineales afines de (3.3) que definen la familia Ar. Sean
A = (Agq,..., A1) vy Ay = (A, Ag). Sean T,Ty,...,T; nuevas indeterminadas
sobre [, y denotemos T := (T1,...,T;). Consideramos el polinomio F € F,[Ag,T]
definido en (3.1). Observemos que si ag € FY, entonces podemos escribir F(ao, T) =
f + ap, donde f € F,[T] es un polinomio ménico de grado d con f(0) = 0.

Consideremos la F,—cuasi-variedad afin T'; C A% definida por el polinomio
F(Ay,T) y las m formas lineales afines L(Ay), es decir:

;= {(ap, @) € A" : Flag,a;) =0 (1 <j<4), aj #ay (1<j<k<i), (3.5)
Li(ag) = -+ = Ly(ag) = 0}.

A efectos del andlisis de los problemas combinatorios sobre cuerpos finitos que ya
mencionamos, como veremos mas adelante, vamos a estimar la cantidad de puntos
F,—racionales de I';. Para ello, vamos a considerar la clausura Zariski T,deT; C
A% y obtener ecuaciones que definan dicha clausura. Para este propésito, usamos
la siguiente notacién. Sean X, ..., X;,; indeterminadas sobre F, y sea f € F,[T]
un polinomio de grado a lo sumo [. Por conveniencia de notaciones, definimos la
diferencia dividida A°f € F,[X;] de orden 0 de f como A°f := f(X;). Paral < j <1
definimos la diferencia dividida A7 f € F,[X;, ..., X;.1] de orden j de f como

Aj_1f<X1, C. 7X]) — Aj_lf(Xh ... ,Xj,hXjJrl)
Xj = Xjn '

NF(Xy, . X)) = (3.6)
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Con estas notaciones, definimos la siguiente F,—variedad T'; C A%

F: = {(CI/(),a) S Ad X AZ 2Aj71F(CLQ,Oél, R ,Oéj) =0 (1 S] < Z), (37)

donde A" F(ay, Th, . . ., Tj) denota la diferencia dividida de orden j—1 de F(ao, T) €
I, [T].

En las préximas secciones, suponiendo que p > 2, probamos que las variedades
de incidencia I'} resultan ser intersecciones completas definidas sobre I, con buen
comportamiento en el infinito y cuyo lugar singular tiene codimensién al menos 2.
Esto nos permitira aplicar las estimaciones sobre intersecciones completas proyecti-
vas normales que se encuentran en el trabajo [CMP15a] (ver Teorema 2.2.10) y dar
estimaciones sobre la cantidad de puntos [,-racionales de I.

3.2.1. Aspectos geométricos

En esta seccion discutimos ciertas propiedades geométricas de las variedades de
incidencia 'y € A% con r + 1 < i < d. El primer resultado muestra la relacién
entre la cuasi-variedad I'; y la variedad I'} .

Lema 3.2.1. Sean m,r y d enteros positivos tales que 3 < r < d —m. Sea i un
entero tal que r + 1 <1 < d. Entonces tenemos la siquiente identidad:

Demostracion. Sea (ag, ) un punto arbitrario de I';. Por la definicién de la dife-
rencia dividida de F(ag,T) es facil concluir que (ag, @) € I'f. Por otro lado, sea
(ap, ) un punto arbitrario perteneciente al conjunto del lado derecho de (3.8).
Afirmamos que F(agp,;) = 0 para 1 < j < 4. Observamos que F(ag,a;) =
A°F(ag, ;) = 0. Argumentando inductivamente, supongamos que F(ag, ;) =
-+ = F(ag,aj_1) = 0. De la definicién concluimos que A7"1F(ag, o - - - ;) puede
expresarse como una combinacién lineal de las diferencias F'(ag, ag1) — F(ao, ax)
con 1 < k < j— 1. Por lo tanto, combinando la hipétesis inductiva con el hecho de
que A F(ag, ay, ..., a;) = 0, es facil concluir que F(ag, ;) = 0. Esto finaliza la
demostracion de la afirmacién. ]

Con el objetivo de estudiar la geometria de I'}, mostramos primero que dicha
variedad es una intersecciéon completa conjuntista. Luego analizamos el lugar singular
de I'}, mostrando que tiene codimensién al menos 2 en I';.

Con este proposito recordamos que las formas lineales L := (Ly,...,L,,) de
(3.3), que definen la familia Ay, son linealmente independientes, y que (OL/0A) :=
(bk,d—j)1<k<m, 1<j<d—r €S una matriz escalonada por filas, siendo 1 < j; < --- < j,, <
d — r las posiciones de las columnas de (OL/0A) correspondientes a los pivotes.

Lema 3.2.2. I'} es una interseccion completa conjuntista de dimension d —m.
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Demostracién. Consideramos el orden lexicogréfico graduado de F,[Aq, T con T; >

> Ty > Ag1 > Ago > --- > Ag. Es facil ver que para cada j el polino-
mio AVIF (A, Ty, ..., T;) tiene grado d — j + 1 en las variables T y el monomio
T]fi_jﬂ aparece en su representacion densa con un coeficiente no nulo. Deducimos
que el término principal de AV1F (A, T1,...,T;) en el orden monomial definido
arriba es Tjd_jJrl para 1 < j < i. Por otro lado, el término principal de L(Ag)
en este orden monomial es Ay_;, para 1 < k < m. Asi, los términos principa-
les de AVTF (A, Th,...,Ty) (1 < j < i)y L (1 <k < m) son coprimos, y
por lo tanto forman una base de Grébner del ideal J que generan (ver, por ejem-
plo, [CLO92, Section 2.9, Proposition 4]). El ideal inicial de J estd generado por
T;i_jﬂ (1 <j<i),Asij (1 <k < m), los cuales forman una sucesién regular
en F,[Ap, T]. Por lo tanto, por [Eis95, Proposition 15.15] tenemos que los polino-
mios que definen la variedad I'} también forman una sucesién regular en F,[Aq, T).

Concluimos que I'} es una interseccion completa conjuntista de dimension d—m. [

Ahora demostramos que el lugar singular de I'} tiene codimensién al menos 2 en
I'¥. Comenzamos con el siguiente criterio de no singularidad.

Lema 3.2.3. Sea Jry, € F,[Ag, T|™+9*+) g matriz Jacobiana de los polinomios
F(Ay,T;) (1 <j<i)yLg(Ag) (1 <k<m) con respecto a Ag, T, y sea (ag, o) €
I't. Si Jpr(ag, ) es de rango completo, entonces (ag, o) es un punto no singular
de I'}.

Demostracion. Considerando la forma de Newton del polinomio que interpola a
F(ao,T) en oy, ..., q; deducimos facilmente que F(ag, ;) = 0 para 1 < j <. Esto
implica que F'(Ap,T;) se anula en I'f para 1 < j < . Por lo tanto, todo elemento
del espacio tangente T(q,a)I; de I'f en (ao, ) pertenece al nicleo de la matriz
Jacobiana Jg 1 (ag, o).

Por hip6tesis, la matriz Jg (ao, o) es de tamano (m+1i) x (d+1) y tiene rango
m + 4, y asi su nucleo tiene dimensiéon d — m. Por lo tanto, el espacio tangente
T(ao,a)L'; tiene dimension a lo sumo d — m. Como I'} es de dimensién pura d — m,
deducimos que (ag, @) es un punto no singular de I'. ]

Sea (ag, ) un punto arbitrario de I'}, con a = (ay,...,q;), y sea fq, =
F(ay,T). Entonces la matriz Jacobiana Jp evaluada en (ao, ) tiene la siguiente
forma:

OL
8—140(0,0,@) 0
JF,L(ao,a) =

Observemos que (OF/0T')(ao, &) es una matriz diagonal cuya j—ésima entrada dia-
gonal es f;, (a;). Como la matriz (OL/0Ag)(ao, ) es de rango completo, si todas
las raices en E del polinomio fg, son simples, la matriz Jp (ao, @) es también de
rango completo, y por lo tanto (ag, @) es un punto regular en I'f. Asi, para probar
que el lugar singular de I'} es una subvariedad de codimension al menos 2 en I'}, es

20



§3.2. ESTIMACIONES PARA VARIEDADES DE INCIDENCIA

suficiente considerar el conjunto de puntos (ag, ) € I'f tales que al menos una de

las coordenadas de a es una raiz miultiple de f,,. En particular, observamos que el
polinomio fg, debe tener raices multiples.

Comenzamos considerando el caso “extremo” donde el polinomio derivado fg,

es nulo; para ello, sea el morfismo de F,~variedades definido de la siguiente manera:

v, : rr —- L

(ag, ) — ap, (3.9)
donde £ := {L; = 0,...,L,, = 0} C A? es el conjunto de ceros comunes de las
formas lineales afines Ly, ..., L,, de (3.3).

Recordemos que 1 < 77 < -+ < j,, < d — r representan las posiciones de las co-
lumnas correspondientes a los pivotes de la matriz escalonada por filas (OL/0A) =
(bkd—j)i<kem, 1<j<a—r Y T :=={d=1,...,0}\{d—ji1,...,d = jm}. Observemos que el
anillo de coordenadas F,[£] de L es isomorfo al anillo de polinomios F,[A : k € J].
Tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.2.4. U; es un morfismo finito.

Demostracion. Dado que es facil ver que ¥; es un morfismo sobreyectivo, alcanza
con mostrar que la funcién de coordenada t; of F,[}] definida por T} satisface
una ecuacién moénica con coeficientes en F,[A; : k € J] for 1 < j < 4. Con este
propdsito, observamos que el polinomio F(Ag,7}) se anula en I'f para 1 < j <
y es un elemento ménico de F,[Aq][T}]. Teniendo en cuenta el isomorfismo entre el
anillo de coordenadas F,[£] y F,[A}, : k € J], es facil concluir que existe un polinomio
G € F A : k € J)[T}] tal que F(Ao,Tj) = G(Ay : k € J;T;) en I'; para 1 < j <.
Deducimos asi la existencia de una ecuacién monica que anula a ¢; con coeficientes
en F[A), : k € J] para 1 < j <. Esto concluye la demostracién del lema. O

Una primera consecuencia de este lema es el siguiente resultado sobre el conjunto
de puntos (ag, @) € I'j tales que f, = 0.

Lema 3.2.5. §i3 <r < d—m, entonces el conjunto W, de puntos (ag, o) € I'f tal
que fgo, =0 estd contenido en una subvariedad de codimension 2 en I';.

Demostracion. Dado que p > 2, la condicién f; = 0 implica a; = ag = 0. Asi
tenemos que el conjunto de puntos (ag,a) € I'; con f, = 0 es un subconjunto
de U~ 1(2172), donde Z; 5 C L es la variedad de dimensiéon d — m — 2 definida por
las ecuaciones A; = Ay = 0. Teniendo en cuenta que V¥; es un morfismo finito,
deducimos que ¥; '(Z;,) tiene dimensién d — m — 2 (ver Teorema 2.1.4). O

En lo que sigue vamos a suponer que f, es no nulo y que fq, tiene raices
multiples. Analizamos ahora el caso donde exactamente una de las coordenadas de
a es raiz multiple de fq,.

Lema 3.2.6. Supongamos que existe una tunica coordenada o de o que resulta una
raiz multiple de fq,. Entonces (ag, &) es un punto reqular de T'}.
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que a4 es la tnica raiz multi-
ple de f,, entre las coordenadas de a. De acuerdo al Lema 3.2.3, basta mostrar que
la matriz Jacobiana Jg (ag, o) es de rango completo. Con este objetivo, conside-
ramos la submatriz (0F/0(Ao, T))(ao, &) de tamano i x (i + 1) que consiste de las
ultimas ¢ filas e ¢ + 1 columnas de Jr (ag, &), es decir,

10 0 o --- 0

1 0 flll()(a2) o --- 0
OF (ag, @) = Do 0 . . :
O(Ag,T) " | .

Do : .. . 0

10 0 -0 f(’m(ai)

Dado que por hipdtesis a; es una raiz simple de f; para j > 2, tenemos que
u, () # 0 para j > 2, y asi deducimos que (0F/9(Ao, T))(ao, cx) tiene rango i.
Por otro lado, la matriz (OL/0Ay)(ag, ) tiene rango m y sus tltimas colum-
nas son nulas. Por lo tanto, denotando por (0L/0A)(ag, ) a la submatriz de
(OL/0Ap)(ag, ) que se obtiene eliminando las tltimas columnas, podemos rees-
cribir a Jpr(@o, &) como una matriz de bloques:

oL
aj(ag, a) 0
Jrr(ag, o) = oF
* ——(ay, @)

a("407 T)

Como las matrices (OL/0A)(ag, ) y (0F/0(Ap, T))(ao, &) son de rango completo,
concluimos que Jr (ag, &) tiene rango m + 1. ]

El siguiente caso a considerar es cuando aparecen dos raices multiples distintas
de fq, entre las coordenadas de o.

Lema 3.2.7. Sea W, el conjunto de puntos de (ag, o) € T'f tales que existen 1 <
J <k <1 paralos cuales oij # oy, y v, 0y, son raices mailtiples de fq,. Entonces W
estd contenido en una subvariedad de codimension 2 de I'}.

Demostracion. Sea (ag, ) un punto arbitrario de Ws. Dado que, por hipétesis, fq,
tiene al menos dos raices multiples distintas, el grado del maximo comun divisor
entre fo, v fo, €s al menos 2. Esto implica que

Res(faos fa,) = Subres(faq. fa,) =0,

donde Res(fa,, fo,) ¥ Subres(fa,, fo,) denotan la resultante y la subresultante de
primer orden de fq, y fg, respectivamente.

Por otro lado, por el isomorfismo entre el anillo de coordenadas F,[£] y el anillo de
polinomios F,[Ay : k € J| deducimos que existen polinomios h; € F,[A; : k € J] de
grado 1 tales que se satisface A;_; = hy en I'; para 1 <1 < m. Sea AO € E[Ak k€
J)¢ el elemento que se obtiene al sustituir el polinomio A; en la coordenada Ag_j, de
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Ag,paral =1,...,m. Como el grado del polinomio f,, es d, por propiedades bésicas
de las resultantes y subresultantes (ver, por ejemplo, [CLO92, §3.6, Proposition 3]),
tenemos que

Res(fag, fa,) = Res(F (Ao, T), A'F(Ag, T,T),T)| 4, _a,»
Subres( fay, fi,) = Subres(F(A,,T), A'F(A,,T,T),T))

‘Aozao’

donde

R := Res(F(Ao, T),A'F(Ay,T,T),T), (3.10)
Sy 1= Subres(F (Ao, T), A'F(A,, T,T),T),

son la resultante y subresultante de primer orden de F (AO, T)y A'F (AO, T,T) con
respecto a T. Por lo tanto, W, C W;(2,), donde ¥; es el morfismo de (3.9) y 2,
es la subvariedad de £ definida por las ecuaciones

R(Ag) = 81(Ay) = 0. (3.11)

Observemos que R(Ag) es un polinomio no nulo ya que F(Agy,T) es un elemento
separable de F,[Ay : k € J][T]. Como p > 2, tenemos que S; también es un polinomio
no nulo. En efecto, si p no divide a d(d — 1), el monomio d(d — 1) 2A%~2? aparece
en la representacién densa de S;. En cambio, si p divide a d(d — 1), el término
no nulo 2(—1)%(d — 2)*2A%~"! aparece en la representacién densa de S;. Por otro
lado, los polinomios R(Ag) v Si(Ap) forman una sucesién regular de F,[Ay : k €
J]. En efecto, dado que p > 2, por el Teorema 3.1.7 tenemos que R(Ao) es un
elemento irreducible de F,[A; : k € J], y por lo tanto el anillo cociente F,[A;
ke J|/(R(Ap)) es un dominio. Si S;(A) fuera un divisor de cero en F,[Ay : k €
J)/(R(Ay)), entonces deberfa ser un miiltiplo de R(Aq) en Fy[4; : k € J]. Esto
tultimo no puede ocurrir porque max{deg,, R(Ao), deg 4, R(Ao)} = d, mientras que
méx{deg,, Si(Ay), deg 4, S1(Ag)} < d—1. Asi concluimos que dim Z; = d —m — 2,
y por lo tanto dim U,7'(Z;) = d — m — 2. Por lo tanto, W, est& contenido en una
subvariedad de I'; de codimensién 2 en I'. O

Resta considerar el caso en donde aparece una unica raiz multiple de fg,, entre
las coordenadas de «, pero en al menos dos coordenadas distintas de «. En tal
caso, tenemos que, o bien las restantes coordenadas de ax resultan ser raices simples
de fa,, 0 bien existe al menos una tercera coordenada cuyo valor es la misma raiz
multiple. El siguiente resultado trata el primero de estos dos casos.

Lema 3.2.8. Sea (ag, @) € I'f un punto que satisface las siguientes condiciones:
v existen 1 < j <k <1 tales que oj = oy y o es una raiz miltiple de fq,;
» para todo | ¢ {j,k}, ay es una raiz simple de fq,.

Entonces (ag, o) es un punto reqular de T'}.
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que j = 1 and k = 2.
Observemos que los polinomios A'F(Ay, Ty, Ty) v F(Ao, Tj) (2 < j < i) se anulan
en I'7. Por lo tanto, el espacio tangente T(qya)l; de I'} en (ao, ) estd incluido
en el nicleo de la matriz Jacobiana Ja pr(ag, @) de A'F(Ag, Th,Tz), F(Ao,T))
(2 < j <)y L con respecto a Ay, T. Afirmamos que Ja pr(a@p, @) tiene rango
1+ m.

Ahora probamos esta afirmacién. Es facil ver que %(ag,al,al) =0y que
68%:7(&0’ oq, 1) = jod ! para j > 1. Por lo tanto, podemos expresar a JarL(ag, o)
como la siguiente matriz por bloques:

0L
0A;

Jarr(ag, o) = oF ;

i A(Ay, Ao, T) 20 )

(ag, ) 0

donde (OL/0Aj)(agp, ) € F""? es la matriz Jacobiana de L con respecto a

Aj1,..., A2y (OF/0(A1, Ao, T))(ag, ) € IE;X(HQ) estd definida como
1 0 % x 0 0
a 1 0 0 0 0
%(ao,a) =1 a3 1 0 0 f:lo('ag)
w100 0 ffa)

Como «; es una raiz simple de fq, para j > 3, se sigue que f; (a;) # 0 para
j > 3. Esto implica que la submatriz de (0F/0(A1, Ao, T'))(ao, @) de tamano i X i
que consiste de eliminar la tercera y cuarta columna de (0F/0(A1, Ao, T))(ao, )
es de rango 7. Asi, concluimos que Ja g r(ag, @) tiene rango m + 4, finalizando la
demostracion de la afirmacién.

Ahora, como Ja g 1(@o, o) tiene rango m—+i, el nicleo de dicha matriz Jacobiana
tiene dimensién d — m. Esto implica que dim T4y,o)I7 < d —m, lo cual prueba que
(ap, @) es un punto regular de I';.

m

Finalmente analizamos el conjunto de puntos de I' tales que al menos tres
coordenadas distintas de o resultan ser la misma raiz multiple de fq,.

Lema 3.2.9. Sea W5 C I'f el conjunto de puntos (ag, ) tales que ezisten 1 < j <
E<l<icona;=oao,=aq, siendo o una raiz miltiple de fq,. Entonces Ws estd
contenido en una subvariedad de codimension 2 en I'}.

Demostracion. Sea (ag, @) un punto arbitrario de Ws. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que a; = ay = a3 es la raiz multiple de f,, de la hipdtesis del
lema. Teniendo en cuenta que (ag, ) satisface las ecuaciones

F(A07T1) - AF(A07T17T2> - A2F<A07T17T27T3) = 07
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vemos que «; es una raiz comin de fq,, AF(ag, T,T) y A?F(ay, T,T,T).
Dado que degy F'(Ao,T) = degy F(ao,T), por [CLO92, §3.6, Proposition 3]
tenemos que

Res( fa. lezo) = R(A0)|A0:a0> (3.12)

donde R(Ay) es la resultante de (3.10) y Ay € F,[Ay : k € J]* es el elemento que
aparece en la demostracion del Lema 3.2.7.

Supongamos que A%F(ao, T, T,T) = 0 y sea W3 el conjunto de puntos (ag, o) €
' tales que A*F(ay, T, T,T) = 0. Entonces

0=2A%F(ay, T,T,T) = d(d— )T 2+ (d — 1)(d — 2)ag 1T * + - - - + 2a,.

Esto implica que 2a; = 0y, como p > 2, tenemos que as = 0. Como consecuencia de
esta identidad y de (3.12), el conjunto Wj est4 contenido en W;*(2}), donde Z C L
es la variedad definida por las ecuaciones

Ay =0, R(Ag) =0,

El Teorema 3.1.7 prueba que R(AO) es un polinomio irreducible de F,[A : k € J] de
grado d — 1 en Ag. Asi, R(Ap) y Ay forman una sucesién regular en F,[Ay, : k € J].
Dado que ¥; es un morfismo finito, tenemos que W; ' (Z4) tiene dimensién d —m — 2.
Por lo tanto, podemos suponer que A?F(ag,T,T,T) es no nulo.

Ahora supongamos que p no divide a d. Entonces fq, y f;, son polinomios no
nulos de grado d y d — 1 respectivamente. Asi, por [CL0O92, §3.6, Proposition 3],
tenemos que

Res(fa07 fl,],()) = R(AO)|A0:(107
Res(fh , A% fay) = Res(A'F(Ao, T, T), A*F(Ay, T,T,T),T)

agp? ‘ Ao=ap’

Por lo tanto, deducimos que (W3 \ W4) N T C ¥ '(23), donde ¥, es el morfismo
definido en (3.9) y 23 es la subvariedad £ definida por las ecuaciones

R(Ag) =0, R :=Res(A'F(Ay,T,T),A’F(A,,T,T,T),T) = 0.

Como R(Ay) es un elemento irreducible de F,[A; : k € J] de grado d — 1 en Ag y
el polinomio no nulo R’ tiene grado 0 en A, concluimos que R y R’ forman una
sucesion regular en F,[A : k € J]. Esto muestra que Z3 tiene codimensién 2 en £
y por lo tanto ¥; !(Z3) es una subvariedad de codimensién 2 en I'}.

Por 1ltimo, si p divide a d, a fin de demostrar en este caso que (W5 \ W)
estd contenida en una subvariedad de codimensién 2 en I'}, vamos a considerar la
nocién de grado genérico gendeg(OF /0T)(Ao,T) del polinomio (OF/IT)(Ao,T),
que definimos como

oF

OF )
gendeg (O_T(AO’T)> := max { deg 8_T<a0’T> tay € [,}.

Sea | € {1,...,d — 2} el grado genérico de (OF/0T)(Ao,T). Es facil ver que se
cumplen las siguientes afirmaciones:
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= pno divide a [ + 1,
» LC{A;=0:142<j<d-1, pno divide j},

s LO{A, =0} C L

Sil = d—2, entonces f; vy A'F(Ay, T, T) tienen el mismo grado en 7'y el argumento
se sigue como arriba. En cambio, sil € {1,...,d—3}, consideramos la variedad Z3 C
L de dimensién d —m — 2 definida por las ecuaciones R(AO) = A1 = 0, concluimos
que W3 \ W's C U (23), vy en consecuencia, que Ws \ W3 tiene codimensién al
menos 2 en I7. [

Ahora podemos probar el principal resultado de esta secciéon. De los Lemas 3.2.5,
3.2.6, 3.2.7, 3.2.8 y 3.2.9 se concluye que el conjunto de puntos singulares de I'} esta
contenido en el conjunto Wi U W, U Ws, donde Wy, Wy v Ws estan definidos en las
afirmaciones de los Lemas 3.2.5, 3.2.7 y 3.2.9. Dado que cada W; esta contenido en
una subvariedad de codimensién 2 de I'}, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.10. Seap >2 yq>d. Si3 <r <d—m, entonces el lugar singular
de I'} tiene codimension al menos 2 en I'}.

Finalizamos esta seccion con una consecuencia importante del Teorema 3.2.10.

Corolario 3.2.11. Con las mismas hipotesis que en el Teorema 3.2.10, el ideal J C
F,[Ao, T] generado por AT'F (A, Th,...,Tj) (1 < j <i) y Li(Ay) (1 <k < m)
es radical. Mds aiun, la variedad de incidencia I} es una interseccion completa de
dimension d —m.

Demostracion. Empezamos probando que J es un ideal radical. Denotamos con
Ja.r(Ao, T) la matriz Jacobiana de AT'F(Ag, Th,...,T;) (1 < j <)y Li(Ap)
(1 < k < m) con respecto a Ay, T. Por el Lema 3.2.2, dichos polinomios forman
una sucesion regular. Asi, por [Eis95, Theorem 18.15], es suficiente probar que el
conjunto de puntos (ag, o) € I'} tales que Ja r(ag, &) no es de rango completo esta
contenido en una subvariedad de I'] de codimensién al menos 1.

Observemos primero que en la demostracién del Lema 3.2.3 mostramos que
F(Ay,Tj) € J para 1 < j <. Esto implica que cada gradiente VF(ao, oj) es una
combinacién lineal de los gradientes de los polinomios AV "' F(ag, ) (1 <j <1)y
Li(Ayp) (1 <k <m). Concluimos asi que rango Jp r,(ao, o) < rango Ja r(ao, o).

Sea (@, o) un punto arbitrario de I'] tal que Ja 1(ao, &) no es de rango completo.
Entonces Jr 1 (ap, &) no es de rango completo y asi fq, tiene raices multiples.

Afirmacién. El conjunto de puntos (ag, &) € I'f tales que fq, tiene raices miltiples
estd contenido en una subvariedad de codimension 1 en I'}.

Demostracion de la afirmacion. Por el Lema 3.2.5, el conjunto de puntos (ag, &) €
I'; tales que f; = 0 estd contenido en una subvariedad de codimensién 2 de I';. Por
otro lado, si fq, tiene raices miltiples y f, # 0 para algin (ag, o) € I7, entonces
(ag, ) € ¥ 1(2), donde Z es la subvariedad de £ definida por la ecuacién R(Ap) :=
Res(F (Ao, T), A'F(Ay,T,T), T) = 0. Por lo tanto, ¥;*(Z) tiene codimensién 1 en
I O
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Como consecuencia de esta afirmacion se sigue que el conjunto de puntos (ag, &) €
I'f tales que Ja r(@o, o) no es de rango completo estd contenido en una subvariedad
de I} de codimensién al menos 1. Asi, J es un ideal radical, lo que implica que I'}
es una interseccion completa de dimension d — m. O

3.2.2. La geometria de la clausura proyectiva

En esta seccién demostramos que la clausura proyectiva de la variedad de inciden-
cia I'} satisface ciertas propiedades geométricas necesarias para estimar la cantidad
de puntos [F,-racionales de I';.

Consideramos la clausura proyectiva pcl(I'7) C P4 de I';. Recordamos que
pcl(T}) C P4 estd definida por la homogeneizacién F" € F,[Ag, To, T] de cada
polinomio F en el ideal J C F,[Ag, T] generado por AT F(Agy, T1,...,T;) (1 <
j <)y Lp(Ap) (1 <k < m). Denotamos con J" al ideal generado por todos los
polinomios F” con F € J. El Corolario 3.2.11 muestra que .J es un ideal radical, por
lo que también J" es radical (ver Teorema 2.1.8). Ademds, pcl(I'}) es de dimensién
pura d —m y de grado igual a degI'f (ver Teoremas 2.1.8 y 2.1.13).

Lema 3.2.12. Los polinomios homogeneizados A= YF(Ag, Ty, Tv, ..., T)" (1 < j <
i) y LI (Ao) (1 <k < m) generan el ideal J". Ademds, pcl(T'}) es una interseccion
completa de dimension d —m y grado d!/(d — 7)!.

Demostracion. En la demostracién del Lema 3.2.2 se prueba que los polinomios
ANTF(Ao, Ty, ..., 1) (1 < j <4)y Li(Ag) (1 < k < m) forman una base de
Grobner del ideal J con el orden lexicografico graduado definido por T; > --- >
Ty > Ag_q > - > Ap. Asi, de, por ejemplo [CLO92, §8.4, Theorem 4], deducimos la
primera afirmacién del lema. En particular, tenemos que pcl(I'f) es una interseccién
completa de dimensién d — m. Finalmente, el Teorema 2.1.14 prueba que el grado
de pcl(T'}) es d!/(d — i)!. O

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el lugar singular de pcl(I'f). Empezamos
con la siguiente caracterizacion de los puntos de pcl(I'}) en el hiperplano del infinito.

Lema 3.2.13. pcl(I'7) N {Ty = 0} C P41 es una unidn finita de a lo sumo i + 1
variedades lineales de P4T=1 de dimension d — m — 1.

Demostracién. Afirmamos que A'F(Ag, Ty, T, Tp)" € J" para 1 < j < k < .
En efecto, tenemos la siguiente identidad A'F( Ao, Ty, Ty.)(T; — Tk) = F(Ao, T;) —
F (A, T;). Teniendo en cuenta que los polinomios F(Ag,T;) se anulan en I'f para
1 <1 <1, se deduce que A'F(Ay, T}, T;) se anula en el subconjunto abierto denso
Zariski no vacio {1} # T}, } NI'f de I'}, y por lo tanto en I'}, lo que demuestra nuestra
afirmacion.

Combinando esta afirmacién con el hecho de que F(Ag, Ty, T;)" € J" para 1 <
J < i, concluimos que cualquier punto (ag, &) € pcl(I'F) N {7y, = 0} satisface las
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siguientes identidades:

F(Ag, Tj) =0 = T} + Ag T} =TTy + Ag) =0 (1< <),

(3.13)
T4 — T4 T — Tt
A'F(Ay. Ty, T;. T.)" S B Ty S R —
( 0, L0547, k) ’TO T T + d—1 T—Tk

d—
Z TN T 4+ A+ T =0 (1<) <k <i).
=0

(3.14)

De (3.13) y (3.14) deducimos que pcl(I'7) N {75 = 0} estd contenido en una unién
de F,~variedades lineales de P*~! de dimensién d — m — 1. Mds precisamente, es
facil ver que

pel(T}) N {Ty = 0} C | J £;,
j=0
donde Ly es la variedad definida por T, =0 (1 <k <)y Ly =0 (1 <k <m),y
L; es la variedad lineal definida por las siguientes ecuaciones para 1 < j < i:

Ti+Ag1=0, T1=0 (1<1<il#7), Ly=0 (1<k<m).

Por el Lema 3.2.12 tenemos que pcl(I'}) es de dimensién pura d —m. Asi, por el
Teorema 2.1.7 cada componente irreducible de pcl(I'}) N {7y = 0} tiene dimensién
al menos d —m — 1 y estd contenida en una variedad lineal £; para algin j €

{0,...,1}. Asi, del Teorema 2.1.3 deducimos que cada componente irreducible de
pel(I'7) N {7y, = 0} debe ser la variedad lineal £;. Esto finaliza la demostracién del
lema. O

En el siguiente resultado estudiamos la dimensién del lugar singular de pcl(IT'})
en el hiperplano del infinito.

Lema 3.2.14. El lugar singular de pcl(T'}) en el hiperplano del infinito tiene di-
mension a lo sumo d —m — 2.

Demostracion. Por [GL02a, Lemma 1.1], el lugar singular de pcl(I'}) en el hiperplano
del infinito estd contenido en el lugar singular de pcl(I'f) N {7, = 0}. Por otro lado,
el Lema 3.2.13 prueba que pcl(I'}) N {7, = 0} es una unién de variedades lineales de
dimensién d—m — 1. Por lo tanto, su lugar singular es una unién finita de variedades
lineales de dimensién a lo sumo d —m — 2 (ver, por ejemplo, [CL0O92, §9.6, Exercise
11]), lo cual implica el lema. O

Finalizamos dando el principal resultado de esta seccién.

Teorema 3.2.15. Seap>2yq>d. Si3 <r <d—m, entonces pcl(I';) C P4 es
una interseccion completa normal de dimension d —m y grado d!/(d —i)!.
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Demostracion. El Lema 3.2.12 muestra que pcl(I'}) es una interseccion completa de
dimensién d — m y grado d!/(d —i)!. Por otro lado, el Teorema 3.2.10 y el Lema
3.2.14 muestran que el lugar singular de pcl(I'}) tiene codimension al menos 2 en
pcl(I'}). Esto implica que pcl(I'}) es regular en codimensién 1y, por lo tanto, una
variedad normal. O

Combinando el Teorema 3.2.15 con el Teorema 2.1.10 concluimos que pcl(I'}) es
absolutamente irreducible de dimensién d—m y grado d!/(d—1)!, y por lo tanto I'} C
At resulta también absolutamente irreducible de dimensién d —m y grado d!/(d —
i)!l. El Lema 3.2.1 muestra que la variedad I'; definida en (3.5) es un subconjunto
abierto Zariski no vacio de I'f. Como I'} es absolutamente irreducible concluimos
que la clausura Zariski de I'; es I'}.

3.2.3. El nimero de puntos F,—racionales

En esta secciéon damos una estimacién del nimero de puntos [,-racionales de la
variedad I} € A%, Para esto vamos a usar la estimacién sobre el niimero de puntos
[F,-racionales de una intersecciéon completa proyectiva normal del Teorema 2.2.10.

Por el Teorema 3.2.15, la variedad proyectiva pcl(T'}) C P4+ es una interseccién
completa normal definida sobre [, de dimensién d — m. Por lo tanto, aplicando la
estimacién (2.7) del Teorema 2.2.10, obtenemos que

HPCI(FD(EJN - pd—m| < (6;(D; —2) + Q)Qd_m—% + 14D252¢ 1,

donde D; == _(d—j)=id—i(i+1)/2y 6 :=d!/(d — ).

j=1

Por otro lado, por el Lema 3.2.13 tenemos que pcl(I'})> = pcl(I'f) N {Ty =
0} C P! es una unién finita de a lo sumo i + 1 variedades lineales de dimensién
d—m—1. Deducimos que el nimero de puntos F,-racionales de pcl(I'})> es al menos

Pd—m—1 Y & lo sumo (i + 1)pg_pm—1. Asi,

|75 () — ¢ | =[Ipel(T)) (E,)] — [pel(T; (E)) | = Pa-m + Pa-m—1]
<|Ipel(T) (B | = Pam| + | [p(T; (E,)) | = pa—m-—1|
<(0:(Di — 2) + 2)¢ "7 + 14D262¢ " + ipg_ms
<(6:(D; — 2) +2)¢*™"2 4 (14D262 + 2i)g™™L. (3.15)

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.16. Sea p > 2 y q > d. Sean r,d y m enteros positivos tales que
3<r<d—myseai un entero positivo tal que r +1 <i <d. Si I'f C A%t es a
[, ~variedad afin definida en (3.7), entonces la cantidad de puntos F,—~racionales de
I'? satisface la siguiente estimacion:

107 (B))| — q*"| < (8:(D;s — 2) +2)q* "2 + (14D757 + 23)q* ™",
donde Dy =Y (d— j) = id —i(i + 1)/2 y & := d!/(d — i)!.
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A continuacién estimamos el nimero de puntos IF,-racionales de la variedad
I'Y con coordenadas distintas dos a dos. Observemos que, debido al Lema 3.2.1,
esta cantidad corresponde al nimero de puntos F,-racionales de la cuasi-variedad
['; definida en (3.5). Esta estimacién la usaremos més adelante en el estudio del
problema de determinar el comportamiento del conjunto de valores y la distribucién
de patrones de factorizacién en familias lineales.

Con este propdsito, consideramos la siguiente F,~variedad afin:

r==r) U (="}

1<j<k<i

Observamos que I';'™ = 't N H;, donde H; C A4t es la hipersuperficie definida
por el polinomio F; := [[,_;_,<;,(T; — Tj). De la desigualdad de Bézout (2.1.14)
deducimos que

deg = < §; (;) (3.16)

Por otro lado, afirmamos que I'"~ tiene dimensién a lo sumo d —m — 1. En efecto,
sea (ag, &) un punto arbitrario de I';"~. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que a; = ay. De la definicién de las diferencias divididas deducimos que f; (a1) = 0,
lo que implica que el polinomio f,, tiene raices multiples. Por la afirmacién de la
demostracién del Corolario 3.2.11, el conjunto de puntos (ag, ) de I'f tales que fq,
tiene raices multiples estd contenido en una subvariedad de I'} de codimensién al
menos 1. Por lo tanto, deducimos nuestra afirmacién.
Combinando esta afirmacién con (3.16) y la Proposicién 2.2.1, obtenemos que

(B < 65 (317

Asi, dado que I';(E,) =T} (F,) \ I/~ (F,), de (3.15) y (3.17) deducimos que
|ITa(F,)| — ¢ | <[IT5 ()] — ¢"™| + 17 (8]
<(8i(Ds — 2) +2)g* ™7 + (14D26% +i(i — 1)8;/2 + 2i) g™
Por consiguiente, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.17. Con las notaciones y las hipdtesis del Teorema 3.2.16, la cantidad
de puntos F,~racionales de la cuasi-variedad T'; C A™" definida en (3.5) satisface
la siguiente estimacion:

ITA(F,)| — ¢%™] < (8:(D; — 2) + 2)g* ™2 + (14D262 + (i — 1)8;/2 + 2i)q> ™,

donde D; :=id —i(i+1)/2 y 6; :=d!/(d — i)\
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Capitulo 4

Intersecciones completas dadas
por polinomios simétricos

En este capitulo estudiamos el conjunto de puntos F,-racionales de [F,—variedades
definidas por polinomios invariantes bajo la accion del grupo simétrico de permu-
taciones de sus coordenadas. Probamos que ciertas propiedades geométricas de los
polinomios simétricos que definen estas variedades implican que las mismas son in-
tersecciones completas con buen comportamiento en el infinito, cuyo lugar singular
tiene codimension al menos 3. Estos resultados, junto con las estimaciones para in-
tersecciones completas proyectivas definidas sobre [, que se encuentra en la Seccién
2.2.2 (ver Teoremas 2.2.10 y 2.2.11), nos permitiran estimar el nimero de puntos
[F,—racionales de las correspondientes intersecciones completas. Dichas estimaciones
nos serviran para estudiar, en los capitulos siguientes, el valor promedio del cardinal
del conjunto de valores y la distribucion de los patrones de factorizacion de familias
de polinomios univariados con coeficientes en IF,.

4.1. Estimaciones para intersecciones completas
simétricas

En esta seccién presentamos estimaciones de la cantidad de puntos [,-racionales
de intersecciones completas definidas por polinomios simétricos con coeficientes en
F,. Comenzamos precisando las F,~variedades que vamos a estudiar. Sean s,r,m
enteros positivos con m < s <r —m — 2. Sean Y, ..., Y, indeterminadas sobre E.
Sean Sy, ..., S, € F[Y7,...,Y ] ysea W, C A® la F,~variedad afin definida por ellos.
Consideramos el peso wt sobre F,[Y7, ..., Y] definido por wt(Y;) := jparal < j <s

y denotamos por S, ..., S™ las componentes de mayor peso de S, ..., S,,. Sean
(08/9Y) y (08™/9Y) las matrices Jacobianas de Si,...,S, y SI', ..., S con
respecto a Yi,..., Y, respectivamente. Supongamos que los polinomios Si,...,S5,

satisfacen las siguientes condiciones:
(H1) Si,..., S, forman una sucesion regular de F,[Yy, ..., Ys];

(Hz) (0S/0Y)(y) tiene rango maximo m para cada y € W;
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(H3) S}t ..., S satisfacen (Hy) y (Ha).

Como ya mencionamos en el capitulo anterior, un polinomio F' € E,[Y;,...,Y]] se
dice homogéneo con peso (con respecto a la graduacién definida por el peso wt) si
todos los monomios que aparecen en su representacion densa tienen el mismo peso.

En este sentido, ST, ..., S"' son homogéneos con peso.
) 1 > »~Mm
A continuacion demostramos que polinomios St, . .., S,, como los de arriba, tales
que S1,..., 9 v ST, ..., S satisfacen la hipdtesis (Hp), necesariamente satisfacen

las hipdtesis (H;) y (Hs). Sin embargo, a efectos de la exposicién resulta conveniente
referirnos de forma separada a las hipdtesis (Hy), (Ha) v (Hs).

Observacion 4.1.1. Si SY*, ..., S satisfacen (Ha), entonces SY*, ..., SV forman
una sucesion reqular de F,[Y7, ... Y;].
Demostracion. Denotamos por W™t C A® la variedad afin definida por S}, ... S™

y sea C una componente absolutamente irreducible de W*t. Por el Teorema 2.1.7
tenemos que dimC > s — m. Por otro lado, si y € C, entonces el hecho de que

oL, 9t satisfacen (Hp) implica que el espacio tangente 7,W™ a W™ en y
tiene dimensién a lo sumo s —m. Como ademés dim 7, W"* > dim, W"* > dimC,

concluimos que dim 7, W"* = dim C = s—m. En otras palabras, W** es de dimensién

pura s — m. Finalmente, como S}*, ..., S son homogéneos con peso, la variedad
affn V/(S1", ..., S}") debe ser de dimensién pura s — j para todo 1 < j < m. Resulta
asi que S, ..., S forman una sucesién regular de F,[Y,...,Y]. O]

Observacion 4.1.2. Si Sy, ..., S, y S, ..., SV satisfacen (Hy), entonces Sy, ..., Sy,
forman una sucesion reqular de F,[Y7,...,Y].

Demostracion. Sea Sj’?““ € F,[Y,, Y1, ..., Ys] la homogeneizacién de S; con respecto
al peso wt para 1 < j < m. Afirmamos que la variedad afin V(S{‘W‘, cony Shuy C ASTL
es de dimensién pura s —m + 1.

Para mostrar esta afirmacion, sea C una componente absolutamente irreducible
de V(SMw . S™+). Es claro que dimC > s —m+ 1. Sea ahora y := (yo,...,ys) € C
un punto regular de V(S ... SM). Sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner que, o bien yo = 1, o bien yg = 0. Si yo = 1, entonces y € Wy, y dado
que Sy, ..., Sy, satisfacen (H,), entonces rg(98™ /0Y ) (y) = rg(0S/0Y )(y) = m.
Asi, tenemos que dim 7,V (Sf, ..., S™) < s —m + 1. Por otro lado, si yo =
0, entonces (yi,...,ys) € W™ y, dado que S, ..., S™ satisfacen (H,), resulta
rg(08™ /0Y ) (y) = rg(08™ /Y )(y) = m. Asi, dim T,V (Si™, ..., Sh) < s—m+1.
En ambos casos, tenemos que dim 7,V (S, ... Sh) < s —m + 1. Como y € C
es un punto regular de V(S ... ™) tenemos que dim T,W" = dim, W™t Asf
concluimos que dimC = s — m + 1, lo que finaliza la demostracién de la afirmacion.

Combinando la afirmacién anterior con el hecho de que S, ..., S™t son ho-
mogéneos con peso concluimos que Sf““, ..., S™ forman una sucesién regular de
F,[Yo, ..., Y;]. En particular, tenemos que V(S S;lw‘) C A*™! es de dimension
pura s — j + 1 para cada 1 < j < m. Por otro lado, sea W7 := V(S,...,5;) CA®y
sea pcl(W7)" C P la variedad definida por la homogeneizacién de cada elemento del
ideal (S1,...,S;) con respecto a la graduacién definida por el peso wt. Observemos
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que pcl(WI)™ tiene dimensién dim W7. Asi, si consideramos el cono afin W7 ¢ At
de pcl(W7)" observamos que tiene dimensién dim W7 + 1 y estd contenido en la
variedad afin V(S ... ,S]’-‘Wt) definida por S, ... ,S;‘Wt para cada 1 < j < m, por
lo que concluimos que dim W/ = s — j para 1 < j < m. Esto prueba que Sy,..., S5,
forman una sucesion regular. O

Observacién 4.1.3. De la hipdtesis (Hy) tenemos que la variedad afin Wy C A®
definida por Sy, ..., S, esuna interseccion completa conjuntista de dimension s—m.
Ademas, por (Hp) la subvariedad de Wy definida por el conjunto de ceros comunes
de los menores mazimales de la matriz Jacobiana (0S/JY) tiene codimension al
menos uno. Entonces [Eis95, Theorem 18.15] prueba que Sy, ..., Sy, definen un ideal
radical. Por lo tanto, W resulta una interseccion completa.

Sean Xi,..., X, indeterminadas sobre E y Iy, ..., Il los primeros s polino-
mios simétricos elementales de F,[ X, ..., X,]. Sean Ry,..., R, € F[Xy,..., X,] los
polinomios definidos por

Sea d; := deg(R;) para 1 <i < m.

4.1.1. Aspectos geométricos

En esta seccion discutimos algunas propiedades de la geometria de la [,—variedad
afin V., C A" definida por los polinomios Ry,..., R, de (4.1). Con este objetivo,
consideramos el siguiente morfismo sobreyectivo de I,~variedades afines:

I A" — A7
x— (IIi(x),... [I.(x)).

Es facil ver que IT" es un morfismo finito (ver Teorema 2.1.4).

Considerando los polinomios Sy, ..., S, como elementos de F,[Y1,...,Y,], de-
notamos por W, := V(5,...,S5,) C A" la variedad definida por Si,...,S,,. Ob-
servemos que V, = (IT")~}(W,). Dado que Si,...,S,, forman una sucesién regu-
lar de E,[Y;,...,Y;], la variedad W, tiene dimensién pura r — m. Del Teorema
2.1.4 deducimos que V, es de dimension pura » — m. Por otro lado, la variedad
Wi = V(S,...,5;) C A" definida por los polinomios Si,...,S; tiene dimensién
pura r — j para cada 1 < j < m. Esto implica que la variedad V7 := (IT") "} (W)
definida por Ry,..., R; tiene dimensién pura r — j para cada 1 < j < m. Asi, los
polinomios Ry, ..., R, forman una sucesién regular de ;[ X, ..., X,] y probamos el
siguiente resultado.

Lema 4.1.4. Sea V., C A" la F,~variedad afin definida por Ry, ..., R,,. Entonces V,
es una interseccion completa conjuntista de dimension r — m.

A continuacién estudiamos el lugar singular de V.. Para esto, consideramos el
siguiente morfismo de If,~variedades afines:

II:v, - W,
x— (IIi(x),..., U (x)).
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Para € V, e y := II(x), denotamos por TV, y T,W; los espacios tangentes a V;
en x v a Wy en y respectivamente. Asimismo, consideramos la diferencial de IT en
x:

dI1: TV, — T,Wj
v A(x) - v,

donde A(x) es la siguiente matriz de tamano s x 7:

M@= (55 ) @ = (55 <w>) (12)

El principal resultado de esta seccion es una cota superior de la dimension del
lugar singular de V,.. Para probar tal cota, comenzamos con algunas observaciones
acerca de la matriz Jacobiana de los polinomios simétricos elementales. En primer
lugar, es sabido que las derivadas parciales de los polinomios simétricos elementales
I1; satisfacen las siguientes igualdades para 1 <, j < r (ver, por ejemplo, [LP02]):

oIl
X,

=1L — XjHi—Q + Xin_g 4+ (—1)i*1X;’1.

En consecuencia, si A, denota la matriz de Vandermonde de tamano r X r
(vl
A= (X icij<r

entonces la matriz Jacobiana (OI1"/0X) de IT" := (II,...,II,) con respecto a

Xi,..., X, se puede expresar de la siguiente manera:
1 0 0 e 0
IT, -1 0

oIT" )
=B, A, = IT —II 1 : CA,. 4.3
(%) S 4

: : : 0

Hrfl _Her Hr73 e (_1)T_1

Observamos que B, es una matriz cuadrada y triangular inferior cuyo determinante
es igual a (—1)"~V7/2 Esto implica que el determinante de (IT"/0X) es igual, salvo
el signo, al determinante de A,, es decir,

orr’
— (—1)r=Dr/2 || X,
1<i<j<r

Denotemos por (OR/0X) := (OR;/0X,)1<i<m1<j<r la matriz Jacobiana de Ry, ..., R,
con respecto a Xq,..., X,.

Teorema 4.1.5. El conjunto de puntos x € V. para los cuales (OR/0X)(x) no es
de rango completo tiene dimension a lo sumo s — 1. En particular, el lugar singular
> de 'V, tiene dimension a lo sumo s — 1.
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Demostracion. Por la regla de la cadena, las derivadas parciales de los polinomios
R; satisfacen la siguiente igualdad:

OR oS oIl

IV (L2 om) . (L),

0X Y 0X
Fijemos un punto arbitrario & € V, para el cual (O0R/0X)(x) no es de rango com-
pleto. Sea v € A™ un vector no nulo en el nicleo a izquierda de (OR/0X)(x).

T e (e () me e

donde A(zx) es la matriz definida en (4.2). Por la hipétesis (Hp) la matriz Jaco-
biana (95/0Y)(II(x)) es de rango completo; por lo tanto, el vector w = v -
(08/9Y) (I(x)) € A® esno nulo y w- A(x) = 0. Asi, todos los menores maximales
de la matriz A(x) deben ser cero.

Observemos que A(x) es la submatriz de (OI1"/0X)(x) de tamano s X r que se
obtiene al considerar las primeras s filas de (OII"/0X)(x). Por lo tanto, de (4.3)
concluimos que

Alx) = B () - A (),

donde Bg,(x) es la submatriz de B,(x) de tamanio s x  que consiste de las primeras
s filas de B,.(x). Dado que las tltimas r — s columnas de B;,.(x) son nulas, podemos
reescribir la identidad anterior de la siguiente manera:

A(x) = By(z) - (27 ) 1<i<s1<5<rs (4.4)
donde B(x) es la submatriz de B,(x) de tamanio s X s que se obtiene al considerar
las primeras s filas y las primeras s columnas de B,.(x).

Para 1 <[} < -+ <y <r,seal := (l3,...,ls) y consideremos la submatriz
M;(x) de A(x) de tamano s X s que se obtiene al elegir las columnas Iy, ...,
de A(x), es decir, M;(x) := (011;/0X;,)1<ij<s(x). De (4.3) y (4.4) deducimos que
M;(z) = By(x) - As(x), donde A, (x) es la matriz de Vandermonde A, (x) :=
(l'z;j_l)lgi’jgs. En consecuencia, tenemos que

det (My(z)) = (~1)"7 " det A,y (@) = (1) 7 [[ (w1, —,)=0. (45)

1<m<n<s

Como (4.5) es valido para todo I := (Iy,...,[s) elegido como arriba, concluimos que
x tiene a lo sumo s — 1 coordenadas distintas. En particular, el conjunto de puntos
x € V, para los cuales rg(OR/0X )(x) < m estd contenido en una unién finita de
variedades lineales de A" de dimensiéon s — 1 y por lo tanto tiene dimension a lo
sumo s — 1.

Finalmente, sea x un punto arbitrario de X,. Por el Lema 4.1.4 se tiene que
dim 7V, > r — m. Asi, el rango de (O0R/0X) () es menor que m, pues de otra
forma tendriamos que dim 7.V, < r —m, lo que contradiria el hecho de que x es un
punto singular de V,. Esto finaliza la demostracion del teorema. O
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De la demostracién del Teorema 4.1.5 concluimos que el lugar singular de V, esta
contenido en una variedad simple de dimensién baja.

Observaciéon 4.1.6. Sean las notaciones e hipotesis como en el Teorema 4.1.5. De
la demostracion del Teorema 4.1.5 obtenemos la siguiente inclusion:

> C UEI’
s

donde T :={Iy,...,Is_1} recorre todas las particiones de {1,...,r} en s—1 subcon-
juntos no vacios I; C {1,...,r} y L1 := span(v’*,... v’=1) es la variedad lineal
generada por los vectores vl = (v{j, e ,vfj) definidos por v =1 param € I; y

vi =0 para m ¢ 1.

Del Lema 4.1.4 y del Teorema 4.1.5 se obtienen mas propiedades algebraicas y
geométricas de los polinomios R; y de la variedad afin V,.. De acuerdo al Teorema
4.1.5, el conjunto de puntos @ € V, para los cuales la matriz (OR/0X)(x) no es de
rango completo, tiene dimensién a lo sumo s — 1. Como los polinomios Ry,..., R,
forman una sucesién regular y s < r — m — 2 concluimos, por [Eis95, Theorem
18.15], que Ry, ..., R,, definen un ideal radical de F,[X;,...,X,], y as{ V, es una
interseccién completa. Finalmente, por la desigualdad de Bézout (2.1.14) se tiene
que degV, <[], d;. En otras palabras, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.7. Los polinomios Ry, ..., R,, definen un ideal radical y la variedad
V. es una interseccion completa de grado a lo sumo degV, <[, d,.

4.1.2. La geometria de la clausura proyectiva

Vamos a utilizar los resultados obtenidos en la seccion anterior sobre la geometria
de la F,—variedad V, C A" para estimar el nimero de puntos F,racionales de V.
Dado que vamos a aplicar las estimaciones para intersecciones completas proyectivas
definidas sobre F, de la Seccién 2.2.2, en esta seccién consideramos la clausura pro-
yectiva pcl(V,) C P de V.. Comenzamos estudiando el comportamiento de pel(V;)
en el hiperplano del infinito, para luego dar algunas propiedades de la geometria de
pel(V,).

Consideramos la descomposicién de cada polinomio R; de (4.1) en sus compo-
nentes homogéneas, es decir,

Ri=R% + R 4 ...+ R,

donde cada Rg € F,[Xy,...,X,] es homogéneo de grado j o cero y Rfi es no nulo
para 1 < 7 < m. Asi, la homogeneizacion de cada R; es el siguiente polinomio de
Fq[XQ, .. ,XT]I

RV =R% + R%'Xo+ - + ROX:. (4.6)

Se deduce que R0, Xy,..., X,) = Rfi para 1 <1i < m.
A fin de obtener una cota superior no trivial sobre la dimensién del lugar singular
de pcl(V,) en el hiperplano del infinito, vamos a estudiar el conjunto de ceros comunes
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de los polinomios Rfl, ..., R4 _Con este objetivo, en el siguiente lema relacionamos
un monomio arbitrario que aparece en la representaciéon densa de S;. Entonces su
peso wt(a;, . ; Y - Yi) = 2;21 J - i; coincide con el grado del correspondiente
monomio a;, ;I -+ [T’ de R;. Asi deducimos fécilmente el siguiente resultado.

Lema 4.1.8. Sea Rlc-li la componente homogénea de mayor grado de R; y sea S} la
componente de mayor peso de S;. Entonces R% = S*H(IIy, ... I1,) para 1 <i < m.

Sea ¥2° C P el lugar singular de pcl(V}.) en el hiperplano del infinito, es decir el
conjunto de puntos singulares de pcl(V;) que se encuentran en {X, = 0}. A partir
del Lema 4.1.8 obtenemos el siguiente resultado en relaciéon a »2°.

Lema 4.1.9. El lugar singular ¥° C P en el hiperplano del infinito tiene dimension
a lo sumo s — 2.

Demostracion. Sea x := (0 : x; : ... : z,) un punto arbitrario de ¥°. Dado que
los polinomios R? se anulan en pcl(V}), tenemos que R!(x) = R%(zy,...,z,) = 0
para 1 < i < m. Denotamos por (JR%/0X) := (ORY/0X;)1<i<mi<j<r la matriz
Jacobiana de R, ..., R% con respecto a X1, ..., X,. Afirmamos que (OR%/0X)(x)
no es de rango completo. En efecto, si el rango de dicha matriz fuera igual a m,
tendriamos que dim T, (pcl(V;)) < r —m, lo cual implicaria que & es un punto no
singular de pcl(V;.). Esto contradice la hipdtesis sobre .

Por otro lado, el Lema 4.1.8 asegura que Rfi = SM(I1y, ..., 1) para 1 < i < m.
Combinando la hipétesis (H3) con el Lema 4.1.8 deducimos que los polinomios
R# .., R satisfacen las hipdtesis del Teorema 4.1.5. Concluimos asf que el conjun-
to de puntos &g := (0,z1,...,2,) € V(RY,..., R%¥) c A" tal que (OR*/0X)(x.z)
no es de rango completo, es un cono afin de A™*! de dimensién a lo sumo s — 1. Por
lo tanto, la variedad proyectiva >°° tiene dimension a lo sumo s — 2. O

A continuacién damos un resultado sobre la variedad V (RS, ..., R%) c P!
que nos permitird obtener informacién sobre el comportamiento de pcl(V,) en el
hiperplano del infinito.

Lema 4.1.10. V(R{",..., R%) c P"! es absolutamente irreducible de dimension
r—m—1, grado a lo sumo |-, d; y lugar singular de dimension a lo sumo s — 2.

Demostracion. Por el Lema 4.1.8 tenemos que Rfi = STy, ..., 1) para 1 <14 <
m. Dado que los polinomios S, ..., S™ satisfacen las hipétesis (Hy) y (H,), por
el Lema 4.1.4, el Teorema 4.1.5 y el Corolario 4.1.7 tenemos que la F,—variedad
afin de A" definida por R‘lh, ..., R es un cono de dimensién pura r — m, grado
a lo sumo [[, d; y lugar singular de dimensién a lo sumo s — 1. Por lo tanto, la
variedad proyectiva V(R ... R%) C P"! tiene dimensién pura r —m — 1, grado
a lo sumo [[", d; y lugar singular de dimensién a lo sumo s — 2. En particular,
V(R‘lil, ..., R4m) C Pr~1 es una interseccién completa conjuntista cuyo lugar singular
tiene codimension al menos r—m—1—s+2 > 3. El Teorema 2.1.10 asegura que ésta
resulta absolutamente irreducible, lo que completa la demostracion del lema. O
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En el siguiente teorema damos una caracterizacion completa sobre el comporta-
miento de pcl(V}.) en el hiperplano del infinito.

Teorema 4.1.11. pcl(V,) N {Xy = 0} C P! es una interseccion completa de
dimension r —m —1 y grado [~ d;, que es regular en codimension r —m — s > 2.

Demostracion. Recordemos que pcl(V,) tiene dimensién pura r — m. Asi, por el
Teorema 2.1.7, cada componente irreducible de pcl(V,.) N {Xy = 0} tiene dimensién
al menos r —m — 1.

De (4.6) deducimos que pcl(V,) N {Xy, = 0} € V(R™,...,R%). Por el Lema
4.1.10 tenemos que V(R ... R%m) es absolutamente irreducible de dimensién r —
m — 1. Concluimos que pcl(V,) N {Xy = 0} es también absolutamente irreducible de
dimension r —m — 1, y por el Teorema 2.1.3 tenemos que

pel(V;) N {Xo = 0} = V(R Rip).

De acuerdo al Corolario 4.1.7, los polinomios R‘fl, ..., R4 definen un ideal radi-
cal. Asi concluimos que V(Rfl, ..., R%m) es una intersecciéon completa, y del Teorema
2.1.14 tenemos que

deg(pel(V;) N {Xo = 0}) = [ ] s

Resta demostrar la afirmacién sobre la regularidad de pcl(V;) N {Xy = 0}. Del
Lema 4.1.10 deducimos que el lugar singular de pcl(V;) N {Xy = 0} tiene dimensién
a lo sumo s — 2. Por lo tanto, pcl(V;) N{Xy = 0} es regular en codimensién r —m —
l—(s—2)—1=r—m-—s. O

Concluimos esta seccion con un teorema que recopila todas las propiedades de
la clausura proyectiva pcl(V,) que necesitamos.

Teorema 4.1.12. La variedad proyectiva pcl(V,.) C P" es una interseccion completa
de dimension r —m y grado [[;~, d;, que es reqular en codimension r —m — s > 2.

Demostracion. Observamos primeramente que pcl(V;) es de dimensién pura r — m.
Por un lado, tenemos que el conjunto de puntos singulares de pcl(V}.) que pertenecen
al abierto {Xy # 0} estd contenido en el lugar singular de pcl(V,) N {Xy # 0}, y el
Teorema 4.1.5 muestra que el lugar singular de pcl(V,) N {X, # 0} tiene dimensién a
lo sumo s—1. Por otro lado, por [GL02a, Lemma 1.1] tenemos que el lugar singular de
pcl(V;) en el hiperplano en el infinito esta contenido en el lugar singular de pel(V,)N
{Xo =0}, y el Teorema 4.1.11 muestra que el lugar singular de pcl(V,) N {X, = 0}
tiene dimensién a lo sumo s — 2. Por lo tanto, el lugar singular de pcl(V}) tiene
dimension a lo sumo s — 1 y pcl(V}.) es regular en codimension r —m — (s —1) —1 =
r—m—Ss.

Observemos que pcl(V}) esta contenido en la variedad proyectiva V/(R?, ..., Rh).
Ademas, tenemos las siguientes inclusiones:

V(R ..., RM)N{Xy#0} CV(Ry,...,Rp),
V(R" ... RN {X, =0} c V(R],... Rm).
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El Lema 4.1.10 prueba que V(R{', ..., R%) C P"~! es absolutamente irreducible de
dimensién r —m — 1, mientras que el Lema 4.1.4 muestra que V(Ry,..., R,) C A"
es de dimensién pura r — m. Por lo tanto, V (R}, ... R") C P" tiene dimensién a
lo sumo r — m. Teniendo en cuenta que dicha variedad esta definida por m polino-
mios, deducimos que es una intersecciéon completa conjuntista de dimensiéon r — m.

Aplicando el Teorema 4.1.5 a Ry,..., R, v a Rill, ..., R4 vemos que los polino-
mios RY, ..., R definen un ideal radical y el lugar singular de V (R, ... R!) tiene

codimensién r —m — (s —1) > 3. Del Teorema 2.1.10 deducimos que V (R%, ..., R!)
es absolutamente irreducible.

Dado que pcl(V;.) estd contenido en V (R, ..., R"), ambas variedades proyectivas
tienen dimensién r —m y V (R, ..., R") es absolutamente irreducible, del Teorema

2.1.3 deducimos que
pel(V;) = V(R],..., Rb). (4.7)

Finalmente, dado que los polinomios R, ..., R" definen un ideal radical, (4.7)
y el Teorema de Bézout prueban que pcl(V,.) es una interseccién completa de grado
[T, d;. Esto finaliza la demostracién del teorema. O

4.1.3. El nimero de puntos F,—racionales

En esta seccion damos una estimacion del nimero de puntos F,-racionales de la
variedad afin V, C A" definida por los polinomios simétricos Ry, ..., R, de (4.1).
Para esto, vamos a usar una estimacién sobre el nimero de puntos F,-racionales de
una intersecciéon completa proyectiva definida sobre F,, regular en codimensién 2,
del Teorema 2.2.11.

Consideramos la clausura proyectiva pcl(V,) de V. y sea V. o := pcl(V;) N{X, =
0}. Combinando los Teoremas 4.1.11 y 4.1.12 con la estimacién (2.8) del Teorema
2.2.11, obtenemos que

“pd(‘/?”)(E])l _prfm| < 14D352q7"_m_1’
[Vioo(B)| = prom—1| < 14D*6%¢" "2,

donde D :=>"" (d; — 1) y 6 := [, d;. En consecuencia,
IVo(E)| = ¢ = [Ipel(Ve) B = [Veoo (B)] = Prsm + Pr—m—1]
< |Ipel(Vi)(E)| = prom| + |[Vioo By)| = Prom—1]
< 14D3*8*(g+ 1)g" ™ 2.
Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.13. Sean s,r,m enteros positivos tales que m < s < r —m — 2. Sean
Ri,... R, € F[X1,...,X,] los polinomios definidos como R; = S;(IL,... II;)
para 1 < i < m, donde Sy,...,S, € F[Y1,...,Y;] satisfacen las hipdtesis (H1),
(H2) y (H3). Denotamos por d; := degR; para 1 < i < m, D :=>" (d; — 1) y
6 =TI~ di- SiV,:=V(Ry,...,R,) C A", entonces

IVo(B)| — ¢ ™| < 14D°*(q + 1)g" "2
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En los capitulos siguientes necesitaremos no solo estimaciones del ntimero de
puntos [,-racionales de una intersecciéon completa dada, sino también del nimero
de puntos [F,-racionales con todas las coordenadas distintas dos a dos. En el siguiente
teorema damos una cota superior de la cantidad de puntos F;-racionales de V, tales
que dos coordenadas toman el mismo valor y, finalmente, damos un corolario de la
cantidad de puntos If;-racionales de V. con coordenadas distintas dos a dos.

Teorema 4.1.14. Con las notaciones y las hipdtesis del Teorema 4.1.13, dados i y
jeconl<i<j<r, tenemos que V, N{X; = X,} es de dimension pura r —m — 1.
En particular, vale la siguiente estimacion:

Vo (F) N{X; = X} <o ™.

Demostracion. El Teorema 4.1.12 prueba que pcl(V;) es una interseccién completa
regular en codimension r—m—s > 2. Por lo tanto, por el Teorema 2.1.10 concluimos
que es absolutamente irreducible. Esto implica que V, también es absolutamente
irreducible.

Sin pérdida de generalidad suponemos que ¢ = r — 1 y 7 = r. Podemos con-
siderar a V;_q, := V., N {X,_1 = X,} como la subvariedad de A"~! definida por
los polinomios R; := S;(IIf,...,II¥) € E[Xy,...,X,4] para 1 < i < m, donde
I = IL(Xy, ..., X,—1,X,_1) es el polinomio que se obtiene al sustituir X, por
X,_1 en el i-ésimo polinomio simétrico elemental II; de [F,[X7, ..., X,]. Observemos
que

I =12 +2X, - T077 + X2, 102 (4.8)

a
donde H;’Z es el j—ésimo polinomio simétrico elemental de F,[X;,..., X, o] para
1<j<s

Sea IT* := (II3,...,II%) y denotemos por (OIT*/0X™) la matriz Jacobiana de
IT" con respecto a X1,..., X,_1. Observemos también que el conjunto de puntos x
de V,_1, para los cuales la matriz Jacobiana (O(R o IT*)/0X™)(x) no es de rango
completo, tiene dimensién a lo sumo s. En efecto, de (4.8) concluimos que el menor
no nulo de tamano s x s de la matriz Jacobiana (OIT* /0 X ™) que determina cualquier
eleccion iq,...,15 de columnas con 1 < iy < 19 < -+ < iy < r — 2 coincide con el
nor maximal no nulo de (OI1 /0X;)1<i<s1<j<r—2 €s, salvo signo, un determinante de
Vandermonde que depende de s de las indeterminadas X, ..., X,_s. Argumentando
como en la demostracién del Teorema 4.1.5 deducimos que el conjunto de puntos
de V,_1, para los cuales la matriz Jacobiana (O(R o IT*)/0X*)(x) no es de rango
completo, estd incluido en una unién de variedades lineales de dimensién s (ver la
Observacion 4.1.6), y asi tiene dimensién a lo sumo s.

Sea C una componente irreducible de V,_; ,. Entonces, por el Teorema 2.1.7, C
tiene dimensién al menos r — m — 1. Como r —m — 1 — s > 1, se tiene que para
un punto genérico € C la matriz Jacobiana (9(R o IT*)/0X™)(x) tiene rango
m. Concluimos que el espacio tangente de V,_;, en x tiene dimensién a lo sumo
r —m —1, lo cual implica que C tiene dimensiéon r —m — 1. Concluimos que V,_; , es
de dimensién pura r—m—1, finalizando asi la demostraciéon de la primera afirmacion
del teorema.
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Por otro lado, de la desigualdad de Bézout (2.1.14) se sigue que deg V, N {X; =
X;} < degV,. La segunda afirmacién se deduce inmediatamente del Teorema 2.2.1.
O

Sea Z un subconjunto de {(i,j) : 1 < i < j < r} ysea V= C A" la variedad
definida como
(4,9)€T
Asimismo, denotamos por V7 := V, \ V.=. Obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.15. Con las notaciones y las hipotesis del Teorema 4.1.13,
“V?ﬁ |_qr m‘ < 14D352(q+1) r—m-— 2+|I|5qr m— 1
Demostracion. Del Teorema 4.1.14, tenemos que

’<Z(5qrm1 |I’5qrml

(i,5)€T

Por lo tanto, del Teorema 4.1.13 deducimos que

IVZE) — ¢ | < |IVa(E)| — ¢ | + |V~ (F)]
< 14D352(q+1)q7’ m=2 4 |I|6qr_m_1.

Esto finaliza la demostraciéon del corolario. O

4.2. Estimaciones para ciertas intersecciones com-
pletas asociadas a familias lineales

En esta seccién estudiamos el conjunto de puntos F,-racionales de ciertas va-
riedades definidas por polinomios simétricos asociadas a familias lineales de polino-
mios univariados. Probamos que dichas variedades resultan intersecciones completas
simétricas normales. Esto nos permite aplicar la estimacion para intersecciones com-
pletas normales proyectivas del Teorema 2.2.10 y proporcionar, asi, una estimacién
de la cantidad de puntos [, -racionales de dichas intersecciones completas. Estas
intersecciones completas normales apareceran en el estudio de los patrones de fac-
torizacién en familias lineales sobre cuerpos finitos.

4.2.1. Aspectos geométricos

Sean d, s y m enteros tales que m < s < d — 3. Sean Zy, ..., Z; indeterminadas
sobre F,. Sea Z := (Zy,...,Z) y sean Sy,..., Sy, € F,[Z] los polinomios definidos
de la siguiente manera:

Sy = Z<—1)jbk,d—jzj +bro (1 <k<m). (4.9)

j=1
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Observemos que 51, ..., S, tienen grado 1. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que las componentes homogéneas de grado 1 son linealmente independientes
en [, [Z]. Asi, la matriz Jacobiana (08/0Z)(z) de S := (51, ..., Sy) con respecto a
Z = (Zy,...,Zs) tiene rango m para todo z € A®.

Sean Yi,...,Yy indeterminadas sobre F, e Y := (Yi,...,Y,). Sean IIy,... I,

los primeros s polinomios simétricos elementales de F,[Y] y Ry, ..., R, € F[Y] los
polinomios definidos como:
Ry = Si(ITy, ..., 1) (1 <k <m). (4.10)

Sea V; C A? la F,~variedad afin definida por Ry, ..., R,, € F,[Y]. En esta seccién
vamos a estudiar la geometria de dicha variedad. El principal resultado que damos es
que V; es regular en codimension 1, de lo que concluimos que Vj; es una interseccion
completa normal.

Consideremos Sy, . .., Sy, como elementos de F,[Z1, ..., Z,]. Dado que la matriz
Jacobiana (0S/0Z)(z) es de rango completo para todo z € A®, la variedad lineal
W, C A? definida por S, ..., Sy, tiene dimensién d — m. Consideramos el siguiente
morfismo sobreyectivo:

I : A% — A
y — (i(y), ..., Ma(y)).

De la misma manera que en la seccién anterior, es facil demostrar que II¢ es un
morfismo finito.

Observemos que la variedad lineal Wj = V(Sy,...,5;) € A? es irreducible
de dimensién d — j. Del Teorema 2.1.4 deducimos que la variedad (IT%)~}(W37) =
V(Ry,...,R;) C A? es de dimensién pura d—j. En consecuencia, Ry, ..., R,, forman

una sucesion regular de F,[Y'], de donde deducimos el siguiente resultado.

Lema 4.2.1. Sea V; C A? la variedad definida por R, ..., R,,. Entonces Vy es una
interseccion completa conjuntista de dimension d — m.

A continuacion analizamos la dimensién del lugar singular de V;. Suponemos sin
pérdida de generalidad que (0S/0Z)(z) es una matriz escalonada por columnas.

Sean 1 < 17 < -+ < i, < s los indices correspondientes a los pivotes. Sea Z :=

{ir, . yim} vy T ={j1,- -, Js—m} :={1,...,s} \ Z. Entonces la matriz Jacobiana
M = (8(51,...,Sm,Zjl,...,ZjS_m)/8Z) (411)

es inversible. Sean By,...,Bs_,,_1 nuevas indeterminadas sobre E y definamos

Serk = ij—FBd,m,k (1 < k< s—m) ySk = 7, + By_s <S+1 < k< d)
Sean B := (Bg_m_1,-.-,B0), S¢:=(S1,...,8) v Z°:= (Z,...,Zq). Observemos
que la siguiente matriz Jacobiana de tamano d x d:

(08°/0Z°) := (8(S,. ... Sm: Zjys- ., Z

jsfm7

Loitye -y Zd)/OZe),
también es inversible. Consideremos el morfismo sobreyectivo
IT: A% — A
y—~ (L(y), ... (y)).
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Finalmente, introducimos la variedad V¢ C A%~™ definida de la siguiente manera:
Vi={(y,b) € AYx A" : S;(T1%(y),b) = 0 (1 < j < d)}.

Vamos a establecer una relacién entre las variedades V; y V¢, Si (y, b) es un punto
de Vi, entonces S;(T1%(y), b) = S;(TI(y)) = 0 para 1 < j < m, lo cual implica que
y € V. Esto muestra que el siguiente morfismo regular de variedades afines esta
bien definido:

VeV
(y,b) = y.

Més aun, por la definicién de V' es facil ver que ®f resulta ser un isomorfismo de
variedades afines, cuya inversa es el siguiente morfismo:

UV VS
Yy — (ya _Hjl (y)a sy _Hjs—m(y)a _Hs-i-l(y)v sy _Hd(y>)

Concluimos asf que V¢ C A%~™ es una variedad afin de dimensién pura d — m.
Nuestro objetivo es mostrar que el lugar singular > de Vj; tiene codimension al
menos 2 en V. Para este proposito, vamos a mostrar que el lugar singular ¥¢ de V;
tiene codimension al menos 2 en V.

Definimos R4 j, := Spmx(II%, B) para 1 < k < d—m. Denotamos con (OR/0Y)
la matriz Jacobiana de R := (Ry,..., R,,) con respecto a Y y con (OR°/0(Y, B))
la matriz Jacobiana de R := (Ry,...,Rq) con respecto a Y y B. La siguiente
observacién muestra la relacion entre el lugar singular de V; y el de V.

Observacion 4.2.2. Paray € Vy, sea (y,b) := ¥¢(y). Entonces (OR/0Y )(y) tiene
rango mdzimo m si y solo si (OR°/0(Y, B))(y,b) tiene rango mdzimo d.

Demostracion. Sea y € V;. Observemos que de la definicion de R® deducimos que
(GRE/E)(Y, B)) (y,b) tiene la siguiente estructura por bloques:

R b)_< () 0 )_( o (Y) 0)
o, B) ™ Ao w.b) MG (y.b) A(y.b) 1)

donde 0 denota la matriz nula de tamano m x (d—m) e I denota la matriz identidad
de tamano (d—m) x (d—m). Se sigue facilmente la conclusién de la observacién. [

Con el objetivo de obtener una cota superior de la dimensién del lugar singular
de V7, consideramos la siguiente proyeccion:

o5 Vi — AT
(y,b) = b,

y analizamos ®5(X¢), donde ¢ es el lugar singular de V. Comenzamos con el
siguiente lema.
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Lema 4.2.3. Sea b;g = S;(0) para 1l <i <m yseaby:= (bio,...,bmo). Denotamos
con By := (Bi—m—1,---,Ba—s) y sea m; la j—ésima fila de M~ para 1 < j < s,
donde M es la matriz definida en (4.11). Entonces el polinomio

s d

Pp=Y =Y (1) my - (bo, By)'YSTF = > (1) By Y (4.12)

k=1 k=s+1
se anula en Vi para 1 < j <d.

Demostracion. De la definicion de la matriz M, deducimos que
(Ri,...,Rs)' = M -TI' + (by, B,)", (4.13)

donde IT := (I, ..., II;). Como M es inversible, II(y)" + M~!(by, b;)" = 0 para
todo (y,b) € V¢. Por lo tanto,

i (y) + 1y - (bo,by) =0 (1< k<5s)

para todo (y,b) € V.
Fijamos j con 1 < j < d. Por laigualdad H;l:l(T—yj) = T30 (— 1M (y) T4 F,
se tiene que

d
()" + D (DFI(y) () F =0 (1<) <d). (4.14)
k=1

Combinando (4.13) y (4.14) y la definicién de S°, deducimos facilmente que el
polinomio P; de (4.12) se anula en V. O

El siguiente resultado muestra que ®§ es un morfismo finito. Este resultado nos
permitird estudiar el lugar singular 3¢ de Vi a partir de informacién sobre ®§(%°).

Lema 4.2.4. ®5 es un morfismo finito.

Demostracion. Tenemos que demostrar que ®§ es dominante y que la extensién
F,[B] — F,[Vy] es entera.

Empezamos con la primera afirmacién. Sea b € A4~™ un punto de la imagen de
Q5 v sea y € V; un punto tal que (y,b) € Vy. De la definicién de P; deducimos
que el polinomio P;(Y;,b) tiene a lo sumo d raices en E. El Lema 4.2.3 muestra
que Pj(y;,b) = 0 para cada y € V, con 1 < j < d. Se deduce que, para cada j
con 1 < j < d, existen finitas posibles elecciones para la j—ésima coordenada de un
punto y € V; con (y,b) € V. En otras palabras, la fibra (®5)~!(b) tiene finitos
puntos, es decir, es de dimensién cero. El Teorema de la dimension de la fibra (ver
Teorema 2.1.5) asegura que dim Vf — dim ®5(V¥) < dim(®5)~(b) = 0, es decir,
dim ®5(Vy) > d — m. Por otro lado, del Teorema 2.1.6 tenemos que dim ®§(V) <
dim Vj = d — m. Deducimos asi que ®§ es dominante.

Veamos ahora la segunda afirmacién del lema. Dado que P;(Y;, B) = 0 en F,[V{]
para 1 < j < d, la extensién F,[B] < F,[V¢] es entera. Esto implica que ®§ es un
morfismo finito y finaliza asi la demostracion del lema. O
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La siguiente proposicion da una caracterizacion parcial del lugar singular de
V. Para ello usamos el hecho de que la variedad V; estd definida por polinomios
simétricos. La demostracion sigue parte de las ideas de la demostracién del Teorema
4.1.5.

Proposicién 4.2.5. Sea (y,b) € Vi un punto tal que (OR°/O(Y,B))(y,b) no
es de rango completo. Entonces existen i,j,k,l € {1,...,d} coni < j, k <l y
{i, 7} N {k, 1} =0 tales que yi = y; y yx = ui.

Demostracion. Sea (y,b) € V£ un punto en las hipdtesis de la proposicién. Por la

Observacion 4.2.2, la matriz Jacobiana (OR/0Y )(y) no es de rango completo. Como
R = S oIl, por la regla de la cadena vemos que

(ov) - (5z°m)-(57)

Sea v € A™ un vector no nulo en el nicleo a izquierda de (OR/JY )(y). Entonces

0=wv- (g—;f) (y) =v- (g—;) (TI(y)) - (g—g) (y).

Como la matriz Jacobiana (95/9Z)(I1(y)) es de rango completo, el vector w :=
v-(08/0Z) (IL(y)) € A® es no nulo, y satisface la identidad

w (Gy ) w-o

Concluimos que todos los menores maximales de (0I1/0Y)(y) son nulos.

Como ya dijimos en la seccion anterior, las derivadas parciales de los polinomios
simétricos elementales II; sastifacen las siguientes igualdades para 1 < i < sy
1<j<d:

oll;
oY,

=1l = YjHi_Q + Y}Qﬂi_g 4+t (_1)i*1Y}i71'

En consecuencia, si V es la matriz de Vandermonde definida por V := (Y ) 1<i<s 1<j<d,

1 0 0 co 0
11, -1 0
oIl
<8_Y) = H2 _Hl 1 V
: : : . 0
Hsfl _H372 Hsf?) e (_1)8_1

Dado que todos los menores maximales de (OII/0Y)(y) son nulos, todos los menores
maximales de V(y) son también nulos.

Fijamos 1 < k; < --- < ky < d, sea K := (ky,...,ks) v sea Vi (y) la matriz
de tamano s x s formada por las columnas ki, ..., ks de la matriz V(y), es decir,
Vi (y) = (y,i;l)lgings. Tenemos que
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det Vic(w) = ] (o, —w,) =0.

1<j<j'<s

Como esta identidad vale para todo K := (ky,...,ks) como arriba, concluimos que
y tiene a lo sumo s — 1 < d — 4 coordenadas distintas dos a dos. En particular,
existen 1 < ¢ < j < d—2 con y; = y;. Supongamos sin pérdida de generalidad
que © = 1 y 5 = 2. Entonces existen 3 < k < [ < d con y; = y;. Esto finaliza la
demostracion de la proposicién. O

En la siguiente proposicion damos una cota superior de la dimension del lugar
singular de V¢. Para ello, observamos que, dado (y,b) € V¢, si fijamos b € A4™™,
las raices del polinomio P, := P;(Y;,b) son las coordenadas del punto y € V,. La
Proposicién 4.2.5 implica que P, tiene dos raices dobles o una triple, hecho que nos
permitira controlar la dimensiéon del lugar singular de V.

Proposicién 4.2.6. Sea p > 2. El conjunto D de puntos (y,b) € V5 tales que la
matriz Jacobiana (OR°/0(Y , B))(y,b) no es de rango completo, tiene codimension
al menos 2 en V.i. En particular, el lugar singular de V tiene codimension al menos
2enV;.

Demostracion. Por el Lema 4.2.3 tenemos que el polinomio

Pj — }/;d o Z(_l)k my, - <b07 BJ)t}/;‘dfk o Z (_1)deik}/}dfk
k=1 k=s+1

se anula en V§ para 1 < j < d. Sea (y,b) un punto de D y sea P, € F,[T] el
polinomio definido como

s d
Poi=T% =3 (1) my - (bo,by) T = Y (=1)%by T4
k=1 k=s+1
d d
=T+ (=) i(y) 7" = [[(T = v)).
k=1 Jj=1

Como las raices de P, en E son las coordenadas del punto y € V, por la Proposicion
4.2.5 tenemos que P, o bien tiene dos raices multiples distintas, o bien tiene una
raiz multiple de multiplicidad al menos 3.

Observemos que si P, es nulo, entonces el Lema 3.2.5 asegura que el conjunto C
de todos los elementos b € AY™™ tales que P} = 0 estd contenido en una subvariedad
de codimensién 2 de A?™. Por otro lado, por el Lema 3.2.7 deducimos que el
conjunto C; de todos los elementos b € AY~™ tales que P, tiene dos raices multiples
distintas estd contenido en una subvariedad de codimensién 2 de A*~™. Finalmente,
el Lema 3.2.9 implica que el conjunto Co de todos los elementos b € AY™™ tales que
P, tiene una raiz de multiplicidad al menos tres esta contenido en una subvariedad
de codimensién 2 de AY"™. En consecuencia, dado que la imagen de D por ®§ estd
contenida en CyUC;UC,, v cada C; esta contenida en una subvariedad de codimension
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2 de A" deducimos que ®§(D) esta contenido en una subvariedad de codimensién
2 de Ad™,

Por otro lado, el Lema 4.2.4 muestra que ®§ es un morfismo finito. Por lo tanto,
del hecho de que la imagen inversa por ®5 de una subvariedad de A?~™ de codimen-
sion 2 es una subvariedad de V¢ de codimensién 2, deducimos la primera afirmacion
de la proposicién.

Demostramos ahora la segunda afirmacién. Sea (y, b) un punto singular de VS y
sea T,V el espacio tangente de V; en y. Como V; = V(Ry, ..., Ry), para cualquier
punto v € T,Vy tenemos que (OR°/0Y )(y,b) - v = 0. Si la matriz Jacobiana
(OR?/JY )(y,b) tuviera rango maximo, entonces 7T,V deberfa tener dimensién a lo
sumo d — m, lo que contradirfa el hecho de que (y,b) es un punto singular de V.
Esto finaliza la demostracién de la segunda afirmacion. O]

Finalizamos dando el resultado principal de esta seccion, que acota superiormente
la dimension del lugar singular de V.

Teorema 4.2.7. Seap > 2. El conjunto de puntosy € Vy para los cuales (OR/IY )(y)
no es de rango completo, tiene codimension al menos 2 en Vy. En particular, el lugar
singular Y de Vg tiene codimension al menos 2 en Vy.

Demostracion. Sea D el conjunto formado por todos los puntos (y, b) € V para los
cuales (OR°/0(Y, B))(y, b) no es de rango completo y sea &£ el conjunto de puntos
y € V, para los cuales (OR/JY )(y) no es de rango completo. Recordemos que la
proyeccién ®§ : V£ — V; definida por ®(y, b) := y es un isomorfismo de variedades
afines. Més atn, la Observacién 4.2.2 asegura que ®§(D) = &. Por otro lado, la
Proposicién 4.2.6 muestra que D esta contenido en una subvariedad de codimension
2 en V7, lo que implica que & esta contenido en una subvariedad de codimensién 2
en V. Esto prueba la primera afirmacion.

Sea ahora y un punto de ¥. Del Lema 4.2.1 tenemos que dim 7,V > d —m. Esto
implica que rg (OR/0Y') (y) < m, pues de otra manera tendriamos que dim 7,V <
d — m, lo cual contradiria el hecho de que y es un punto singular de V. Asi de la
primera afirmacién, que ya demostramos, se sigue la segunda afirmacion. n

Del Lema 4.2.1 y el Teorema 4.2.7 obtenemos las siguientes propiedades de los
polinomios Ry,..., R, y de la variedad V;. Por el Teorema 4.2.7, el conjunto de
puntos y € Vj para los cuales la matriz Jacobiana (OR/0Y )(y) no es de rango
completo, tiene codimensién al menos 2 en V;. Como los polinomios Ri,..., R,
forman una sucesién regular de E,[Y], de [Eis95, Theorem 18.15] concluimos que
Ry, ..., R, definen un ideal radical de F,[Y]. Asi, V; es una interseccién completa.

Por otro lado, recordemos que la matriz Jacobiana (0S/0Z) es una matriz esca-
lonada por columnas y que los indices 71, . . ., i,, corresponden a las posiciones de los
pivotes de (0S5/0Z). Entonces cada polinomio R; tiene grado ¢; para 1 < j < m.
Por la desigualdad de Bézout (2.1) tenemos que degVy < [[72, deg Rj = i1+ -+ ip.
En otras palabras, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.8. Sea p > 2. Los polinomios Ry, ..., R,, definen un ideal radical y
la variedad Vy tiene grado deg Vy < H;”Zl deg Rj = i1+ Uy
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4.2.2. La geometria de la clausura proyectiva

En esta seccién estudiamos la clausura proyectiva pcl(Vy) € P4 de la variedad
Vy v del conjunto de puntos de dicha clausura en el hiperplano del infinito. Estas
propiedades nos permitiran dar una estimaciéon explicita de la cantidad de puntos
[F,-racionales de Vj.

Comenzamos discutiendo el comportamiento de pcl(V;) en el hiperplano del in-
finito. De acuerdo a (4.10), cada Ry esta definido por

Rk . Sk(Hl, e 7H5),

donde Sy, ..., S, € E[Z] estan definidos en (4.9). Como antes, vamos a suponer
que la matriz Jacobiana (0S/0Z) esta escalonada por columnas, es decir, existen
1<igp <9< <1y, < s tales que

Rk—bko+z 1) by g 115, (4.15)

donde by 4—i, # 0 para cada 1 < k < m. Asi, la homogeneizacién de cada Ry es el
siguiente polinomio de F,[Y, ..., Yy]:

Rk_bkon+Z Vb g ILYF (1< k< m). (4.16)
7j=1
Se deduce que RI0,Yy,...,Yy) = by 11;, para cada 1 < k < m. Observe-

mos que los polinomios II;, ... ,II; son una posible eleccién para los polinomios
Ry, ..., R, definidos en (4.10). Por lo tanto, puede aplicarse el Lema 4.2.1, el Teo-
rema 4.2.7 y el Corolario 4.2.8 a dichos polinomios.

Sea ¥°° C P? el lugar singular de pcl(Vy) en el hiperplano del infinito, es decir, el
conjunto de puntos singulares de pcl(V;) en el hiperplano {Y; = 0}. En el siguiente
lema damos una cota superior de la dimensién de >°°.

Lema 4.2.9. Sip > 2 ym < s < d — 3, entonces el lugar singular ¥ C P? de
pcl(Vy) en el hiperplano del infinito tiene dimension a lo sumo d —m — 3.

Demostracion. Sea y := (0 : y; : -+ : yg) un punto arbitrario de 3*°. Como los
polinomios R} se anulan en pcl(V}), tenemos que R (y) = bya_i I, (Y1, ... ,y4) =0
para 1 < k < m. Denotemos por (0Ilz/0Y) la matriz Jacobiana II; ... II; con
respecto a Y7,..., Y, Afirmamos que

¢G5y ) <m (4.17)

En efecto, si el rango de dicha matriz fuera igual a m, tendriamos dim 7y, (pcl(Vy)) <
d—m, lo cual implicaria que y serfa un punto no singular de pcl(V;). Esto contradice
la hipdtesis sobre y.

Por otro lado, observemos que los polinomios I, , ..., II; satisfacen las hipotesis
del Teorema 4.2.7. Deducimos asi que el conjunto de puntos y,g := (0,y1,...,y4) €
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V(IL,...,I0;,,) € A tales que (9I17/dY) (y.4) no es de rango completo, resulta un
cono afin equidimensional de A%*! de dimensién a lo sumo d — m — 2. Por lo tanto,
la variedad proyectiva 3> C P tiene dimensién a lo sumo d — m — 3. O

El siguiente resultado concierne la variedad proyectiva V(II;,,...,II; ) C P*ly
nos permitird obtener informacién sobre el comportamiento de pcl(Vy) en el hiper-
plano del infinito.

Lema 4.2.10. Sea p > 2. Entonces V(II;,,...,11; ) C P! es absolutamente irre-
ducible de dimension d — m — 1, grado iy --- i, y lugar singular de dimension a lo
sumo d —m — 3.

I1;,, se anulan en pcl(Vy)N{Y, = 0}.
Him
es una interseccién completa conjuntista de dimensién d — m. Concluimos que
V(Myz) := V(I,,...,IL, ) C P! es una interseccién completa conjuntista de di-
mensién d—m—1. Ademas, el Teorema 4.2.7 muestra que el lugar singular de V' (Ilz)
tiene codimension al menos 2 en V (Il7). Tenemos entonces que V (Ilz) es regular en
codimension 1, es decir, es una interseccion completa normal. Del Teorema 2.1.10 se
sigue que V (Il7) es absolutamente irreducible, lo que completa la demostracién del

lema. O

Demostracion. Por (4.15) tenemos que I1; . . .,

El Lema 4.2.1 asegura que el cono affn de A? definido por los polinomios I, . . .,

En el siguiente teorema caracterizamos el comportamiento de pcl(Vy) en el hi-
perplano del infinito.

Teorema 4.2.11. Sip > 2 ym < s < d— 3, entonces pcl(Vy) N {Yy = O} C Pt
es una interseccion completa normal de dimension d —m — 1 y grado iy - - - ipy,.

Demostracion. Por el Lema 4.2.1 vemos que la variedad proyectiva pcl(Vy) es de
dimensién pura d —m. Entonces cada componente irreducible de pcl(Vy) N{Y, = 0}
tiene dimensién al menos d —m — 1. Dado que pcl(Vy) N{Yy = 0} esta contenida en
la variedad proyectiva V (Ilz) y, por el Lema 4.2.10, V(Ilz) es absolutamente irre-
ducible de dimensién d —m—1, pcl(Vy) N{Yy = 0} resulta absolutamente irreducible
de dimensién d — m — 1. Por lo tanto,

pel(Vy) N{Yy =0} = V(IL,...,IL;,).

Por otro lado, de [Eis95, Theorem 18.15] deducimos que II;,, ..., II; = definen un
ideal radical. Asi, tenemos que pcl(V;) N {Yy = 0} es una intersecciéon completa de
dimensién d —m — 1, y por el Teorema 2.1.14 vemos que

deg (pel(Vy) N {Yy =0}) = Hdeg I, = i1 i

Finalmente, del Lema 4.2.10 deducimos que el lugar singular de pcl(V;)N{Yy = 0}
tiene codimension al menos 2. Concluimos que pcl(V;)N{Yy = 0} es una interseccién
completa normal. Esto finaliza la demostracién del Teorema. O]
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Terminamos esta seccién con un resultado sobre la clausura proyectiva pcl(Vy).

Teorema 4.2.12. Sip > 2 ym < s < d — 3, entonces pcl(Vy) C P? es una

interseccion completa normal de dimension d —m y grado iy - i,,.

Demostracion. Sabemos que pcl(Vy) es de dimensién pura d — m. Por un lado, el
conjunto de puntos singulares de pcl(Vy) que pertenecen al abierto {Y, # 0} estd
contenido en el lugar singular de pcl(Vy) N{Yy # 0}, y el Teorema 4.2.7 muestra que
el lugar singular de pcl(V;) N {Yy # 0} tiene dimensién a lo sumo d — m — 2. Por
otro lado, por [GL02a, Lemma 1.1] tenemos que el lugar singular de pcl(Vy) en el
hiperplano en el infinito esta contenido en el lugar singular de pcl(Vy) N {Yy = 0},
y el Teorema 4.2.11 muestra que el lugar singular de pcl(V;) en el hiperplano del
infinito tiene dimensién a lo sumo d—m—3. Por lo tanto, el lugar singular de pcl(V;)
tiene dimensién a lo sumo d — m — 2.

Por otro lado, observemos que pcl(V;) estd contenida en la variedad proyectiva
V(R") = V(R :1<j <m)CP? Ademés, tenemos las siguientes inclusiones:

V(R N{Y, #0} CV(R), V(R")N{Y,=0}C V().

El Lema 4.2.10 prueba que V (Il7) C P?~! es absolutamente irreducible de dimensién
pura d —m — 1, mientras que el Lema 4.2.1 muestra que V(R) C A? es de dimensién
pura d —m. Concluimos que V(R") C P? tiene dimensién a lo sumo d —m. Dado que
V(R") esta definida por m polinomios, resulta una interseccién completa conjuntista
y, por ende, equidimensional de dimensién d — m. Por lo tanto, ninguna de sus
componentes irreducibles esta contenida en el hiperplano del infinito. Esto implica
que la clausura proyectiva de la restriccion de V(Rh) al espacio affn A? coincide con
V(R"), es decir, pcl(V(R") N A?) = V(R") (ver, por ejemplo, [Kun85, Proposition
1.5.17]). Como V(R") N A? es la variedad affn V; = V(R), deducimos que

pel(Vy) = V(RM).

Como el lugar singular de V(R") tiene codimensién al menos 2, tenemos que
V(R") es una interseccién completa normal. De [Eis95, Theorem 18.15] deducimos
que los polinomios R%, ... R" definen un ideal radical. Finalmente, el Teorema
2.1.14 asegura que degpcl(V) = [/, deg R} =iy -+ - i

O

4.2.3. El nimero de puntos F,—racionales

Sea p > 2 y sean m y s enteros positivos tales que m < s < d — 3. En esta
secciéon damos una estimacion de la cantidad de puntos F,-racionales de la variedad
affn V; C A? definida por los polinomios Ry, ..., R,, de (4.10). Para esto, vamos a
utilizar el Teorema 2.2.10, que nos proporciona una estimacion sobre el nimero de
puntos [,-racionales de una interseccién completa normal proyectiva.

Los Teoremas 4.2.11 y 4.2.12 aseguran que la clausura proyectiva pcl(V;) C P4 de
Vi y el conjunto de puntos pel(Vy)> C P! de pcl(V;) al infinito son F,~variedades
proyectivas que resultan intersecciones completas normales de dimensién d —m — 1
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y d —m respectivamente, ambas de grado dy, := ¢; - - - i,,. Por lo tanto, aplicando la
estimacién (2.7) del Teorema 2.2.10, obtenemos que

|1pcl(Va) (By)| = Pa—m| < (Ov,(Dy, — 2) +2)¢*"" 2 + 14D5, 67 ¢* "7,
3 e
| Ipel(Va)™ (B,)| = pa—m—1| < (v, (Dv, — 2) +2)¢" ™72 + 14D§, 67,4 ™,

donde dy, =iy -+ +ip y Dy, := 7" (i;—1). Asi, la cantidad de puntos F,-racionales
de V; satisface la siguiente estimacion:

[Va(®)| = ¢"=™"| = [Ipcl(Va) (B)| = [pel(Va)™ (By)| = pa—m + Pa-m-—1]
< |[pel(Va) (B)| = pa—nl| + [Ipel(Va)™ (B)| = pa—m—1]
< (q+1)g"*((6v,(Dv, — 2) + 2)¢"* + 14D}, 67,).  (4.18)
En consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.13. Sea p > 2, sean d, s y m enteros positivos tales que m < s < d—3,
y sean Ry, ..., Ry, € F[Y1,...,Yy] los polinomios Ry = Si(Ily, ... 1) para 1 < k <
m, donde Sv,...,Syn € F,[Z1,...,Zs] son los polinomios de grado 1 definidos en
(4.9), cuyas componentes homogéneas de grado 1 son linealmente independientes. Si
Vi:=V(Ry,...,R,) C A% entonces la siguiente estimacion es vdlida:

IVa(B)| — ¢ ™| < (g+ Dg® ™ *((6v,(Dv, — 2) +2)¢"/* + 14D}, 63, ),

donde Oy, == 111y y Dy, := Z;n:l(lj —1).
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Capitulo 5

Conjunto de valores en familias
lineales

Este capitulo esta dedicado a estudiar un problema combinatorio clasico sobre
un cuerpo finito: el comportamiento del cardinal de la imagen o “conjunto de va-
lores” en familias lineales. Mas precisamente, vamos a dar estimaciones explicitas
del promedio del cardinal del conjunto de valores de familias lineales de polinomios
monicos univariados de grado d y con coeficientes en I,. Como un caso particular,
vamos a obtener estimaciones del promedio del cardinal del conjunto de valores de
familias de polinomios univariados con ciertos coeficientes consecutivos prescriptos.
Para todas estas estimaciones consideramos el caso en que d es menor que g y ob-
tenemos tanto el comportamiento asintético como una cota superior explicita de la
desviacion respecto de dicho comportamiento en términos de d y q.

Para esto, traducimos el problema en un problema geométrico: el de estimar el
ntimero de puntos F,-racionales con coordenadas distintas dos a dos de ciertas fami-
lias de intersecciones completas singulares definidas sobre F,, para lo cual utilizamos
los resultados del Capitulo 3.

En las ultimas dos secciones de este capitulo mostramos cémo el enfoque que
utilizamos nos permite abordar otros dos problemas combinatorios: el estudio del
promedio del cardinal del conjunto de valores en familias no lineales y del segundo
momento del conjunto de polinomios con ciertos coeficientes prescriptos.

5.1. El problema

Sea T una indeterminada sobre F,. Para un polinomio f € F,[T], definimos el
conjunto de valores de f como el conjunto imagen de la funcién polinomial de [, en
[, que define f. Denotamos por V(f) al cardinal de dicho conjunto, es decir,

V() = [{f(c) : c € B}

En [Coh72], Cohen estudia el comportamiento asintético del cardinal del conjun-
to de valores promedio en familias lineales de polinomios univariados con coeficientes
en F,. Més precisamente, afirma que, para una familia lineal A C F,[T]; que satisface
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ciertas condiciones técnicas, si p > d y la codimensién de A es m < d — 2, entonces

V(A) = S V() = pag + O (5.1)
A 2

Sin embargo, Cohen no da una expresion explicita del término de error y su resultado
impone fuertes restricciones sobre la caracteristica del cuerpo.

En este capitulo consideramos la familia lineal que describimos a continuacion.
Sean m y d enteros positivos tales que ¢ > dy 3 <r < d—m, sean Ay 1,..., A,
indeterminadas sobre E y sean Ly,..., L, € F[A41,...,A] las siguientes formas
lineales:

Ly = bpg-1Aq—1+ - + bpr Ar + bpo (1 <k <m). (5.2)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Ly, ..., L,, son linealmente inde-
pendientes. Sea L := (Ly,...,Ly,,) y sea A := Ay la familia lineal definida de la
siguiente manera:

.A = {Td + ad_le_l + -+ alT +ag € Fq[T]d . L(ad_l, Ce ,ar) = O} (53)

Observemos que esta familia lineal fue considerada en el Capitulo 3 (ver (3.4)).
Suponemos ademéds que la matriz M(L) := (byd—j)1<k<m,1<j<i—r €std escalonada
por filas, donde 1 < j; < --- < j,, < d — r denotan las posiciones de las columnas
de M(L) correspondientes a los pivotes.

En las siguientes secciones determinamos el comportamiento asintético de V(A),
dando asimismo una cota explicita de la desviacion respecto de dicho comporta-
miento. Mas precisamente, probamos que, si p > 2, entonces

IV(A) = pag| < d?2%1¢/? + 133d43e2V04, (5.4)

Un caso particular de estas familias lineales es la familia A, que consiste de todos
los polinomios en F,[T],; con los primeros s < d — 2 prescriptos. Mas precisamente,
sea s un entero tal que 1 < s <d—2yseaa:= (ag_1,  ,04-s) € ;. Denotamos
con fo =T+ agT% + - + aq_sT9°. Entonces la familia A, se define de la
siguiente manera:

Ag i ={fo = fatbas 1T 4o 0T :b:= (by_s1,...,b1) € qu_s_l}. (5.5)

En la literatura encontramos a Uchiyama [Uch55b] y Cohen [Coh72], que estudian
el problema de estimar el valor promedio V(d, s) de V(f) cuando f recorre todos los
elementos de esta familia. Mas precisamente, prueban que si p > d, entonces

L ST V) = g + 0(02), (5.6)

’ a| fG.Aa

V(d,s) =

donde la constante que aparece en la notacién O depende solamente de d y s. Cabe
mencionar que ni Uchiyama ni Cohen dan una expresion explicita de dicha constante
y su resultado impone fuertes restricciones sobre la caracteristica del cuerpo. La
estimacién (5.4) mejora en ambos aspectos los resultados de Cohen y Uchiyama.
Dicha estimacion sera una herramienta fundamental en el andlisis de la complejidad
en promedio de los algoritmos que calculan puntos F,—racionales de hipersuperficies
de los Capitulos 8 y 9.
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5.2. El promedio del cardinal del conjunto de va-
lores

Con el objetivo de determinar el comportamiento asintético del promedio V(A),
en la Seccion 5.2.1 damos una expresion combinatoria de dicho promedio en términos
del nimero S;* de ciertos “conjuntos interpolantes” con r + 1 <4 < d. Luego, en la
Seccién 5.2.2 relacionamos el niimero S¢* con la cantidad de puntos [F,—racionales con
coordenadas distintas dos a dos de cierta variedad algebraica I'; parar+1 <1 < d.

5.2.1. Una reduccién combinatoria

Comenzamos mostrando cémo se puede relacionar el problema de estimar el
nimero V(A) con un problema de interpolacién. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que V(A) es el valor promedio de V(f) cuando f recorre todos los
elementos de A tales que f(0) = 0, ya que, si tomamos f con estas caracteristicas y
ap € E,, entonces V(f) coincide con V(f + ag). Por este motivo, vamos a considerar
que los elementos de A cumplen que f(0) = 0.

Observamos que, si f € A, entonces V(f) es igual al nimero de elementos qg € F,
para los cuales el polinomio f+ag tiene al menos un cero en F,. Sea F, [T, el conjunto
de polinomios en F,[T] de grado d y sea N := Ny 4 : F,[T]q — Z>o la funcién que
a cada polinomio f le asigna la cantidad de ceros que éste posee en [F,. Por tltimo,
consideramos la funcién caracteristica 1iysoy : Fy[T]s — {0,1} del conjunto de
elementos de [T, que tiene al menos un cero en F,. De las observaciones previas
deducimos la siguiente igualdad:

SV =D Lnsop(f+a0) = {f +a0 € A+F,: N(f + ag) > 0}].

feA ap€ly feA

Dado un subconjunto X C F,, definimos S C F,[T] como el conjunto de polinomios
[+ ap € A+ TF, que se anula en X, es decir,

St ={f+a € A+F,: (f+ao)(x) =0 para cualquier x € X'}.

Finalmente, dado ¢ € N, notamos con &; a un subconjunto de F, de 7 elementos. El
siguiente resultado nos permitird determinar el comportamiento asintético de V(A).

Teorema 5.2.1. Dados r,d,m € N cond < q y3 <r < d—m, se satisface la
siguiente iqualdad:

r d
V) = S0 () e 30 S sl

i=1 i=r+1 X;CE,

Demostracion. Dado un subconjunto &; := {c,...,a;} C F,, consideramos el con-
junto S;é definido como arriba. Es facil ver que S;é = ﬂ;zlS“ij} y que

[{f+a0€ A+, N(f+ao) >0} = || JSg].

z€l
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Por lo tanto, por el principio de inclusiéon—exclusion obtenemos que

q

V(A) = #| U siyl= qd_—}n_l DTS (5.7)

z€F, i=1 X;CE,

A continuacién estimamos el niimero |S% | para un conjunto &; := {ay, ..., a;} C
F,. Notar que si f + ap es un elemento arbitrario de 8¢, entonces (f + ag)(a;) =0
para 1 < j <iy Li(ag_1,...,a,) =0 para 1 <k < m. Estas identidades se pueden
expresar en forma matricial de la siguiente manera:

M AT = AT,
donde M € IFq(mH)Xd es la siguiente matriz por bloques:

M(L) 0
M = : (5.8)
*  V(X)
Aqui V(X)) :== (mjx) € E*" es la matriz de Vandermonde definida por m;; :=
of paral < j <iy0<k<r—1, A" := (ag-1,...,00) € EX' y AT =
(bl,(]’ . 7bm,07 Oéil, C ,Cl(g) c ]Fq(m—’—i)XI.
Como la matriz M(L) tiene rango m y rg(V'(X;)) = min{s, r}, concluimos que
rg(M) =m+i < d para i < r. Como S?é es una [F,—variedad lineal en Iqu, se sigue
que dim(S;é) =d—m —1,y asi,

Sl =q" (5.9)

Por otro lado, sii >dy f+ag € Sjéi, el polinomio no nulo f + ag tiene grado d y
se anula en ¢ > d elementos distintos de [,. Esto ultimo no es posible, por lo que
deducimos que 8¢ = 0, y por lo tanto,

S| = 0. (5.10)

Combinando (5.7), (5.9) y (5.10), obtenemos que

T d

V(A) = ﬁ > (=) (3) ¢+ # D (=Tt st

i=1 i=r+1 X;CE,

Se sigue asi la afirmacién del teorema. O

5.2.2. Un enfoque geométrico

De acuerdo al Teorema 5.2.1, para determinar el comportamiento asintético del
promedio V(A) necesitamos estimar el nimero

Sti=) 1%

X; CE,

: (5.11)
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paracadar+1 <1 <dy3 <r <d—m.Para esto, vamos a traducir este problema
en el de estimar la cantidad de puntos [F,-racionales con coordenadas distintas dos
a dos de cierta variedad de incidencia, que definimos a continuacion.

Fijamos i con r + 1 < i < d. Sean Ay_1,..., Ay indeterminadas sobre F, y
sean Ly,..., Ly, € F,[A4_1,...,A,] las formas lineales afines de (5.2). Sean A :=
(Ag—1,..., A1) vy Ap := (A, Ay). Consideramos el polinomio F' € F,[A, T definido
como

F(A)T) =T+ Ag T -+ AT + A,

y la cuasi-F,—variedad afin T'; C A%™ definida como sigue:

[ = {(ag, @) € A x A’ Fag,a;) =0 (1<j<4), aj #a (1<j<k<i4),
L1<a0) == m(ao) = O} (512)

El siguiente resultado muestra cémo se relaciona el ntimero |T;(F,)| con S¢.

Lema 5.2.2. Sean i y r enteros positivos tales que r +1 < i < d. Entonces

LE) _ g4

7!

Demostracion. Sea (ag, o) un punto de I';(F,) y sea o : {1,...,i} — {1,...,7} una
permutacion. Sea o(a) la imagen de a por la funcién lineal que define la permutacién
o. Es claro que (ao, o(cx)) pertenece también a I';(F,). Ademds, o(a) = a siy solo si
o es la permutacion identidad. Esto muestra que S;, el grupo simétrico de 7 elementos,
actia sobre el conjunto I';(I,) via la accién * : S; x I';(F,) < I';(E,) definida por
x(0, (ag, @) := (a@g,0()), y cada érbita bajo esta accién tiene i! elementos.

La érbita O(ag, o) de un punto arbitrario (ag, o) € I';(F,) determina univoca-
mente un polinomio F'(ag,T) = f+ag con f € Ay un conjunto X; := {ay,...,q;} C
[, con |X;| =i tal que (f + ag)|x, = 0. Por lo tanto, cada érbita determina univo-
camente un conjunto &X; C [, con |X;| = i y un elemento de S;é. Reciprocamente,
cada elemento de S;?i corresponde a una unica érbita de I';(I,). Esto implica que

nimero de érbitas de I';(E,) = Z |Sjé

X,CE,

. (5.13)

Por otro lado, como érbitas distintas resultan disjuntas y cada érbita O(ag, o)
tiene ¢! elementos, tenemos que

IDi(E)| = ) |0(ao, a)| = i! - mimero de érbitas de T (F,).
( )

ag,x
De (5.13) y (5.2.2) concluimos la demostracion del lema. O

De acuerdo con el Lema 5.2.2, para dar una estimacién del niimero S7* basta con
estimar |I';(F,)|. Recordemos que estas cuasi-variedades ya fueron descriptas en la
Seccién 3.2. Para estimar dicha cantidad, vamos a obtener ecuaciones explicitas de
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la clausura Zariski I'; de I'; € A%, M4s precisamente, si I'} C [, es la F,—variedad
definida como

I} = {(ap,a) € A" x A" AT F(ag, o, ...,0;) =0 (1 < j <), (5.14)
Li(ao) =0, (1 <k <m)},

donde A’ F(ay, Th, . . ., Tj) denota la diferencia dividida de orden j—1 de F(ao, T) €
F,[T] definida en (3.6), vamos a ver que I'; = T'}.

Recordemos que en la Seccién 3.2 estudiamos la relacién que existe entre la cuasi—
variedad T; y la variedad T’} C A%t Ademds, suponiendo que p > 2, obtuvimos
una serie de resultados sobre las caracteristicas geométricas de la variedad I'} y su
clausura proyectiva pcl(I'f) C P4 que enunciamos a continuacién.

Teorema 5.2.3. Sea i un entero tal que r +1 < i < d. Entonces
L= N{(ag,a)a; #a, (1 <j<k<i)}. (5.15)
St ademds p > 2, entonces

(1) T € A% es una interseccion completa de dimension d —m, cuyo lugar sin-
gular tiene codimension al menos 2 en I'}.

(2) pcl(T3) N{Ty = 0} C P41 es una unidn finita de a lo sumo i+ 1 variedades
lineales de P4T=1 de dimension d —m — 1.

(3) pcl(T's) C P es una interseccion completa normal de dimension d — m y
grado d!/(d — 1)!.

Demostracion. La identidad (5.15) es el contenido del Lema 3.2.1. Las propiedades
de I'} se encuentran demostradas en el Teorema 3.2.10 y en el Corolario 3.2.11. Por
ultimo, las propiedades de la clausura proyectiva pcl(I'f) y de pel(I'F) N {7, = 0} se
encuentran demostradas en el Lema 3.2.13 y en el Teorema 3.2.15. O

Combinando el item (3) del Teorema 5.2.3 con el Teorema 2.1.10 concluimos
que la clausura proyectiva pcl(I'f) es absolutamente irreducible de dimensién d —m
y grado d!/(d — i)!. Por el Teorema 2.1.8, I'} resulta una variedad absolutamente
irreducible de dimensién d —m y grado d!/(d—1)!. De (5.15) deducimos que I'; es un
subconjunto abierto Zariski no vacio de I'Y. Como I es absolutamente irreducible,
la clausura Zariski I; de T'; es rs.

5.3. Una estimacion del promedio

En esta seccién damos una estimacién del promedio del conjunto de valores V(.A)
de la familia lineal A definida en (5.3). De acuerdo al Teorema 5.2.1, tenemos que

r d
V) = 20 (D)o o 30 X ISl

i=1 i=r+1 X;CE,
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donde |S% | denota el niimero de polinomios de la forma f +ag, con f € Ay ao € F,
tales que (f + ag)(c;) =0 para 1 < j <.

Sea S = > xCE, 5% |- De acuerdo al Lema 5.2.2 y a (5.15), tenemos, para cada
r+1<1i<d, que

i IE) 1
7! 7!

i E)\ T = Ti)

i#k

, (5.16)

donde I'; es la cuasi-variedad afin definida en (5.12) y I'f es la F,—variedad afin
definida en (5.14). Como I'f y I'; cumplen las hipdtesis de los Teoremas 3.2.16 y
3.2.17 respectivamente, deducimos la siguiente estimacion:

T4 (F,) =™ | < (6:(Di—2)+2)g" ™ 2+ (14D262+i(i — 1)8;/2+2i)¢*™", (5.17)
donde D; :=id —i(i +1)/2 y §; := d!/(d —i)!. De (5.16) y de (5.17) obtenemos la
siguiente estimacién para Si.

Teorema 5.3.1. Seap>2yqg>d. Si3<r<d—-myr+1<1i<d, entonces

SA B qd—m

i

1 1
< —(0i(D; = 2) +2)¢" ™2 + = (14D707 +i(i — 1)6;/2 + 2i) "™,
Z. /L'

2!
donde D; :=1id —i(i+1)/2 y §; :==d!/(d — ).
Combinando los Teoremas 5.2.1 y 5.3.1 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3.2. Con las hipdtesis y las notaciones del Teorema 5.5.1,

d—r—1

> (Z)Z(d — k). (5.18)

k=0

7
V(A) - pag] < 227 + 2

Demostracion. Por el Teorema 5.2.1, tenemos que

v-ma =30 (1) L)t S o (52 1) s

=1 i=r+1

Denotemos con A(d,r) el primer término en el lado derecho de (5.19). En primer
lugar, acotamos superiormente el valor absoluto de A(d,r). Para ello, dados enteros
positivos k,n con k < n, denotamos como [Z] al nimero de Stirling de primera
clase, es decir, el nimero de permutaciones de n elementos con k ciclos disjuntos.

Las siguientes son propiedades béasicas de los nimeros de Stirling (ver, por ejemplo,

[FS09, §A.8)): |
m - L_@l] B (;) % m =il. (5.20)
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(-1t
!

Teniendo en cuenta la identidad (‘f) = 22:0 [,’c] q*, obtenemos

DI S S

El segundo término del lado derecho de esta expresion se puede acotar por
i—2 . i-3 . .
Ljil| g Lpal o 1| d i2_ i3, S o L8\ i
- =) = = < i< (242 ,
il Mq 2 [k]q+¢! L’—Q]q ST =\gTte)!
k=0 k=0
En consecuencia
1 1 ~ /1 8\1 1 7
Ald,r) — —| < ———M— - e - 5.21
(d.) 26'_2-(r—1)!+;(d+i2)q_2-(r—1)!+q (5:21)

Consideramos ahora el valor absoluto de la segunda suma en el lado derecho de
(5.19). Por el Teorema 5.3.1, tenemos que

d

1 A qd—m
B(d,r) = — Z S — F
q i=r+1 )
L (D —2) 42 1. D22 S
<) i 1D +222(1'—2)!'
i=r+1 i=r+1 i=r+1

Ahora bien, el primer término del lado derecho de esta tltima desigualdad se puede
acotar de la siguiente manera:

d d : )
5Z<D2_2>+2 d Z(Zd-l-@) 2ad—1
2 i <2 (z) ;=T
i=r+1 i=r+1
Por otro lado,
d d 2. . . d—4 2
D252 d\“i?(2d —1—1)%d! 1 d
i < —(2d —1)* d— k).
Z 7! Z (z) 4 - 64( ) (k> ( )
i=r+1 i=r+1 k=0
Finalmente consideramos la ultima suma:
zd: & zd: d\i(i—1) ‘& (d\  (d—k)!
L 21 —2) i 2 k)2(d—k—2)
i=r+1 i=r+1 k=0
Por lo tanto, obtenemos que
1 d—r—1 d 7 d—r—1 d 2
B(d,r) < ¢"?d?2¢ " + = d—k)+—(2d—1)* d—k)
(dr) <q #3 2 ()@- 0 a0t X (3) @)

Combinando las cotas superiores para |A(d,r)| y B(d,r) se deduce la afirmacién
del corolario. ]
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Por ultimo, analizamos el comportamiento del lado derecho de (5.18). Para ello,

fijamos k con 0 < k < d —r — 1y consideramos la funcién h(k) := (Z) d— k).

Analizando el signo de las diferencias h(k + 1) — h(k) para 0 < E<d-—r—1,
mediante calculos elementales deducimos la siguiente observacion.

Observacion 5.3.3. Sea kg := —1/2++/5 + 4d/2. Entonces h es, o bien una funcion
creciente, o bien una funcion unimodal en el intervalo [0,d —r — 1], y alcanza su
mdzximo en | ko].

A partir de la Observacién 5.3.3 vemos que

d—r—1

d\? d\’ (d—r) (d!)?
> (1) @ mr =@ () @ = G TG 62

k=0

Para obtener una cota superior del lado derecho de (5.22) utilizamos la férmula de
Stirling (ver, por ejemplo, [FS09, p. 747]): para m € N, existe 6 con 0 < 6 < 1 tal
que

m! = (m/e)™V/2mm /12,

Aplicando esta férmula vemos que existen 6; (i = 1,2,3) con 0 < #; < 1 tales que
0o 63

(d—r)(d)? (d —r)d**le —d+ ko) o 60~ TH RG]y ~ TS
(d = LR D (LRoJD? ™ (d = ko)) ™)\ /2 (d = (ko)) Lo |2kl 1

De célculos elementales obtenemos que

C(d,r):=

(d — LkOJ)—d—&-LkoJ < d_d+Lk0J€M

Y

k
d* ke kol

| ko 2[ko] —
Luego,

lkoJ2 | 1, d—lko)?
r dd+le2U€0J€_ Steat \_ko(j

(d—r)
C(d,r) <
2medy/d — | ko] | ko]
De acuerdo a la definicién de | ko |, es facil ver que d/|ko|v/d — | ko] < 5/2y que
2ko| < =1+ /5 +4d < —1/54 2V/d. Por lo tanto, teniendo en cuenta que d > 4,
concluimos que

e@(d —r)die 2vd
vV 2med '

Combinando esta cota con el Corolario 5.3.2 obtenemos la siguiente estimacion.

C(d,r) <

DN | Ot

Teorema 5.3.4. Bajo las hipotesis del Teorema 5.3.1, tenemos que
V(A) — pag| < d?29-141/2 4 133 5 p2Vd—d.

Este resultado constituye una mejora de (5.1) en varios aspectos. El primero y
mas importante es que las hipdtesis sobre la familia lineal A que consideramos son
relativamente generales y simples de verificar. Por otro lado, nuestro resultado es
véalido para p > 2, mientras que (5.1) requiere que p sea suficientemente grande.
Finalmente, damos una expresién explicita para la constante que subyace en la
notacién O en (5.1) con buen comportamiento.

91



CONJUNTO DE VALORES EN FAMILIAS LINEALES CAPITULO 5

5.3.1. Polinomios con coeficientes prescriptos

En esta secciéon discutimos brevemente qué estimacién obtenemos aplicando el
Teorema 5.3.4 a la familia A, de elementos de F,[T]; cuyos primeros s coeficientes
consecutivos estan prefijados, que definimos en (5.5). Observemos que dicha familia
es un caso particular de la familia A de (5.3), tomando para este caso r :=d — sy
m := s y las formas lineales L, := Ay . — aq_r con 1 < k < s. Del Teorema 5.3.4
deducimos el siguiente resultado, que da una estimacién del valor promedio V(d, s)

definido en (5.6).

Teorema 5.3.5. Seap>2, qg>dyl<s<d-—3. Entonces
V(d, s) — paq| < d?297 "% + 133 @*5e2Ve4. (5.23)

Observemos que esta estimacién mejora la de (5.6). Por un lado, nuestra es-
timacién vale para p > 2, mientras que (5.6) vale para cuerpos de caracteristica
mas grande. Ademds, proporcionamos una expresion explicita del error, cuestion
de importancia para el analisis de los algoritmos que estudiaremos en los tltimos
capitulos.

5.4. Conjunto de valores para familias no lineales

En esta seccién esbozamos de qué manera las técnicas precedentes pueden ex-
tenderse a fin de abordar el estudio del comportamiento promedio del cardinal del
conjunto de valores para familias no lineales, es decir, familias de polinomios cuyos
coeficientes pertenecen a una cierta variedad algebraica. Cabe mencionar que no
existen resultados para tales familias. Dado que esta extension nos desviaria del hilo
argumental de esta tesis, no vamos a discutirla en detalle; una descripcién completa
de la misma puede encontrarse en [MPP16a].

Comenzamos precisando las familias no lineales a la que nos referimos. Sean m

y d enteros no negativos tales que ¢ > d > m+ 2, sean Ag_1,...,Ag indeterminadas
sobre F,, Ay := (Ag_1,...,Ap) y sean Gy,...,G,, € F[A4s1,..., Ao polinomios de
grados dy, ..., d,, respectivamente. Sea G := (G4, ..., G,,) y consideremos la familia

d—1
AG = {Td + ZajTj € ]Fq[T] . Gi(ad,l, c. ,ao) =0 (1 < 7 < m)}

J=0

Denotamos por V(Ag) el promedio del cardinal del conjunto de valores posibles
V(f) cuando f recorre todos los elementos de la familia Ag, es decir,

1
V(e) = erAG V(f).

El objetivo es demostrar que, bajo hipdtesis generales sobre Gy, . .., G,,, el compor-
tamiento asintético del promedio V(Ag) es el del caso lineal, es decir, V(Ag) =
paq + O(q'7?).
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Al igual que para familias lineales, traducimos este problema al de determinar la
cantidad de puntos F,-racionales de una interseccién completa cuyo lugar singular
tiene codimensién al menos 2. Para ello, comenzamos observando que dados m,d
enteros no negativos con ¢ > d > m+2, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que Gy, ...,Gy, son elementos de F,[A;1,...,A;]. En efecto, sea I : Ag — F,
definida por (T + ag_1T% ! + - -+ + ag) := ag. Denotamos con Ag 4, := I~ (ap).
Tenemos que

ﬁ > V() = paa = 5 |i4G7a0’ > |AGao|(’A >,V MdQ>~

a0 GE] ao EF fG.AG ,ag

En consecuencia, si existe una constante E(dy, ..., d,,d) tal que se satisface

N

S E(d177dm7d)q

||AG00’ Z V — Had

feAG ,aQ

para todo ag € I, entonces podemos concluir que

1 1
— | Ag.ao|E(d1, ... dp, d)q2
Z |-/4G,ao| aogE; ’

ao€ly

‘# S™ V() - uad| <

< E(dy,. .. dp,d)qz.

Ademas, al igual que antes, como V(f) = V(f + ag) para todo f € Ag, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que f(0) = 0 para todo f € Ag.

Luego, obtenemos la siguiente expresiéon combinatoria para el valor promedio
V(Ag) en términos del nimero S:*¢ de ciertos conjuntos interpolantes con 1 < i < d.

Lema 5.4.1 ([MPP16a, Lemma 1.1]). Dados d,m enteros no negativos tales que
q>d>m+ 2, tenemos que

donde 8¢ = {(X;, f): X CF, f € Ag, f(z) =0 para todo = € X;}|.

Demostracion. La demostracion sale con argumentos similares a los del Teorema
5.2.1. O

Por lo tanto, para determinar el comportamiento asintético de V(Ag) basta
con estimar el nimero SZ»AG. Para esto, traducimos este problema en el de estimar
la cantidad de puntos [F,-racionales con coordenadas distintas dos a dos de cierta
variedad de incidencia. Mas precisamente, fijamos 7 con 1 < ¢ < d, consideramos el
polinomio F' € F,[Ag, T definido como

F(A)T):=T "+ Ag T -+ AT + A,
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y la cuasi-F,— variedad afin T¢ C A" definida por

'Y= {(ap, @) €A x A" o #ay, (1 <)< k<),
F(ap,a;) =0 (1 <i<r), Gilag) =0(1 <k <m)}.

Al igual que en el caso de familias lineales obtenemos el siguiente resultado, que
muestra la relacién que existe entre [T¢(F,)| y S;¢.

Lema 5.4.2. Sean i tal que 1 < i < d. Entonces

Demostracion. La demostracion sale de la misma manera que la del Lema 5.2.2. [J

De acuerdo a este lema, al igual que en el caso lineal, para estimar el nimero SiA ¢

: : .. =G
vamos a estimar |T'¢(F,)|. Para ello, consideramos la clausura Zariski T';” de I' C
A%t v damos ecuaciones explicitas que definen dicha clausura. Mds precisamente,
si 19 € A%t es la [F,—variedad definida como

IS = {(ag,a) € AT x A': A7 F(ag,o1,...,05) =0 (1 < j <i),
Grlag) =0 (1 <k <m)},

donde AV F(ay, Ty,...,T;) denota la diferencia dividida de orden j — 1 del poli-
nomio F(ay,T) € F,[T]4 que aparece en (5.14), demostramos que fiG = I'%*. Con

este objetivo, al igual que en el caso lineal, tenemos la siguiente relacién entre 'S y
e

Lema 5.4.3 (|[MPP16a, Lemma 1.3]). Sea i un entero tal que 1 < i < d. Entonces
IS =T n{(ap, ) :a; £ (1<j<k<i)}. (5.24)

Demostracion. La demostracion sale con argumentos similares a los del Lema 3.2.1.
O

El siguiente objetivo es dar una serie de caracteristicas geométricas de la variedad
FiG’* y su clausura proyectiva pcl(FiG’*) C P, Una de las caracteristicas que estu-
diamos es el lugar singular de FZG* Para ello, consideramos la familia Bg C F,[T],
que consiste de todos los polinomios f := T4+ ag T ' +---+ay € E[T | tales que
Grlag_1,...,a1) = 0 para 1 < k < m. Observamos que un punto singular de FiG’*
proviene de un punto singular de la variedad V' C A% definida por los polinomios
G1,...,G,, o de un polinomio f € Bg que no es libre de cuadrados. Las prime-
ras tres condiciones que requerimos sobre los polinomios G, ..., G, garantizan que
V' tiene “buen comportamiento” geométrico, es decir, se trata de una interseccion
completa cuyo lugar singular tiene codimensién al menos 2:

(C1) Gu,...,G,, forman una sucesién regular y el ideal que generan en ,[A,_1, ..., Ag|
es radical.
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(Cp) La variedad V C A? definida por Gy, ..., G,, es normal.

(C3) Sean G¥',...,G% las partes homogéneas de mayor grado de G1,...,G,, res-
pectivamente. Entonces G{', ..., G satisfacen (C;) y(C).

A fin de controlar la cantidad de polinomios de Bg que no son libres de cuadrados,
establecemos una condiciéon que asegura que el lugar discriminante y el lugar del
primer subdiscriminante de la familia Bg, que definimos a continuacion, cortan bien
a la variedad V. Identificando cada elemento fq,, = T+ ag T+ +ag € Bg
con la d—upla ay = (aq_1,...,a0) € A% recordamos que el lugar discriminante
D(Bg) de Bg es el conjunto de todos los elementos de f,, € Bg para los cuales
Disc(fa,) = 0, donde Disc(fq,) := Res(fa,, fo,) denota el discriminante de fq,.
Como el polinomio f,, tiene grado d, propiedades basicas de las resultantes aseguran
que Disc(fa,) = Disc(F (Ao, T))| Ay=a, = 0. Asi, el lugar discriminante D(Bg) es el
conjunto de todos los elementos de ag € Bg tales que Disc(F (Ao, T))|ag=ay = 0-

De la misma manera, definimos el lugar del primer subdiscriminante S;(Bg) de
Bg como el conjunto de todos los elementos f, € Bg para los cuales Subdisc( fq,) :=
Subres( fa,, f4,) = 0, donde Subres( fa,, fg,) denota la primera subresultante de fq,
y su derivada. Como f,, tiene grado d, por propiedades bésicas de las subresultantes
deducimos que Subdisc(fq,) := Subdisc(F (Ao, T'))| ag=a, = 0. Por lo tanto, también
podemos definir el lugar del primer subdiscriminante S;(Bg) como el conjunto de
todos los elementos ay € Bg tales que Subdisc(F(Ag,T))|ay=a, = 0. En estos
términos, vamos a requerir la siguiente condicién adicional:

(C4) D(Bg) tiene codimensiéon uno en Bg, y D(Bg) N S1(Bg) tiene codimension
dos en Bg.

Estas condiciones nos permiten dar la siguiente serie de resultados sobre las
, . s G, . G,
caracteristicas geométricas de I';”" y su clausura proyectiva pcl(I;"").

Teorema 5.4.4 ([MPP16a, Theorem 1.2, Corollary 1.2, Lemma 1.13 y Theorem
1.3]). Sea i un entero tal que 1 <1i <d. Siq>d>m+ 2, entonces

G . p . p .
(1) T7" es una interseccion completa de dimensién d — m, cuyo lugar singular
. . . G
tiene codimensidn al menos 2 en I';7".

(2) pel(TE") N {Ty = 0} € PHi! estd contenida en una unidn de i + 1 intersec-
ciones completas normales definidas sobre I, cada una de dimension d—m—1
y grado [~ d;.

(3) pel(TF*) € P es una interseccion completa normal de dimension d —m y
m !
grado |-, d; - ﬁ.
Demostracion. Las condiciones (Cy), (Cy) v (C4) y argumentos similares a los del
Teorema 3.2.10 y Corolario 3.2.11 prueban las propiedades geométricas de FZG* La
condicién (C3) y argumentos similares a los del Lema 3.2.13 muestran las propiedades
de pcl(T€*) N {Ty = 0}. Por tltimo, por argumentos similares a los del Teorema
3.2.15 deducimos las propiedades de pel(DE). O
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Combinando el item (3) del Teorema 5.4.4 con el Teorema 2.1.10 concluimos
que la clausura proyectiva pcl(FiG’*) es absolutamente irreducible de dimension d —
m . Por el Teorema 2.1.8, T resulta una variedad absolutamente irreducible de
dimensién d —m. De (5.24) deducimos que I'S es un subconjunto abierto Zariski no

) . : : . . =G
vacio de FzG* Como Ff;’ es absolutamente irreducible, la clausura Zariski I'; de
FG G:*

;oes IV

Las condiciones (Cy), (Cy) v (C3), a su vez, nos permiten estimar el nimero de

elementos de la familia no lineal Ag.

Lema 5.4.5 ([MPP16a, Lemma 1.16]). Para ¢ > 16(Dy 8y +14D262¢2)2, tenemos
1
50" <Al < ¢ 2000 (Dy = 2) + 2+ 14DV g “3)gtmoE,

donde oy :=[[",d; y Dy :=>"" d; — 1.

Demostracion. Las condiciones (Cy), (C3) v (C3) implican que la clausura proyectiva

pcl(V) de V' y el conjunto pel(V)™® := pcl(V) N {7y = 0} de puntos en el infinito

son intersecciones completas normales definidas sobre F,, ambas de grado [[", d,,

en P4ty {Ty = 0} = P?~2 respectivamente. Por lo tanto, por (2.7) se sigue que

el = ¢ =[lpel(V)(E,)| — [pel(V)™ ()| = Pa—m—1 + Pa—m-—2]
<|Ipel(V) ()| = pa-m—1| + | [PV (E;))°] = Pa-m-—2]
<(Bv(Dy —2)+2) (q+ 1)¢* ™ % + 14D2 62 (q + 1)g* ™3
<2(8y(Dy — 2) + 2+ 14D26%¢~2 )¢ ™2,
De la hipétesis sobre g, se sigue el lema. O

Por tltimo, por el Lema 5.4.3 deducimos que, al igual que en el caso lineal, esti-
mar [['¢(F,)| equivale a estimar la cantidad de puntos F,—racionales con coordenadas
distintas dos a dos de TS, Asimismo, las caracteristicas geométricas de P¥* y de su
clausura proyectiva, que se encuentran en el Teorema 5.4.4, nos permiten aplicar la
estimacion para intersecciones completas proyectivas normales del Teorema 2.2.10 a
fin de estimar la cantidad de puntos F,-racionales de F?’* con coordenadas distintas
dos a dos. De los Lemas 5.4.2 y 5.4.3 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4.6 ([MPP16a, Theorem 1.4]). Sea ¢ > d > m + 2. Para i tal que
1 <11 <d, tenemos que

(D; — 2 2 1 D2 2 0\ 0; 4e
< Di—2) +2 — s gz + [ 14—+ 5 + (! i+.—25v g,
il 2/4 !

donde 8y == [, d;, Dy := 31", (di = 1), 6; == v ity y Dy := Dy +id — “2.

Esta dltima estimacién junto con los Lemas 5.4.1 y 5.4.5 nos permite determlnar
el comportamiento asintético de V(Ag), como afirmamos en el siguiente resultado.

Teorema 5.4.7 ([MPP16a, Theorem 1.5)). Paraq > méx{d, 16(Dy 8y +14D262¢ =)}
yd>m-+2,

V(Ag) — pag| < 2%6(3Dy + d?)q'? + 676%(Dy + 2)2d* 52V,

df
ghe "
i il
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5.5. El segundo momento del conjunto de valores

En esta seccién mostramos cémo el enfoque que desarrollamos en este capitulo
nos permite también dar una estimacién explicita del promedio del segundo momento
del cardinal del conjunto de valores de la familia 4, definida en (5.5).

Sea p > 2 y sean d y s enteros positivos tales que ¢ > dy 1 < s < d— 3.
Fijamos a := (ag_1,...,04-s) € F} y sea fo =T +ag TV + -+ ag_ 795,
Recordemos que los elementos de A, son todos los polinomios de la forma f;, :=
fa+bg_s T4 4. +b5,T con b:= (bg—s—1,....b1) € ]qu_s_l.

Definimos el promedio del segundo momento de la familia .4, como

Va(d, s) := Va(Aa) = # > V)

beFd =1

En esta seccién estimamos de Vy(d, s) y

Va(d,0) == ¢~ Y V(i)

beRi !

Esta ultima cantidad corresponde al promedio del segundo momento del cardinal
del conjunto de valores V(fp) cuando fp recorre todos los polinomios de [T, tales
que f(0) = 0. Como en la seccién anterior, solo vamos a esbozar el enfoque; una
descripcién detallada del mismo puede verse en [MPP14].

En la literatura encontramos una expresién explicita de Vy(d,0) para el caso
d > q (ver [KK90Db]). Por otro lado, en un trabajo de Uchiyama [Uch56] se muestra
que, suponiendo la validez de la hipdétesis de Riemann para funciones L, si p > d,
entonces

Vald,0) = 1 S V() = e + O0). (5.25)

qd—l

Observemos que Uchiyama no da una expresion explicita para la constante que
subyace en la notacién O. Nosotros, en cambio, damos una expresion explicita para
(5.25) que vale para cuerpos de caracteristica pequena y es independiente de la
validez de la hipétesis de Riemann mencionada.

Como en las secciones anteriores, traducimos este problema al de determinar
la cantidad de puntos [,-racionales con coordenadas distintas dos a dos de una
interseccion completa cuyo lugar singular tiene codimensiéon al menos 2. Empezamos
dando la siguiente expresion combinatoria para V(d, s) en términos del niimero Sy, ,
de ciertos conjuntos interpolantes con d — s +1 < m +n < 2d. La demostracion
sigue argumentos similares a los del Teorema 5.2.1.

Teorema 5.5.1. Bajo los supuestos de arriba, tenemos que

Va(d,s) =V(ds) + Y (_1)m+n(i) (Z>qg_n_m

1<m,n<d
2<m+4n<d-—s
1 m-+n a
+ d—s—1 Z (_1) Z ’SFLFZ’ ’
q 1<m,n<d 'y, CHy
d—s+1<m+n<2d |F1|:m,\1"2\:n
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donde SE 1, es el conjunto que consiste de los puntos (b,bo1,bo2) € FZ‘SH con
bo # boo tales que se verifica (fp + bovl)’m =0y (fp+ b072)|F2 =0.

Fijamos s, d y @ como en el Teorema 5.5.1. Para determinar el comportamiento
de Vy(d, s) necesitamos estimar el niimero

Sﬁl,n = Z |8Fal,F2| (526)
', T2CE
[T1[=m,|I'2|=n

para cada par (m,n) con 1 < mn < dyd—s+1 < m+n < 2d. Con es-
te proposito, expresamos el nimero Sy, en términos de la cantidad de puntos
[, -racionales con coordenadas distintas dos a dos de una cierta variedad de in-
cidencia I, C Ad=stl+min N\[4s precisamente, fijamos enteros positivos m y n
con 1 <mn <dyd—s+1< m+n < 2d. Introducimos nuevas variables
T, T,....,7,, UU,...,U,, B,Bi_s_1,...,B1, By, By sobre IE_‘q y denotamos con
T:=(T,....,T,), U = (Uy,...,U,), B :== (Bj_s-1,-..,B1), By := (B,By1) y
B, := (B, By2). Ademads, consideramos el polinomio F' € F,[B, B, T definido como

d—1 d—s—1

F=T"+ Y aT'+ Y BT +B (5.27)

i=d—s i=1

Finalmente, sean Ty, ,, C A9=sH1HmHn 13 cuasi-F,—variedad afin definida como

Fm,n = {(b) bO,la b0727 a?/B) € Ad78+1+m+n7 F<b7 bO,l)aj) =0 (1 S j S m)7
67} 7é aj (Z #])7 F(bv 60,275]6) =0 (1 S k S TL), /61 7& BJ (Z 7é ])7 bO,l 7é bO,Q}-

Similarmente al Lema 5.2.2; tenemos el siguiente resultado que expresa el niimero
Sy €n términos de la cantidad de puntos [f-racionales de I'y, ..

Lema 5.5.2. Sean m yn enteros positivos con1 < m,n < dyd—s+1 < m+n < 2d.

Entonces
TonnE)  ca
mlnl ™

Asi, a fin de estimar S2 ,, vamos estimar la cantidad |[', ,(EF,)|. Para ello, con-
Ad75+1+m+n

sideramos la clausura Zariski I'y, ,, de I';,,, en y determinamos ecua-
ciones que definan dicha clausura. Mas precisamente, si %, =~ C Ad=sHImtn o5 |g
[F,—variedad afin

e}

F:rz,n = {(b, b071, b072, a,ﬁ) & Ad—s—i—l-i—m—f—n . Ai_lF(b, b()vl,Oél, e ,Oéi) = (]_ S Z S m),
Aj_lF(b7 b0,2a61a s 76]) = O (1 S ] S n)}7

donde A™'F(b,byy1,Th,...,T;) y A F(b, by, Up,...,U;) denotan las diferencias
divididas de F(b,by1,T) € F[T] v F(b,bys,U) € F,[U] respectivamente (ver la
Definicién (3.6)), vamos a ver que [',,,, = | -

Al igual que en el estudio del promedio del conjunto de valores en familias linea-
les, relacionamos I'y, , y I, ,, v establecemos una serie de resultados sobre la variedad
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affn T, v su clausura proyectiva pcl(T;, ,,) € P45+ que enunciamos a conti-
nuacién. Las demostraciones de estos resultados pueden verse en [MPP14, Sections
6, 7,8,9y 10].

Teorema 5.5.3. Sean m,n enteros positivos tales que 1 < mn <dyd—s+1<
m+n < 2d. Entonces

Fm7n:P:1,nm{ai7éaj (1§Z<]§m)a ﬁl#ﬁj (1§Z<]§TL), b0,17éb072}'
(5.28)
Sip>2yd—s >3, entonces

s [a variedad T'*, =~ es una interseccion completa de dimension d — s + 1, cuyo

m,n

lugar tiene codimension al menos 2 en I'} -

= pel(T,,)N{To = 0} C P45t es una F,—variedad lineal de dimension d—s;

» pcl(Tz, ) C Péstitmin es yna interseccion completa normal de dimensidn

d—s+1y grado (d")?/(d —m)!(d — n)!.

Del tltimo item de este teorema deducimos que I, C A4 sH1HmH7 o5 abso-
lutamente irreducible de dimensién d — s + 1. Recordemos que (5.28) muestra que
'y, coincide con el subconjunto de puntos de I o COIL boi # bo2, o # oy
B # Bi- Asi, teniendo en cuenta que I’ es absolutamente irreducible, concluimos
que ', =17, .

Del Teorema 5.5.3 deducimos que estimar el ntumero |[',, ,(E,)| equivale a es-
timar la cantidad de puntos F,-racionales con coordenadas distintas dos a dos de
I}, - Asimismo, las caracterfsticas geométricas de Iy, v su clausura proyectiva nos
permiten utilizar la estimacion para intersecciones completas proyectivas normales
del Teorema 2.2.10 a fin de estimar la cantidad de puntos F,-racionales de I’} , con
coordenadas distintas dos a dos (ver [MPP14, Section 9]). De (5.28) y el Lema 5.5.2

obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.5.4 ([MPP14, Theorem 9.1]). Sean p > 2 y d y s enteros tales que
q>dyd—s>3. Para cada par (m,n) conl <mn<dyd—s+1<m+n<2d,

tenemos que
d—s+1 1

— mln!

o 4
mlin!

m,n

1
(5mn(Dmn_2)+2)qd78+%+_(14D2 52 +£mn5mn)qdisa
s s m'n' m,n-m,mn s y

donde & = () + (3) +1, Do 1= (m+n)d=("3") = ("31) 9 Smn = sty

Finalmente, de los Teoremas 5.5.1 y 5.5.4, por medio de cdlculos elementales del
tipo del Corolario 5.3.2, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.5.5 ([MPP14, Corollary 9.2]). Con las hipdtesis del Teorema 5.5.4,
tenemos

d—1 2 2
d
Va(d, s) — p3 ?| < d*2*7 g% + 14 d4< (k) (d— k:)!) q. (5.29)
k=0
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Por ultimo, discutimos el comportamiento del lado derecho de (5.29). Argumen-
tando como en la demostracién del Teorema 5.3.4, fijamos k con 0 < kK <d—1y
consideramos la funcién h(k) := (Z)Q(d — k)!. Similarmente a la Observacién 5.3.3,
tenemos que h es una funcién unimodal en el intervalo [0, d — 1] y alcanza su maximo

en ko], donde kg := —1/2 + +/5 4+ 4d/2. En consecuencia,

L a2 - d\* B d(d)?
2 (k) (d=hi< d(w) (@ = o) = T TR D (T 2

k=0

Argumentando como en la demostracion del Teorema 5.3.4, concluimos que

2

d—1 d 2
(Z <k) (d— k)') <8 142 2d+2 AVd—2d.

k=0
Asi, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.5.6 ([MPP14, Theorem 9.3]). Sean p > 2, ¢ >dy 1l < s < d— 3.
Entonces
}Vz(d, s) — u2 q2‘ < 2921302 4 283d2d+664\/&_2dq.

Finalmente, cabe mencionar que mediante un andlisis similar al precedente-
reducimos el problema de estudiar el comportamiento asintético de Va(d,0) :=
qd%lzbequ_l V(fp)? al de estimar la cantidad de puntos F,racionales de ciertas
intersecciones completas regulares en codimension 2 con coordenadas distintas dos
a dos. Asi, la estimacién para intersecciones completas proyectivas regulares en codi-
mension 2 del Teorema 2.2.11 nos permite obtener la siguiente estimacion explicita

para Vs(d,0) (para una exposicién detallada de los argumentos y demostraciones,
ver [MPP14, Section 10].)

Teorema 5.5.7 ([MPP14, Theorem 10.4]). Sean p > 2, ¢ > d y d > 3. Entonces

‘Vz(d, 0) — 3 qQ‘ < (22d—2d2 i 283d2d+864‘/3—2d)q'
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Capitulo 6

Conjunto de valores de polinomios
con coeficientes prescriptos

En este capitulo obtenemos una nueva estimacion explicita de la desviacion del
comportamiento promedio “esperado” del conjunto de valores de familias de polino-
mios en F,[T]; con los primeros s coeficientes consecutivos prescriptos, para el caso
en que 1 < s < d/2 — 1, que es vélida para un cuerpo finito F, de caracteristica
arbitraria. Cabe recordar que en el capitulo anterior dimos una estimacion de dicha
desviacion para el caso en que 1 < s < d — 3, vélida para cuerpos de caracteristica
mayor que 2.

Mas precisamente, sean d y s enteros positivos tales que d < ¢y 1 < s < d/2—1.
Dado a := (ag_1,...,a4-5) € F}, sea fo =T+ ag T+ - 4 ag_T9°. Sea
Ao C E[T]4 la familia lineal definida en (5.5), es decir, el conjunto de todos los
polinomios fp := fo +bg_s 1T 1+ -+ 0T con b:= (bg_s_1,...,b1) € Iqufsfl.
Sea V(d, s) el promedio definido en (5.6), esto es, el valor promedio del cardinal del
conjunto de valores de V(f) cuando f recorre todos los elementos de A,.

En el capitulo anterior probamos que si, p > 2y 1 < s < d — 3, entonces

V(d, s) — paq| < d?2971¢"? + 133 %52V (6.1)

En este capitulo damos una nueva estimacién de V(d, s) para un rango de valores
menos amplio de s, pero sin restricciones sobre la caracteristica de [F,. Mas precisa-
mente, probamos que, si 1 < s <d/2— 1y d < g, entonces

-1 _9)5e2Vd
V(d,s) = paq = S%*E (6.2)
Observemos que este resultado muestra que V(d,s) = pqq + O(1), mientras que
(6.1) muestra que V(d, s) = paq + O(g"/?). Obtenemos una expresién explicita del
término de error con un mejor comportamiento que la de (6.1), en el sentido de
que tiende a cero cuando d tiende a infinito. De hecho, probamos que V(d,s) =
taq + 5 + O(p™) + O(g™"), con 1/2 < p < 1.

De manera similar a lo hecho en el capitulo anterior, para obtener esta nue-
va estimacion traducimos este problema al de determinar la cantidad de puntos
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[F,—racionales con coordenadas distintas dos a dos de una cierta familia de intersec-
ciones completas definidas sobre [,. En este caso, los polinomios que definen tales
intersecciones completas son simétricos; por lo tanto, podemos utilizar las estimacio-
nes para la cantidad de puntos F,-racionales de intersecciones completas definidas
por polinomios simétricos de la Seccion 4.1.

Cabe mencionar que estas estimaciones resultaran una herramienta fundamental
a fin de realizar un analisis de la complejidad en promedio del algoritmo de bisqueda
en bandas verticales para hipersuperficies de los tltimos capitulos.

6.1. EIl conjunto de valores en términos de ceros
de polinomios simétricos
De la misma manera que en el Capitulo 5, expresamos el problema de estimar el
promedio V(d, s) como una serie de problemas de interpolacién.

Mas precisamente, del Teorema 5.2.1 con r := d — s y m := s se obtiene la
siguiente expresién combinatoria del promedio V(d, s), para 1 < s < d — 3:

Vi) =0 (Do e X e Yisel 63)

i=1 i=d—s+1 X;CF,

donde S := 3", -y, [S%,| es la cantidad de subconjuntos de i elementos X; C I tal
que existe g € F,[T|<4—s—1 para el cual (fq + ¢)|x, = 0. Recordemos que F,[T| <451
denota el conjunto de todos los elementos de F,[T] de grado a lo sumod —s—1y
que S%. denota el conjunto de todos los elementos g € IF,[T]<q—s—1 que interpolan a
— fq en todos los elementos de Aj.

Por (6.3), a fin de determinar el comportamiento de V(d, s) necesitamos estimar
el numero S para d — s+ 1 < ¢ < d. Para esto, seguimos un enfoque geométri-
co como en el Capitulo 5, es decir, expresamos a S como la cantidad de puntos
[F,-racionales con coordenadas distintas dos a dos de cierta intersecciéon completa
definida sobre [F,. La variedad que surge en este caso es distinta de la variedad de
incidencia del Capitulo 5 y estd definida por polinomios invariantes bajo la accion
del grupo simétrico de permutaciones de sus coordenadas.

Dado a € Iqu_S y un entero positivo i tal que d — s+ 1 < ¢ < d, fijamos un
conjunto X; = {z1,...,z;} C F, de i elementos y g € F,[T]<4—s—1. Entonces g
pertenece a S siy solo si (1" — x1) - (T — x;) divide a f, + g en F,[T]. Como el
grado de g es menor o igual que d — s — 1 < 7, deducimos que —g es el resto de la
divisién de f, por (T — z1)--- (T — x;). En otras palabras, el conjunto 8% es no
vacio si y solo si el resto de la divisién de f, por (T"— xy)--- (T — ;) tiene grado a
lo sumo d — s — 1.

Sean Xi,...,X; indeterminadas sobre F,, X = (Xy,...,X;) y sea

Q:=1T-X,) - (T-X;)eE[X][T]
Existe un polinomio R, € F,[X][T] de grado deg R, < i — 1 tal que satisface la
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§6.1. SIMETRICOS

siguiente relacion:

fa=Rs mod Q.

Escribimos R, = R {(X)T" ! + - 4+ R$(X). Entonces Rg(x1,...,2;,T) € F[T]
es el resto de la divisién de f, por (T — x1)--- (T — ;). Por lo tanto, el conjunto
%, es no vacio si y solo si se satisfacen las siguientes igualdades:

Ri(xy,...,2;) =0 (d—s<j<i—1). (6.4)

Por otro lado, si existe * := (x1,...,x;) € IFq" con coordenadas distintas dos a
dos tal que se satisface (6.4), entonces el resto de la divisién de f, por Q(z,T) =
(T'— 1)+ (T — x;) es un polinomio 74 := Rg(x,T) de grado a lo sumo d — s — 1.
Esto muestra que el conjunto S es no vacio, donde X; := {z1,...,2;}. En otras
palabras, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 6.1.1. Sean s,d € N con 1 < s < d — 2, sean Rf (d—s<j<i-1)
los polinomios definidos en (6.4) y sea X; = {z1,...,2;} C F, un conjunto de i
elementos. Entonces 8% es no vacio si y solo si se satisface (6.4).

Por lo tanto, el nimero S de conjuntos X; C [, de i elementos tales que 8%, es
no vacio coincide con el nimero de puntos x := (z1,...,7;) € qu‘ con coordenadas
distintas dos a dos que satisfacen (6.4), salvo permutaciones de las coordenadas.
Maés precisamente, S - ¢! coincide con la cantidad de soluciones x € IFqi del siguiente
sistema de igualdades y desigualdades:

RY(Xy,.... X)) =0 (d—s<j<i—1), [] (X;-Xp)#0.

1<j<k<i

Fijamos i con d — s + 1 < ¢ < d y suponemos que 2(s + 1) < d. A continuacién
mostramos como los polinomios RY pueden expresarse en términos de los primeros
s polinomios simétricos elementales IIy, ..., II; de F,[ Xy, ..., X,]. El primer paso es
obtener una expresién para el resto de la divisiéon de T7 por Q := (T—X;) - - - (T—X;)
para ¢ < j < d. Por conveniencia de notaciones, denotamos con Il := 1.

Lema 6.1.2. Para i < j < d, se satisfacen las siguientes congruencias:
T'=H; 1 ;T" "+ H; ;T >+ ---+ Hy; mbd Q, (6.5)

donde cada Hy; es igual a cero o es un elemento homogéneo de F,[Xq,...,X;] de
grado j — k. Mds atn, para j —k < i, el polinomio Hy; € F[I1y, ... IL;_x_1][IL;_4]
es de grado 1 en II;_; con coeficiente principal 1.

Demostracion. Procedemos por induccion en j > i. Teniendo en cuenta que
T' =T —TLT 2+ 4+ (=1)"'; méd Q, (6.6)

deducimos inmediatamente (6.5) para j =i y que Hy; = (—1)""'II; es moénico de
grado 1 en II;. Supongamos ahora que (6.5) vale para j con ¢ < j. Multiplicando
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ambos lados de (6.5) por T'y combinando este resultado con (6.6) deducimos que

TjJrl = HZ',LjTi -+ Hi,Q’jTiil + -+ HO,jT mod Q
= (I H; 1+ Hi o )T+ + (—1) Iy Hiyj + Hoy)T
+ (-1)i_1HZ’HZ‘_1’j mod Q

Definimos

Hy 1= <—1)i_1_k]:[i_kHi_17j + Hyqj paral <k <i—1,
H07j+1 = (—1)i_1HZ‘HZ‘_17j.

Entonces
Tj+1 = Hi_l’j_i_lTi_l + Hi_27j+1Ti_2 + -+ H07j+1 mod Q

Resta probar que el polinomio Hy, ;1 satisface las propiedades del enunciado del
lema. Fijamos k con 1 < k < i—1. Entonces Hy ;11 = (—1)" " L Hy g+ Hi—1 5.
Por la hipétesis inductiva se tiene que H;_ ; y Hj_1 ; son nulos u homogéneos de gra-
dos j—i+1y j—Fk+1 respectivamente. Concluimos que Hy, ;41 es nulo o es homogéneo
de grado j—k+1. Ademas, para j+1—k < i, como méx{i—k,j—i+1} < j—k <,
tenemos que II;_, H;_; ; es un elemento del anillo de polinomios F,[I1;, ..., II;_]. Por
otro lado, Hy_1; es un elemento F,[I1y, ..., II;_4][II;_x11] de grado 1 con coeficien-
te principal £1, lo cual implica que Hj j;; también lo es. Finalmente, para & = 0
tenemos que Hy 1 = (—1)i_1HiHi,17j, lo que muestra que Hj ;41 es nulo o un
polinomio homogéneo de F,[X1,...,X;] de grado i +j —i+ 1 = j + 1. Esto finaliza
la demostracion del lema. O]

Finalmente, expresamos cada polinomio R{ en términos de los polinomios Hy, ;.

Proposicién 6.1.3. Sean s,d € N con 1 < s < d—2 y2(s+1) < d. Para
d—s <3 <1—1, tenemos la siguiente igualdad:

d
R =a;+ Y apHjy, (6.7)
k=i

donde los polinomios Hj . son los definidos en el Lema 6.1.2. En particular, R} es
un polinomio monico de F[I1y, ... I4_1_;][II4—;], salvo una constante no nula en
F,, de gradod —j <sparad—s<j<i—1.

Demostracion. Por el Lema 6.1.2, para ¢ < j < d se satisface la siguiente relacion:
Tj = Hi_ljjTi_l + Hi_zjjTi_Q + -+ HO,j mod Q
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Asi, obtenemos que

d i—1 d
fa= D a7 =% ajT+ )T’
Jj=t

j=d—s j=d—s

i—1 d i—1
T+ a; Y Hy TH+ 0T méd Q

j=d—s Jj=i k=d—s

(]

i—1 d
<(lj + Z CLkHj’k) Tj + O(Td_s_l) mod Q,

j=d—s k=i

donde O(T%*~1) representa una suma de los términos de F,[ X1, ..., X;][T] de grado
alosumo d—s—1en T Esto muestra que los polinomios R satisfacen (6.7). Por otro
lado, observamos que, para cada H;j que aparece en la férmula (6.7), tenemos que
k—j <s <d—s—2 <i. Estoimplica que H;; € F[II;,. .., II;_;_1][Il;_;] es de grado
1 en IT;_; con coeficiente principal £1 y de grado k£ —j en las variables X3, ... X;. En
consecuencia, para cada d—s < j < i—1 tenemos que R es un elemento monico del
anillo de polinomios F,[I1y, ..., II;_;_;][IL;_;] de grado d — j, mirado como polinomio
en Xi,...,X;. Esto finaliza la demostracién de la proposicién. O]

6.2. Una estimacién para el promedio del conjun-
to de valores

Por (6.3), el comportamiento asintético de V(d, s) estda determinado por el del
numero S para cadad—s+1 <1 < d. Fijando 7 con d—s+1 <7 < d, en la seccién
anterior asociamos a f, ciertos polinomios R? € F, [(Xq,...,Xj]Jecond—s<j<i—1
con la propiedad de que el nimero de ceros comunes F,-racionales de Rg_,..., R®
con coordenadas distintas dos a dos es igual a ¢! - S?, es decir,

1 , o :
SZ-“:Z_—!H:BEIF;:R?(:B):O(d—SSJ <i—1),zm#£n(1<k<l<i)}.

Por la Proposicion 6.1.3, podemos expresar cada polinomio Rf en términos de los

polinomios simétricos elementales Iy, ..., II; de F,[X7, ..., X;]. Mds precisamente,

si Y1,..., Y, son nuevas indeterminadas sobre E, entonces podemos escribir
R = S¢(Iy,... Uy y) (d—s<j<i—1),

donde cada S§ € Fy[Y7,..., 