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Resumen

Métodos Robustos en Correlacion Canodnica Funcional

En diversas aplicaciones, resulta de interés poder medir la asociacién entre dos caracte-
risticas que se observan sobre los individuos de una poblacién. Por otra parte, muchas veces
estas caracteristicas se registran sobre un periodo de tiempo o corresponden a imagenes. Por
esta razoén, conviene considerarlos como realizaciones de un proceso estocastico en lugar de
discretizarlos y estudiarlos como realizaciones de datos multivariados. Un método amplia-
mente utilizado para lograr este objetivo es el andlisis de correlacion candnica funcional.
Leurgans et al. (1993) prueban que la extensién natural de los estimadores utilizados en el
caso multivariado al funcional no resulta consistente para la primera correlaciéon candénica. Por
esta razén, dichos autores proponen estimadores que penalizan la rugosidad de las direcciones
y prueban que resultan consistentes. Por otro lado, He et al. (2003) dan condiciones que
garantizan la buena definicién de las correlaciones y direcciones candnicas para elementos

aleatorios (X,Y)T a valores en el espacio de Hilbert £2(0,1) x £2(0,1).

Los trabajos mencionados consideran como medida de asociacién la correlacién de Pear-
son. Sin embargo, es bien sabido, que esta medida es muy sensible a la presencia de datos
atipicos. Con el fin de lidiar con este problema, en el caso multivariado, Branco et al. (2005)
y Alfons et al. (2016) proponen estimadores utilizando un enfoque de projection-pursuit, es

decir, maximizando funcionales de asociacién robustos de proyecciones de los datos.

En esta tesis, consideramos espacios de Hilbert separables H; y Hs y elementos aleato-
rios (X,Y)" € H = H; x Hy y medidas de asociacién bivariadas robustas. Para mostrar
que la extension natural del caso multivariado al caso funcional falla cuando se utiliza la
extension de los estimadores de projection—pursuit de Branco et al. (2005) al caso funcional,
extendemos el resultado de Leurgans et al. (1993) al caso de medidas de asociacion generales.
Por otra parte, para proponer estimadores robustos y consistentes consideramos un enfoque

que combina projection—pursuit con el método de Sieves que aproxima el espacio infinito—



dimensional H por subespacios de dimensién finita que crecen con el tamano de muestra.
Bajo condiciones de regularidad, obtenemos que los estimadores de las primeras direcciones
y de la primera correlacién candnica son consistentes al funcional asociado. Para identificar
que representa dicho funcional, se muestra la consistencia Fisher de éstos cuando se utilizan
medidas de asociacion que cumplan ciertas condiciones. En particular, las medidas de co-
rrelacién robustas de uso habitual permiten obtener estimadores consistentes a la cantidad
de interés en el caso de procesos Gaussianos o de procesos elipticos. Mediante un estudio de
simulacion, se compara el comportamiento de los estimadores robustos con los estimadores
basados en la correlacion de Pearson, para muestras finitas Gaussianas y contaminadas. Se
proponen asimismo un procedimiento de convalidaciéon cruzada robusta para elegir las di-
mensiones de los subespacios aproximantes y métodos para la deteccion de datos atipicos.
Finalmente, se ilustra en un conjunto de datos reales las ventajas de los estimadores robustos

ya que permiten identificar los datos atipicos y proveen estimaciones confiables.

Palabras Claves: Correlacion candnica; Datos funcionales; Espacios aproximantes; Robustez



Abstract

Robust Inference in Functional Canonical Correlation

In many applications, measuring the association between two individual features is an
important issue. Besides, in many practical situations data are recorded over a period of time
or may correspond to images. In these situations, it is preferable to consider them as samples
of an stochastic process instead of working with the discretized trajectories as multivariate
data samples. A technique widely used to study the dependence between the two functions
recorded for a sample of subjects is the functional canonical correlation analysis. Leurgans et
al. (1993) demonstrated the need for regularization in functional canonical correlation analy-
sis, since the natural extension of the multivariate estimators are not consistent. Leurgans et
al. (1993) also derived the consistency of the estimators obtained penalizing the roughness.
These results are complemented with those obtained in He et al. (2003) who provide condi-
tions ensuring the existence and proper definition of the canonical directions and correlations

when the random element belongs to L?(0,1) x L?(0,1).

The aforementioned papers consider as association measure the Pearson correlation. Ho-
wever, it is well known that the Pearson correlation is not robust, being sensitive to outliers
and this sensitivity is inherited by the canonical directions and correlations. In the multi-
variate case, a robust approach was given by Branco et al. (2005) and Alfons et al. (2016)
who proposed estimators using projection-pursuit, that is, maximizing a robust bivariate

association measure over the projected data.

In this thesis, we consider separable Hilbert spaces H; and Hy; and random elements
(X,Y) € H = H; x Hy as well as robust bivariate measures of association. To show that
the natural extension from the multivariate case to the functional case fails when using the
projection—pursuit estimators of Branco et al. (2005), we generalize the result of Leurgans et
al. (1993) to the case of general measures of association. On the other hand, to obtain robust

and consistent estimators in a functional framework, we consider an approach that com-



bines projection—pursuit with Sieves which approximate the infinite-dimensional space H
by means of finite-dimensional linear spaces growing with the sample size. Under regularity
conditions, consistency results for the first canonical correlation and directions are derived.
An important point to highlight is what the functional related to the proposed estimators
represent, at least in some situations. For that purpose, Fisher consistency is obtained when
the bivariate measure of association may be transformed to a Fisher—consistent bivariate
association functional. In particular, the usual robust correlations allow to obtain consistent
estimators of the quantities of interest when (X,Y)T is a Gaussian or an elliptical process.
Through a simulation study, we compare the performance of the robust proposals with the
estimators based on the Pearson correlation, for clean and contaminated data. Furthermore,
a robust cross—validation procedure is also proposed to select the dimension of the approxi-
mating linear spaces and outlier detection rules are studied. Finally, we illustrate on a real
data set the advantages of the robust estimators which allow identify outliers and provide

reliable estimates.

Keywords: Canonical correlation; Functional data; Robustness; Sieves
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1. INTRODUCCION

El método de correlaciones canénicas introducido en Hotelling (1936) se utiliza para
relacionar dos grupos de variables. En general, esta metodologia se utiliza cuando un grupo de
variables aleatorias, definidas en un mismo espacio, puede dividirse en dos grupos homogéneos
y se desea identificar y cuantificar la relacién entre ambos grupos. Clasicamente el anélisis
de correlacién candnica consiste en buscar las combinaciones lineales de cada subconjunto de
variables que maximizan la correlacion. Para ser mas precisos, dados dos vectores aleatorios
X € RP e Y € R? definidos sobre el mismo espacio de probabilidad, se buscan direcciones
u; € R? y vi € R? de manera que la correlacién entre las proyecciones Uy = ui X y Vj =
viY sea méxima. Las subsiguientes direcciones canénicas (u;, vj);lzz, donde d = min(p, q),
se encuentran de manera andloga maximizando la correlaciéon de las proyecciones con la
restriccion de que las variables U; = u;»FX yV; = VjTY sean no correlacionadas con las ya
encontradas. Para poder aspirar a que haya unicidad salvo cambio de signo en las direcciones
canodnicas se agrega habitualmente la restriccién de que las varianzas de las proyecciones
sea 1. Los subsecuentes valores de las correlaciones entre proyecciones maximizantes, que
indicaremos como p; = pcr,(Uj, V), con per, (U, V') la correlacion de Pearson entre las variables
U y V, se denominan correlaciones candnicas y son una medida de asociacién entre los
vectores X e Y. El método de correlaciones candnicas puede ser visto como un método para
reducir la dimension de los vectores X e Y cuando lo que nos interesa es estudiar la estructura
de correlacién entre estos vectores. A este enfoque de definir el anélisis de correlacion canénica

a través de la maximizacion de correlaciones de proyecciones se lo denomina “Projection
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Pursuit”.

Llamando Xzz a la matriz de covarianza del vector Z = (X', Y")" y efectuando una

particiéon de la misma segun la particion del vector Z, obtenemos la descomposicion

Yxx Xxy
Yizz =
Yyx Yvyy
Cuando las matrices Xxx y Xyy son no singulares, el andlisis de correlacién canodnica tiene
una resolucién sencilla (ver Kshirsaagar 1972). Efectivamente, en este caso, las direcciones

canodnicas uy,...,uy y Vi, ..., Vg son, respectivamente, los autovectores de las matrices
~1 —1 ~1 —1
Ya= 2)XXZXYEYYEYX y Yp= EYYEYXEXXEXYa

asociados a los autovalores pf >0 > pfl. Las matrices 34 y X tienen los mismos autova-
lores pjg que son los cuadrados de las correlaciones canoénicas. Usando esta propiedad de las
correlaciones y direcciones canodnicas, los estimadores clasicos de las correlaciones y direc-
ciones candnicas se obtienen como los autovalores y autovectores de las versiones muestrales
de X4 y X, que indicaremos por i?A y EB. Dada una muestra Zq, ..., Z,, para definir los
estimadores 3 AY ) B se reemplaza en la definicién de X4 y X g, las matrices de covarianza

por sus versiones muestrales, es decir, las obtenidas a partir de la particién de la matriz

Sz = S (Zi — Z)(Z; — Z)" /n. Anderson (1999) derivé la distribucién asintética de los
estimadores de las direcciones y correlaciones candnicas obtenidos de esta forma suponiendo
que las observaciones tienen distribucion normal. Es bien sabido que este procedimiento es
6ptimo bajo normalidad, sin embargo, los estimadores resultantes son sensibles a observa-
ciones atipicas debido a la sensibilidad de la matriz de covarianza muestral a un pequeno
porcentaje de datos atipicos. Por esta razon, en muchas aplicaciones, cuando es de interés

obtener estimadores mas fiables es deseable proveer estimadores robustos de las direcciones

y correlaciones canodnicas.

Un primer enfoque fue dado por Taskinen et al. (2006) mediante un procedimiento plug—

in. Esta propuesta consiste en dar estimadores robustos de la matriz de covarianza de Z
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y a partir de ella, obtener estimadores robustos > AY > g de X4 yv Xpg, respectivamente.
Los autovectores y autovalores de 4 y IS permiten definir estimadores de las direcciones y
correlaciones canénicas robustos. Taskinen et al. (2006) obtuvieron las funciones de influencia
para los funcionales asociados a este tipo de estimadores y a partir de estas su eficiencia

asintotica.

Otra alternativa para enfrentar el problema de la sensibilidad a datos atipicos es utilizar
el procedimiento de projection pursuit para el andlisis de correlacion canénica. Alfons et al.
(2016), utilizan distintas medidas de asociacién robustas para definir estimadores robustos
de las correlaciones y direcciones candnicas, mientras que Jin y Cui (2010) obtienen su

distribucién asintdntica.

Suponiendo que E(X) = E(Y) = 0, en Seber (2004) puede verse un enfoque distinto al
problema planteando un problema de prediccion. Mas precisamente, supongamos que, para
1 < k < d, nos interesa encontrar los vectores k-dimensionales U = (ui X, -+ ,u; X)Ty V =
(vIY, -+ ,vIY)T que minimizan E(||U — V||?) con la restriccién que VAR(U) = VAR(V) =
I, donde con VAR nos referimos a la matriz de covarianza e I, denota la matriz identidad
de R¥**_ La solucién a este problema son los vectores candnicas. Siguiendo este enfoque,
Adrover y Donato (2015) introcucen una familia de estimadores robustos reeemplazando la

pérdida cuadratica por una M —escala para definir S—estimadores.

Estimadores para las correlaciones candnicas han sido ampliamente estudiados para el
caso en que p y ¢ son fijos. Recientemente, ha resultado de interés considerar el caso en
que ¢ es fijo y p crece con n, es decir las observaciones en X corresponden a lo que se
denomina datos de alta dimensién. Resultados asintdticos en esta situaciéon pueden verse en
Fujikoshi et al. (2011). También debido a avances tecnoldgicos, procesos estocésticos {Z(t) =
(X (¢),Y(t))"}er donde Z es un intervalo de la recta pueden ser medidos y guardados en
grillas cada vez més finas. Sin embargo, no parece adecuado considerar a dichas observaciones

discretizadas como datos multivariados ya que se pierde informacion del proceso relacionada
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con la suavidad del mismo. Por ejemplo, si las trayectorias son continuas, es de esperar que
haya alta correlacién entre X (t;) y X(t2) cuando t; y t5 son cercanos. Supongamos ahora
que, en lugar de observar vectores finito dimensionales, cada observacién corresponda a un
par de funciones X;(t) e Y;(t), 1 < i < n,t € Z, donde Z es un intervalo de la recta.
M4s atin, supongamos que (X;, Y;)T tienen la misma distribucién que (X,Y)" donde XY €
L?(Z). Podemos pensar que tanto X como Y son vectores aleatorios infinito dimensionales
que toman valores en el espacio de Hilbert infinito dimensional L*(Z). En tal caso, X e
Y se denominan elementos aleatorios. En Leurgans et al. (1993) se estudia el problema de
estimar la primera correlacién y las primeras direcciones canénicas de elementos aleatorios
X e Y en L*(Z,) y L*(I,), respectivamente. Estas direcciones y correlaciones canénicas
poblacionales se definen de manera analoga a las del caso multivariado. Sin embargo, estos
autores muestran como la extensién natural del estimador de la primera correlacién canoénica
multivariada no es en general consistente para el caso en que el elemento aleatorio (X, Y)7T es
Gaussiano. Surge entonces la necesidad de penalizar la funciéon objetivo de modo a proveer
estimadores suavizados que resulten consistentes. Leurgans et al. (1993) proponen modificar
la medida de asociacién usual basada en la covarianza muestral agregando un término a la
varianza muestral de las proyecciones que penalizan la rugosidad de la direccion. De esta
forma obtienen estimadores que resultan consistentes bajo condiciones débiles. He et al.
(2003) dan condiciones sobre el elemento aleatorio (X,Y)T en L?(Z;) x L*(Z,) para que
sus direcciones y correlaciones candnicas poblacionales estén bien definidas. Los trabajos
mencionados para datos funcionales dan resultados cuando la medida de asociacion utilizada
es la correlacién de Pearson. Sin embargo, es bien sabido que esta medida de asociacién es

muy sensible a la presencia de datos atipicos.

El objetivo de esta tesis es introducir estimadores de las direcciones y correlaciones canéni-
cas que resulten resistentes cuando la muestra contiene un porcentaje de datos atipicos.

Consideraremos un elemento aleatorio Z = (X,Y)" : Q — H; x Hs donde H; son espa-
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cios de Hilbert separables y, en general, de dimensién infinita. Nuestra definiciéon se basa
en el enfoque projection pursuit para las correlaciones candnicas y utilizaremos funcionales
de correlaciéon o asociacion preferentemente robustos. Para evitar los problemas de la alta
dimensién asi como medidas de rugosidad, proponemos estimadores basados en un método
de Sieves. Los estimadores se definen como las direcciones que maximizan la asociacién de
las proyecciones, donde estas direcciones se buscan en subespacios de dimensiones finitas
Pn YV qn de Hi vy Ho, respectivamente. Dichas dimensiones van creciendo con el tamano de

muestra n.
La tesis esta diagramada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, se presenta una breve introduccion a elementos aleatorios, operador de
covarianza y elipticidad. A su vez, se recuerdan las distintas medidas de asociacion conocidas

en la literatura para vectores bivariados analizando en cada caso su consistencia Fisher.

En el Capitulo 3 se define el problema de andlisis de correlacion canénica funcional.
Se extiende la definicion de las correlaciones y direcciones canénicas poblacionales para
el caso de elementos aleatorios. Se generaliza el resultado dado en Leurgans et al. (1993)
sobre la problematica de la extensién natural en la estimacion de la primera correlacién
canonica incluyendo nuevos funcionales de correlacion ademas del de Pearson y permitiendo
que el elemento aleatorio pertenezca a una familia mas general que contiene a los elementos
Gaussianos. Se definen los estimadores de Sieves y se prueba que no resultan consistentes si
las dimensiones de los subespacios aproximantes son mayores o iguales al tamano de muestra.
Se relaciona este hecho con la inconsistencia de los estimadores basados en Sieves para datos

de alta dimension.

En el Capitulo 4, se muestra que los estimadores propuestos para la primera correlacién
y las primeras direcciones canénicas son consistentes. Se demuestra ademéds la consistencia

Fisher de las distintas propuestas segin las caracteristicas del funcional de asociacién que se
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utilice.

En el Capitulo 5, se describen los resultados de un estudio de Montecarlo disenado para
estudiar el comportamiento de las propuestas dadas y de los estimadores clasicos para con-
juntos de datos con y sin observaciones atipicas. En dicho estudio, se pudo observar como
los estimadores basados en funcionales de asociacién robustos tienen buenas propiedades de
robustez ya que siguen estimando los valores deseados bajo contaminacion, no ocurriendo lo
mismo con los estimadores clasicamente utilizados. Este primer estudio fue realizado cuando
las dimensiones de los subespacios son fijas y no adaptivas. Por esta razén, se complementd
el estudio anterior, realizando otro estudio de Montecarlo en el que la dimensién de los subes-
pacios aproximantes se elije mediante convalidacion cruzada. Finalmente, en este capitulo,

proponemos ademas tres métodos para la detecciéon de datos atipicos.

En el Capitulo 6 aplicamos los estimadores de Sieves y los métodos para la deteccion de
datos atipicos presentados en el Capitulo 5 a un ejemplo de datos reales a fin de detectar

posibles observaciones atipicas que de otra forma no se hubieran identificado.



2. NOCIONES PREVIAS

Este capitulo se divide en tres secciones. En la Secciéon 2.1 se introducen las nociones
de elemento aleatorio y de operador de covarianza. La Seccién 2.2 versa sobre elipticidad.
Recordaremos primero la definicion para vectores aleatorios en R? y luego, la extensiéon de
esta nocion para elementos aleatorios en un espacio de Hilbert. Finalmente, en la Seccién 2.3
se introducen distintas medidas de asociaciéon. Varias de estas medidas son utilizadas luego

en el Capitulo 5 para el estudio de Montecarlo.

2.1. Elementos aleatorios y operador de covarianza

En esta seccion definimos el concepto de elemento aleatorio a valores en un espacio de

Hilbert separable H con producto interno (-, ).

Definicién 2.1.1. Sea Q = (€, F,P) un espacio de probabilidad, H un espacio de Hilbert
separable y B la o—4élgebra generada por los abiertos de H. Diremos que X es un elemento

aleatorio en H si X : Q — H es medible Borel, es decir, si X !(B) € F VB € B.

Un elemento aleatorio X en H induce una probabilidad P = Px en (H, B) definida para
B € B como P(B) =Px(B) =P(X~(B)).

Observacion 2.1.1. Si X es un elemento aleatorio en H, | X|x = (X, X)y resulta una
variable aleatoria. Por otra parte, dado h € H fijo cualquiera, (h,X)y también es una

variable aleatoria.
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Definicién 2.1.2. Decimos que el elemento aleatorio X tiene primer momento finito si
E(]|X||3) < co. En tal caso, para todo h € H la variable aleatoria (h, X )y tiene esperanza

finita y se define la esperanza de X como el inico elemento p € H que cumple

E((h, X)n) = (b, )n Vh e H.

El elemento p existe debido al Teorema de Representacion de Riesz ya que la aplicacién
h — E((h, X)) resulta lineal y continua. Si X tiene segundo momento finito, es decir, si

E(|| X3,) < oo, se define la funcién de covarianza Cxx : H x H — R como
CXX(”? U) = COV(<U7 X>7'l7 <U7 X)'H) = E(<u7 X — M>'H<U7 X — /J“>’H) : (21)

Cxx resulta bilineal y continua en ambas variables. Nuevamente por el Teorema de Repre-

sentacion de Riesz, existe un dnico elemento I'x x(v) € H tal que
CXX(U,’U) = <U7FXX(U)>H Yu € H. (22)

A T'xx se lo denomina operador de covarianza de X y es un operador autoadjunto, semi

definido positivo y compacto (ver Kaphle, 2011).

Supongamos tener un elemento aleatorio Z = (X, Y)T : Q@ — H = H; x H, donde H; son
espacios de Hilbert separables y consideremos en H el producto interno ((uy,v1), (ug, v2))y, =
(u1,u2)4, + (V1,02),. Si E[|Z])3, < co, de manera andloga a como se definié Cxx en (2.1),

se definen las funciones Cxy vy Cy x como
CXY<U7 U) = COV(<U7 X>7'l17 <U7 Y>7'lz) = E<<u7 X — IU’X>H1 <U> Y — /LY>H2)7
CYX(Ua ’LL) = COV(<U7 Y>H2a <ua X>H1) = E(<U> Y — MY>H2 <ua X — NX>7'[1)'
Por otra parte, asi como Cy x permite definir el operador de covarianza I"x x a través de (2.2),

utilizando nuevamente el Teorema de Representacién de Riesz se pueden definir operadores

Pxy :Ho— Hiy Uyx : Hi — Ha a partir de Cxy y Cyx. Efectivamente, I'xy (v) y 'y x(u)
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verifican

ny(u, U) = (u, ny(’l)>>7.[1 Yu € Hl,

ny(U,u) = <U,Fy)((u)>7.[2 Yov S 7‘[2.
Resulta sencillo verificar que 'z : H — H se puede descomponer como

Izz2(u,v) = (Cxx(u) + Ixy(v), 'yx(u) + Tyy(v)),
por lo que resulta razonable escribir matricialmente a I';; como

I'xx TI'xy U
Lzz(u,v) = . (2.3)

I'yx T'yy v

2.2. Elipticidad

Tanto en el caso multivariado como en el funcional, la familia de distribuciones elipticas
resulta una generalizacién de las distribuciones normales o Gaussianas y es el ambito ade-
cuado donde estudiar propiedades de robustez de estimadores. A continuacién, recordamos

las definiciones y principales propiedades que pueden verse en Bilodeau y Brenner (1999).

Definicién 2.2.1. Se dice que un vector aleatorio multivariado Z :  — R tiene distribucién
esférica d-dimensional si su distribucion es invariante ante transformaciones ortogonales, es
decir, si QZ ~ Z cualquiera sea Q € R%*? ortogonal, donde el simbolo ~ denota “tiene la
misma distribucion que” cuando del lado derecho tenemos un elemento aleatorio y “tiene

distribucién” cuando del lado derecho tenemos una distribucidn.

Es facil caraterizar las distribuciones esféricas a partir de su funcién caracteristica. Dado
un vector aleatorio Z € RY indicaremos por ¢z la funcién caracteristica de Z. Efectivamente,
el vector aleatorio Z tiene distribucién esférica si y sélo si existe g : [0,00) — R tal que

vz(tqs) = g(t¥ty) para todo t; € R%
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Debido a esta caracterizacién se suele notar Z ~ Sy(g). Tomando, por ejemplo, gy (t) =

exp(—t/2), obtenemos que Sy(gy) es la distribucion Ny (0, 1,).

Las distribuciones elipticas pueden definirse como transformaciones afines de distribucio-

nes esféricas.

Definicién 2.2.2. Se dice que el vector X : Q — R? tiene distribucién eliptica E;(u, 3, g)
si existe un vector aleatorio Z € RY, una matriz B € R™? y p € R? tales que Z ~ Sy(g),

Y =BBTy X ~ BZ + p.

Fijada g, la familia de distribuciones elipticas £;(p, X, g) es una clase de distribuciones
con parametro de posicién g y parametro de dispersion la matriz simétrica, semi definida
positiva . Cuando X tiene primer momento, resulta que E(X) = u, mientras que cuando
X admite segundo momento, la matriz de covarianza Cov(X) resulta un multiplo positivo

de X, es decir, existe ¢ > 0 tal que Cov(X) = ¢X. Como antes, E;(u, X, gn) = Na(p, X).

Si Z ~ S4(g) tiene densidad f, entonces existe f : R — R tal que f(z) = f(2"z) en casi to-
do z. Por otra parte, si ¥ = BB es inversible, entonces X = BZ+ p también tiene densidad
y se cumple que fx(x) = det(2)2 f((x — p)"S "} (x — w)). Finalmente, la funcién carac-
terfstica de X es igual a px(t) = exp(it™ p)g(tTXt). Mds ain, la distribucién E;(u, 3, g)
puede ser caracterizada por sus marginales, en el siguiente sentido: X ~ E;(p, 3, g) si y sélo

si para todo k < d, AX ~ &E,(Au, AXAT, g) para toda matriz A € R¥*4,

Esta caracterizacién de la distribucién eliptica fue utilizada en Bali y Boente (2009) para

extender la nocion de distribuciones elipticas a espacios de Hilbert separables.

Definicién 2.2.3. Se dice que un elemento aleatorio Z en un espacio de Hilbert separable
H tiene distribucion eliptica con pardmetros p € H, I' : H — H (donde I' es un opera-
dor autoadjunto, semi definido positivo y compacto) y g : [0,00) — R, si y sélo si para
cualquier d > 1y cualquier operador lineal A : H — R? se tiene que AZ ~ E;(Au, AT A*, g).
Indicaremos Z ~ E(u, I, g).
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Definicién 2.2.4. Decimos que un elemento aleatorio X ~ &E(u, I, g) tiene rango infinito si

' tiene rango infinito.

Un elemento aleatorio V' :  — H se dice Gaussiano si V'~ E(u, I, gn) donde I" repre-

senta en este caso el operador de covarianza de V.

La Proposicién 2.2.1 presenta la caracterizacién dada en Boente et al. (2014) para ele-

mentos aleatorios elipticos de dimension infinita como mezcla de normales.

Proposicién 2.2.1. Sea X ~ E(u, T, g) un elemento aleatorio eliptico de rango infinito en
un espacio de Hilbert separable H. Luego, existe un elemento aleatorio Gaussiano V € H

conV ~ E(0,T, gn) y una variable aleatoria S > 0 independiente de V', tal que X = p+SV.

La Proposicion 2.2.1 no es cierta si [ es de rango finito. Se pueden construir elementos
aleatorios X elipticos de rango finito que no resultan mezcla de normales. De hecho, en Kano
(1994) se muestran ejemplos de vectores aleatorios Z en R? elipticos que no son mezcla de
normales. Un ejemplo de distribuciones elipticas &,(p, 3, ), que no es mezcla de normales,
se puede obtener a partir de la familia de distribuciones exponencial con potencias €, (1, X)

cuya densidad estd dada por

@) = ey det(Z) P exp {3 [l2 - )" o - ]}

donde ¢, es una constante normalizadora (ver también Bilodeau y Brenner, 1999). Efec-
tivamente, para a = 0,5, E(z; — p1)? = 4(q + 1)X11, donde Xy es el elemento (1,1) de la
matriz 3. Como dicho momento depende de la dimension, esta familia de distribuciones no
es consistente en el sentido de Kano (1994) y por lo tanto, no es mezcla de normales. Esta
distribucién permite obtener elementos aleatorios X elipticos de rango finito que no resultan
mezcla de normales. Efectivamente, sea Z = (Z1,...,Z,)" ~ €,4(0,X) con a = 0,5 y defi-
namos X = Z?:l Z;¢;, donde ¢; son los primeros ¢ elementos de una base ortonormal de

‘H. El elemento aleatorio X resulta eliptico, pero no es mezcla de normales. Efectivamente,
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supongamos que X es mezcla de normales, es decir, como p = 0, X = SV donde § > 0
es una variable aleatoria y V' € H es un elemento Gaussiano con media 0y, con Sy V
independientes entre si. Definamos 7' : H — R? como T'(z) = ((z,¢1),...,(z, d,)), luego
T(X)=7Zycomo X =SV tendriamos que T(X) = ST (V) donde el vector T'(V) € RY es

normal con media 0, llegando a una contradiccién ya que Z no es mezcla de normales.

2.3. Medidas de asociacion

Asi como suele interesar estudiar medidas de centralidad o de dispersion alternativas a
la media y al desvio estandar para el caso de variables aleatorias a valores reales, también
resulta de interés el estudio de medidas alternativas de asociacion o correlacién para vectores
aleatorios en R2. La razén de dicho interés es la misma. Las medidas cldsicas se basan en
esperanzas y por lo tanto, los estimadores relacionados son muy sensibles a la presencia de
datos atipicos y por ende muy inestables, lo cual genera la necesidad de medidas més estables

o robustas ante la presencia de datos atipicos.

Una medida de asociacién p es un funcional sobre el espacio de medidas bivariadas que

verifica las siguientes propiedades

(i) p(X,Y) =p(Y, X)
(ii) p(aX + b,cY + d) = signo(ac)p(X,Y) para todo a,b,c,d € R

(iii) —1 < p(X,Y) <1

donde (X,Y)T € R? es un vector aleatorio tal que (X,Y)T ~ P e indicamos indistintamente
p(X,Y) = p(P). Una propiedad deseable de una medida de asociacién es que identifique
independencia, esto es, que si X e Y son independientes entonces p(X,Y) = 0 aunque en

muchos casos la reciproca no vale, como es bien sabido.
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Es importante tener en cuenta que distintas medidas de asociacién pueden representar
distintas cantidades poblacionales al igual que la media y la mediana son medidas de posi-
cién que representan distintas cantidades segun el tipo de distribucion. En los ejemplos que
daremos trataremos de mostrar lo que las medidas de asociacion definidas representan en

algunos casos particulares, como ser el de las distribuciones normales bivariadas.

Una propiedad deseable es que distintas medidas de asociacién midan lo mismo para
ciertas familias de distribuciones P. Si esto ocurre diremos que p es Fisher consistente en
P. En general, P es una familia de distribuciones que contiene a las distribuciones normales
bivariadas, como ser la familia de distribuciones elipticas. Esta propiedad nos permitira
garantizar la consistencia de los estimadores de la direcciones canénicas a las direcciones de

interés.

En particular, si (X,Y)" ~ &(u, X, g), lo que incluye el caso normal con g = gy, ¥

donde la matriz X, esta dada por

2
g RO 0
1 192
y, = (2.4)
KRO109 O'g

nuestro objetivo es estimar la cantidad —1 < kK < 1 que representa una medida de cuan
relacionadas estan las variables X e Y, por analogia a lo que sucede en el caso normal.
Observemos que si la medida de asociacién cumple (ii) podemos suponer que p = 0y
que 07, = 09 = 1 cuando intentamos estimar . Por lo tanto, si por simplicidad llamamos

P, = &(0,%,, g) donde

3, = (2.5)

y si definimos T'(k) = p(P,), la consistencia Fisher dice que T'(k) = k.

Recordemos que dados (X;,Y;)T € R? i = 1...,n, independientes e idénticamente dis-
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tribuidos, la medida empirica se define como

n

Pa(A) = PalX,Y](4) = = S La(Xe, Vi),

donde A es un conjunto boreliano de R? e I es la funcién indicadora del conjunto A que

vale 1 en A y 0 fuera de A.

La propiedad T'(k) = k es una de las condiciones a pedir para asegurar que el estimador

obtenido como &k = p(P,[X,Y]) resulte un estimador consistente de k.

Recodaremos a continuacion algunas medidas de asociacién.

2.3.1. Medidas de Asociacién no robustas

En esta seccion consideraremos medidas de asociacion tales que sus versiones muestrales

no son resistentes a la presencia de datos atipicos.

2.3.1.1. Correlacion de Pearson

Dado (X,Y)T : © — R? con distribucién conjunta P = P[X,Y], el coeficiente de co-

rrelacion de Pearson al cual comunmente nos referiremos como correlaciéon clasica se define

Cov(X.Y) - si VAR(X)VAR(Y) #0
p = pcL(P) = peL(X,Y) = (VAR(X)VAR(Y))?
0 si VAR(X)VAR(Y) =0

donde VAR(X), VAR(Y) y Cov(X,Y) son las varianzas y covarianzas clasicas de las variables

aleatorias X e Y.

A partir de ahora, al considerar otros funcionales de asociacién cuya definicién involucre

una division, entenderemos que el resultado es 0 cuando el denominador se anula.
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Observacién 2.3.1. Vale la pena mencionar que pcy, se aplica a las medidas de probabi-
lidad de R? para las cuales se puede calcular la correlacion cldsica, es decir, a medidas de

probabilidad que corresponden a vectores aleatorios con sequndo momento finito.

Como mencionamos anteriormente indicaremos indistintamente per,(X,Y) o pen(P[X, Y]),
donde P[X,Y] representa la medida de probabilidad que induce en R? el vector (X,Y)7T,
segun sea conveniente para alivianar notacién. El mismo abuso de notacion, de aplicar un
funcional a un vector o a una variable aleatoria en vez de a la medida de probabilidad que

induce, lo cometeremos con otros funcionales.

En principio, es natural pensar que el parametro de interés que deseamos encontrar es
pen(P) ya que si (X, Y)T ~ B, = &£(0,%,,9) con X, dada en (2.5) y ademés EX? < oo y

EY? < oo, entonces pcr(By) = K.

El coeficiente de correlacién muestral, denotado por r, no es otra cosa que el funcional

por aplicado a la medida empirica P,[X,Y].

S (X, - XY - T)
r=peu(P) = per(Pu[X.Y]) = —

M=

(S0 -3 S -7y
i=1 i=1

Por un lado r es el estimador de maxima verosimilitud de & si se supone que la distribucién
de (X, )T ~ N(0,X,) donde X, estd dada en (2.4). Por otro lado, bajo este modelo r
resulta tener eficiencia asintética optima por ser un estimador de maxima verosimilitud, ver
Daniels (1961). Sin embargo, en el modelo de contaminacién que corresponde a una mezcla

de normales bivariadas (0 < e < 0,5), es decir, si
(X, )T ~ (1 —e)N(0,X,) +eN (0,25,

con X, como en (2.4) y

(01)?  rK*oio3
>, = ,

K ofos (03)
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el coeficiente de correlacion muestral puede resultar altamente sesgado respecto del parame-
tro estimado k. De hecho, dado € > 0, si k = o]/0; = 03 /09 es suficientemente grande,
resulta que Er ~ x*. Este hecho muestra la necesidad de utilizar estimadores de asociacion

robustos si el modelo central es Gaussiano.

2.3.1.2. Distancia de correlacion

Una medida de asociacién utilizada con frecuencia para clasificacién de datos funcionales
es la distancia de correlacién o correlacién Browniana introducida por Székely et al. (2007)

y Székely y Rizzo (2009), respectivamente.

Dados vectores aleatorios X € RP e Y € RY, recordemos que indicaAbamos por ¢x y ¢y
a las funciones caracteristicas de X e Y, respectivamente. Sea ¢x y la funcién caracteristica
conjunta de (X,Y). Es conocido que X e Y son independientes si y sélo si ox v = pxpy.
Por lo tanto, un modo natural de medir la dependencia entre X e Y es encontrar una norma
razonable para medir la distancia entre ¢x v y ¢x¢y. Para funciones 3 a valores complejos

definidas en R, 3 : RP*? — C, la norma L? pesada || - ||, se define por:

Ie.s)IE = [ I3t s)Putes)tds

donde w(t, s) es una funcién de peso positiva arbitraria, para la cuél existe la integral. Székely

et al. (2007) definieron la medida de dependencia v?(X,Y,w) como
(XY, w) = [lexy (t,s) — ex(t)ev ()]l

Si notamos 1*(X,w) = v*(X,X,w) y de manera andloga 1*(Y,w) se puede definir una
medida de asociacién sin signo como
B v(X,Y;w)

VX w)r(Y;w)

Sea | - | la norma euclidea, Székely y Rizzo (2009) prueban que eligiendo

w

“1
w(t,s) = (cpcq|t\£+1\s|g“) , (2.6)
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donde

2mP/21(1/2) 2m/21(1/2)

Gy T g ¢ T e

entonces R, caracteriza independencia, es decir, R, > 0y R, = 0 si y s6lo si X e Y son
independientes y R, es invariante por cambios de escala, o sea, R, (0 X, oY) = R,(X,Y) para

todo o > 0. Por esta razén, introducen la distancia de correlacién definida a continuacién.

Definicién 2.3.1. Sean v(-,-) = v(-,-,w) y v(-) = v(-,w) con w definido en (2.6). La

distancia de correlacion se define como la raiz no negativa R(X,Y) de

VX, Y) si 2(X)2(Y) > 0
RAX,Y) = VA(X)v3(Y)
0 si VA(X)r*(Y) =0.

Como dijimos anteriormente, a diferencia de otras medidas de asociacion, la distancia de
correlacion caracteriza independencia, lo que ha generalizado su uso. Por otra parte, dadas
dos variables aleatorias X e Y, el Teorema 3 de Székely y Rizzo (2009) muestra que la
distancia de correlacion verifica propiedades andlogas a las del valor absoluto de una medida
de asociacion descriptas anteriormente, es decir, R(X,Y) = R(Y, X), R(aX + b,c¢Y +d) =
R(X,Y), 0 <R(X,Y) <.

Es de interés saber que cantidad representa la distancia de correlacion en el caso de
vectores aleatorios bivariados. Por la equivariancia dada en el Teorema 3, basta considerar el
caso de vectores bivariados cuyas componentes tienen varianza 1. Del Teorema 6 de Székely
v Rizzo (2009), se obtiene que si (X,Y)" ~ N(0,X,) donde X, estd dada en (2.5), entonces
R(X,Y) < |k| y mds ain, R*(X,Y) = v(k), donde
r arcsen(k) + V1 — k2 — K arcsen(r/2) — V4 — k2 + 1

1+7/3— V3 '

La funcién v, definida en el intervalo [—1, 1] es una funcién par y toma valores en el [0, 1].

v(k) =

Si restringimos el dominio de 7 al intervalo [0, 1], resulta estrictamente creciente con imagen

el intervalo [0, 1] y, por lo tanto, existe y~* : [0,1] — [0, 1].
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Para identificar en el caso normal al pardmetro de interés, dado un vector bivariado

(X,Y)" definimos la medida de asociacién pprgr como
poist(X,Y) =771 (R*(X,Y)). (2.7)
De esta forma, si (X,Y)T ~ N(0,X,) donde X, estd dada en (2.5), se cumple que

poist(X,Y) = 7 HR¥(X,Y)) =~ (v(x) =~ (v(|x]) = || (2.8)

Como en correlacion candnica, nuestro interés sera maximizar correlaciones, nuestro objetivo
serd el parametro |k|. La ecuacién (2.8) dice que ppisr es Fisher consistente para |k| en la

familia de las normales bivariadas estandard.

2.3.2. Medidas de correlacion robustas

Hay distintas maneras de obtener estimadores robustos de asociacién. En esta seccion,
presentaremos algunas de las propuestas existentes en la literatura. Un desarrollo mas com-
pleto puede verse en Shevlyakov y Vilchevski (2001). Las introduciremos de acuerdo a la
propiedad que se utilizé para definirlas, es decir, introduciremos primero alternativas al coe-
ficiente de correlacién muestral obtenidas podando observaciones grandes. Presentaremos
luego algunas medidas de asociacion basados en nociones no paramétricas para luego des-
cribir las medidas obtenidas mediante funcionales de escala. Finalmente, consideraremos

medidas basadas en matrices de dispersién.

En lo que sigue, por simplicidad, indicaremos por X y Y a los vectores de observaciones
(X1,...,Xn) y (Y1,...,Y,), respectivamente. Recordemos que un funcional de escala og es
una funcién del espacio de medidas de probabilidad sobre R en los reales no—negativos. Es

decir, dada una variable aleatoria U con distribuciéon P, un funcional de escala cumple que

u UR(PU) 2 Oa
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v or(Pass) = |alor(Py) -

Como antes indicaremos indistintamente og(U) o or(FPr).

2.3.2.1. Estimadores basados en medias podadas

Una opcién natural para robustificar el coeficiente de correlacion muestral es modificar
en la definicién de r = pcor(P,[X,Y]) el promedio de las observaciones por estimadores
robustos de posicién y posteriormente, en lugar de calcular el promedio del producto de las
observaciones centradas evaluar un promedio donde las observaciones alejadas de su medida
de posicién tienen menos peso. Para ello, podemos podar un porcentaje prefijado de las
observaciones mas lejanas o podemos acotar su influencia mediante una funcién de escores

acotada. Presentaremos un enfoque que unifica ambas alternativas.

— —

Sean [i(X) y (YY) estimadores robustos de posicién de las muestras {Xi,...,X,} y
{Y1,...,Y,}, respectivamente. Podemos elegir como ﬁ(ﬁ) la mediana de las observaciones o
un M —estimador de posicién. Sea 1) = 1(z) una funcién monétona como la funcién de Huber

r(z) = max[—k, min(z, k)] e indiquemos Y el promedio a-podado. M&s precisamente, si

Z(1ys -+ 2 son los estadisticos de orden de la muestra Z;,...,7Z,, dado 0 < o < 1/2
definimos
1 n—k
za:Zi E—Y '_Ek;rlZ(i) con k=]an-1)],

donde [af denota la parte entera de a.

Utilizando las ideas descriptas mas arriba, obtenemos la siguiente familia de estimadores

D (X = AX)w(Y; — A(Y))
To (V) = @ ) (2.9)

{Z VX = AX)) Y (X - ﬁ(ﬁ)}

(e}

N|=
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— — — —

En particular, tomando o = 0,5, 11(X) = med(X) = mediana;<;<,(X;), (Y) = med(Y) =
mediana; <;<,(Y;) y ¥(z) = z en (2.9) obtenemos el estimador de correlacién mediana dado

por

mediana{ [Xi — med(ﬁ)] [Yi — med(?)] }

1<i<n

T — D X, Y - — —
05 = Pou ) MAD(X)MAD(Y)

—

donde MAD(X) = mediana;<;<,, :

X; — med(X)

Este estimador esta asociado al funcional

med(X — med(X))(Y — med(Y))

pem(X,Y) = MAD(X) MAD(Y') ’

donde para una variable aleatoria Z, med(Z) representa la mediana de la distribucién de Z

y MAD(Z) la mediana de la distribucién de la variable aleatoria V = |Z — med(Z)|.

Falk (1998) describe distintas propiedades de la las comedianas. En particular, prueba
que existe una funcién 7 : [—1, 1] — R estrictamente creciente con derivada continua tal que
v(=1) = —~(1) y 7(0) = 0 de manera tal que si (X,Y)" ~ N(u,X,) donde X, dada en
(2.4), entonces

pCM(Xa Y) = M S [—1, 1] .

v(1)

A pesar de no obtener una férmula explicita para la funcién v, Falk (1998) muestra que

cumple la ecuacion integral

1 7(x) 1
! P 2 — )1 Qdu
Y(p) = (@71 (3/4))? exp | — /—a; < uﬂ?) (u+x)%(1 )/ o

' /_xeXp <_u7fic) (u+x)(11—u2)1/2d“

Por lo tanto, la funcién v se puede aproximar mediante Monte Carlo. Observemos que (1) =

(®71(3/4)). Por otra parte, definiendo

Pen(X,Y) =771 (v(1)pem(X,Y)) (2.10)
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obtenemos que pg,, es Fisher consistente en la familia de distribuciones normales ya que si

(X, V)" ~ N(u,X,) con X, dada en (2.4)

P (X,Y) = .

La familia definida en (2.9) no es invariante por cambios de escala cuando la ¥ no es la
identidad. Por esta razon, otra de las familias introducidas en el contexto de acotar observa-
ciones alejadas de la medida de posicién, trunca valores grandes de dichos alejamientos pero
respecto de una medida de escala. Mas precisamente, dada una funcién ¢ impar, mondto-
na no decreciente y acotada o redescendiente y funcionales robustos de posicion y escala,
denotados por u(X) y or(X), respectivamente, se puede definir un funcional de covarianza
robusto entre las variables aleatorias X e Y como

ot -l (f7)s ()

y a partir de él un funcional de correlacién como

RCov(X,Y)
{RCov(X, X)RCov(Y,Y)}

RCORR(X,Y) =

N[

2.3.2.2. Medidas basadas en rangos y signos

Un procedimiento de estimacion puede tener propiedades de robustez si se utilizan es-
tadisticos de rango. Los més conocidos son los coeficientes de correlaciéon cuadrante y los

coeficientes de correlacién de Spearman y de Kendall.

El coeficiente de correlacién cuadrante inroducido por Blomqvist (1950) se define como
] — - -
= — X; — med(X Y, — med(Y)),
rQ = ;_1 sgn( med(X))sgn(Y; — med(Y))

donde sgn(t) es el signo de t. Observemos que rqg coincide con calcular el coeficiente de

correlacion muestral entre los signos de las desviaciones respecto a la mediana.
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El coeficiente de correlaciéon de rangos de Spearman (Spearman, 1904) es el coeficiente

de correlacion muestral de Pearson de los rangos de las muestras X e \?, es decir,
T'sp = pCL(pn[R(X)v R(?ﬂ) ’

donde R(Z) es el vector de rangos (R(Z1),...,R(Z,))" de la muestra Zy, ..., Z,. Por otra

parte, el coeficiente de correlacion de signos de Kendall esta dado por

rc = % S sen (X — X,)(Y — ;) |

2/ i<y

El funcional asociado al coeficiente de correlacion de rangos de Spearman se define como
psp(X,Y) = psp(P[X,Y]) = por(Fx (X), Fy (Y)),

donde Fx y Fy son las distribuciones acumuladas de X e Y, respectivamente, mientras que

el funcional de correlacion de Kendall es
px(X,Y) = E{sgn ((X1 — Xo)(Y1 — Y2))} ,

donde (X1,Y7)T y (X5, Y3)" tienen la misma distribucién que (X,Y)" y son independientes.

En los capitulos 9 y 10 de Kendall (1970) se muestra que si (X,Y)" ~ N (u, X,) con X,

dada en (2.5), entonces
~ 6 K ~ 2
psp(X,Y) = — arcsen (5) px(X,Y) = — arcsen (k) .
T T

Con lo cual, si definimos
psp(X,Y) =2 sen (% Fsr(X.Y)) v p(X,Y) = sen (3 x(X,Y)) (2.11)
resulta que para todo (X,Y)T ~ N (,X,)
psp(X,Y) =k v px(X,Y) =k,

es decir, psp v px son Fisher consistentes en la familia de las normales bivariadas.
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2.3.2.3. Medidas basadas en funcionales de dispersion robustos

Otra propuesta de estimadores robustos proviene de observar que el funcional de corre-
laciéon de Pearson se puede pensar como la covarianza de las variables estandarizadas, es

decir,

pr(X,Y) = Cov ( SD)((X), SDTy)) | (2.12)

donde SD(Z) es el desvio estandar de la variable aleatoria Z. Por otro lado, la covarianza se

relaciona con el desvio estandar a través de la ecuacién
1
Cov(X,Y) = 1(SD2(X +Y) - SD*X —Y)). (2.13)

El funcional de escala SD no resulta robusto ya que es muy sensible a la presencia de
datos atipicos, especialmente si son asimétricos. Basados en (2.12) y (2.13), Gnanadesikan
y Kettenring (1972) introducen la medida de covarianza que presentaremos a continuacién,

reemplazando el desvio estandar por una escala robusta.

Basados en (2.13), pero usando un funcional robusto de escala or, Gnanadesikan y Ket-

tenring (1972) introducen la medida de covarianza
1
Covex(X,Y) = J(A(X +V) = A(X = V).

de donde reemplazando en (2.12) Cov por Covgk y SD por og, se obtiene el siguiente

funcional de correlacién robusto

1 X Y X Y
XY= 0 X.Y)=-<o2 _ g2 _
pastX.) = Reownes () = 4 {0 (5 + 05 ) =74 (oo~ i) |
(2.14)
as{ como una nueva medida de covarianza robusta como
RCOVGK(X, Y) = UR(X) O'R(Y) RCORRGK(X, Y) . (215)

El funcional pgk es Fisher—consistente para distribuciones normales pues, por la propiedad

de equivariancia por cambios de escala, el estimador de escala cumple que si U ~ N(0, 0%),
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or(U) = co para alguna constante ¢ y para todo o? > 0. Més atin, en la seccién 6.12.10
de Maronna et. al. (2006), se muestra que si (X,Y)T ~ &(p, 3., g) con X, dada en (2.4)
y si existe segundo momento finito, entonces pai(X,Y) = k, es decir, es Fisher consistente

también para distribuciones elipticas con segundo momento.

—

Sea o (Z) el estimador robusto asociado a o, es decir, or(Z1, . . ., Z,) = or(Py[Z]) donde
P,[Z] es la empirica de la muestra 7= {Z,...,Z,}. El estimador robusto de asociacién se

obtiene como

o L X Y L[ X Y
pax(X,Y) = 2 op | ——t—— | -Ca | ——— - ——= .
O'R<X) O'R(X> O'R<X) O'R(X)

Otra familia de estimadores considerada en Gnanadesikan y Kettenring (1972) se basa en la

identidad

~ VAR(U) — VAR(V)
"~ VAR(U) + VAR(V)’

p (2.16)

donde

U= (SD)EX> ! SD};Y>> V=15 <SD)<(X> - SDTY)) |

Nuevamente, utilizando un funcional de escala robusto or, se puede definir la siguiente

medida de asociacion robusta

donde ahora
U= (afm y a:</Y>> V= (afm - aR§</Y>) |

Por supuesto, usando el estimador robusto or asociado a og se puede definir un estimador

robusto de p* como
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2.3.2.4. Medidas basadas en matrices de dispersion

Dado un vector bivariado Z = (X,Y)T, si llamamos ¥ = VAR(X,Y) a la matriz de
covarianza del vector Z, el funcional de correlacion de Pearson es igual a

212

P—= < 1
(X113299)2

Y

donde X;; es el elemento (i, ) de la matriz 3.

Esta propiedad motivo la definicion de un coeficiente de asociacién a partir de funcionales
robustos de dispersion V = V(P) = V(X,Y), donde (X,Y)" ~ P. De esta manera, se define
el coeficiente py(P) = pv(X,Y) como

Vu(P)

- (2.17)
(Vi (P)Va(P))2

pV<X> Y) =

donde V;;(P) es el elemento (4, j) de la matriz de dispersién V(P) = V(X,Y).

Posibles funcionales de dispersién robustos son los M-estimadores de dispersiéon (Ma-
ronna, 1976), el funcional de dispersién de Stahel-Donoho propuesto por Stahel (1981) y
Donoho (1982), el funcional de covarianza de determinante minimo (MCD) o el de elipsoide

de minimo volumen (MVE) (ver Maronna et al., 2006).

Reemplazando en (2.17) V por V = V(P,), donde P, = P,[X,Y] es la distribucién empi-

ricade Z; = (X1, Y1)", ..., Z, = (X,,,Y,)", se tiene un estimador robusto py de asociacion.

Una propiedad deseable para un funcional de dispersién V es la equivarianza afin. Més
precisamente, se dice que el funcional V(P) es afin equivariante si V(Pazia) = AV (Pz)AT
para todo a € R?, A € R?*2 no singular, donde P indica la distribucién del vector alea-
torio Z € R2. En particular, el M —estimador introducido por Maronna (1976) asociado al
M —funcional de dispersion es afin equivariante y es relativamente robusto en dimension 2
ya que su punto de ruptura es menor que 1/3. M4s atn, eligiendo adecuadamente la funcién

de pesos el M —funcional resulta Fisher—consistente en la familia de distribuciones normales.
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En Maronna et al. (2006) se demuestra la siguiente propiedad.

Propiedad 2.3.1. Sea pyv un funcional de correlacion definido como en (2.17) con V(P)
afin equivariante. Si Z € R? es un vector aleatorio con distribucion eliptica, Z ~ Ey(p, %, g),

entonces existe una constante ¢ > 0 tal que
V(Z)=cX.

Por lo tanto, si Z es eliptico,

ov(Z) = Vi2(Z) = DI
(Vi1(Z)Va(Z))> (X1129)

N |=

Este resultado muestra que si Z = (X, Y)T ~ &(u, Xy, g) con X, dada en (2.5) y el
funcional de dispersién V(P) es afin equivariante, entonces py(Z) = k, es decir, py es

consistente Fisher para distribuciones elipticas.

Vale la pena observar que pcy, es un caso particular de py con V(Z) = Cov(Z) la matriz
de covarianza del vector Z y que CoOV es afin equivariante. Por lo tanto, en distribuciones
elipticas con segundo momento py y pcr representan la misma cantidad si el funcional de

dispersién robusto V(P) es afin equivariante.

Una familia de estimadores de dispersién que no es afin equivariante fue introducida por
Maronna y Zamar (2002) basandose en el funcional de dispersion RCoOvgk dado en (2.15).
Maés precisamente, dado un funcional de escala oy, la medida de asociacién pgk construida a
partir de él y un vector aleatorio U = (U, Us)™ € R?, definimos haciendo abuso de notacién

Covek(U) € R**2 como la matriz

on(Ur) or(U1)or(Uz) pex (Us, Us)

Covek(U) =
UR(UI)UR(U2)pGK(U17U2) U%{<U2)

Un problema de este funcional es que no es afin equivariante. Para obtener estimadores

equivariantes por transformaciones ortogonales, Maronna y Zamar (2002) introducen un
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funcional de dispersién al que denominan covarianza de Gnanadesikan Kettenring ortogo-
nalizada que indicaremos COVogk. Describimos el procedimiento de construccién de este

funcional.

Dado un vector aleatorio Z = (X,Y)T € R? y or una medida robusta de escala en R,

para definir el funcional de dispersion COVogk(Z) se procede del siguiente modo:

Algoritmo 1 Algoritmo para la definicién de Covogx
1: Defina el vector W = (W1, W5)T = (X/ogr(X),Y/or(Y))T, es decir, W = D™ 'Z

donde D € R?*? es la matriz diagonal D = diag{or(X),or(Y)}.

2: Calcule la matriz ¥ = CovggW. La matriz Y resulta simétrica pero no necesa-
riamente semidefinida positiva.

3: Realice la descomposicién espectral de la matriz simétrica Y, es decir, ¥ = EAE"
donde las columnas de E son los autovectores e; y €2 de ¥ y A = diag{\;, A2} con
A1 > Ag es la matriz de los respectivos autovalores.

4: Construya U = (U, Us)T = ETW el vector de “componentes principales” de W.
Sea T' € R**? la matriz diag{oa (U, ), o0& (Us)}. La matriz T' es semidefinida positiva.

5: Llamando A = DE, se tiene que Z = AU. Defina entonces COovpgk(Z) como
Covogk(Z) = ATA™.

En la seccién 6.9.1 de Maronna et al. (2006) se encuentran mas detalles sobre este fun-
cional de dispersién. Tomando V = Covogk(Z) se define el funcional de asociacién pogx-

Més precisamente, sea Z = (X,Y)T € R? y V = Covoek(Z) se define pogk(X,Y) como

Vi
VV11Va

Hemos visto que si el vector Z es eliptico, o sea, si Z = (X, V)" ~ &(u, X, g) con X, dada

pock(X,Y) = (2.18)

en (2.4) y Z tiene segundo momento finito entonces pgk (X, Y) = k. De los resultados dados
en la seccién 6.12.10 de Maronna et al. (2006), se deduce que existe una constante ¢ > 0

tal que Covgk(Z) = ¢ CovZ, donde la constante ¢ es tal que og(U;) = ¢ con U = (Uy, Us)
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un vector con distribucién esférica y matriz de covarianza identidad. Estas propiedades nos
permitirdn mostrar el siguiente resultado que muestra la consistencia Fisher de la medida de

asociacion pogk en la familia de distribuciones elipticas con segundo momento finito.

Proposicién 2.3.1. Sea Z = (X,Y)T € R? un vector aleatorio con sequndo momento finito.

Supongamos que Z ~ Ey(p, Xy, g) con X, dada en (2.4) tal que Cov(Z) = X,. Entonces
pock(X,Y) = k.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que g = 0. Utilizando la no-
tacién del Algoritmo 1 tenemos que ¥ = Covgx(W) = ¢ CovW, pues W = D™ 'Z tiene
distribucién eliptica £(0, D713, D™, g) . Por lo tanto, en el paso 3 del Algoritmo 1 estamos
consiguiendo una descomposicién espectral de COvW = ¢! Y como

CovW = E (é> ET.
C

Luego, para U = ETW, Cov U resulta igual a la matriz diagonal ¢! A. Por otra parte, como
U = ETD'Z y Z tiene distribucién eliptica, U tiene distribucién eliptica. M4s precisamente,
U ~ &(0,ETD !X, D'E, g), por lo tanto como X, = CovZ, deducimos que ¢ 'A =
CovU = E™D ', D 'E. Por otra parte, la constante c es el valor de la escala robusta

en vectores esféricos con covarianza identidad, de donde se deduce que og(U;) = A;, para

j=1,2,0sea, I =Ay X, =ctAAAT.

Utilizando la definicién de Covogk(Z) como Covoek(Z) = AT AT y el hecho que T' = A

obtenemos que
CovoekZ = AAAT =¢X,.. (2.19)
Combinando (2.18) y (2.19) se concluye que
pock(X,Y) =K,

como queriamos probar. O
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Este capitulo estd dividido en cuatro secciones. En la Seccion 3.1 se introducen las defi-
niciones y los principales resultados que se conocen para el andlisis de correlaciéon candnica
multivariado. Se extiende en forma natural de las definiciones de las direcciones y correla-
ciones canénicas poblacionales del caso euclideo al caso de un elemento aleatorio (X,Y)T €
H = H; X Ho donde H,; son espacios de Hilbert separables de dimension posiblemente infi-
nita. También se describen, siguiendo a Leurgans et al. (1993), los problemas que surgen al
intentar extender del caso multivariado al funcional los estimadores de la primera correla-
cién canodnica. En esta seccion, se definen ademas los estimadores basados en Sieves. En la
Seccién 3.2, se extiende el resultado de Leurgans et al. (1993) mostrando que la extension
del procedimiento multivariado para estimar la primera correlaciéon candnica no solo falla
para el funcional de correlacion de Pearson sino para una amplia variedad de funcionales
de asociacion. Ademas, se prueba este resultado para elementos aleatorios con distribucién
eliptica y no solamente para elementos Gaussianos. Como corolario de los problemas de los
procedimientos de estimacion basados en la extensiéon natural del caso multivariado al caso
funcional, en la Seccion 3.3, mostramos que los estimadores basados en Sieves no resultan
consistentes si las dimensiones de los subespacios aproximantes son mayores o iguales al
tamano de muestra. Finalmente, en la Seccion 3.4 se ve como este problema de los estima-
dores de Sieves, cuando la dimension de los subespacios aproximantes es mayor o igual que
el tamano de muestra, se puede relacionar con los problemas de inconsistencia en el caso de

datos de alta dimensién.
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3.1. Introduccion

En lo que sigue p es un funcional de asociacién definido sobre distribuciones de R?, como

los vistos en el Capitulo 2.

Sea (€2, A,P) un espacio de probabilidad. Dados X : Q@ — RP y Y : Q — RY vectores
aleatorios con distribucién conjunta Py vectores fijos u € R? y v € RY, las proyecciones u' X
y v1Y definen el vector aleatorio bidimensional (u"X, vT'Y)T. Las direcciones, variables y
correlaciones canodnicas derivadas de un funcional de asociacién p se definen maximizando
la asociacién entre proyecciones. Més precisamente, en Alfons et al. (2016) se definen las

direcciones canénicas como los vectores (ug, vi) = (ug(P), vi(P)) tales que

(u,vi) = argmax p’° (Pu"X,v"Y])
Jully=Ivllg=1 (3.1)
(up, vi) = argmax p’ (P[uTX, VTYD ,
(u,v)€EBy,

donde P[u™X, v?Y] indica la medida de probabilidad del vector (u™X,vTY)T € R? inducida
por P, || - ||, indica la norma euclidea en R y By = {(u,v) € R? x R? : ||Jul|, = [|v|, =
1y p(Pu™X,u;X]) = p(Pv"Y,v]Y]) =0, para 1 < j <k —1}. Alfons et al. (2016) dan
condiciones bajo las cuales los funcionales (u;(P), vi(P)) corresponden a la misma cantidad

para distintos funcionales de asociacion y analiza cuando resultan Fisher—consistentes.

Las variables u;-FX y VJTY se denominan las j—ésimas variables canodnicas de X e Y,
respectivamente, mientras que la j—ésima correlacion candnica, p; > 0, corresponde al valor

méximo de correlacién obtenido en la j—ésima maximizacion, es decir, p; cumple

p? = pQ(P[u;-FX, V;-FY]) ) (3.2)

El analisis de correlacién candnica, consiste justamente en la busqueda consecutiva de
direcciones, variables y correlaciones candnicas, es decir, en maximizar subsecuentemente la
correlacion entre proyecciones de X y de Y con la restriccion de que las nuevas proyecciones

sean no correlacionadas con las variables candnicas ya encontradas.
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Sea (X1,Y1), (X2, Ys2),...,(X,,Y,) una muestra aleatoria de (X,Y). Sea P,[u"X, v'Y]
la distribucién empirica del vector aleatorio (u'X,v'Y)T. Més precisamente, si I4 es la

funcién indicadora del conjunto boreliano A C R?,
1 n
P,u"X,v'Y](A) = — Ia(u"X;, v©'Y;).
[11 »V ]( ) n Zz:; A(u »V )

A partir de la definicién poblacional dada anteriormente, esta claro que podemos obtener
estimadores de las correlaciones canénicas y las direcciones canénicas reemplazando en (3.1)
y (3.2) la medida P por la empirica P,. Es decir, los estimadores de las direcciones canénicas

se obtienen como
(U, V1) = argmax p° (P,[u"X,v"Y])

lallp=[lvilq=1

(3.3)
(U, V) = argmaxp’ (P,[u"X,v"Y]),
(u,v)Egk
donde B, = {(u,v) € B x B Jull, = [[v]l, = 1y p(P,[u"X,GIX]) = p(P V7Y, 9TY]) =
0, para 1 < j < k—1}. Los estimadores de las j—ésimas variables canénicas son ﬁ]TX y QJTY,

mientras que el estimador p; > 0 de la j—ésima correlacién canénica cumple la siguiente

ecuacion
52 = (P, [ATX, 9TY)) . (3.4)

Cuando p = pcr, es el coeficiente de correlacién de Pearson, la distribucion exacta de los
estimadores de correlaciones y direcciones candnicas puede verse, por ejemplo, en Muirhead
(1982), mientras que su consistencia y distribucién asintética se estudia en Muirhead y

Waternaux (1980) y Muirhead (1982).

En esta tesis, consideraremos el caso de elementos aleatorios a valores en un espacio
de Hilbert de dimension infinita. Nuestro objeto de estudio serd el analisis de correlacién
canonica funcional que describiremos a continuacién. De ahora en més, H;, j = 1, 2 indicaran

espacios de Hilbert separables con producto interno (-, )3, y norma || - ||5;.
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En ocasiones, para alivianar notacién cuando el contexto sea claro, notaremos (-,-) en

vez de (-, -)3,. De la misma manera usaremos || - || en vez de || - ||5;.

Sean S; = {u € H; : |Jully, = 1}, j = 1,2 las esferas en estos espacios. Si (X,Y)" :
Q — Hi X Hs, es un elemento aleatorio con medida de probabilidad P, se pueden definir
las direcciones y correlaciones canénicas del mismo modo que en (3.1) y (3.2) reemplazando
el producto interno en el espacio euclideo por el correspondiente producto interno en el
espacio de Hilbert. Denotamos con P[{u, X)z,, (v,Y)y,] a la medida de probabilidad del
vector ({u, X)y,, (v,Y)y,) € R? inducida por P. A partir de una medida de asociacién p,

las direcciones canodnicas funcionales pueden ser definidas de la siguiente manera:

(q)la \I]l) = argmax p2 (P[<u7 X>H17 <1}, Y>7'l2]>
llull; =[lvll3,=1 (3.5)
((I)k’ \Ilk) = Z?I'gI)DZXPQ (PKU, X)HU <’U, Y>H2]) )
u,v)eby

donde By, = {(u,v) € & X 8 = p(P[{u, X)3,, (25, X)a,]) = p(P[(0,Y )35, (V5 Y )r]) =
0, para 1 < j <k —1}. Como en el caso euclideo, la j—ésima correlacién candnica, p; > 0,
cumple la ecuacién

pi = p*(PL{D5, X)ay, (U5, Y )ss)) - (3.6)
Observemos que si la medida de asociacién p cumple la condicién (ii) dada en la Seccién 2.3
tenemos que p(—U, V) = —p(U, V), por lo tanto si se definen las direcciones canénicas como

aquellas que maximizan en (3.5) la correlacién en lugar de la correlacién al cuadrado se tiene

que p(P(Pj, X)a,, (¥, Y)a,]) > 0.

Cuando p = per y H; = L*([0,1]), Leurgans et al. (1993) muestran que, a diferencia
del caso euclideo, para definir estimadores de las direcciones y correlaciones candnicas es
necesario introducir un factor de penalizacién, es decir, es necesario suavizar. Estos autores
probaron que si (X, Y)T es un proceso Gaussiano y si los operadores de covarianza I'yx y T'yy
son genuinamente infinito dimensionales, es decir, si tienen infinitos autovalores distintos de

cero, entonces con probabilidad uno, la muestra (X1, 7)™, ..., (X, Y,)" admitird direcciones
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u 'y v (dependientes de la muestra) tales que (u, X;)3, = (v, Yi)n,, para todo 1 < i < n,
con lo cual las proyecciones X, = (u, X)y, e Y, = (v,Y)y, tienen correlacién de Pearson
muestral igual a 1. Més atin, Leurgans et al. (1993) muestran que no sélo existen un par de
funcionales lineales de los datos con correlaciéon muestral igual a 1, sino que dado cualquier
funcional lineal de X existe un funcional lineal de Y tal que la correlacion clasica muestral
de las proyecciones es igual a 1. Por lo tanto, cualquier funcién u € L?([0, 1]) resulta ser una
direccion candnica con correlacion 1. El hecho contradictorio surge de la observacion que,
para la correlacion de Pearson, la primera correlacién candnica poblacional resultara ser 1
solamente en el caso excepcional en que existan funciones u € L*([0,1]) y v € L?([0,1]) tales
que las variables aleatorias X, := (u, X)3, e Y, := (v,Y)y, mantengan una relacién lineal
perfecta. Es decir, si existen u,v € L*([0, 1]) y una recta R en R? tal que P((X,,Y,) € R) =1

y esto en general no ocurre.

Por lo tanto, si se quisiera definir el estimador de la primera correlacién canénica po-
blacional (3.6) como en (3.3) y (3.4), dichos estimadores carecerfan de sentido y no serian

consistentes a menos que p; = 1. Esto muestra que algin tipo de suavizado es esencial.

En esta seccién, mostraremos que el problema de definir los estimadores como en (3.3)
y (3.4) persiste aun con hipdtesis mas débiles sobre el elemento aleatorio siempre que el
funcional de asociacién p definido en R? sea tal que p(Q) = 1 para toda medida bivariada
Q concentrada en la recta R,y = {(x1,22) € R? : x5 = az; + b}. Por lo tanto, el estimador
de la primera correlaciéon candnica no resulta consistente si p; < 1. Medidas de asociacion
que cumplen el requerimiento anterior incluyen, por ejemplo, el coeficiente de correlacién
de Pearson, de Spearman, la correlacién de distancias introducida por Székely et al. (2007),
medidas de correlacién definidas a partir de estimadores robustos de la matriz de dispersion
del vector bivariado y la correlaciéon de medianas. Para todas excepto la tltima vale la reci-
proca, es decir, si p(Q)) = 1 entonces existen a y b tales que Q(R,;) = 1. La reciproca

tampoco vale para el coeficiente de correlacion de Kendall como muestran Alfons et al.
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(2016).

Con las mismas herramientas usadas para probar que no es posible extender de manera
directa el método de estimar del caso multivariado al funcional, llegamos a otras dos impor-
tantes aplicaciones. Para la primera aplicacion, sean H; , y Ha, subespacios de dimensiones
py q de Hy y Hs, respectivamente. Por ejemplo, H;, puede ser el subespacio generado
por los primeros p elementos de una base ortonormal de H;. En particular, podria tomarse
como base la base de direcciones principales, es decir, si X es un elemento aleatorio con
segundo momento finito, la base de autofunciones del operador de covarianza I'yx. Si to-
mamos p = p, v ¢ = q, tales que p, — o0, ¢, — 00, la sucesién de subespacios crecientes
Hip, v Hag, permite aproximar los espacios Hy y Ha, respectivamente. Definamos también
Sip=81NHi1py Soqg = SN Hyy donde, recordemos, S; = {u € H; : [|ull, =1}, j=1,2.
Llamamos estimador basado en Sieves o estimador de Sieves a secas a un estimador definido

de la siguiente manera:

((I)SI,la \IISI,I) = argmax P2 (Pn[<u7 X>H17 <U7 Y>'H2D
uESlﬁpn,UESan (37)
((I)SI,ka \IISI,k) = argmax PQ (Pn[<ua X>7'l1a <U, Y>H2]) )

(u’v)eBkaPnyqn

donde

Bipnan = {1(,0) € Sy X Sag  p(Pullu, X)auys (Psijy X)) =
= p(PTL[<U7Y>H27 <(I}SLJ'7Y>H2]) = 07 para 1 < ] <k- 1}

y el estimador de la j—ésima correlacién canénica p; > 0 es tal que

@2 = p2 <Pn[<a\)SLij>H17 <CI\]SI,j7 Y>H2]> . (38>

Mostraremos que es necesario realizar la maximizacion sobre espacios de dimensién finita
ya que, bajo ciertos supuestos, sup,cs, yes, £ (Pul{t, X)3,, (v,Y)2,]) = 1. Por otra parte,
veremos que p; = 1 siempre que p,, > n o g, > n. Vale la pena observar que, como se muestra

en Bali et al. (2011), en el andlisis de componentes principales los estimadores basados en



3. iPor qué suavizar? 43

Sieves resultan consistentes cuando p, es tal que p, — 00, sin otras restricciones sobre la
dimension del espacio aproximante. Como consecuencia del requerimiento p, < ny ¢, <n
que surge en el analisis de correlacién canodnica funcional para tener consistencia de los
estimadores de Sieves, resulta también la necesidad de suavizar en los problemas de datos

de alta dimension, ésta seria la segunda aplicacion a la que nos referiamos.

3.2. FEl estimador natural falla en el analisis de correlacion canonica

funcional

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y H un espacio de Hilbert separable con producto
interno (-, )% y norma || - ||». El espacio H puede ser tanto finito como infinito dimensional.

Sea X : {2 — H un elemento aleatorio. En lo que sigue utilizaremos la siguiente condicién

C1. P(X € L) = 0 para todo subespacio propio £ de H, con £ de dimensién finita.

Proposicién 3.2.1. Sea (X,)nen una sucesion de elementos aleatorios independientes e
identicamente distribuidos (i.i.d.) con la misma distribucion que X y supongamos que X
cumple C1. Para cadan € N, si dim(H) > n, entonces con probabilidad 1, {X1, Xo,..., X}

es un conjunto linealmente independiente (l.i.).

Demostracion. Sea n < dim(H). Probaremos que con probabilidad 0, {Xi, Xs,..., X}
es un conjunto linealmente dependiente (1.d.). Indiquemos por (uy,...,u;) el subespacio
generado por uy,...,ug. Sea A = {w € Q : {Xj(w), Xo(w),..., Xp(w)} es Ld.}, luego
A C Uiy Ai, donde Ay = {w : Xj(w) =0 Vi}yparai>1 A ={we Q: X;(w) €
(X1(w), ..., Xi 1 (w), Xir1(w), ..., Xp(w))}. Por un lado, tenemos que P(A4y) < P(X; =
04) = 0 ya que X; cumple C1. Por otro lado, para 1 < i < n, como Xi,..., X, son
iid., P(A;) = P(Aj) Vi # j, con lo cual basta probar que P(A;) = 0.

Los elementos aleatorios X; : Q@ — H y (Xi,...,X,) : @ — H" inducen medidas de
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probabilidad Py P™ en H y H" respectivamente. Del mismo modo, (Xs, ..., X,) induce la

medida de probabilidad P"~! sobre H"~!. Tenemos lo siguiente:
P(A4;) = P(X;e(Xy,.... X)) =E(P(X; € (Xo,..., Xp)|[(Xg,... X)) =0,
donde en la tltima igualdad hemos usado que para cada ws, ...z, fijos
P(X; € (Xg ..., Xp)|[(Xoy ... X)) = (29,...2,)) =P (Xy € (x9,...,2,)) =0,

y donde la primera igualdad de la ecuacién anterior vale ya que X; es independiente de
(X, ..., Xn) v la segunda igualdad vale ya que al ser n < dim(#), (x2,...,z,) es un subes-

pacio propio y de dimension finita de H y X; cumple C1. O

Dada una sucesién de elementos aleatorios (X, )nen con X; : Q — H. Se puede definir

para cada w € Q1 y n € N la funcién lineal T;, x () : H — R" de la siguiente manera:

T xw)(w) = ((u, X1 (w))a, (u, Xo(w))2, - - -, (u, X, (w))a)"

Corolario 3.2.1. Sea (X,,)nen una sucesion de elementos aleatorios en H i.i.d. con la misma
distribucion que X y supongamos que X cumple C1. Para cada n € N, si dim(H) > n,

entonces P ({w T X (w) €S sobreyectiva}) =1.

Demostracion. Sea n < dim(H) y definamos, como en la demostracién de la Proposicion
321, A°={w e Q: {X1(w), Xo(w),..., Xn(w)} es Li.}. Por la Proposicién 3.2.1, sabemos
que P(A°) = 1. Probaremos que para w € A° T, x(.) es sobreyectiva. Sea w € A°, y sea
L,(w) = (X1(w), Xao(w),..., Xn(w)). L,(w) tiene dimensién n por estar w en A°. Bastard
ver que si restringimos 7T}, x(.) a L, (w) resulta inyectiva. En tal caso, la imagen de 7, X(w)

tendra que tener dimensioén al menos n y sera por lo tanto sobreyectiva.

Supongamos que T}, x () (> iy X (w)) = Thnx)(Oiey BiXi(w)), entonces, para todo
Jg=1...,n O (e — Bi)Xi(w), Xj(w))s = 0. Luego, D" (v — Bi)Xi(w) € Ly(w) N
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(Ly(w))® = 0g. Por lo tanto, > | a; X;(w) = >""", f;X;(w) con lo cual T}, x(. restringida a

L,(w) es inyectiva y T}, x () es sobreyectiva como querfamos probar. O]

Sea (X,Y)" : Q — H; x Hs un elemento aleatorio bivariado, donde H; son espacios de
Hilbert separables. Podemos pensar, para fijar ideas, que H; es L*(Z;) con Z; un intervalo

acotado de la recta real.

Sea (X1,Y1)", ..., (Xn, Y,)T una muestra aleatoria del elemento aleatorio (X,Y)T. Dados
(u,v) € Hy X Ha, sea
pn(uv U) = p(PnKu? X>7'l17 <U, Y>H2]) ) (39)

es decir, la versién empirica de p (P[{(u, X)3,, (v,Y)#,]). Si los elementos aleatorios (X;, Y;)"

tienen dominio en €2, para w € €2, cuando sea necesario, notaremos

pn,w(u> U) = p(Pnwau, X>H1> <U> Y>H2]) )
donde Po(A) = (1)) S0y La(Xi(w), V().

Corolario 3.2.2. Supongamos que para todo v € Hy, P(Y = v) = 0 y que X satisface
la condicion C1. Sea d = dim(H;). Sea p una medida de correlacion bivariada tal que
p(Q) = 1 si Q estd concentrada en la recta R = {(z1,72) € R?* : 29 = 11} y Q({x; =
c}) = Q({x2 =c}) < 1/2 para todo c € R. Sean € N, 2 <n <dy (X1,Y1)", ..., (X,,Yo)"
elementos aleatorios i.i.d. con la misma distribucion que (X,Y)T. Entonces, con probabilidad

uno existen funciones u, y v, en Hy y Ha, respectivamente, tales que pn(un,vn) =1.

Demostracion. Como X cumple C1 y para todo v € Ha, P(Y = v) = 0, existe un conjunto

ACQconP(A) =1talquesiw € A, Y(w) # Yj(w) Vi#jyademés T, x(.) es sobreyecti-

va. Sea w € A, si (v, Y;(w))y, = (v, Yj(w))s, entonces v € S;;(w) = {Vi(w) — Y;(w)}*. Como

Yi(w) # Yj(w), entonces S;;(w) es un subespacio propio de Ha, y S(w) = - U< Sij(w) # Ha,
<i<j<n

por ser una unién finita de subespacios propios, o sea de nunca densos. Sea v,, € Ho—S(w), en-

tonces z = T, y(u) (vy,) tiene n valores distintos. Como T, X(w) €8 sobreyectiva, existe u,, € H;
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tal que T, x(w)(un) = 2. Luego, si llamamos Q. = Py o [{tn, X)3,, (Un, Y )2.], se cumple que
Qnw(R) = 1. Ademas, si z = (21, 22,...,2n), Qno({x1 = 2:}) = Qno({z2 = 2}) = 1/ny
Qnw{x1 = ¢}) = Quw{z2 = ¢}) = 081 ¢ # 2 para todo i. Luego p(Q,.) = 1, o lo que es

lo mismo py, o, (U, v5,) = 1. O

Observacién 3.2.1. En el corolario 3.2.2, si dim(H1) = 0o, entonces sup,cs, ves, Pa(U, V) =

1 para todo n € N, por lo que algin tipo de suavizado es necesario.

Observacion 3.2.2. En el corolario 3.2.2, las hipdtesis que se piden sobre los elementos
aleatorios X e Y son intercambiables, esto es podria pedirse que para todo u € Hy, P(X =

u) =0 y que Y satisfaga la condicion C1 y la tesis seria la misma.

A continuacién, encontraremos un amplio conjunto de procesos bivariados (X,Y)T para
los cuales vale C1 tanto para X como para Y. Primero daremos una nueva condicién que
resultara mas fuerte que C1 pero permite verificar C1 facilmente. Dada una base ortonormal

B = {01, 02,03, ...} de H, definimos las funciones Apy : H — R* como

AB,k('r> - (<ZE, 51)7—[7 <l’, 62>'Ha RS <l’7 5k>H)T :
Dado X : Q — H, decimos que cumple la condiciéon C2 si:

C2. Para cualquier base ortonormal B = {d, 9,03, ...} de H y cualquier k£ € N tal que
k < dim(#), el vector aleatorio k—dimensional Ag;(X) es un vector aleatorio que admite

una funcién de densidad.

Proposicion 3.2.2. Si X : Q) — H satisface C2 entonces satisface C1.

Demostracion. Sea L un subespacio propio de dimensién k de H, es decir, k < dim(H) e

indiquemos por ey, ..., e, la base canénica de RF*L,

Sea B = {d1,02,03,...} una base ortonormal de #H tal que {6;,...,d;} es una base

ortonormal de £. Consideremos el operador Ap ;1 y observemos que, si z € £, la coordenada
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k + 1 del vector (k + 1)—dimensional Apji1(x) es 0, es decir, e, ;Agri1(z) = 0. Por
otra parte, por C2, como k + 1 < dim(H), el vector aleatorio Apgj+1(X) admite densidad.
Indiquemos por ej,; = {x = (z1,...,2541)" € RF* ¢ 251 = 0} al subespacio propio de
R** ortogonal a ejy1. Luego, se cumple que P(Apk41(X) € ;) = 0y si « € L entonces
App+i1(z) € ey, de donde P(X € L) < P(Apg41(X) € ef;) = 0, como querfamos

probar. O

Sea ahora (55 , ?)T un proceso bivariado Gaussiano en H; X Hs con media cero y operador
de covarianza I'. Sean I'1; y I'9s los operadores de covarianza de X y }7, respectivamente y
supongamos que el nicleo de I'j; se reduce al {0} para j = 1,2. En este caso, los operadores
I'1; v 'y tienen rango infinito, o sea, que tienen infinitos autovalores no nulos. Sea Z una
variable aleatoria positiva, es decir, P(Z > 0) = 1, independiente de ()N( ,}7) Luego, el
elemento aleatorio (X,Y)" = Z ()? , ?)T es un proceso bivariado que es una mezcla de un
proceso Gaussiano, por lo tanto, es un proceso eliptico £(0,T") como fue definido en Bali
y Boente (2009). Mas ain, de acuerdo a la caracterizacién dada en Boente et al. (2014)
todo proceso eliptico en H con operador de covarianza de rango infinito es de esta forma ya
que es una mezcla de un proceso Gaussiano. Ahora bien, dada una base B = {1, d2, 03, ...}
ortonormal de H;, como el niicleo de I'yy se reduce al {0}, el vector Ap x(X) tiene distribucién
normal multivariada no singular. Por lo tanto, como Ag;(X) = ZAB,k(f(), Ap k(X)) tiene

densidad (ver Muirhead, 1982), es decir, X satisface C2 y por ende C1. En forma similar se

obtiene un resultado andlogo para Y.

En particular, como los procesos elipticos incluyen a los procesos Gaussianos que fueron
considerados por Leurgans et al. (1993), el resultado obtenido generaliza el dado por estos
autores en dos sentidos. Por un lado considerando otras medidas de probabilidad ademas
de la Gaussiana y por otra parte, ampliando las posibles medidas de asociacién mas alla
de la correlacion de Pearson. En cuanto a los posibles funcionales p para las cuales no hay

consistencia para estos “estimadores naturales”, como hemos dicho, basta que se cumpla la
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condicién p(Q) = 1 si @ estd concentrada en la recta R = {(z1,22) € R* : 29 = 11} y

Q{x1 =c}) = Q({zx2 = ¢}) < 1/2 para todo ¢ € R.

3.3. Condiciones para la consistencia de los estimadores basados en Sieves

Por simplicidad de notacién consideremos (X,Y) : 2 — H x R? donde dim(H) = oc.
Sea B = {61,02,...} una base ortonormal de H y B’ = {n,,...,n,} una base ortonormal
de R?. Sean H,, = (01,...,0,,), S1p, la esfera unidad de H,,, y Sa, la esfera unidad de R9.
Definimos los estimadores de Sieves como en (3.7), pero teniendo en cuenta que Ho = RY es

de dimensién finita. Por lo tanto, suponiendo g, = ¢ Vn, los estimadores quedan definidos

por
(Psr1, Wsr) = argmax  p° (Pul{u, X)a, (v, Y),))

UESLPn,VESQ’q
(&)Sl,k,‘T’SI,k) = argmax 02 (Pn[<U7X>7{7<V7Y>q])7

(uvv)EBk,pn

donde, BkJ’n :{(U, V) € SI,Pn XS2,q:p(Pn[<u7 X>7-l7 <(/ISSI,j7 X>H]>:p<Pn[<V7 Y>q: <\/I\’SI,j7 Y>QD -
0, para 1l < j < k — 1}. El estimador del coeficiente de correlaciéon canédnica, ps;; > 0, se

define como
Par; = 0" (Pul(®srj, X) o, (Psi g, Y)gl)- (3.10)

Con la intencién de probar que este tipo de estimadores de Sieves no son consistentes si
Pn > n, restringimos T, x(.) a Hp, y probamos el siguiente resultado que serfa el andlogo del

Corolario 3.2.1 en este contexto.

Proposicién 3.3.1. Sea (X,)nen una sucesion de elementos aleatorios en H i.i.d. con la
misma distribucion que X. Si p, > n y X satisface la condicion C2 con dim(H) = oo,

entonces Ty, x () © Hp, — R™ es sobreyectiva con probabilidad 1.
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Demostracion. Observemos primero que si u € H,,

Tn,X(w) (u) = (<'LL, H’Han1<w)>H7 <u, HHan2(w)>H7 ceey <u, HHann(w»H)T,

donde Il es el operador de proyeccion ortogonal sobre H,, .

Sea Z =1y, X y Zi =y, X;. Luego, Z = Y0 Z;6;, donde Z; = (X, 6;)3. Analoga-
mente, podemos escribir Z; = I Z,jéj yu= )", u;d;. Porlotanto, si 7= (Z, o an)T,
Zi = (Zin,..., Zip,)" y 0 = (U,...,0,)", tenemos que T x(u) = (W %, ..., 0"Z,)" =
T 5(u). Como la aplicaciéon u — u es una biyecciéon entre H,,, y RP, basta con mostrar

n,

que con probabilidad 1, T) 5z : RP» — R" es sobreyectiva. Como X satisface C2, entonces
7= (X, 61)n, .-, (X, 6p,)n) es un vector aleatorio p,-dimensional con funcién de densidad,
y por lo tanto Z satisface C1. Luego, el Corolario 3.2.1 junto con p, > n implican que

T 7 :RPr — R" es sobreyectiva con probabilidad 1, lo que concluye la demostracion. O

Como corolario obtenemos que, bajo ciertas condiciones, la estimacion basada en un
método de Sieves no resulta consistente cuando p,, > n. El siguiente resultado enuncia esta

propiedad en el caso que estamos considerando.

Corolario 3.3.1. Sea (X,Y) : Q — H x R? tal que X satisface C2, P(Y = a) = 0, para
todo a € RY. Supongamos que p, > n para infinitos valores de n y que p1 < 1, donde py estd
definido en (3.6) para una medida de correlacion bivariada p tal que p(Q) = 1 cuando Q estd
concentrada en la recta R = {(z1,73) ER? 129 =11} y Q{z1 = ¢c}) = Q{2 =¢}) < 1
para todo ¢ € R. Entonces el estimador psiy basado en sieves definido en (3.10) no es

consistente.

Demostracion. SeaQ,, :={w € Q: T, x() : Hp, = R" es sobreyectiva} y Q= MNnenipy>n -

Por la Proposicién 3.3.1, Q tiene probabilidad 1. Fijemos w € Q y sea n € N tal que p, > n,

luego, argumentos analogos a los utilizados en el Corolario 3.2.2 permiten mostrar la existen-
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cia de u, € H,, y v € R? tales que p,(u,,v) = 1. Por lo tanto, con probabilidad 1, p; g1 = 1

para infinitos valores de n y el estimador no es consistente. O]

Observacion 3.3.1. Si en el Corolario 3.5.1 tenemos que dim(Hs) = 0o, p1 definido como
en (3.8) no es consistente si p, > n para infinitos valores de n o si q, > n para infinitos

valores de n.

3.4. Datos de alta dimension

Se encuentran “datos de alta dimensiéon” en problemas en los que p es grande y n pe-
queno. El desarrollo de procedimientos de estimacion en el contexto de alta dimensién surgié
recientemente debido a grandes avances en el campo del almacenamiento y procesamiento
de datos. Esta clase de problemas aparece, por ejemplo, en genética o en procesamiento de
imédgenes. En el primer caso, los datos son genes y tenemos pocas muestras de la misma
persona con miles de genes. En el segundo, los datos son imagenes y hay miles de pixeles en

cada imagen 3-d.

Para fijar ideas, supongamos que tenemos (X1, Y1), (Xs,Y2), ..., (X,,Y,), una muestra
aleatoria en RP» x R? donde p,, > n. Supongamos que podemos pensar a X : {2 — RP* como
las primeras p,, coordenadas de un elemento aleatorio z : 2 — 2 donde ¢ es el espacio de su-
cesiones de cuadrado sumable. Al maximizar la correlacion empirica p( P, [(u, X),,., (v, Y),]),
estamos calculando el estimador de Sieves de (x,Y) donde H = ¢* y H,, = (e1,€2,...,€p,)
donde e; es el i-ésimo vector canénico de ¢2. Si x satisface C2 entonces por el Corolario
3.3.1, p1s1 = 1. Este es otro enfoque para justificar la necesidad de suavizar en este tipo
de problemas. Un planteo de este tipo, en donde problemas de datos de alta dimensién son

tratados como datos funcionales puede verse en Chen et al. (2011).



4. CONSISTENCIA DE LOS ESTIMADORES

Este capitulo contiene los principales resultados de esta tesis. En la Seccion 4.2 presenta-
mos las hipotesis necesarias para obtener los resultados de consistencia que describimos en
la Seccién 4.3. Asimismo, se relacionan estos supuestos con las condiciones dadas por Jin y
Cui (2010) y Alfons et al. (2016) para obtener el comportamiento asintético y la funcién de
influencia de los estimadores de projection—pursuit en el caso finito—dimensional, respectiva-
mente. También, se presenta la analogia de algunas de las hipdtesis pedidas con las impuestas
en Leurgans et al. (1993) para probar la consistencia de los estimadores penalizados basados
en la covarianza y varianza muestral. En particular, en la Seccién 4.2.3 analizamos la con-
sistencia Fisher de dichos estimadores. Finalmente, en los Apéndices se presentan algunos
resultados auxiliares ttiles para demostrar los principales resultados. Empezaremos en la

Seccion 4.1 simplificando la notaciéon y recordando la definicién de los estimadores de Sieves.

4.1. Introduccion

Hemos introducido en el Capitulo 3 los estimadores basados en Sieves. Por otra parte,
hemos probado que la estimacién no es consistente cuando la dimension de los subespacios
de aproximacion es mayor o igual que el tamano de muestra. Por esta razén, en esta tesis
los estimadores propuestos estan basados en Sieves pero las dimensiones p, v ¢, de los
subespacios aproximantes H; ,, Hsaq, son menores que el tamano de muestra n. Aunque el

hecho que p, < n y ¢, < n no aparece en forma explicita en el enunciado del Teorema 4.3.1,
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este supuesto es necesario para garantizar la validez de la hipotesis S1ID que es uno de los

supuestos utilizados en dicho resultado.

A continuacion recordaremos la notacién que serd 1util en el resto del capitulo. Como en
el Capitulo 3, H;, 7 = 1,2 indicardn espacios de Hilbert separables con producto interno
(*;-)a, y norma || - [|3,. Cuando el contexto sea claro omitiremos #; en el subindice. El
espacio producto se indicard por H = H; X Hs. Sean S; = {u € H; : |lully, =1}, 7 = 1,2,
la esfera unidad y By = {d1,d2,...} v By = {1,192, ...} bases ortonormales de H; y Ha,
respectivamente. Indicaremos por H;,, v Ha4, a los subespacios de dimensiones p,, y ¢, de
H1 y Ho generados por {01,...,6,,} v {m, ..., }, respectivamente y por Sy, = S1NH1,,

Y Soq, = SaMNHay, alas esferas unitarias de Hip, v Ha g, , respectivamente.

Dado un funcional de asociacién p definido sobre el espacio de medidas de R? y un

elemento aleatorio (X,Y)" : Q — H; x H,, por simplicidad de notacién indicaremos por

,OXY(U, U) = p((u, X>7-t17 <U7 Y>7-l2) =p (P[<U7X>H17 <U7Y>7-L2]) .

De modo analogo, definimos

/OXX(ubuQ) = IO(P[<U17X>H17 <u27X>H1]>

pYY(Ul,U2) - IO(P[<U17Y>H27 <U27Y>7{2]> .

De esta forma, si (X,Y)T es un elemento aleatorio tal que (X,Y)T ~ P, los funcionales

asociados a la primera correlacién canénica p; = p;(P) y a las primeras direcciones candnicas

(®1,V4) = (P1(P), U1(P)) se definen como

pi = sup  py(u,0)
u€ES1,vES? (41>
(®1, W) = argmax pXy (u,v).
uES,VESy

Las siguientes direcciones y correlaciones estan definidas como en (3.5) y (3.6).
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Sea (X1,Y1)", ..., (X,, Y,)T una muestra aleatoria de (X, Y)". Dadas bases ortonormales
By y By de Hy y Ho, respectivamente y sucesiones (p,)nen ¥ (¢n)nen, definimos los estima-
dores basados en Sieves para las direcciones y las correlaciones canénicas como en (3.7) y
(3.8), es decir, maximizando las correlaciones empiricas en esferas de dimensién finita que
van creciendo aproximando a los de la definicién (4.1). Mds precisamente, si p, estd dado

como en (3.9), es decir,

pn(u’ U) =p (Pn[<uv X)Hp <Uv Y>H2]) )

los estimadores que consideraremos en este capitulo, estan definidos por

pr= ﬁn 1= sup pi(u7 ’U)
UGSLpn 71)682#177, (42)

(51,@1) = (&\Dn,l,@n,l): argmax pi(u,v).

uESlypn 7”6524171

Vale la pena observar que los estimadores definidos en (4.2) dependen de las bases de H; y
H elegidas, de las sucesiones (p,)nen ¥ (¢n)nen v de la medida de asociacién p que se utilice.
En el Capitulo 5, al considerar estimadores basados en distintas medidas de asociacion, se
calibraran dichas medidas para que sean comparables, es decir, se las transformara, tal como

se explico en el Capitulo 2, de manera que estimen el mismo valor para procesos Gaussianos.

Observemos ademés que cuando la medida de asociacion es la correlacién de Pearson
clasicamente utilizada (pcr) y el elemento aleatorio (X,Y)T tiene segundo momento finito,
las direcciones y correlaciones canénicas definidas en (4.1) pueden definirse a partir del

operador de covarianza definido en (2.3) como

pe = sup (u, Txyv)”
cL,1 wesyves, (U, Dxxu) (v, Tyyv)
F 2
(Per1, Yor1) = argmax (u, Pxyv)

uES1,VES2 <U, FXXU> <U, FYYU> ’
donde entenderemos que el cociente (u, 'xyv)?/ {{u,Txxu){v,yyv)} es igual a 0 cuando

(u,T'xxu) =00 (v,['yyv) = 0.
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Este hecho motiva la siguiente definicién que servird en lo que sigue para dar condiciones
que garanticen la consistencia Fisher en familias de distribuciones elipticas y para probar

bajo que condiciones se cumplen los supuestos que utilizaremos en la Seccion 4.3.

Definicién 4.1.1. Dado un operador compacto, semi definido positivo y autoadjunto I' =

T I
Hi x Hy — Hi X Hg con I' = oo , éste induce un funcional (de asociacién)
TR 5
pr : Hi1 X Hy — R definido como
<U7F12U>

(4.3)

o) = e T

El funcional pr permite definir la primera correlacién candnica, pr i, y las primeras di-

recciones candnicas asociadas a I', (®r 1, ¥r;), como

P = sup  pp(u,v)
uES,VES? (44)
(®r,1,¥r,1) = argmax pj(u,v),
u€S1,vES

donde p&(u,v) = 0 cuando (u, ['1;u) = 0 o (v, Tv) = 0.

Las siguientes correlaciones y direcciones candnicas se definen como

PE = sup  pp(u,v)
(u,v)GBnk , (45)
(Pr, Yrp) = argmax pp(u,v),
(u,v)EBr i

donde Bp’k = {(U,U) € 81 X 82 y <U,F11(I)F7j> = <'U,F22\pr’j> =0 Slj S k — 1}

Asimismo I' induce los funcionales de correlacion pr,, : HixHi — Ry pr,, : HoxHy — R

definidos de la siguiente manera:
<U1, F11U2>
\/<U1, F11u1)<u2, F11U2>
(v1, T'oov9) (4.6)

V1,V = ,
pF22( ' 2) \/<U1,F22U1><U2,F2202>

que coinciden con pxx v pyy, respectivamente cuando (X, Y)?T tiene segundo momento finito

Py, (ub ’LL2) =

y I' =Tz, es el operador de covarianza definido en (2.3).
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4.2.  Supuestos

En esta seccion presentamos los supuestos necesarios para probar la consistencia de nues-

tros estimadores. Daremos asimismo algunos comentarios sobre dichas condiciones.

Sea p una medida de asociacién definida en las medidas bivariadas. Como venimos hacien-

do, indistintamente aplicaremos p a medidas bivariadas o a vectores aleatorios bivariados.

Consideraremos los siguientes supuestos que seran ttiles para probar la consistencia de
nuestros estimadores.
. 2 2 a.s.
S1F: supycs, , vess.,, |p%y (u,v) — pz(u,v)| — 0.
. 2 2 p
S1D: sup,es, |, ves,.,, |Pxy (4 0) = p(u,v)] — 0.
S2: p%y : Hi x Hy — R es continua en (1, ¥y).

S3: Existe un operador I' : H; x Hy — Hy X Ho compacto, definido positivo y auto-

adjunto tal que si pr, pr,, v pry, estan definidos por (4.3) y (4.6), entonces

p?XY(”J U) = h (p%(u, U)) (47)
prx(ui,ug) = hx (pp,, (w1, uz)) (4.8)
Py (vi,v2) = hy (pi,,(v1,12)) (4.9)

donde si h es cualquiera entre h, hx o hy, h: [0,1] — [0, 1] es estrictamente creciente

con h(0) =0, y lim h(z) = 1.
r—1-

S4: Salvo cambio de signo, tanto en ®; como en ¥y, existe un tinico ($q,¥;) € H tal
que [Pz, = V1|l = 1y p1 = pxy (P, V1) > pxy (u,v) para todo (u,v) € Hy X Ho.
Ademas, existe py con 0 < py < p; tal que si pxx(u,®1) = pyy(v,¥;) = 0 entonces

Py (u,v) < ph.
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En las secciones que siguen se comentan las hipotesis S1F a S4 y se dan condiciones bajo

las cuales son validas.

4.2.1. Comentarios sobre S1F y S1D

La primera observacion que debemos hacer es que la hipétesis S1F involucra un supremo
sobre esferas en los espacios de dimensién finita H, ,,, y Haq,. Hemos reducido la dimensién
del espacio original ya que sup,cs, ves, |P%y (4, v) — p2(u, v)| no converge en casi todo punto
a 0 si pi(P) < 1. Efectivamente, supongamos que sup,cs, ves, |0%y (4, v) — pZ(u, v)| == 0.
En la Seccién 3.2, hemos visto que con probabilidad 1 existian u, € Si, v, € S tales
que p,(un,v,) = 1. Por lo tanto, con probabilidad 1, existen u, € Si, v, € S tales que

p(un, v,) — 1, lo que contradice el hecho que p(P) < 1.
El siguiente resultado da condiciones suficientes que garantizan el cumplimiento de S1D),

su demostraciéon se da en el Apéndice 4.4.

Proposicién 4.2.1. Sean H;, j = 1,2, espacios de Hilbert separables y Z; = (X;,Y;)T ~ P,
1 € N, elementos aleatorios independientes sobre H = Hq, X Hs. Dados u € S, v € S,

indiquemos por w = (u,v) € S con § = 81 X Sa. Supongamos que

Al. Existea:H xS — R tal que

a) Ea(Z,w) =0,Yw €S, y E(supyes|a(Z,w)]) < oo,

b) a(z,w) es continua en ambas variables. Mds ain, « es equicontinua en W sobre
compactos, es decir, dado I C H compacto y € > 0, existe & > 0 tal que si

Wi, Wy € 5, [|[w) — wa| <9 entonces |a(z,w1) — a(z,ws)| < €, para todo z € K.

¢) SWpyes, |on(W) = PRy (W) = 1/n 370, a(Z;, w)| == 0, donde S, = Si, X Sag,.-

A2. (pp+qn)/n—0,
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entonces vale S1D, es decir, SUD,es, | yes,, 102U, 0) — phy (u,v)| = 0.

Observemos que la hipdtesis A1 se relaciona con el supuesto S5 de Jin y Cui (2010)
quienes piden una condicién con tasa, mas fuerte, para obtener la distribucion asintética de

los estimadores de projection—pursuit en el caso multivariado.

En la Proposicién 4.2.2 probaremos que existen sucesiones (p,)nen ¥ (Gn)nen con p, — 0o

YV Gn — 00, Pn < N, ¢, < n que verifican S1D, es decir, tales que SUDyes, ,, weSzq, lp(u,v) —
p . ) . . : . .

pn(u,v)| — 0. La demostracion serd una demostracién de existencia de dichas sucesiones

(Pr)nen ¥ (Gn)nen, pero no dard una caracterizacién de su orden de convergencia como en la

hipétesis A2 de la Proposicién 4.2.1.

Como en la Seccién 3.1 para cada p y ¢ fijos llamaremos &1, = S1NHip, Sop = SoNHay.
Proposicién 4.2.2. Sean Z = (X,Y)T € H un elemento aleatorio y una medida de asocia-
cion p que cumple A3D dada por

A3D. Para cualquier p y q en N fijos, sup,cs, | ves,, |Pxv (U, v) — pa(u, v)| 250.

Entonces, ezisten sucesiones (pp)nen Y (qn)nen €CON Py — 00 Y Gy — 00, Pp < N, Gy < N, quE

verifican S1D.

La demostraciéon de la Proposicion 4.2.2 asi como condiciones bajo las cuales se cumple
A3D se dan en el Apéndice 4.4. Por otra parte, en el Apéndice 4.5 se presentan condiciones

para garantizar que S1F se cumple.

4.2.2. Comentarios sobre S2

Supongamos que la medida de asociacién cumple (4.7) para una funcién h estrictamente
creciente y continua. La compacidad de I' implica su acotacion, por lo tanto, las funciones

g1(u) = (u, T11u)sg, g2(u) = (v, Do), v g12 = (u, ['12v) 4, resultan ser funciones continuas.
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Luego, como h es estrictamente creciente, continua y 2(0) = 0, p; > 0 implica que g;(P;) # 0
v 92(¥1) # 0, de donde deducimos que p%y es continua en (®;,¥;) si p; > 0. Observemos
que si el nicleo de T'j; se reduce al {0} para j = 1,2, entonces claramente ¢;(®;) # 0y
g2(¥q) # 0. En particular, si h(t) = ¢, el supuesto S3 implica S2 si p; > 0. Por otro lado,
por el Lema 4.4.2 que se enuncia mas adelante, se obtiene también la validez de S2 si p es

débilmente continua.

4.2.3. Comentarios sobre S3 y la consistencia Fisher

El Teorema 4.3.1 establece la consistencia de los estimadores definidos en (4.2) a las
correlaciones y direcciones canénicas definidas en (4.1). Ambas definiciones (4.1) y (4.2)
dependen del funcional de asociacion p que se elija en cada caso. Por esta razon, es importante
conocer qué representan la cantidad p; = p;(P) y la direcciones (®1, ¥y) = (®4(P), ¥ (P)),

al menos en algunas situaciones particulares.

La primera observacion es que si la medida de asociacién cumple (4.7), entonces p; (P) =
h(pri), ®1(P) = ®r; y ¥1(P) = Yy, es decir, las direcciones estimadas definidas en (4.2)
son consistentes a las primeras direcciones candnicas asociadas a I' que son las cantidades
naturales de interés en este caso. Por otra parte, si h(t) = t, p; provee un estimador consis-
tente de la primera correlacién canénica asociada a I' y tenemos que los funcionales definidos
en (4.1) son Fisher—consistentes. Vale la pena mencionar que la condicién (4.7) del supuesto

S3 es andloga a la hipédtesis (iv) de Alfons et al. (2016).

Por otra parte, si el elemento aleatorio Z = (X,Y)" tiene segundo momento finito y
tomamos como medida de asociacion el coeficiente de correlacién de Pearson, o sea, si p =
pcL, obtenemos las correlaciones y direcciones canénicas definidas por Leurgans et al. (1993)
y estudiadas por He et al. (2003) quienes dan condiciones suficientes para su existencia.

Observemos que en este caso, pxy = pr con I' el operador de covarianza de Z. De ahora
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en mas al referirnos a estos funcionales los denotaremos por pcr1, Por1 v Ver1 y a los
estimadores asociados por pcr 1, &\DCLJ y \/I\ICLJ, respectivamente. Vale la pena mencionar que
estos funcionales estan bien definidos solamente cuando tanto X como Y tienen segundo
momento finito. En particular, estan bien definidos para familias Gaussianas o para familias

elipticas con segundo momento finito.

Una clase de distribuciones que generaliza las Gaussianas son las elipticas. A continuacion,
mostraremos que para familias elipticas, los funcionales p;(P), ®1(P) y W;(P) tienen una
interpretacion simple para algunos funcionales de asociacion descriptos en la Seccion 2.3. Sea

Z=(X,Y)"' ~ &, T, g) un elemento aleatorio en H donde p = (uy, p2), p; € H; y

P T
F21 1—\22

I =

Supondremos sin pérdida de generalidad que si existe segundo momento finito entonces el

operador de covarianza de Z es igual a I', lo que ocurre, por ejemplo, en el caso Gaussiano.

Dados u € H; y v € Hy definamos Ay, : H — R? como Ay, (z,y) = ((u, )3, (0, 9) )T
Como Z ~ E(u, I, g), el vector Z,, = Au(X,Y) tiene distribucién F,, eliptica, es decir,
Ly ~ gQ(IJ’uva DI g>7 donde p"” = Auv,u y

S _ A TA* — <U7F11U>7{1 <U7F1271>H1

(v, Pa1w)py, (v, Toav)a,
Sea p una medida de asociacién Fisher—consistente para vectores bivariados con distribucién
eliptica, como por ejemplo, el coeficiente py definido en (2.17) a partir de un funcional
de dispersién afin equivariante o los coeficientes pax v pock definidos en (2.14) y (2.18),
respectivamente, si el vector aleatorio eliptico tiene ademés segundo momento finito. Como
p es Fisher—consistente, se cumple que

(u,T1ov)3,,
u, F11u>'r'-[1 <U, F220>H2

pggy(u, U) = pZ(Fuv) = < = p%(u, U) . (410)
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Por lo tanto, p cumple (4.7) con h(t) =t y los funcionales definidos en (4.1) son la primera
correlacion y las primeras direcciones candnicas asociadas a I'. Mas atin, argumentos analo-
gos permiten mostrar que p% y (w1, us) = pry, (U1, uz) y pix (U1, us) = pry, (uy, us), es decir,
medidas de asociacion Fisher—consistentes para familias elipticas bivariadas cumplen S3 y

dan origen a estimadores de las cantidades de interés.

Por otra parte, si consideramos familias Gaussianas y medidas de asociacién Fisher—

consistentes para vectores bivariados normales, tales como

» la distancia de correlacién transformada ppist dada en (2.7),
= la correlacién mediana transformada pf,, dada en (2.10),

» las correlaciones de Spearman o de Kendall transformadas, psp y px dadas en (2.11)

por (4.10), obtenemos que se cumple S3 de donde se deduce la Fisher—consistencia para los

funcionales definidos en (4.1).

Por lo tanto, en el caso de procesos Gaussianos, los funcionales py(P), ®1(P) y ¥1(P)
son siempre los mismos eligiendo cualquiera de las medidas de asociacién pgk, pock, Pv,

PDIST, Poms Psp Y Pk Y coinciden con los obtenidos con per..

4.2.4. Comentarios sobre S4

La hipdtesis S4 es una generalizacién de la condicién 3 de Leurgans et al. (1993). Como
en la Seccién 4.2.3, sea Z = (X, Y)T ~ E(u, T, g) un elemento aleatorio eliptico Z en H, con

segundo momento finito donde la media p = (p1, p2), p; € H; v el operador de dispersién

ry, T

I' se escribe como I' = e . Sin pérdida de generalidad, supongamos que I' es
Lap T'ao

el operador de covarianza de Z y definamos el operador R = Fl_ll/ 2F12F2_21/ ? donde Fl_ll/ ’y

~1/2 : : y .
F22/ son las inversas generalizadas de las raices de los operadores de covarianza de X e Y,
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respectivamente. Para la construccién y propiedades de los operadores Fj_jl/ 2, ver por ejemplo,
Conway (1985). He et al. (2003) consideran la situacién H; = L*(0,1) y la descomposicién

de Karhunen—Loeve de los procesos X y Y, es decir,

X =+ Zfi,l Vi1 Y = s+ Zfi,Q Vi2

i>1 i>1

donde, para j = 1,2, \;; vy v;; € H; son los autovalores y autofunciones del operador I';; y

la sucesion de variables aleatorias &; ; es tal que E§; ; =0, E&; ;& =0sii# Ly Efzj = \ij

con A j > Ay >0y 2121 Azz,j < 0. He et al. (2000) muestran que si se cumple

]E2 (511£l2> 511512

— = < X0 0 < 00, 4.11
)\1271 )\i,2 Z >\z 1>\1 2 ( )

i>1
el problema de correlacion clasico obtenido utilizando como medida de asociacion p = pcr,
estd bien definido. Mas atn, sean (, y vg, con (; > (o > -- -, los autovalores no nulos y las
autofunciones asociadas de R*R. He et al. (2003) prueban que si el primer autovalor (; de R*R
tiene multiplicidad 1, entonces S4 se cumple cuando elegimos el coeficiente de correlacion
de Pearson pcr. Recordemos que si p = per, piy(u,v) = pi(u,v) y sea (Prq, ¥ry) el
maximizador salvo signo de norma 1 de p#(u, v) definido en (4.3). Por lo tanto, si denotamos
por v; a la autofuncién asociada a (; y por u; = Ruvy/+/(;1, del Teorema 4.8 de He et al.
(2003) se deduce que (Pry,¥r,) = (') 1/2 u /|1y 1/2U1H7{17 1/201/\]F;21/2U1HHQ) y es unico
si (1 tiene multiplicidad 1. Adema&s, He et al. (2003) muestran que si (o < (; es el segundo
autovalor de R*R, entonces si u € H; y v € Hy son tales que pxx(u, 1) = pyy(v, V1) =0

se tiene que pxy (u,v) < ps = /(o.

Como mencionamos en la Seccién 4.2.3 si la medida de asociacién cumple (4.7), entonces
p1(P) = h(pr1), ®1(P) = ®r1 y ¥1(P) = ¥r,. Recordemos que las medidas de asociacién
pck ¥ pock definidas en (2.14) y (2.18), respectivamente, y el coeficiente py definido en (2.17)
a partir de un funcional de dispersién afin equivariante, son coeficientes Fisher—consistentes.

Por lo tanto, usando (4.10) obtenemos que pxy, pxx y pyy cumplen S3 con las funciones
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h, hx y hy iguales a la identidad cuando el elemento aleatorio Z tiene segundo momento y
es eliptico Z = (X, V)" ~ E(u, T, g) como en el parrafo anterior. De los resultados de He et
al. (2003), se deduce entonces en forma inmediata que para estas medidas de asociacién se

cumple S4, si el proceso cumple ademds (4.11).

Por otra parte, si tomamos como medida de asociacién, la distancia de correlacién trans-
formada ppist dada en (2.7), la correlacién mediana transformada pg,; dada en (2.10) o
las correlaciones de Spearman o de Kendall transformadas, psp v px dadas en (2.11), bajo

(4.11), la hip6tesis S4 se cumple para procesos Gaussianos.

Observemos finalmente que, para las medidas de asociacién mencionadas, si el proceso
Z cumple (4.11), los funcionales p;(P) = h(pr1), ®1(P) = ®p; y ¥1(P) = Up; tienen una

interpretacion analoga a la del caso finito-dimensional.

4.3. Consistencia

El objetivo de esta seccion es probar la consistencia del estimador de la primera co-
rrelacién candnica y de las primeras direcciones canodnicas. La nocién de convergencia del
estimador de las primeras direcciones canodnicas a las primeras direcciones canonicas reales
serd la de convergencia respecto de la medida de asociacién, o méas brevemente, convergencia

en correlacion, andloga a la convergencia en norma I' que se plantea en Leurgans et al. (1993).
Definicién 4.3.1. Decimos que u, —» ®; y que v, —= U, si piy(tn, ®) — 1y

Py (vn, Up) — 1, Tespectivamente.

El siguiente resultado muestra que si p%y (un, v,) — p3 entonces las direcciones (u,,v,)

convergen en correlacién y sera utilizado para probar la consistencia de nuestros estimadores.

Proposicién 4.3.1. Sean (X,Y)" : Q — Hy x Hy un elemento aleatorio y p una medida de

asociacion bivariada que cumple S8 y S4. Si Py (Un, V) — p? entonces pix (tn, @1) — 1y
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Py (U, Up) — 1.

Para probar la Proposicién 4.3.1 necesitaremos el siguiente Lema que generaliza el Lema
4 de Leurgans et al. (1993) reemplazando la convergencia en norma respecto del operador
de covarianza por una convergencia respecto de un operador I' que puede corresponder al
operador de dispersion en familias elipticas sin momentos. Su demostracién es andloga a la

del Lema 4 de Leurgans et al. (1993) y se incluye por completitud.

Lema 4.3.1. Sea I' : Hy x Ho — Hy X Ho un operador compacto, definido positivo y au-
toadjunto. Sean pry definidas como en (4.4) y (4.5) y supongamos que 0 < pro < pri.
Sean (un,v,) € H, n €N, tales que pf(un,v,) — pp,, entonces pp (un,Pry1) — 1y

p%w (Un, Yr1) = 1, donde ®r; y Yy son las direcciones definidas en (4.4).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, multiplicando eventualmente ®r i, ¥y, u, y
v, por constantes adecuadas, podemos suponer que (®r 1, I'11Pr 1)y, = (Y1, LooVUr 1)y, =
<unaF11¢F,1>’H1 = <Un7r22\I[F71>’H2 =L

(1) (1)

Definamos un’ = u, — Pr1 y vnl ()

()yvn:\PF,l"‘vn )

1
= v, — V¥, o sea, u, = Pr 1 + un

lo que implica que <u511), Fi@rq)y, = <'U7(11), LoV 1)w, =0

Usando que (Pr 1, Pr ;) es el méximo de pi(-, ) y definiendo f1(\) = p(Pr 1, \I/p71+)\v£1))
deducimos que f](0) = 0 de donde se desprende que (Pr 1, Flg?)r(ll))q.[l = 0. De manera analoga,
obtenemos que (ug), I1Pri)y, =0.

Sean €2 = (u, T uMVay,, 62 = (0 Toovi)ay vy 0 = pro/pri1 < 1, entonces vale que
n 1 n 2 ) )

_ ) -
_ pra (tn, T12va)? {1+ Pr,115n5npr(u%),v1(1 )2

-2 2
prapt(tn o) =y gy = (1+e2)(1+02)

(1+ 0e,0,)> o1+ o(e2 +6%) +&252 <1 (412)
T (I4e2)(1402) T 14e2402+e202 T '

Por estar acotadas superiormente por 1 e inferiormente por p;%p%(un,vn) que tiende a 1,
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todas las sucesiones de la cadena de desigualdades (4.12) convergen a 1. Sean

(1+ 0&,0,)> 1+ o0(e2 +02) + €202
R R TR ) B bn = 1+e2 + 62 + 252

Es facil ver que las sucesiones {&, }nen v {0 }nen son sucesiones acotadas pues lim,, o, a,, = 1.
Por lo tanto, usando que lim,_,., b, = 1 obtenemos que lim,, .., &, = lim,, ., 6, = 0, de
donde pf. (tn, Pry) = (1+e2)' = 1y pf, (vn, Ur) = (1462)"" = 1, lo que concluye la

demostracion. N
Probaremos ahora la Proposicién 4.3.1.

Demostracidn de la Proposicién 4.3.1. Sean A2 = h™(p3) y A2 = h™!(p3). Queremos ver que

pr cumple los supuestos del Lema 4.3.1.

En primer lugar observemos que S3 implica que p; = pXy (1, ¥1) = max,, , pxy (v, v) =
méx, , h(p%(u,v)), con lo cual, por ser h estrictamente creciente, A3 = pi(®;,¥;) =
méx, , pp(u,v), es decir, Ay = pr1y (®1,¥1) = (Pr1,¥ry). Como piy (tn,vy) =
h(pE(tn, V) = pi y b es creciente deducimos que pf(tn, vn) = P71

Sean u y v tales que (u,I'11P1) = (v,T99¥;) = 0. Como hx(0) = hy(0) = 0, obtenemos
que pxx(u,®;) = pyy (v, ¥;) = 0. Luego, por S4, py (u,v) = h(pk(u,v)) < p3 = h(A\2), de
donde, usando nuevamente que h es creciente se obtiene que Ay = pro y pa(u,v) < A3 < 2.
Por lo tanto, las sucesiones u,, y v,, junto con pr cumplen las hipotesis del Lema 4.3.1, lo que
implica que pf, (U, ®1) = 1y pf(vn, ¥1) — 1, pues (®1,V;) = (Pry, Ur;;). Finalmente,
(4.8) y (4.9) nos permiten concluir que p3 y (tn, 1) = 1y piy(vn, ¥1) — 1. O

El siguiente Teorema prueba la consistencia débil de nuestros estimadores.

Teorema 4.3.1. (Consistencia débil) Supongamos que se cumplen S1D y S2. Silim,, o0 pn =

oo y lim, o g, = 00, se tiene que

i) Bt pt
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it) P%{Y@l, ‘T’l) — P
i) Si ademds valen S3 y S4, entonces p% x(P1, <T>1) 51y piy (T, {1\11) 251,
Demostracion. i) Sean glypn =1y, ,, ®1/|My,,, @il ¥ lepn =1y, , W1/ || Uy, Will2, las

proyecciones ortogonales normalizadas de las primeras direcciones candnicas poblacionales

sobre Hi ., v Hay,, respectivamente. Como ¢y, € S1p, v V1.4, € Sog,, tenemos que pj =

P2(D1,W1) > p2(1 s Drgn)-

Observemos que p’?l(Qslapn’ ¢17Qn) = p?XY(QSLan ¢17Qn)+an y p_QXY(QSLan ¢17Qn) = p%{y(¢17 \Ijl)_l_
b,, donde

an = pi((bl,an 1/11,%) - IO_QXY((prn; wl,qn)

bn, = P%{Y(gl,pm@zlgn) - chy(q)lvlpl) :
Por lo tanto,
i = Py (01, W) + ay + by . (4.13)
Por otro lado,
o= o1, U) = phy (01, 0) + <Pi@1a Uy) — phy (D1, @1))
< P00+ (P80 T0) — Py (@1 81)) = ey (@100 e (414)

Recordando que p? = p%y (P, ¥;) y usando (4.13) y (4.14) deducimos que para probar i)
basta probar que a,,, b, y ¢, convergen en probabilidad a 0. Por S1D y usando que @1 € Sip,

y \Tll € Sy, Obtenemos

lanl = 10 D1p0 V100) = Py (Drps Vi) < sup Xy (u,0) = ph(w,0)| == 0
uESLpn,UESQ,qn
el = 1P2(®1, 1) = pry (@1, U1)[ < sup  |pky(w,0) = pl(w,0)] < 0. (4.15)

uESl,pn,UESan
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Por otra parte, como p, — o0 y g, — 00 se tiene que (Zl,pn — Py JLpn — W;. Por lo
tanto, usando la continuidad de p3+ en (®1, ¥;) dada en S2, se obtiene que b, — 0, lo que

concluye la demostracién de 1).

ii) Tenemos que p%y (P1, 1) = p2(®q, W) — ¢, donde ¢, = p2(P1, Uy) — p%y (D1, ;). Por
(4.15), ¢, == 0. Por lo tanto, p%cy(il, \ffl) —p? = pi(CIA)l{I\fl) —p? — ¢, = d,, — c,. El resultado

se obtiene ahora en forma inmediata pues d,, — 0 por i).

iii) Probaremos que pg(X(EISl, ®;) < 1 ya que la demostracién de que piy(@l, U,) 21
es analoga. Supongamos que p% X(;I;l, ®1) no converja en probabilidad a 1. Entonces, existe
e > 0 suficientemente chico de manera que P (| P (By, ®1) — 1] > 5) no converge a 0. Por

lo tanto, existen 6 > 0 y una subsucesién (n;),en tal que
P (|p§<X(<$1,nj, o) —1| > g) ~5 V. (4.16)

Por ii) p%y (®1, 1) - p2, por lo tanto, pg(Y(EI\)Lnj, \Tflmj) 5 p2. Por lo tanto, existe una
subsucesion (n, Jken tal que pg(Y(ZI\DLn].k, \/I}Lnjk) 2% p? (ver Teorema 3.4 en Gut, 2005). Esta
convergencia junto con la Proposicién 4.3.1 implican que existe N tal que P(N) = 0 y para
todo w ¢ NV, pgfx@l,njk (w),®1) — 1, con lo cual también vale que pg(X(C/ISLnjk, ®) 110

que contradice con (4.16). O

El siguiente Teorema muestra la consistencia fuerte de los estimadores de la primera

correlacion canodnica y de sus direcciones candnicas asociadas.

Teorema 4.3.2. (Consistencia fuerte) Bajo S1F y S2, silim, oo p, = 00 y lim, 00 ¢ =
00, tenemos que

i) ot = pt

i) Py (®1, 1) == pi

a.s.

iti) Si ademds valen S8 y 84, entonces p%y (P1, ®1) =51 y p2y (Uy, Uy) 25 1
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Demostracion. La demostracion de i) y ii) es andloga a la del Teorema 4.3.1, mientras que

la demostracion de iii) es una consecuencia directa de la Proposicién 4.3.1 utilizando ii). O

4.4. Apéndice 1

4.4.1. Demostracion de la Proposicion 4.2.1

Para probar la Proposicién 4.2.1, nos resultard de utilidad la siguiente notacion. Dado

un conjunto A C H, A indicard complemento del conjunto A. Sea
By, (R) ={u € Hip, : ulla, < R}

y para u,, € Hi,,, denotemos por By, (up,, R) = u,, + Bip, (R). En forma analoga, de-
finimos Bag,(R) v Bag, (Vg,, R) para v, € Hag,. Sea By, q,(R) = Bip,(R) X Bag,(R) y

Bpn;Qn (an7Qn7 R) = an,qn + BpruQn (R) con anyqn - (upn7 an) S Hlypn X Hz,qn

Observemos que By, ,.(R) C {w = (u,v) € Hi,, X Hag, : [|[W]la < V2 R}. Por lo tanto,
como H,, = H1p, X Hag, es un espacio finito-dimensional de dimensién p,, + ¢,, por el Lema

2.5 de van de Geer (2000) obtenemos que dado 6 < R, podemos cubrir a B,, ,.(R) por un

n,qn

numero finito ¢, = C/6P»*% de conjuntos de la forma B, ,, (W, 4.,0). Més precisamente,

, ln .
existen W;,()Jn),qn € Hn, 1 < j <, tales que B,, ,.(R) C U By, 4. (W}(fn),qn, ) donde
=1

Pntqn Pntqn
(- (Mﬂ) < (5\/§R) , (4.17)

o o

Observemos que el mismo resultado vale para conjuntos de la forma w,, + B, ,.(0) con

Wi = (Up,, Vg,) € Hip, X Hag,.

Demostracion de la Proposicion 4.2.1. Sea rp,(w) = p2(w) — pxy(0) — (1/n) >0, a(Z;, w),
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entonces se cumple que

sup |p, (W) — pxy (W)| < sup |ro(w)| + sup

weSy, weSy weSy

ia (Zi,w) ' :
i=1

Por A1, supy,.cs, [7n(W)] 40, por lo tanto, para probar la Proposicién basta ver que

1 n
sup —ZO((ZZ',W>‘ 0.

Sea A(z) = supyes |a(z, w)|. Por Ala) EA(Z) < oo, por lo tanto, dado € > 0, existe
C >0 tal que EA(Z)Iz.(Z) < ¢/3 donde Ac = {z € H : A(z) < C}. Sean

Al,n = sup § o ZZ7W ]IAC ) EO‘(ZHW)HAC(Z)
weS,
Ay = — E sug\a ZZ,W)“IAC(Z).
i—1 we

Observemos que la ley de los grandes niimeros implica que Ay, — EA(Z . (Z2) < €/3,
con lo cual 7,(€) = P(As,, > 2¢/3) — 0. Usando que Ea(Z, w) = 0, obtenemos

n

1
‘Slelg) Z (Z;,w) ' < 5161}3 - Za(Zi>W)]IAc(Zi) —Ea(Z;, w)la.(Z;)
L Rt n i
1 n
T sup |- Z (Zi, W)z, (Zi) — Ea(Zi, w)lz . (Z;)
< Ay Ao+ BAD)g (2) < Ay + Agy + § . (4.18)

pues EA(Z)I;.(Z) < ¢/3. Usando que 7,(¢) — 0y (4.18), concluimos que

Pl su a(Z;,w
(120 |1 S etz

Por lo tanto, basta probar que

sup
weSy

> 46) < mp(€) +P(A1, > 3e).

Z\I/ Z;w) —E¥(Z;, w)

> 36) — 0, (4.19)
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donde ¥ (z,w) = a(z,w)L4,(2) es tal que |[U(z,w)| < C'y Esup,eq|V(Z, w)| < co. Como
H = Hy x H, es separable y completo, es o—compacto, es decir, H = |J°_, K, con K., C H
conjuntos compactos. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que K, C K,, 1. Dado

e > 0 existe M € N tal que

Esup [¥(Z, w)|lg,, (Z) < g (4.20)

wes

Descompongamos a la funciéon V(z, w) — E¥(Z, w) como V;(z, w) + Vs(2z, w) donde

@1(27 W) = \IJ(Z, W)]I}C]\/I (Z) - E\I](Z? W)H/CM (Z)

Uy(z,w) = V(z,w)lg, (2) —EV(Z,w)lg, (7).

Luego, para probar (4.19) basta demostrar que

1 n
Pl sup |— U (Z;,w)| >2¢] —0 4.21
(pz (7o) ) (a1

1 n
P sup |— Uy(Zi,w)| >€e| —0. 4.22
(pz () ) (122

Empezaremos probando (4.22). Usando (4.20), deducimos que

1 — 1 — €
it Uy (Z;, < = U(Z;, Ie (Z)+ -. 4.23
=Y sup [Wy(Zw)| < Y sup [W(Z, w)| T, (Z) + 5 (4.23)

i—1 weS i1 wEeS

Por otra parte, usando nuevamente (4.20) y la ley de los grandes nimeros obtenemos que
(1/n) 30 SuDyes |V(Zi, w)| Ig,, (Zs) RN E[W(Z,w)|lg, (Z) < €/3, de donde, usando

(4.23), concluimos la demostracion de (4.22).

Probaremos ahora (4.21). Por (4.17), existen w/) = w},ﬁ,qn € H,, 1 < j </, tales que
o , tn
B, . (1) C U1 B,, 4, (W 8) con ¢, < (5\/5/5)pn+qn. En particular, S,, € |J V; donde,
]:

j=1
por simplicidad, llamamos V; = B, .. (w,4). Por lo tanto, por A1b), tenemos que existe

0 < ¢d < 1 tal que si wi,wy € S, son tales que ||w; — wall < J entonces |a(z,wy) —
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a(z,wy)| < €/2 para todo z € Ky, de donde |V(z,wy) — VU(z,wy)| < €/2 para todo z € Ky

y

n

, €
B |2 (1) I T (2] <
: €
lg}zzgn ‘5161]1/) E }( (Z,w) —V(Z, W(]))> ]I,CM(Z)‘ < 7
Por lo tanto,
1

max sup — <e

Y
1< <l wep, T

Z (Zs, W) = 0(Z;, w)))

=1

lo que implica

n

1 .
Z\pl(zi’w(ﬁ)

maX —
i=1
e) — 0.

1<j<ln
1 | .
il < 1 il - w) )
(1122?6( - g Uy ( ZZ,W > e) </, 1I§1rljz%>§nIP’ (n E_l Uy (Z;, w9 > e)

Como EV,(Z,w) = 0y |V (Z,w)| < 2C, la desigualdad de Bernstein implica que, para

1 n
Pl - vy (Z;,
(n ZZ1 1(Zi, w)

donde C; = 1/(8 C?). Por lo tanto,
Pntqn
> < (5}/_> exp{—Cinée*}

E Uy ( ZZ,W]
— exp{—n (0162—C'gpn+qn>},
n

donde Cy = log(5v/2/6). Por A2, (p, + qn)/n — 0, por lo tanto, el miembro derecho de la

sup— + €.

WESn

qu (Z;,w)| <

Luego, para ver (4.21) bastard probar que

qu (Z;, w))

max —
1<j<ln N

Observemos que

todo w € S,,,

> e) < 2exp{—Cinée’}

max —
1<j<ln n

desigualdad converge a 0, lo que concluye la demostracién. O]
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4.4.2. Demostracién de la Proposicién 4.2.2 y condiciones que garantizan A3D

Demostracion de la Proposicion 4.2.2. Sea nq € N, con ny > 2 tal que si n > n; entonces

u681,1,v682,1 2

1 1
P ( sup ’pn<u7v) —p(u,v)| > _> < 5 :

Tomemos p; = ¢; = 1 si j < ny. Sea ahora ny > n; tal que si n > ny, entonces

1 1

P sSup |pn(u7v) —p(U,U)| >3] <3
u€S1 2,v€S2 2 3 3

y definamos p; = ¢; = 2 si ny < j < ny. De esta forma, se construye una sucesioén creciente

{ni}tren tal que p; = q; = k si ng_y < j < ny y para todo n > ny,

1 1
P su w(U,v) — plu,v)| > —— | < ——.
(ue&’kf@km( )= plu,v)] k:+1> —

Para probar que esta sucesion cumple S1D, veremos que para todo 0 < e <1y 0<d <1,
existe n* tal que si n > n* entonces
P sup |pn<u7v) —p(U,U>| >e| <o.
u6517pn,1)€$27qn

Sean ng = 1y ko € N tal que si k > ky entonces

% < min{e, d} .

Sea n* = ny,—1. Dado n > n*, existe k > ky tal que ni_1 < n < ng. Por lo tanto, p, = ¢, =k

y

P ( sup Ipn(u,v)—-p(u,v)!>>e> = P)< sup Ipn(u7v)—-p(u,v)!>>6>

ueshpn 7”6‘524171 UGSL)C,UGSQJC

1
< P su n(U,v) — plu,v)| > ——
< (W&M%&kM( ) — p(u, v)| k+1>

1
< —— <4,
k+1

lo que concluye la demostracién. O
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Queremos ver que existen un elemento aleatorio (X,Y)? ~ Py una medida de correlaciéon
p para las que vale la condicién A3D. De ahora en més indicaremos por dpg (@1, @2) a la
distancia de Prohorov entre dos probabilidades )7 y ()2 definidas sobre el espacio métrico

(M, d), es decir, dadas dos medidas de probabilidad @1 y Q2 sobre M
dpr (@1, Q2) = Inf{e > 0: Q1(B) < Q2(B°) + € para todo conjunto B boreliano} ,
donde B = {m € M :d(m, B) < €}.

Antes de dar condiciones para la validez de A3D, fijaremos algo de notacién y probaremos
los Lemas 4.4.1 y 4.4.2 que son necesarios para la demostracién de las Proposiciones 4.4.1 y

4.5.2.

Recordemos que el operador A,, : H — R? se definfa como A, (7,y) = ((u, )3, (U, Y)2,) "
El operador A,, es un operador lineal acotado, mas ain, si ||ul|y, = ||v||3, = 1, entonces
| Avuz||rz < ||2]|3 para todo z = (z,y)T € H. Para un operador lineal acotado A : H — R?,
indicaremos por ||Allop la norma del operador A, es decir, ||Allop = sup,,,—1 [[A2[|rz. Por

lo tanto, ||AuvHOP < ||(U, U)HH y Auv - Auovg = Au—uo v—vg

Dada una medida de probabilidad () sobre H y un operador lineal acotado A : H —
R2, definimos una medida de probabilidad en R? que notaremos con QA~!, de la siguiente
manera: dado B C R? boreliano, QA™'(B) = Q(A™*(B)). En particular, si A = A,, la
indicaremos por Q.. Por lo tanto, si (X,Y)" ~ P con esta nueva notacién tenemos que

P[<U’X>7 <U7Y>] = PA;vl = Py, es decir, (<U7X>7'l17 <U7Y>'H2) ~ Py pXY(U,U> - p(Puv>'

Lema 4.4.1. Sean Q1 y Q2 medidas en H tales que dpgr 3(Q1,Q2) < 0. Si A: H — R? es

un operador lineal acotado tal que ||Allop < 1 entonces dprr2(Q1A™, QA7) < 6.

Demostracion. Queremos probar que dpg p2(Q1 A7, Q2A71) < §. Basta ver que, dado € > 4,
se verifica Q1 A~ (B) < QA7 (B¢)+ ¢ para todo B € R? boreliano. Como dpg #(Q1, @Q2) < 4§

tenemos que

QAT (B) = Q1 (A71(B)) < Q2 ([A(B)]) +e.
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Por otro lado, como ||A|op < 1 deducimos que [A71(B)]° € A~ (B¢). Por lo tanto, se tiene
QATH(B) < Q2 (A7 (B)) +e= QA7 (B) +¢
como queriamos probar. O

Lema 4.4.2. Sean H; espacios de Hilbert separables, H = Hy x Hy y By = {1,02,...} ¥
By = {n1,m2, ...} bases ortonormales de Hy y Ha, respectivamente. Sea Z = (X,Y)" € H un
elemento aleatorio tal que Z ~ P. Seanp € N y q € N fijos. Si, para todo (ug,vy) € S1p XS24
la medida de asociacion p es continua respecto de la métrica de Prohorov en la distribucion
biwariada P,.,, entonces, la restriccion de pxy a Sip X Saq €s continua, o sea, para todo

(U, vo) € S1p X Saq, dado € > 0, existe § = §(ug,vo) > 0 tal que

| (w,v) — (ug,vo)||ln <9, (u,v) € S1p X Sag = |pxy(u,v) — pxy(uo,v0)| < €.  (4.24)

Demostracion. Sean (ug,vg) € Sip X Say ¥y € > 0. Como p es continua en P,,,, existe

7 = 7(up,v9) > 0 tal que, para toda medida de probabilidad @ sobre R?, se verifica

dPR,R2 (Q7 Puovo) ST = ‘p(Q> - p<Puovo)’ <e€. (4'25>

Como H es separable, P resulta una medida ajustada, es decir, existe  C H compacto
tal que P(K) > 1 — 4. Como K es compacto, es acotado. Supongamos que ||z|x < M para
todo z € K. Sea 0 = 7/M y (u,v) € 81 X Sz con |[(u,v) — (up,vo)|lr < ¢ entonces
[Auws — Auguo || < 0.

Queremos ver que dpg g2 (P, Pugw,) < 7 de donde por (4.25), se obtiene que |pxy (u,v) —

pxvy (g, vo)| = [p(Puv) — p(Pugwy)| < €, como queriamos probar.

Sea B C R? un conjunto boreliano. Podemos escribir al conjunto A, (B) como

A-L (B) = (AZL (B)NK)U (A2 (B)nK). (4.26)

Uuovo uovo uovo

Dado z € Al (B)NK como z en K, ||z||3 < M de donde

uovo

.
| Auwz — Aum}oz” < MH'ZHH <9,
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con lo cual, como A,z € B, se obtiene A,,z € B°, es decir, z € A1 (B‘S). Por lo tanto,
tenemos que P(A;L (B)N K) < P(A;lB"), de donde, usando (4.26) y que P(K) < 4,

Uovo

obtenemos

P(A,L (B)) = P(A,L, (B)NK)+ P(A,L (B)NnK) < P, (B®) +1.

uovo uovo Uovo

Por la simetria de la distancia de Prohorov, hemos mostrado que si ||(u, v) — (ug, vo)||% < 9,
entonces dpg g2 (P, Pugvy) < 7 lo que implica que |pxy (u,v) — pxy (uo,v0)| = |p(Puw) —

/7<Pw)vo>’ < €. L

Proposicién 4.4.1. Sean H; espacios de Hilbert separables, H = HixHa y By = {61, 02, ...}
y By = {n1,ma, ...} bases ortonormales de Hy y Ha, respectivamente. Sea Z = (X, V)T € H
un elemento aleatorio tal que Z ~ P yp € N y q € N fijos. Supongamos que para todo
(10, v0) € S1p X Sag, la medida de asociacion p es continua respecto de la métrica de Proho-
rov en la distribucion bivariada Py, entonces dados € > 0 y wo = (ug,v9) € S1 X Say,
existen 0 < 0 = §(wo,p,q, P) y 0 < 7 = 7(Wo,p,q, P) tales que si dprn(Q,P) < 7y

w = (u,v) € S1 X Sy €s tal que ||W — wolly <9, entonces [p(Qus) — P(Pugwy)| < €-

Demostracion. Sea (ug,v9) € Sip X Sa4. Como p es continua respecto de la métrica de
Prohorov en P, ,,, por el Lema 4.4.2 existe d; = d(ug, vg) > 0 que verifica (4.24), es decir,

existe 6; = §(up,vp) > 0 tal que
€
[(0,0) = (ug,wo)llg < 61 (1,0) € Sup  Sag = [p(Pu) = p(Pas)| < 5 (4:27)

Por otra parte, hemos visto en la demostracién del Lema 4.4.2 que la continuidad p en P, ,,,

implica que existe 71 = 7(ug, vo) > 0 tal que, para toda medida de probabilidad R sobre R?

se verifica

€
dPR,R2 (R7 PUOUO) ST == |p(R) - p(PUO'UO)| < 5 (428)

Sea 7 = 11 y @ tal que dpry(Q,P) < 7. Por el Lema 4.4.1, obtenemos que para todo
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(u,v) € S1p X Saq, dprr2(Quuv, Puw) < 7 de donde, por (4.28) tenemos que

€
Por lo tanto, usando (4.27) y (4.29), deducimos que si ||(u, v) — (ug, vo) ||z < 01, (u,v) € Sy %

Soq ¥V dpru(Q, P) < 7 entonces |p(Quv) — p(Puguy)| < € lo que concluye la demostracion. [

Lema 4.4.3. Sean H; espacios de Hilbert separables, H = H1 X Ha y By = {01,02,...} ¥
By = {n1,m2,...} bases ortonormales de Hy y Ha, respectivamente. Sea Z = (X, Y )T un
elemento aleatorio en H tal que Z ~ P, p una medida de asociacion yp € N yq € N
fijos. Supongamos que para todo (ug,vy) € Sip X Saq, la medida de asociacion p es continua

respecto de la métrica de Prohorov en la distribucion bivariada P,,,,, entonces p verifica

A3D.

Demostracion. Sean p € Ny q € N fijos, como vale la conclusién del la Proposicién 4.4.1,
dado € > 0, para cada wo = (ug, vg) € S1p X Saq, existen 0 < §; = d(wp) y 0 < 7 = 7(Wy)
tales que si dpru(Q, P) < Ty w = (u,v) € S1, X Sz es tal que |w — wy||y < d;1, entonces
|p(Quv) — p(Pugwy)| < €/2. Por otra parte, como p es continua en la distribucién bivariada
Py, existe 0 < dy = §(wy) tal que ||w — wyl|y < b2, entonces |p(Puy) — p(Pugy )| < €/2, con
lo cual si g = min(dy, d2) se cumple que para toda probabilidad @ tal que dpg % (Q, P) < T

y W= (u,v) € Sy, X Saq tal que [|[W — wo|ly < do, entonces |p(Quv) — p(Puw)| < €.

Observemos que

Sip X Sy C U B,o (W, (W)
w=(u,v)ES1,pXS2,q
Luego, como Sy, X Sz, es compacto en Hy, X Hay,, existen w; = (u;,v;) € Hip X Hay,
¢
1 <j </, tales que S1, X Soy C |J V; donde, por simplicidad, llamamos V; = B, ,(w;, §;)

Jj=1
y (Sj = 50(W]'). Sean Tj = T(Wj), (S = Hll/nlgjgg 5]' yT1T= mfnlgjgg Tj.
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Sidpru(Q,P) <7y w = (u,v) €V, se cumple que |p(Quv) — p(Puv)| < €, de donde

¢
como Sy X Sap C UV,
i=1

sup |p(qu) - p(Puv)| = max sup |p(qu) - p(Puv)| <€ (430)

(u,0)ES1 p XS24 1<7<l (uw)ev;

-1
uv I

Por lo tanto, si P, indica la distribucién empirica y P, ., = P,A,, , tenemos que p,(u,v) =

p(Ppuw) y usando (4.30) deducimos que

P (( ) sup ‘p(Pn,u,v) - p(Puv>| > 6) < P(dPR,H<Pn7P) > T) .

€S1,pXS2,q

Usando que dpg (P, P) 25 0 (ver Lema 6.1. de Bali et al., 2011), se obtiene que Z =
(X,Y)" ~ Py p cumplen A3D. O

4.5. Apéndice 2

En lo que sigue probaremos que si p es un funcional de correlacién débilmente continuo,
esto es continuo respecto de la métrica de Prohorov, entonces vale S1F. Para dar condiciones
que garantizan S1F probaremos, en primer lugar, bajo un supuesto que llamaremos A3F,
la existencia de sucesiones p, — oo Y Gn "% o para las cuales vale S1F analogamente
a como hiciéramos en la Proposicion 4.2.2. Posteriormente, veremos que si p es débilmente

continuo entonces vale la condicién A3F.

Proposicién 4.5.1. Sean (X,Y)" un elemento aleatorio en Hy p una medida de asociacion

que cumple la condicion A3F dada por
ASF. Para cudlquier p y q en N fijos, SUPues, s Py (1, 0) = pulu v)] =5 0.

Entonces, existen sucesiones (Dn)nen Y (@n)nen CON Py —> 00 Y Gn —> 00, P < N, Gn < N qUE

verifican S1F.
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Demostracion. Denotemos por p,,,(u,v) = p(Phw[{w, X)#,, (v,Y)n,]) v consideremos los
conjuntos

1
Eik = {w €Q: sup pxv(u,v) — prw(u,v)| < A Vn > k} :

UES,i,vES2 ;i

Entonces, para todo ¢, k tenemos que &; , C &; 41, mientras que A3F implica que P (UkeN Ei,k)
= 1 para todo i € N. Por lo tanto, para todo i € N fijo, limy_,. P(&; 1) = 1. Sea k; tal que

P(&r) >1— $

5 — -9 )
12

donde elegimos k; de manera que ¢ < k; < ki1 para todo i. Sea entonces £* = |J [ Eix,-
(=1i>¢
Es facil ver que que P(£*) = 1. Efectivamente, recordemos que A indica el complemento del
conjunto A C H, luego
= = = S
i>0 i>0 i>0

Como la desigualdad vale para todo ¢, se tiene que P(£*) = 1.

Definamos p, = g, = 1 sin < ky. Para 1 > 2, si k; < n < k;y1, definimos p, = ¢, = 1.
Luego, p, < n y g, < n. Por otro lado, tenemos que si w € £* entonces existe £* tal que

W € [Nz Ei;- Por lo tanto,

1
sup  |pxy(u,v) — pro(u,v)| < = Vn >k, Vi > 0",
’LLESLZ',’UESQJ' 1

Sea € > 0y {1 > {* tal que 1/¢; < e. Definamos ng = ky,. Dado n > ng, existe i > ¢; tal que

k; <n < k;y1. Por lo tanto, como p,, = ¢, = 7 se tiene

1
sup |,0XY<U7U) - pn,w(uvv)l < - <€,
UEST py, VES2,qn 1
de donde se concluye que
sup lpxy (U, ) — prw(u,v)] = 0.

uGSLpn ,vGSQan

lo que implica la convergencia casi segura S1F. O]
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A continuacion probaremos la Proposicién 4.5.2 que establece que si la medida de correla-
cién p es continua con respecto a la métrica de Prohorov, entonces vale A3F. Recordemos que
dpr,m (@1, Q2) indicaba la distancia de Prohorov entre dos probabilidades @1 y @2 definidas

sobre el espacio métrico M.

Proposicién 4.5.2. Sean H; espacios de Hilbert separables, H = HixHa y By = {61, 02, ...}
y By = {n1,m2, ...} bases ortonormales de Hi y Hsa, respectivamente. Sea Z = (X, V)T un
elemento aleatorio en H tal que Z ~ P. Si la medida de asociacion p es continua respecto
de la métrica de Prohorov en la distribucion bivariada P,,,, para todo (ug, vg) € S1p X Saq

conpeNyqeN, entonces p cumple la condicion A3F.

Demostracion. Sean Zi,...,Z,,... elementos aleatorios independientes, Z;, ~ Z, y P, la
distribucién empirica asociada. El Lema 6.1 de Bali et al. (2011) implica que dpg 3;( Py, P) —=

0, es decir, P{w € Q : dpry(Prw, P) — 0}) = 1.

Fijemos p € N, ¢ € N, por el Lema 4.4.2 dado (ug,vp) € S1, X Sa4, dado € > 0, existe

d = d(up,v9) > 0 tal que si (u,v) € Sy, X Sz s tal que
|(w, v) = (ug,vo) |l <0 = |pxy(u,v) — pxy(uo, vo)| < €. (4.31)

Sea w € 2 tal que dpry(Pprw, P) = 0y (ug,vp) € S1p X Sa4. Veamos que dado € > 0,

existen 0" = 6" (ug,v9) > 0y ng = no(uo, vo) tales que si (u,v) € Sy, X Sa4 €s tal que

|(w, v) — (ug,vo) |l <" yn>ny = |pnw(u,v) — pxy(ug,vo)| < €. (4.32)

Efectivamente, en la demostracion del Lema 4.4.2, hemos visto que por la continuidad
de p en Py, existe 7 = 7(ug, vg) > 0 que verifica (4.25). Como dpg 3(Pn ., P) — 0, existe
ny € N tal que para todo n > ng, dpry(Pnw, P) < 7/2. Por lo tanto, si n > ng, como
Pnw(u,v) = p(P, ALY, por el Lema 4.4.1 obtenemos que para todo (u,v) € Si, X Say,

H(ua U) - (u07UO)H'H < 0" se Cumple que ‘pn,w(ua U) - pXY(u07/UO)‘ <€
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Dado e > 0y w = (u,v) € Hi, X Hay definamos 6(w) = min{d(u,v), " (u,v)} y

Bpo(w,e) = {(ur,v1) € Hip X Hoyg t ||(ur,v1) — Wil <€}

Observemos que

Sip X Sy C U B, (w,0(w)) .

w=(u,v)E€S1,p XS24
Luego, como Sy, X Sz, es compacto en Hy, X Ha,, existen w; = (u;,v;) € Hip X Hay,

¢
1 <j </, tales que &1 x Soy C |J V; donde, por simplicidad, llamamos V; = B, ,(w;, §;)
j=1

y 05 = 0(w;).

Sea N = méx;<j<¢(n;) donde n; = ng(u;,v;) verifican (4.32). Entonces, si n > N y
w = (u,v) € S X Sp 4 existe 1 < j </, tal que w € V;, por lo tanto, como d; < 6(u;,v;) y
d; < 0*(uj,v;) de (4.31) y (4.32) deducimos que

|pn(u,v) = pxy (u,v)| < [pn(u,v) — pxy (uj, v;)] + |pxy (uj, v;) — pxy (u, v)| < 2e.
Por lo tanto, hemos probado que fijado w € 2 tal que dpgr (P, P) — 0, se cumple

sup |pnw(u,v) — pxy (u,v)] =0,
(u,’U)ESLpXSZq

lo que concluye la demostracion. O]

De las Proposiciones 4.5.1 y 4.5.2 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 4.5.1. Sean H; espacios de Hilbert separables, H = Hi X Hy y By = {01,02,...}
y By = {n1,m2,...} bases ortonormales de Hy y Ha, respectivamente. Sea Z = (X, Y)" un
elemento aleatorio en H tal que Z ~ P. Si la medida de asociacion p es continua respecto
de la métrica de Prohorov en la distribucion bivariada P,yy,, para todo (ug, vg) € S1p X Saq
con p € N yq €N, entonces existen sucesiones (pp)nen Y (qn)nen €ON Pp — 00 Y G — 00,

Pn <N, ¢ < n para las que vale S1F.



5. ESTUDIO DE MONTE CARLO

5.1. Modelos de la simulacion

En este capitulo, presentamos los resultados de un estudio de Monte Carlo disenado para
comparar el comportamiento de los estimadores de Sieves propuestos en el Capitulo 4.1 para
datos generados con y sin contaminaciéon. Las dos caracteristicas principales que describen
a dichos estimadores son la medida de asociacién y las bases de los espacios H; v Hs que
se utilizan. Son también importantes las dimensiones de los subespacios aproximantes p,, y
Gn. Los datos sin contaminacion se generaron utilizando el mismo modelo que en He et al.
(2004). En todos los casos, se consideraron muestras de tamano n = 100 y H; = L?[0,50]
y las observaciones se generaron en una grilla discretizada de 50 puntos equiespaciados t;,
j=1,...,50 y los productos internos (X;, u)y, v (Y;,v)y, se aproximaron mediante sumas

de Riemann sobre los puntos de diseno {t;}1<;<s0.

Para datos no contaminados, las observaciones corresponden a muestras con la misma

distribucién que el elemento aleatorio (X,Y)T € H; x H,, dado por
X(t) = Zfifz‘(t) e Y(t)= ZCifi(t) (5.1)
i=1 i=1

donde {f, }nen es la base de Fourier de L?[0,50] y m = 21. Los escores € = (&,..., &) y

¢=1(¢, ..., Gn)t se eligieron con distribucion

Xn X
<£)NN(O,E), con XY= Heoe
¢ S I
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donde Sgp = 3y = diag{10,10,10,10 x 0,753}, i = 4,...,m, S5 = diag(7,3,1,0,...,0).

Los valores de las direcciones y correlaciones canénicas poblacionales (4.1) del elemento
aleatorio (X,Y)T se calculan en el Apéndice 5.7 utilizando como medida de asociacién el
coeficiente de correlacién de Pearson pgp. Cabe mencionar que como las observaciones co-
rresponden a un proceso Gaussiano, por lo descripto en la Seccién 4.2.3, todas las medidas
de asociacién utilizadas en esta simulacion estiman las mismas cantidades que el coeficiente
de correlacién de Pearson, por ello, se indican como p;. Los valores obtenidos para las corre-

laciones candnicas son
101:0777 p2:0737 PSZO,l y ngOSi€>3,
mientras que, si £ = 1,2, 3, las direcciones candnicas son

Dy(t) = Wy(t) = folt) .

Ademas de muestras correspondientes a datos Gaussianos, se consideraron dos escenarios
de contaminacion a los que nos referiremos como C; y (5. En ambos escenarios las muestras
contienen un 10 % de datos contaminados y se indicardan como Ci 1 y Cap1, en las tablas,

mientras que los datos sin contaminar se indicaran como Cj, por simplicidad.

En el escenario C) las muestras contaminadas se generaron con la misma distribucion

que el elemento aleatorio (X¢,, Yo, ) donde
(XCUYCJT = (1-V)(X, Y)T+VW(f27f2)T’ (5.2)

donde V es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli de pardmetro e y W ~ N(25,1)
es independiente de V', X e Y. Se tomd6 un porcentaje de contaminacion € = 0,1, por lo
tanto, el 90 % de las veces se observa la muestra original (X,Y)" mientras que un 10 % de

las muestras son generadas en la direccién de la segunda direccién canénica de (X, Y)T.
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Mientras que en el escenario C5 las muestras contaminadas se generaron con la misma

distribucién que el elemento aleatorio (Xe¢,, Ye,) donde

Xey,=(1-V)X+V <§1f1 +W(fs+ f12)/V2+ 0&sfs + oafs+ Zfz’fi)
i=5

Yo,=(1-V)Y +V (lel + W (fs+ f0)/V2+0Cfs+0Gfs+ Z Q’fi) , (5.3)
i=5

donde V' es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli de pardmetroe y W ~ N(25,0,01)
es independiente de V, X e Y y (¢7,¢")" ~ N(0,X). Nuevamente, se presentan los resulta-

dos cuando € = 0,1.

Nos interesa saber como afecta cada contaminacion a los valores de la primera correlacion
canodnica y las primeras direcciones candnicas poblacionales cuando se utiliza la correlacién
de Pearson pcr,. En ambos escenarios de contaminacion, las distintas medidas de asociacién
dan distintos valores del funcional de correlacién y por ello, sélo los calculamos en el caso
de la correlacion de Pearson, dichos valores poblacionales se indican con el subindice que
indica la contaminacién a la que corresponde. Los calculos se presentan en el Apéndice 5.7 y
los valores de las correlaciones y direcciones candnicas bajo los modelos contaminados, estan

dados por

Pci1 = 0,9, CI)Chl(t) - \Pcl,l(t) = f2(t) 3
PCy1 = 0,88, (1)0271(75) = \110271@) ~ 076f3 + 078f4(t) :

(5.4)

La robustez de los estimadores cuando se utiliza una medida de asociacion distinta del
coeficiente de Pearson, se podra apreciar en el hecho de que para muestras contaminadas
segin C; (1 = 16 2), el estimador de la primera correlaciéon candénica debe presentar poco
sesgo manteniéndose cerca del valor 0,7 y no a p¢, 1. Por otra parte, los estimadores de las
primeras direcciones canénicas en X deberan proveer direcciones cercanas a ®; = f; y no a

O, 1 y andlogamente para los estimadores de las direcciones canénicas en Y.
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5.2.  Estimadores utilizados y algoritmos para su calculo

5.2.1. Estimadores considerados

Como mencionamos los estimadores a considerar dependen de la medida de asociacion
que se utilice y de las bases en las que se proyectan los datos funcionales. Como medidas de

asociacién consideramos

= la medida de correlacién de Pearson, pcr,
» la distancia de correlacién, ppist, definida en (2.7),

» la medida de asociacién pogk definida en (2.18) usando como estimador de escala un

T—estimador (ver seccién 6.9.1 de Maronna et al., 2006),

= la medida de asociacion construida a partir de un funcional de dispersién bivariado
definida en (2.17). Se utilizé como estimador de dispersiéon un M —estimador (Maronna,
1976) y, por esta razon, se indicara a la medida de asociacion pv,,. E1 M —estimador
de dispersion se calculd utilizando como funcién de peso la asociada a la funcién de
Huber (ver seccién 2.2.2 de Maronna et al., 2006) con constante de calibracién \/% ,
siendo x7,, el cuantil o de una distribucién Chi-cuadrado con ¢ grados de libertad, tal

como se sugiere en Maronna (1976),
» la medida de correlacién mediana, pg,,, definida en (2.10) y

= el coeficiente de correlacion de Spearman transformado psp definido en (2.11).

Respecto de las bases consideradas, se utilizaron dos bases fijas y una adaptiva. Més

precisamente, consideramos

= la base de Fourier,
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= la base de B—Splines ctibicos,

= la base de las direcciones principales.

En el caso de usar la base de las componentes principales se consideraron las autofunciones
del operador de covarianza muestral al utilizar la medida de asociacion de Pearson pcr, v la
base de las componentes principales esféricas para las demas medidas de asociacién de modo
a obtener direcciones de rapido célculo y resistentes a datos atipicos, ver Marden (1999). Las
componentes principales esféricas fueron introducidas para datos funcionales por Locantore

et al. (1999) y estudiadas posteriormente en Gervini (2008).

En todas las Tablas, al reportar las distintas medidas resumen se indica la medida de

asociacion y la base utilizada.

La dimension de las bases p, y ¢, se tomaron fijas en los resultados que presentamos en la
Seccién 5.4.1, mientras que en la Seccion 5.4.2 se dan los resultados cuando las dimensiones se
eligen mediante el procedimiento de convalidacién cruzada que se presenta en la Seccién 5.3.
Para el caso en que la dimension es fija, se calcularon estimadores cuando p, = ¢, =1,...,11
para la base de Fourier. Por otra parte, para la base de Splines y de componentes principales
se tomaron dimensiones p, = ¢, = 3,...,11, ya que en el caso de bases de Splines por
haber elegido splines cibicos la dimensién debe ser mayor o igual a 3 y en el caso de bases
de componentes principales, las primeras tres direcciones principales tanto de X como de
Y no son identificables. Efectivamente, las direcciones principales de X y de Y coinciden,
en este caso, con la base de Fourier y con las direcciones candnicas. Sin embargo, debido
a la eleccién 3gy = Xy; = diag{10,10,10,10 x 0,753}, i = 4,...,m, las primeras tres
direcciones principales no estdan adecuadamente identificadas, pudiendo solamente identificar
el subespacio principal de dimensién 3, ya que VAR((fi, X)#,) = VAR((f;,Y)n,) = 10
para ¢ = 1,2,3. Por esta razén y teniendo en cuenta que las contaminaciones introducidas

involucran a fy y f3, al trabajar con la base de componentes principales se tomé p > 3.
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5.2.2.  Algoritmos

Teniendo en cuenta que, al utilizar una medida de asociacién distinta del coeficiente de
correlacién de Pearson, los estimadores dados en (4.2) no pueden ser calculados exactamen-
te surge la necesidad de proveer algoritmos para su calculo aproximado. En esta seccion,
describiremos los distintos algoritmos utilizados en este estudio de simulacion que permitié

ademads evaluar su performance en cuanto a calidad de aproximacién de la solucién de (4.2).

Sean By = {01,09,...} v By = {m,m,...} bases ortonormales de H; y Hs, respec-
tivamente. Los estimadores propuestos en (4.2) consisten en buscar u = > 7" a;0; y v =
qn 2 qn b2

I bimg, con bt af =0 b7 = 1, que maximicen p( Py, [(u, X)u,, (v,Y)n,]). Observemos

que si definimos a = (ay,...,a,,)" b= (by...,b,)7",

X = (<X>61>H1>"'7<X75pn>H1)T y Y= (<Y7771>H2>"'7<Y777qn>7-[,2)T

se tiene que (u, X)z, = (a,X)pen = a'xy (0,Y)3, = (b, y)ran = b'y.

Los estimadores dados en (4.2) se obtienen encontrando a; = (aiy,...,a1,)" y Bl =
(311, . ,glqn)T que maximicen p(Q,[a™x, b"y]), donde @,, es la medida empirica asociada a
los datos multivariados (x;,y:), 1 <i <mn, con xX; = (i1, ..., Tip,)" ¥ Vi = Wity -+ Yig) "

Por lo tanto, el algoritmo deberd buscar los estimadores, a; y by, de las primeras direcciones
canénicas a; y by de los datos multivariados {(x;,yi)},<,<, para después reconstruir los

elementos de H; como d, = D iy y U, = Z;’;lgljnj .

El primer método de estimacién, descripto en el Algoritmo 2, esta basado en el Algoritmo
GRID, introducido en Alfons et al. (2016), que aproxima las direcciones que maximizan
p(Qn[a™x,bly]) y que estd implementado para las medidas de asociacién per, pvy ¥ Psp
en la funcion “ccaGrid” de la libreria “ccaPP” de R. Para ello, la maximizacién se hace
iterativamente en una sucesion de subespacios de dimensién 2. Los detalles se pueden ver en

dicho trabajo. Indicaremos a los estimadores obtenidos por ((/I\’GR]DJ, @GRIDJ) Y PGRID,1-
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Algoritmo 2 Calculo de direcciones canénicas con un método de Sieves utilizando el Algoritmo

GRID de Alfons et al. (2016).

1: A partir de la muestra (X, Y1)", ..., (X,,Y,)" vy las bases By y B; construya la muestra
(x1,¥1); -+, (X, ¥n) donde i; = (Xi, 6;)20, ¥ yi5 = (Vi 0j) e

2: Utilizando la funcién “ccaGrid” de la libreria “ccaPP” de R, estime las primeras direc-
ciones candnicas (ay, Bl) de la muestra (x1,y1),- ., (Xn, Yn)-

3: Construya los estimadores de las direcciones candnicas como &31 = Zf;l a0; y \Tfl =

S0 by v el estimador de la correlacién canénica como py = p(Qn[arx, bly]).

Siguiendo las ideas utilizadas por Croux y Ruiz-Gazen (1996) para la estimacién de la
primer componente principal y generalizadas para componentes principales funcionales por
Bali y Boente (2014), proponemos el Algoritmo 3 como segundo método para la estimacién

de las direcciones y correlaciones canodnicas.

Algoritmo 3 Calculo de componentes candénicas con un método de Sieves maximizando en un

conjunto de direcciones provenientes de la muestra.

1: A partir de la muestra (X, Y7)T, ..., (X,,Y,)T vy las bases B; y By construya la muestra

(X17YI)7 SR (Xn7 yn) donde Tij = <Xl7 6j>7‘l1 Y Yi; = <}/;777]>H2
2: Calcule medidas de posicién eventualmente robustas multivariadas g, y fi, de la muestra
(X1,¥1),-- - (Xn,¥n). Defina las observaciones centradas XEC) =X; — [y © ygc) =Yi— by

3: Normalice las observaciones, o sea, calcule

(c) (c)
X Y
%= ¥ Bi=
1% || rn 1y lran
y considere como conjunto de posibles direcciones {(c;, 3;) : 1 <i,j < n}.
4: Calcule (aj, by) = argmax,; ;- p(Qn[a;rx,,BJTy]).
5: Construya los estimadores de las direcciones candnicas como Cfl = Zf;l a0; y \Tll =

I bimi v el estimador de la correlacién candénica como py = p(Qn[aix, bly]).
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A los estimadores calculados segiin el Algoritmo 3 los denotaremos por ((T)CRGA, \T/CRGJ)
y ﬁCRG,1-

Una eleccién importante en el Algoritmo 3 es la medida de posicién utilizada para centrar
los datos. Si utilizamos este algoritmo con el coeficiente de correlacién de Pearson, la posicién
multivariada puede tomarse como la media muestral. Sin embargo, al utilizar medidas de
asociacion robustas la medida de posicion debe ser poco sensible a datos atipicos. Por esta
razon, en nuestro estudio de simulacion, tomamos como estimador robusto de la posicion
multivariada de una muestra x, ..., X,, X; € R” a la mediana espacial o mediana L', @i, es

decir, fi, = argmingeps (1/n) i, [|%i — ptflre, donde || - [[gs es la norma usual en R?.

Estd claro que ambos estimadores perip.1 ¥ Pora,1, al maximizar en subconjuntos mas
pequenos que el considerado en (4.2), cumplen que peraa < p1 Y Poripa < pi. Entre ambas
aproximaciones numéricas del estimador de la primera correlacién canénica p; dado en (4.2),
serd preferible aquel de mayor valor. Debido a esto proponemos un algoritmo cuyo resultado
sea la estimacién maés cercana a p; entre los estimadores presentados previamente. A este
nuevo estimador de la primera correlacién candnica lo denotamos por pcomp, y @ los esti-
madores de las primeras direcciones canodnicas por (CTJCOMBJ, \TICOMBJ) y se obtienen usando

el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4 Calculo de componentes canénicas combinando el Algoritmo 2 y el Algoritmo 3

1: Calcule los estimadores pgrip 1, (Parin1, Yerin1), Peraa ¥ (Pora1, Yere,1)-
2: Si pgrip1 > Porea defina (Poomp,is Yeomss 1) = (Paripas Yerip1) ¥ Pcoms = PGRID -

3: Si PGRID,1 < PCRG,1 defina ((DCOMB,la Veoms; 1) = (q)CRG,la ‘I’CRG,l) Y PcomB,1 = PCRG,1-

Vale la pena mencionar que si bien los estimadores clasicos, asociados al coeficiente de
correlacién de Pearson pcr, pueden calcularse explicitamente, en los estudios numéricos que
presentaremos se calcularon utilizando el mismo algoritmo que se us6é para computar los

estimadores robustos, para hacer comparables los resultados obtenidos. Por otra parte, para
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los Algoritmos 2 y 4, sélo utilizaremos las medidas de asociacion pcr, pv,, ¥ psp para las

cuales estd implementado en R el Algoritmo GRID, introducido en Alfons et al. (2016).

5.3.  Seleccion de parametros

Los estimadores de Sieves propuestos dependen de las bases By y By de H1 v Hs elegidas
respectivamente, la medida de asociacién p a maximizar y de las dimensiones p,, y ¢, de las
bases sobre las que se proyecta. Una vez elegidos By, By v p, deseamos determinar por un
procedimiento automatico a partir de la muestra observada, las dimensiones de las bases p,
y ¢, que utilizaremos para estimar. Para esto usaremos un método de convalidacion cruzada

adaptado al problema de correlacién candnica.

Llamemos r,, = (py, ¢») al pardmetro a determinar. Sean (<I>(') \Tfl(fgl) las primeras direc-

ryn,l?

ciones canodnicas estimadas usando el parametro r,, y calculadas con toda la muestra salvo

el dato (X;,Y;)"

(CID(Z) \Tl(i)l) = argmax p° (Péi)[<u,X>Hl, (v,Y)HQ]) ,

rn,17 *ry,
uESLpn 7U€‘527¢In
donde P(A) = (1/n) 32, 1a(X;, V).

Sean U(l = (P Ef) X,y Vrn L= <f1\1521, Y;)3,- Como en He et al. (2004), definimos

RCVy, 1 = ( Za v, ) (5.5)

donde indicamos por d(, ) a la medida bivariada de probabilidad que concentra toda su masa
en el punto (a,b). Dado un conjunto de valores posibles R para el pardmetro r,,, elegimos

como parametro T al valor

Thax = argmax RCV;, 1. (5.6)

rn€R

Para que los tiempos de cémputo en la simulacién sean razonables, los valores de r = (p, q)

dentro de los cuales maximizamos son tales que p = ¢, con lo cual los posibles valores de r,
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varfan en R = {(p,p) : p € R*}. Ademds, los valores considerados para p son los mismos
que usamos en los calculos en que la dimensién de la base se fijaba de antemano, o sea, para
bases de Fourier, R* = {1,...,11} y para las otras bases, R* = {3,...,11}. El funcional
de correlacién p utilizado en (5.5) es el mismo que se usa para calcular el estimador de las
direcciones y correlaciones canonicas. Por lo tanto, este método provee un procedimiento de

convalidacién cruzada robusta al elegir medidas de asociacién robustas.

5.4. Resultados de la simulacion

Cuando se utilizaron bases de dimension fija se realizaron nr = 1000 replicaciones pa-
ra cada una de las situaciones a considerar, mientras que cuando se utilizé convalidacion

cruzada, se realizaron nr = 100 replicaciones debido al tiempo de computo.

Para evaluar la bondad de un estimador p; de la correlacién candnica p;, calculamos
el promedio sobre las replicaciones de los valores p; obtenidos y el error cuadrdtico medio
ECM, es decir, el promedio de (p; — p1)?. Por otra parte, para evaluar a un estimador o,

de la direccién candnica P, se calcularon dos medidas:

= el promedio del valor absoluto del coseno del dngulo 6, 3 entre el estimador D, y la

direccién canodnica ®q, es decir, el promedio de

~

<<I)1’ cI)l)"Hl
@134, [[ P13,

| cos(by, 3,)] =

~

» el promedio sobre las replicaciones de la correlacion empirica pxx(®y,P1) =

p(P (@1, X), (1, X))).

Estas dos medidas se presentan solamente para los estimadores de ® ya que para los estima-

dores de ¥ se obtienen resultados semejantes.
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Se calculé ademas una medida global del ajuste dado por las estimaciones de ambas
direcciones, que llamaremos AISE como en He et al. (2004). Dicha medida es el promedio

sobre las nr replicaciones de ||[®; — 4|2 + [|U; — ¥4

5.4.1. Resultados con bases de dimension fija

En las Tablas 5.2 a 5.20 se presentan los resultados obtenidos cuando la dimension de la
base es fija. Como se mencioné anteriormente, en todos los casos, se tomé p,, = ¢,,. Las Tablas
5.2 a 5.7 presentan los resultados obtenidos con los estimadores (§GRID,1, {I\/GRIDJ) Y PGRID.15
las Tablas 5.8 a 5.13 corresponden a los estimadores (aCRG,l,{I\JCRGJ) Y Pcraa, Mmientras

que las Tablas 5.15 a 5.20 dan medidas resumen para los estimadores (CT>COMB,1, \TICOMBJ) y
PCOMB, 1-

Vale la pena mencionar que si p = ¢ = 1y (X,Y)T estdn dados en (5.1), entonces

(X, ) (Y fi)n,) = (&1, G), mientras que ((Xey, fi)ur, (Yo, fi)n,) = (1= V)(&,.G)
(Xen Fidanns (Ve fi)ms) = (61,C1) = (X, i),y (Y, fi)y), donde (Xey, Yo )Ty (Xey, Ye,)T
estdn definidos en (5.2) y (5.3), respectivamente. Luego, para datos con o sin contaminacién,
si p = 1 el estimador de Sieves de las direcciones candnicas sera </131 =fi=d,y \T/l =
f1 = V. Por esta razén, en las tablas antes mencionadas correspondientes a los estimadores
de la primera direccién candnica no se reportan los valores cuando p = 1. En la Tabla 5.1
se presentan las medidas resumen para los estimadores de la primera correlaciéon canodnica
cuando se utiliza la base de Fourier y p = 1. Observemos que en este caso, los valores de los
estimadores bajo Cy y Cs son iguales pues los datos proyectados coinciden y por esa razén

se presenta solamente el caso Cy y Ci 1.

Los valores reportados en las Tablas 5.2 a 5.4 corresponden a la estimacién de las primeras
direcciones canédnicas utilizando el Algoritmo 2 para muestras sin contaminacién y para

muestras con un 10% de contaminacién en los escenarios C7 y (s, respectivamente. Bajo
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Co C10,1

p | Media 10*xECM | Media 10*xECM
pc | 0.70 26| 0.70 28
pock | 0.70 32| 0.69 43
pvy | 0.70 28| 0.70 30
poist | 0.71 27| 0.71 28
Pt | 0.69 135| 0.63 247
psp | 0.70 31| 0.68 40

Tab. 5.1: Media y error cuadratico medio de p; para distintas medidas de asociacién p usando la

Base de Fourier, cuando p = 1.

Co y Ca0,1, el AISE va creciendo con la dimensién para todas las medidas de asociacién
consideradas al utilizar las bases de Fourier y de Splines. Por otro lado, bajo (' 1 se observa
un hecho anélogo para las bases de Splines y para la Base de Fourier cuando se utilizan como
medidas de asociacion los funcionales py,, v psp. Para esta contaminacién y para todas las
bases, salvo para la base de Fourier cuando p = 1 como se menciond anteriormente, los
estimadores basados en el coeficiente de correlacion de Pearson pcr, muestran un notable

sesgo. Efectivamente, la media de los valores de | cos(f )y pxx (P, &DGRIDJ) se a-

®1,2GRID.1
cerca a cero mientras que el AISE es mayor que 3. Notemos que 4 es el valor maximo posible
de AISE y se alcanza cuando CTDI y \T/l son ortogonales a ®; y W, respectivamente. Bajo
C1,0,1, los estimadores de la primera direccién canénica basados en funcionales de correlacion
robustos utilizando la base de Fourier, son mas estables ya que los valores reportados son
semejantes a los del escenario sin contaminacion, aunque presentan un ligero sesgo que
es mayor al utilizar el funcional pv,,. Algo similar observamos cuando usamos la base de
Splines, en las que el estimador </I\>GRID71 basado en pcr, se ve severamente afectado a partir

de dimension p = 3, mientras que los estimadores basados en funcionales robustos son

mucho més estables frente a esta contaminacién mostrando los mejores valores del AISE en
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dimensién 3. Por otra parte, bajo Cy 1, al utilizar bases de Fourier, el estimador basado en
pcr se ve severamente afectado a partir de p = 4, que es cuando los subespacios aproximantes
contienen a la direccién ®¢, 1 = Ve, 1 ~ 0,6 f3+0,8 f4, obteniéndose valores del AISE cercanos
o mayores a 3, mientras que los estimadores de la primera direccién candénica basados en
funcionales de asociacion robustos se ven levemente afectados si p = 3 6 4 produciéndose un

desmejoramiento paulatino de las estimaciones al crecer la dimension.

Bajo Cy y al utilizar la base de componentes principales el menor valor del AISE, es
decir, la mejor dimensién para los subespacios aproximantes, se obtiene cuando p = 5 para
el estimador clasico y p = 4 para las medidas de asociacion robustas. Se observa que bajo
Cy para las dimensiones que minimizan el AISE, todos los estimadores presentan un buen

desempeno ya que los valores medios de | cos(f )y pxx (P, @GRIDJ) resultan cerca-

®1,2GRID,1
nos a 1, mientras que el AISE es proximo a 0. Como es de esperar, para muestras Gaussianas
la correlaciéon de Pearson pcr, da el mejor procedimiento de estimacién para todas las bases,
ya que minimiza el AISE sobre los demés competidores alcanzando ademas valores medios

de |cos(0g, )y pxx (P, C/I;GRIDJ) méas cercanos a 1. En todas las bases observamos

*PGRID,1
como, a partir de la dimensién en la que se ve la mejor estimacién, los resultados comienzan
a desmejorar, creciendo paulatinamente el AISE al ir incrementando la dimensién como se
mencioné anteriormente. Este crecimiento paulatino del AISE podria deberse a un fenémeno

de sobre-ajuste que relacionaremos con los resultados obtenidos en el Capitulo 3 al analizar

el comportamiento de la primera correlacién candnica.

Vale la pena remarcar que, bajo Cy, en cada base, las mejores estimaciones se logran en
dimensiones en que los subespacios aproximantes logran estar considerablemente cercanos a
f1. El desempeno de los estimadores utilizando bases de Splines y bases de Fourier es mejor
que el de los estimadores que utilizan las bases de componentes principales, pues los valores
de AISE minimos correspondientes a estos ultimos duplican en general los valores obtenidos

con las otras dos elecciones de base. Una posible razon es el error que se acumula por la
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variabilidad de los estimadores de las componentes principales.

Cuando utilizamos la base de componentes principales, el estimador clasico de las di-
recciones canoénicas muestra su sensibilidad ante la contaminacién o, a partir de p = 3,
mientras que los estimadores basados en funcionales robustos no se ven mayormente afecta-
dos, alcanzando los mejores valores en dimensién 4 y 5 para luego ir desmejorando lentamente
al crecer la dimensién. Como mencionamos anteriormente, para la contaminacién C g1, f2
es la primera direcciéon candnica tanto en X como en Y al maximizar pqr. Los subespacios
aproximantes, al utilizar bases de Fourier, contienen a fy a partir de dimension 2 que es jus-
tamente la dimension a partir de la cual los estimadores basados en pcr, se ven severamente
afectados. Tanto para bases de Splines como para la bases de componentes principales, los
estimadores basados en el coeficiente de Pearson muestran sesgo para todas las dimensiones
consideradas. Un fenémeno andlogo se observa para la contaminacién Cy 1, bajo la cual los
estimadores clasicos se rompen al utilizar bases de Splines a partir de dimension 5 y a partir
de p = 3 para la base de componentes principales. Por otra parte, como se observd bajo
Ci,1, bajo Uy 1, los estimadores de la primera direccién candnica basados en funcionales de
asociacion robustos muestran sus mejores resultados cuando la dimensién es 3 para la base

de Splines y 4 para la de componentes principales.

Entre los estimadores basados en funcionales de correlacién robustos, el estimador de la
primera direccion candnica basado en pgp es el que muestra mejor desempeno ya que tiene el
menor AISE en todas las bases y dimensiones consideradas, ofreciendo un buen compromiso

entre eficiencia y robustez.

Las Tablas 5.5 a 5.7 presentan la media sobre replicaciones y el error cuadratico me-
dio, multiplicado por 10%, de los estimadores de la primera correlacién canénica cuando se
utiliza el Algoritmo 2 para muestras sin contaminacién y para muestras con un 10% de

contaminacién en los escenarios C y (), respectivamente.
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Si consideramos que las mejores estimaciones se consiguen cuando el ECM es minimo,
observamos que éstas se dan en dimension 2, 3 y 4 para bases de Fourier, Splines y compo-
nentes principales, respectivamente. Dichas estimaciones presentan valores medios cercanos
al valor que se desea estimar, p; = 0,7, y valores pequenos de ECM. Como es de esperar para
muestras Gaussianas, la correlacion de Pearson pcp, da el mejor procedimiento de estimacién
para todas las bases, ya que minimiza el ECM sobre los demas competidores. Sin embargo
los valores de ECM conseguidos al utilizar los funcionales robustos son muy similares a los
conseguidos utilizando pcr,. También se observa a partir de la dimension en que el ECM es
minimo un crecimiento del sesgo de las estimaciones que induce un crecimiento del ECM.
Dicho crecimiento podria estar relacionado con el fenémeno descripto en el Capitulo 3. En
el Corolario 3.3.1, mostramos que el estimador basado en Sieves p; definido en (4.2) es 1
con probabilidad 1 si alguna de las dimensiones de los subespacios aproximantes es mayor o
igual que el tamano de muestra. En nuestra simulacion, el tamano de muestra es 100, por lo
tanto, si eligiéramos valores de las dimensiones hasta 100, las medias de pgrip,1 se acercarian
a 1 aunque sin llegar necesariamente a 1, ya que el Algoritmo 2 busca en finitas direcciones

y es una aproximacién a los estimadores definidos en (4.2).

Al contaminar las observaciones, como era de esperarse, el estimador clasico se ve afectado
de manera contundente produciendo valores medios superiores a 0,90 bajo C}; para todas
las dimensiones consideradas, excepto cuando p = 1 y se utiliza la base de Fourier. Por
otro lado, bajo Uy el estimador clésico de la correlacién candnica presenta valores medios
superiores a 0.88 que incrementan su error cuadratico medio, a partir de p = 4, 5 y 4 para

bases de Fourier, Splines y componentes principales, respectivamente, acorde a lo comentado

sobre la Tabla 5.4.

Como para las direcciones canonicas, entre los estimadores de la primera correlacion
canonica basados en funcionales de correlacion robustos y obtenidos por el Algoritmo 2, el

estimador basado en psp presenta el mejor desempeno.
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Las Tablas 5.8 a 5.10 resumen los resultados obtenidos cuando se utiliza el Algoritmo 3
para estimar la primera direccion candnica y corresponden a muestras sin contaminacion y
muestras contaminadas bajo C1 o1y C20,1, respectivamente. Como en el caso del Algoritmo
2, bajo Cy al considerar bases de Fourier, el AISE crece lentamente con la dimension. Las
dimensiones en las que se minimiza el AISE para cada base son las mismas que al utilizar
el Algoritmo 2 pues dependen basicamente de la capacidad que poseen los subespacios para
contener buenos aproximantes de las direcciones canodnicas. En todas las bases observamos
como el AISE crece paulatinamente luego de la dimensién en que éste se minimiza. Una
posible razon de este efecto es que al aumentar la dimension la esfera unidad se vuelve mas
dificil de aproximar con una cantidad fija de direcciones, como se explicard mas adelante
al analizar el comportamiento de los estimadores de la primera correlacion canoénica. Para
la dimension en que se minimiza el AISE, todos los estimadores tienen un buen desempeno
ya que tanto el valor medio del coseno del dangulo como el promedio de las correlaciones
Pxx (P, (/ISCRGJ) resultan cercanos a 1 mientras que se obtienen valores pequenos de AISE.
Los estimadores basados en pg,, son mas sesgados que el resto de los estimadores bajo Cy,
aunque provee estimadores aceptables de las direcciones candnicas. Como era de esperar,
para datos sin contaminar, el menor valor de AISE en todas las bases se consigue al utilizar
el estimador clasico, si bien todas las demas medidas de asociacion, salvo la basada en la

comediana pg,,, dan valores de AISE similares.

Tanto bajo C11 como bajo U1, el estimador clasico y el que utiliza la distancia de
correlacién ppist se ven afectados de manera contundente debido a la presencia de obser-
vaciones contaminadas. En particular, bajo Cy 1, el mayor cambio para dichos estimadores
se observa a partir de las mismas dimensiones que cuando se usé el Algoritmo 2, pues co-
mo mencionamos antes los subespacios aproximantes deben estar cercanos a las direcciones
canonicas @, y We,. Por otra parte, las dimensiones en las que se minimiza el AISE coin-

ciden con las obtenidas mediante el Algoritmo 2. El resto de los estimadores, basados en
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funcionales de asociacién robustos solo se ven levemente afectados y resultan estables pa-
ra las contaminaciones consideradas. Las dimensiones en las cuales se consiguen los valores
de AISE minimos para los estimadores basados en funcionales robustos son las mismas que
cuando se utiliza el Algoritmo 2. Nuevamente, para datos contaminados, el estimador basado
en el coeficiente de Spearman pgp se destaca mostrando los valores de AISE més pequenos

en todas las bases, siendo seguido por el estimador basado en pogk.

Los valores reportados en las Tablas 5.11 a 5.13 corresponden a la estimacién de la
primera correlacion canénica utilizando el Algoritmo 3 para datos sin contaminacién y datos
contaminados bajo C} 1y Cap1, respectivamente. Las dimensiones en las cuales se minimiza
el ECM son las mismas que cuando se utiliza el Algoritmo 2. En dichas dimensiones, bajo
Co, todos los estimadores, salvo los basadas en pg,, que presentan un mayor sesgo, resultan
aceptables pues presentan valores medios cercanos al valor que se desea estimar, p; = 0,7,
dando origen a valores pequenos de ECM. Cuando se utilizan bases de Fourier y de Splines, la
correlacion de Pearson pgy, resulta ser el mejor procedimiento de estimacion, ya que minimiza
el ECM sobre los demas competidores, como era de esperar. Sin embargo, los valores de
ECM conseguidos al utilizar los funcionales robustos son muy similares a los conseguidos
utilizando pcr,, excepto nuevamente para los estimadores basados en la comediana pg,,. Con
el Algoritmo 3, a diferencia de cuando se utiliza el Algoritmo 2, se observa que a partir de la
dimension en que el ECM es minimo, los valores medios de las estimaciones de p; decrecen.
Como mencionamos anteriormente, a diferencia del Algoritmo 2, el Algoritmo 3 toma una
cantidad fija de direcciones, basadas en los propios datos, sobre la cual maximizar la funcién
objetivo. Si bien para el problema de componentes principales, este método da origen a
estimadores consistentes, en este caso al aumentar la dimension la cantidad de direcciones

parece ser insuficiente para proveer una buena aproximacién del valor méximo dado en (4.2).

Como ya observaramos en las tablas correspondientes a las direcciones candnicas, bajo

C10.1y Cap1, los estimadores basados en pcr, y ppist se ven contundentemente afectados por
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la contaminacién. En particular, bajo Cf 1, la media sobre replicaciones de los estimadores
muestra cercanos a 0,9 a partir de las dimensiones 2, 3 y 7 para bases de Fourier, Splines
y componentes principales, respectivamente. Por otra parte, bajo Cs 1, la influencia de la
contaminacion en el estimador clasico es mayor a partir de p = 4, 5 y 3 para bases de Fourier,
Splines y componentes principales, respectivamente, tal como ocurria al utilizar el Algoritmo
2. El sesgo de los estimadores basados en funcionales robustos se muestra algo afectado por
las contaminaciones C1o; y Ca01 ya que aumentan levemente los valores medios de las
estimaciones para las dimensiones en las cuales se minimiza el AISE. La tnica excepcion
la constituyen los estimadores basados en la comediana pg,,; que muestra estimaciones mas
sesgadas de p;. La disminucién que se observa en la media de las estimaciones de p; a
partir de las dimensiones en que se minimizaba el AISE en la Tabla 5.10 podria atribuirse
al fenomeno descripto previamente sobre la dificultad de aproximar, para dimensiones altas,

la esfera unidad con una cantidad fija, independiente de la dimension, de direcciones.

Cabe mencionar que los valores medios obtenidos para el estimador de la correlacion
canonica son en general menores a los resultantes al utilizar el Algoritmo 2, lo que hace
sospechar que este ultimo provee un mejor método para aproximar los estimadores de las
direcciones canonicas. Este hecho se ilustra en la Tabla 5.14 que reporta la cantidad de veces
en las 1000 replicaciones en que el valor del estimador de la primera correlacién canénica
porga dado por el Algoritmo 3 es mayor que el valor pgrip obtenido utilizando el Algo-
ritmo 2. Se observa que, a partir de dimension p = 4, prevalece el estimador que utiliza el
Algoritmo 2, salvo en el escenario C}; cuando se usan bases de componentes principales y
el estimador basado en pcr,. Combinado este resultado con el hecho que, para dimensiones
bajas los medidas resumen obtenidas mediante el Algoritmo 2 son similares a las obtenidas
con el Algoritmo 3, resulta razonable que las Tablas 5.15 a 5.20 asociadas a los estimado-
res provenientes de utilizar el Algoritmo 4, pcoms.1 ¥ @COMBJ, \TICOMBJ), muestren valores

similares y tengan una interpretaciéon analoga a las Tablas 5.2 a 5.7 que corresponden al
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Algoritmo 2.

Vale la pena notar que el Algoritmo 2 da una mejor aproximacion que el Algoritmo 3 al
valor maximo dado en (4.2) al considerar las medidas de asociacién dadas por los coeficientes
de Pearson y Spearman o la generada por el funcional de dispersion bivariado definida en
(2.17). Sin embargo, el Algoritmo 3 provee resultados razonables para estas medidas y una
alternativa simple cuando se consideran otras medidas de asociacion. Por esta razén, en
las Secciones 5.4.2 y 5.5, al considerar la performance del método de convalidacion cruzada
para elegir la dimensién del subespacio aproximante y de las medidas de deteccion de datos
atipicos, incluiremos también los resultados obtenidos cuando se calculan los estimadores

mediante el Algoritmo 3.



cerip Px,crip AISE|Corip px.arip AISE|Corip px,crip AISE|Corip px.crip AISE|Corip px,crip AISE
p p=2 p=3 p=4 p=2>5 p=06

Base de Fourier

pc, | 099 099 0.04 1099 099 0.06 098 098 0.09 097 097 0.14 095 097 0.20

pvy | 099 099 004]098 098 0.08097 097 0.12]096 097 0.18]094 096 0.25

psp | 099 099 0.05]098 098 0.09]097 097 0.13]095 095 0.21]093 095 0.28
Base de Splines

oL 099 099 0.06]098 098 0.10]0.97 097 0.14]0.95 097 0.21

PVy 098 098 0.08097 097 0.13]095 096 0.18]0.93 096 0.28

Psp 097 097 0.12]096 096 0.18]094 095 024|091 094 0.36

Base de Componentes Principales

PoL 091 093 036]09 097 0.17]096 097 0.16 095 097 0.21

PVy 091 092 038({095 09 0.19{095 096 0.20]0.93 096 0.27

Psp 090 091 041]094 095 023094 095 025]092 094 0.34

p p="7T p=28 p=9 p=10 p=11

Base de Fourier

pc | 093 096 0271091 095 038088 095 049084 094 065079 093 0.83

pvy| 091 095 034]088 094 048084 092 064]0.79 091 082]074 090 1.05

psp | 090 093 041087 091 054]082 0.8 0.72]077 087 091]070 0.83 1.18
Base de Splines

pc.| 093 096 028090 095 040|087 095 050083 094 068079 093 0.85

pvy,| 091 095 036|087 094 051084 092 065079 091 084|074 090 1.04

psp | 0.88 092 04708 091 060|082 090 0.73]078 090 08607 0.88 0.99

Base de Componentes Principales

pcn | 093 096 029 1090 095 042 0.8 095 056081 094 077075 093 0.98

pvy| 090 095 038]086 093 055082 092 073]076 091 096|070 090 1.19

psp | 0.88 092 047084 091 062]079 088 082]07 0.8 1.01]069 085 1.22

Tab. 5.2: Medidas resumen correspondientes a la estimacion de las primeras direcciones canénicas para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p = ¢ usando el Algoritmo 2. Se presentan el AISE, la media sobre replicaciones del

angulo medido a través del cgrip = | cos(6

®1,9GRID,1

a la medida de asociacién usada para datos sin contaminar.

)| v del valor px.arip = pxx (®1, Pcrip,1) correspondiente
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cerip Px,crip AISE|Corip px.arip AISE|Corip px,crip AISE|Corip px.crip AISE|Corip px,crip AISE
p p=2 p=3 p=4 p=2>5 p=06

Base de Fourier

pcL | 0.18  0.09 3.29|0.20 0.09 322|020 009 319021 010 3.180.21 0.10 3.18

pvy | 0.86 0.77 055(08 073 06108 071 069]081 069 077|078 068 0.87

psp | 096  0.88 0.15]095 0.88 0.22]093 087 029]091 0.8 0.38]088 0.84 0.50
Base de Splines

oL 0.20 0.09 318|020 0.09 319|020 0.09 319|020 0.09 3.20

PVy 0.84 071 0.65]0.82 070 0.71]0.81 068 0.78]0.78 0.67 0.90

Psp 093 081 0.28(092 080 0.33]090 079 042|085 0.76 0.59

Base de Componentes Principales

PCL 0.18 0.09 329020 0.09 321|020 0.09 320|020 0.09 3.20

PVy 0.74 063 1.04|080 068 0.79]0.80 0.68 0.81]0.77 0.67 0.91

Psp 0.80 0.72 0.79 0.8 077 053|086 077 0.57]082 075 0.71

p p="7T p=28 p=9 p=10 p=11

Base de Fourier

pcy | 0.21 0.10 3.18|0.20 0.11 319020 0.11 319019 011 322019 0.12 3.25

pvy | 0.76  0.67 098 |0.72 066 1.10 | 0.68 0.65 1.27]0.64 064 143|059 0.62 1.65

psp | 0.84 0.82 066|081 082 0.7 ]077 080 094|071 078 1.15]066 0.76 1.36
Base de Splines

pcu | 020  0.09 3.22|0.19 0.10 3.24]0.19 0.10 3.24]0.18 0.10 3.28]0.17 0.10 3.31

pvy | 0.75 0.66 099|072 064 1.13 067 062 131]0.63 061 149|059 059 1.66

psp | 0.82  0.75 0721078 0.73 089]07 073 099|071 071 1.15]068 0.71 1.26

Base de Componentes Principales

pcL | 020 0.09 3.22|0.19 0.10 3.24|0.19 0.10 3.26/|0.17 0.10 3.30]0.16 0.10 3.34

pvy| 074 065 1.03|070 063 121065 0.61 1.41]059 060 1.63]053 058 1.86

psp | 0.78 0.73 087073 070 1.09]068 0.69 127|064 067 1.46]|0.58 0.65 1.67

Tab. 5.3: Medidas resumen correspondientes a la estimacion de las primeras direcciones canénicas para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p = ¢ usando el Algoritmo 2 bajo C1,1. Se presentan el AISE, la media sobre

replicaciones del angulo medido a través del ¢grip = | cos(6

correspondientes a las medidas de asociacion usadas.

®1,9GRID,1

)| y del valor px.crip = pxx (®1, Porin,1)
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cerip Px,crip AISE|Corip px.arip AISE|Corip px,crip AISE|Corip px.crip AISE|Corip px,crip AISE
p p=2 p=3 p=4 p=2>5 p=06
Base de Fourier
pc, | 099 099 0.03 056 044 1.74|0.26 017 296|026 017 297025 017 2.99
pvy| 099 099 004|088 081 046082 074 0.71]081 073 077|079 0.72 0.86
psp | 099 099 0.06 096 092 0.16 092 0.8 0.31]089 083 043|086 0.81 0.57
Base de Splines
oL 0.56 044 1.76 {055 044 1.79]0.26 0.17 298|025 0.17 2.99
PVy 0.87 078 0.52]08 077 061]08 073 077|078 071 0.88
Psp 091 083 0.36(0.89 082 042(08% 079 048|083 0.75 0.67
Base de Componentes Principales
PCL 026 017 296|026 0.17 297|026 0.17 297|025 0.17 3
PVy 0.70 062 1.20{081 073 0708 073 0.77]0.78 071 0.87
Psp 0.77 070 093(08 079 047{087 079 051|083 0.7 0.67
p p="7T p=28 p=9 p=10 p=11
Base de Fourier
pcL | 0.25 017  3.02|0.24 017 3.04|0.23 017 3.07]0.22 017 3.10]0.22 017 3.14
pvy | 0.75 0.70 099|072 068 1.14 067 0.66 1.31]0.63 065 149|058 0.63 1.69
psp | 0.82 079 0.71]078 0.77 0891]073 0.75 108|067 072 1.31]062 0.71 1.52
Base de Splines
pcu | 0.25 017  3.02|0.24 017 3.05|0.23 0.17 3.070.22 0.17 3.11 0.21 0.17 3.15
pvy | 0.75 070 098|072 069 1.10 069 0.67 1.25]0.64 066 142|060 0.65 1.58
psp | 0.80 0.74 0.77 1078 0.74 0.89]0.75 0.73 1 1072 073 112068 0.72 1.27
Base de Componentes Principales
pcL | 0.25 017  3.02 024 017 3.05|0.23 0.17 3.09|0.22 017 3.140.20 0.17 3.19
pvy | 0.75  0.70 1 1071 068 117066 066 1.36|0.61 065 1.57|0.55 0.63 1.80
psp | 0.78 0.73 087 ]072 0.70 1.10]066 0.67 134|061 0.65 154|055 0.62 1.79

Tab. 5.4: Medidas resumen correspondientes a la estimacion de las primeras direcciones canénicas para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p = ¢ usando el Algoritmo 2 bajo Cz,1. Se presentan el AISE, la media sobre

replicaciones del angulo medido a través del ¢grip = | cos(6

correspondientes a las medidas de asociacion usadas.

®1,9GRID,1

)| y del valor px.crip = pxx (®1, Porin,1)
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5. Estudio de Monte Carlo 102
Media 10*xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM
p p=2 p=3 p=4 p=5 p==6

Base de Fourier

pcL | 0.71 25| 0.72 25| 0.72 27| 0.73 30| 0.74 35

pvy | 0.71 26| 0.72 28] 0.73 31| 0.74 36| 0.75 42

psp | 0.71 29| 0.73 34| 0.74 40| 0.75 49| 0.76 59
Base de Splines

PCL 0.72 25| 0.72 27| 0.73 30| 0.74 35

PV 0.72 28| 0.73 30| 0.74 36| 0.75 43

PSP 0.73 34| 0.74 39| 0.75 48| 0.76 55

Base de Componentes Principales

PCL 0.67 87| 0.71 30| 0.73 30| 0.74 34

PV 0.67 81| 0.72 31| 0.74 35| 0.75 42

PSP 0.68 79| 0.73 39| 0.75 46| 0.76 56

p p=17 p=2~8 p=9 p=10 p=11

Base de Fourier

pcL | 0.75 40| 0.75 47| 0.76 54| 0.77 64| 0.78 74

pvy | 0.76 51| 0.77 62| 0.77 75| 0.78 90| 0.79 106

psp | 0.76 71| 0.77 81| 0.78 93| 0.78 104] 0.78 116
Base de Splines

pcL | 0.75 40| 0.75 47| 0.76 54| 0.77 63| 0.78 74

pvy | 0.76 51| 0.77 62| 0.78 74| 0.78 88| 0.79 105

psp | 0.76 67| 0.77 75| 0.78 84| 0.78 93| 0.79 102

Base de Componentes Principales

pcL | 0.75 40| 0.75 47| 0.76 55| 0.77 63| 0.78 73

pvy | 0.76 50| 0.77 62| 0.78 75| 0.78 89| 0.79 104

psp | 0.76 68| 0.77 78| 0.77 91| 0.78 97| 0.78 106

Tab. 5.5: Media y error cuadratico medio, multiplicado por 10%, de pcrip,1 para distintas medidas

de asociacion p y dimensiones p usando el Algoritmo 2, para datos sin contaminar.




5. Estudio de Monte Carlo 103
Media 10*xECM |Media 10'xECM |Media 10?xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM
p p=2 p=3 p=4 p=5 p==6

Base de Fourier

pcr | 0.90 4141 0.90 4231 0.91 4321 0.91 441| 0.91 449

pvy | 0.82 199] 0.84 241| 0.85 265| 0.86 280| 0.86 296

psp | 0.75 55| 0.76 66| 0.77 75| 0.78 86| 0.78 96
Base de Splines

PCL 0.90 4221 0.91 434| 0.91 443 0.91 452

PV 0.84 236| 0.85 251 0.85 262| 0.86 287

psp 0.78 91| 0.79 102} 0.80 113] 0.80 129

Base de Componentes Principales

PCL 0.90 411 0.90 426 | 0.91 439| 0.91 450

PV 0.82 202| 0.85 246| 0.85 267| 0.86 286

PSP 0.73 68| 0.77 88| 0.79 106| 0.80 122

p p=17 p=2~8 p=9 p=10 p=11

Base de Fourier

pcL | 0.91 458| 0.91 468 | 0.92 476 0.92 486 | 0.92 494

pvy | 0.87 310| 0.87 326 | 0.88 343| 0.88 357] 0.89 379

psp | 0.79 110] 0.80 1221 0.80 134] 0.81 145| 0.81 160
Base de Splines

pcr | 0.91 461| 0.91 470| 0.92 480| 0.92 490| 0.92 499

pvy | 0.87 303| 0.87 322| 0.88 339| 0.88 361| 0.89 379

psp | 0.81 139| 0.81 149| 0.82 165] 0.82 173 0.83 183

Base de Componentes Principales

pcr | 0.91 460| 0.91 470| 0.92 479| 0.92 489| 0.92 499

pvy | 0.87 304| 0.87 321| 0.88 340| 0.88 360| 0.89 379

psp | 0.80 134| 0.81 147| 0.81 153| 0.82 162| 0.82 175

Tab. 5.6: Media y error cuadréatico medio, multiplicado por 104, de pcrip,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 2, bajo C 1.




5. Estudio de Monte Carlo 104
Media 10*xECM |Media 10'xECM |Media 10?xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM
p p=2 p=3 p=4 p=5 p==6

Base de Fourier

pcL | 0.71 25| 0.79 98| 0.88 352| 0.89 361| 0.89 371

pvy | 0.71 26| 0.76 56| 0.81 141} 0.81 157] 0.82 169

psp | 0.71 29| 0.74 441 0.77 72| 0.77 81| 0.78 94
Base de Splines

PCL 0.79 98| 0.79 107| 0.89 357| 0.89 371

PV 0.75 52| 0.76 61| 0.81 146| 0.82 162

psp 0.74 471 0.75 56| 0.78 84| 0.78 94

Base de Componentes Principales

PCL 0.86 290| 0.88 333| 0.88 353| 0.89 368

PV 0.75 102| 0.79 124] 0.81 146| 0.82 164

psp 0.69 74| 0.76 64| 0.77 79| 0.78 94

p p=17 p=2~8 p=9 p=10 p=11

Base de Fourier

pcr | 0.89 381 0.90 391 0.90 402 | 0.90 412 0.90 422

pvy | 0.83 186| 0.83 202| 0.84 219| 0.85 236| 0.85 252

psp | 0.79 104| 0.79 113] 0.80 122| 0.80 132| 0.81 143
Base de Splines

pcr | 0.89 382| 0.90 392| 0.90 402| 0.90 4121 0.90 423

pvy | 0.82 175] 0.83 189] 0.84 207 0.84 223| 0.85 245

psp | 0.79 102] 0.80 116] 0.80 127} 0.81 136| 0.81 146

Base de Componentes Principales

pcr | 0.89 380| 0.90 391 0.90 402| 0.90 4121 0.90 422

pvy | 0.82 177] 0.83 195] 0.84 211| 0.84 227| 0.85 243

psp | 0.78 105| 0.79 114} 0.79 123] 0.80 128] 0.80 137

Tab. 5.7: Media y error cuadrético medio, multiplicado por 104, de pcrip,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 2, bajo Cy 1.




ccra px.cra AISE|ccra px.cra AISE|ccra px.cra AISE[ccra px,.crc AISE[ccre px.crg AISE
D p=2 p=3 5 %:Fél ' p=>5 p=~0
ase de Fourier
pcr, | 0.99 099 0041097 097 0.10]094 095 0247091 092 038]0.87 090 051
pock | 0.98 098 0.08 096 096 0.17]0.92 093 032|088 090 048 |0.85 0.88 0.61
pvy 1099 099 0.05]097 097 0.12]093 094 0.26 090 0.92 041087 0.90 0.54
ppisT| 0.99 0.99 0.05]097 097 0.12 093 094 027090 0.92 042 |0.87 090 0.54
pem 1093 095 0.26 {090 091 0431084 087 0.65(080 0.85 0.81]0.77 0.83 0.94
psp | 0.98 098 0.06 097 097 0.13 093 093 028090 091 042|086 0.89 0.55
Base de Splines
PCL 0.97 097 0107094 095 0237091 092 0.38[70.88 0.9 050
POGK 096 096 0.17 1092 093 0.32]0.8 090 0.47 |0.85 0.89 0.59
PV 0.97 097 012094 095 0.25]0.90 0.92 0.400.87 0.90 0.52
ODIST 0.97 097 0.131094 095 0.25]090 092 0.40 087 0.91 0.53
PEM 0.89 091 044|084 0.8 0.63]0.79 084 0.82 077 0.83 094
0SP 097 096 0.13 1094 094 026090 091 0.41 0.8 0.90 0.54
Base de Componentes Principales
PCL 09T 092 0377092 094 030090 092 040087 09I 0.51
POGK 0.88 090 0.48 |090 0.92 0.39]0.83 090 0.49 |0.86 0.89 0.59
PV 090 092 041092 093 032]0.8 091 0.43 087 0.90 0.53
ODIST 0.89 091 043|092 093 033]0.89 092 0.43 087 0.90 0.54
Pem 0.82 086 0.73 /082 0.8 0.73]0.79 0.85 0.85]0.76 0.83 0.97
PSP 0.89 091 043092 093 034]0.89 091 0.44 0.8 0.89 0.55
p p=7 p=2_ p=29 p =10 p=11
Base de Fourier
pcL | 0.85 089 061083 089 0.67]0.82 088 074[080 0838 0.78[0.80 0.88 0.80
pock | 0.83 087 0.71 1080 0.86 0.780.79 086 0.85|0.78 0.85 0.89|0.77 0.85 0.91
pvy | 0.84 089 0.63]0.82 0.88 0.70{0.81 0.88 0.76 |0.80 0.87 0.80|0.79 0.87 0.83
ppisT| 0.84 0.89 064 082 088 0.71 |0.81 0.88 0.76 |0.80 0.88 0.80|0.79 0.88 0.83
pem | 074082 1.05(0.72 0.82 1.15]0.70 081 1.1910.70 081 1.22|0.69 0.81 1.24
psp | 0.84 0.88 0.65|0.82 088 072|080 0.87 0.780.80 087 081|079 0.87 0.84
Base de Splines
pcL | 0.85 089 0.60[0.83 0.89 0.66 082 088 0.73[08T 088 0.77[0.80 0.88 0.80
pock | 0.82 087 0.70 |0.81 0.87 0.77]0.79 086 084 |0.78 0.86 0.88|0.77 0.85 0.92
pvy | 0.84 089 0.63]0.83 0.89 0.69 (081 0.88 0.76|0.80 0.87 0.79{0.79 0.87 0.83
ppisT| 0.84 0.89 0.64 |0.83 0.89 0.69 081 0.88 0.76 080 0.88 0.80|0.79 0.88 0.83
pPeMm | 074 082 1.07 |0.73 082 1.10]0.71 082 1.18 |0.70 0.81 1.21 069 0.81 1.25
psp |0.84 0.88 0.64|0.82 088 072|081 0.87 0.770.80 087 082|079 0.87 0.84
Base de Componentes Principales
pcL | 0.85 090 0591084 089 0.65]0.82 088 071708 03838 0.75]0.8T 088 0.77
pock | 0.83 087 0.70 |0.81 0.87 0.77 080 086 082|079 0.86 0.86|0.78 0.86 0.89
pvy | 0.85 089 0.62]0.83 0.89 0.68]0.82 0.8 0.73]0.81 0.8 0.77]0.80 0.87 0.81
ppisT| 0.84 0.89 0.63 |0.83 089 0.68|0.82 0.89 0.73|0.81 088 0.78|0.80 0.88 0.81
pem | 074 083 1.04 073 082 1.11]0.71 082 1.16 070 081 1.21 069 0.81 1.25
psp | 0.84 0.89 0.62|0.83 088 0.69 |08 0.8 0.75]0.80 087 0.79 (079 0.87 0.83

Tab. 5.8: Medidas resumen correspondientes a la estimacién de las primeras direcciones candnicas para distintas medidas de asocia-
cién p y dimensiones p = g usando el Algoritmo 3. Se presentan el AISE, la media sobre replicaciones del angulo medido

a través del ¢ora = | cos(t9(I>1 )| v del valor px crg = pxx(®1, Pcra,1) correspondiente a la medida de asociacion

“®CRG 1
usada para datos sin contaminar.
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ccra px,crg AISE[ccra px.cra AISE|ccra px,crac AISE[ccra px,crc AISE[ccre px.crg AISE
p p=2 p=3 p=4 P=5 p=©6
Base de Fourier
pcy | 0.200 0.09 3.1970.I18 0.09 32870.14 0.08 34570.09 0.06 3.627]0.07 0.06 3.70
pock| 094 089 025090 084 042|083 077 068078 0.73 089|074 070 1.03
pvy |08 073 0.60 082 069 0.74]07 064 095071 059 116 0.68 0.57 1.29
ppisT| 0.14 033 344 (0.12 033 354|008 032 3.70(0.06 032 379|004 032 3.83
pem 094 085 021 1088 0.79 047]082 074 07307 071 095|073 0.68 1.08
psp 1096 083 0.18093 080 03008 0.77 048|083 0.v4 0.67 |0.80 0.72 0.81
Base de Splines
OCL 0.I8 0.09 32870.14 0.08 3447009 0.07 3.62]0.08 0.06 3.68
POGK 0.89 084 04408 079 0.63]0.77 073 090|075 0.72 0.99
PV 0.82 0.69 0.74|0.77 065 092|071 060 1.15]0.68 0.58 1.26
PDIST 0.12 033 354 |0.09 033 3.65|005 032 3.79]0.04 0.32 3.82
Pem 0.88 0.79 047083 0.76 0.71]0.76 0.70 095|073 0.69 1.09
PSP 093 081 030|088 078 048084 0.74 066|080 0.73 0.79
Base de Componentes Principales
OCL 038 045 2477047 051 210[029 033 28470.16 0.21 3.36
POGK 0.77 080 091 084 0.8 0.63]0.84 0.8 063|082 0.8 0.73
PV 0.77 0.80 091079 081 085|075 078 099 0.72 0.75 1.12
PDIST 0.75 0.82 1.00 |0.66 0.76 1.34|045 061 219 0.22 045 3.13
Pem 0.72 0.73 1.12|0.73 0.73 1.09 {069 069 1.23]0.66 0.67 1.39
PSP 079 082 08208 087 058086 088 056|084 0.8 0.64
p p=7 p=238 p=29 p=10 p=11
Base de Fourier
pcy | 0.06 0.06 3747006 0.06 3787[70.05 005 380[0.05 0.05 3817]0.05 005 381
pock | 0.71 069 1.15]0.69 0.67 123|068 0.67 1.29 |0.66 0.66 1.35|0.66 0.66 1.35
pvy | 065 055 1.4110.63 054 148062 054 1.52 1061 054 1.550.60 0.53 1.59
ppist| 0.03 032 3.86 |0.03 032 387|003 032 388]0.03 032 383|003 0.32 3.88
pem | 069 067  1.22 10.68 0.66 1.280.67 0.65 1.32]0.66 0.65 1.38]0.65 0.65 1.40
psp | 0.77 0.71 093|074 070 1.01|0.73 0.69 1.06|0.72 069 1.10|0.72 0.69 1.13
Base de Splines
pcy | 0.06 0.06 3.7470.06 0.05 377005 005 37970.05 0.05 3807]0.05 005 3.80
pock | 0.72 070 1.13 |0.70 0.69 1.19 |0.68 0.67 1.28 |0.67 0.67 1.29|0.66 0.66 1.36
pvy | 066 056 1.37 1 0.63 0.55 145|062 054 152061 054 154 0.60 0.53 1.58
pepist| 0.03 032 3.86 |0.03 032 386|003 032 388]0.03 032 383|003 0.32 3.88
pem | 070 067  1.21 10.68 0.66 1.27 |0.67 0.66 1.30|0.65 0.65 1.36|0.65 0.65 1.38
psp | 0.77 0.71 091075 070 098073 0.70 1.05|0.72 0.69 1.10|0.72 0.69 1.13
Base de Componentes Principales
pcy | 0.06 0.IT 37670.05 010 3817004 009 38470.04 0.09 3847004 009 384
pock | 0.78 083 0.86 [0.76 0.82 093|075 082 099 073 0.81 1.06|0.73 081 1.09
pvy 1069 073 1.26 |0.67 0.72 1.34]063 0.70 1.46 [0.62 0.70 150 0.62 0.70 1.53
pepisT| 0.11  0.38 3.55[0.06 035 3.75|0.05 035 3.82]0.04 035 383|004 035 3.84
pPem 1062 0.65 1.52 059 0.63 1.64]0.56 062 1.74|0.56 062 1.76 |0.54 0.61 1.83
psp |0.82 0.8 072|080 084 0.8 |0.78 0.83 088|077 083 092|076 0.83 0.96
Tab. 5.9: Medidas resumen correspondientes a la estimacién de las primeras direcciones candnicas para distintas medidas de asocia-

cién p y dimensiones p = g usando el Algoritmo 3 bajo C o,1. Se presentan el AISE, la media sobre replicaciones del angulo

medido a través del ¢crg = |cos(d )| v del valor px cra = pxx(P1, (/ISCRG,l) correspondientes a las medidas de

®1,2CRG 1
asociacion usadas.
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ccra px,crg AISE[ccra px.cra AISE|ccra px,crac AISE[ccra px,crc AISE[ccre px.crg AISE
p p=2 p=3 p=4 P=5 p=©6
Base de Fourier
pc, 1099 099 0.047051 040 T1957]0.17 0.13 33170.14 0.12 3427013 011 347
pock | 098 098 008091 087 0.38 0.8 0.83 0.55]0.82 080 0.72 079 0.78 0.86
pvy 099 099 0.05]086 0.78 057 {078 0.69 088]0.75 066 1.03|0.71 0.64 1.17
ppist| 0.99 0.99 0.05|031 036 274011 020 3.56/|0.10 0.20 3.59|0.10 0.20 3.59
pem 1093 094 029 |08 083 0.601]0.79 077 08207 074 1.02/0.70 0.71 1.19
psp | 0.98 098 0.07 1092 0.85 031088 078 049|084 0.76 0.65|0.80 0.74 0.80
Base de Splines
PCL 050 039 1987042 034 233]0.14 012 3427013 0.12 3.45
POGK 091 087 036|086 0.8 0.55]0.82 080 0.73/0.79 0.78 0.86
PV 0.85 0.77 059079 0.72 0.82]0.75 0.67 1.03|0.71 0.64 1.17
PDIST 0.31 036 2.76 |0.27 0.33 290 |0.10 0.20 3.58 |0.10 0.20 3.60
Pem 0.85 082 0.61 080 0.79 0.81]0.74 074 1.04 071 0.73 1.16
PSP 092 085 033|087 0.81 051082 074 073|079 0.72 0.85
Base de Componentes Principales
PCL 020 014 3207017 013 3317014 012 3417]0.13 0.12 3.45
POGK 0.74 0.73 1 /1084 081 0.65 (082 081 072|079 0.78 0.86
PV 0.69 062 123|076 068 094|074 066 1.05/071 0.64 1.19
PDIST 0.14 0.22 341|011 020 3.56|0.10 0.20 3.58 |0.10 0.20 3.59
Pem 0.70 0.71 117 |{0.77 0.76 090 |0.74 0.74 1.05/0.71 0.72 1.16
PSP 0.76 070 095|086 0.77 058 |0.83 0.76 0.67 080 0.74 0.80
p p=7 p=238 p=29 p=10 p=11
Base de Fourier
pcL | 0.13 0.12 348 70.12 011 349 7]0.12 0.I11T 35170.12 0.I1T 35170.12 0.II 351
pock | 0.75  0.76 1 (073 074 108|072 0.74 1.141]0.70 073 1.19 070 0.73 1.20
pvy | 0.68 0.62 1.29 |0.66 0.61 1.37]0.65 0.60 1.43]0.64 0.60 1.46|0.63 0.60 1.49
ppisT| 0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.61|0.10 0.20 3.60
pem | 0.68 071 1.29 10.66 0.70 1.3710.64 069 1.45(0.64 069 1.46]0.63 069 1.49
psp | 077 0.72 092|076 072 099 074 0.71 1.05|0.73 0.71 1.08|0.72 0.71 1.12
Base de Splines
pc. | 0.13 0.1T 348 70.13 011 3497]0.12 0.IT 35070.12 0.I1T 3.5170.12 0.II 351
pock | 0.75 0.76 099 |0.74 0.75 1.07]072 074 114071 0.74 1.16 |0.70 0.73 1.22
pvy | 0.68 0.62 1.29 |0.66 0.61 1.36|0.65 0.61 1.43]0.64 0.60 1.47{0.63 0.60 1.49
ppist | 0.10 0.20 3.60 | 0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.61
pem | 0.68 071 1.28 10.67 0.70 1.35]0.64 0.69 1.43]0.64 070 1.441]0.63 0.69 147
psp | 076 0.71 098 |0.74 070 1.05|0.72 0.70 1.10|0.72 0.69 1.14 071 0.69 1.16
Base de Componentes Principales
pcL | 0.13  0.12 346 [0.12 011 349 7]0.12 0.IT 35070.12 0.IT 3.507[0.12 0.II 351
pock | 0.76 0.76 098 |0.74 0.75 1.04]0.72 074 111071 074 1.15|0.71 0.73 1.19
pvy | 0.68 0.63 1.28 |0.66 0.61 1.36|0.65 0.61 1.40|0.65 0.61 1.44]0.64 0.61 1.46
ppisT| 0.10  0.20 3.60 |0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.60 |0.10 0.20 3.61|0.10 0.20 3.60
pPem | 068 070 1.29 |0.66 0.71 1.35]0.65 070 1.40|0.65 0.70 1.43 064 0.69 145
psp | 0.78 0.73 0.89 |0.76 0.72 096 |0.75 0.72 1.01 |0.74 0.71 1.06 |{0.73 0.71 1.08
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Tab. 5.10: Medidas resumen correspondientes a la estimacién de las primeras direcciones candnicas para distintas medidas de aso-
ciacién p y dimensiones p = ¢ usando el Algoritmo 3 bajo (¢ 1. Se presentan el AISE, la media sobre replicaciones

del angulo medido a través del ¢crg = | cos(d )| v del valor px cra = px x (P, (/I;CRG,l) correspondientes a las

®1,2CRG 1
medidas de asociacion usadas.
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Media 10" xECM|Media 10" xECM]|Media 10" xECM]|Media 10*xECM |Media 10*xECM
P p=2 p=3 p=4 pP=5 p=26
Base de Fourier
per | 0.71 25| 0.70 241 0.68 29| 0.67 40| 0.66 51
pocx | 0.72 321 0.71 29| 0.70 28| 0.68 33| 0.67 39
pvy | 0.71 26| 0.71 25| 0.69 29| 0.67 39| 0.66 48
poist | 0.72 28| 0.72 271 0.70 25| 0.68 30| 0.67 35
P | 0.85 289| 0.85 287| 0.83 214| 0.81 172] 0.80 151
psp | 0.71 29| 0.71 28| 0.69 31| 0.67 40| 0.66 47
Base de Splines
PeL 0.70 24| 0.69 27| 0.67 39| 0.66 46
Pock 0.71 29| 0.70 271 0.68 34| 0.67 37
PV 0.71 25| 0.69 27| 0.67 38| 0.66 44
PpIST 0.72 271 0.70 25| 0.68 31| 0.68 33
Pent 0.85 287| 0.84 2441 0.81 172] 0.81 164
Psp 0.70 28| 0.69 29| 0.67 40| 0.66 45
Base de Componentes Principales
Per 0.66 86| 0.68 35| 0.67 41| 0.66 49
Pock 0.67 71| 0.69 321 0.68 33| 0.67 38
PV 0.66 88| 0.68 35| 0.67 39| 0.66 46
PpIST 0.67 75| 0.69 30| 0.68 30| 0.68 34
Pent 0.81 215| 0.82 202| 0.81 175] 0.80 157
Psp 0.66 91| 0.68 38| 0.67 41| 0.66 46
p p=7 p=2_8 p=9 p=10 p=11
Base de Fourier
pcr | 0.65 58| 0.64 63| 0.64 65| 0.64 67| 0.64 69
pock | 0.66 441 0.66 48| 0.65 50| 0.65 521 0.65 53
pvy | 0.65 55| 0.65 61| 0.64 63| 0.64 66| 0.64 67
poist | 0.67 39| 0.66 421 0.66 43| 0.66 44| 0.66 44
P | 0.79 140| 0.79 134] 0.79 132] 0.79 1271 0.79 128
psp | 0.65 54| 0.65 58| 0.65 60| 0.64 62| 0.64 63
Base de Splines
pcr | 0.65 57| 0.65 60| 0.64 65| 0.64 66| 0.64 68
Pock | 0.66 441 0.66 46| 0.66 50| 0.65 51| 0.65 53
pvy | 0.65 54| 0.65 58| 0.64 63| 0.64 64| 0.64 67
poist | 0.67 38| 0.66 40| 0.66 43| 0.66 43| 0.66 44
P | 0.80 139] 0.80 138] 0.79 133] 0.79 131 0.79 126
psp | 0.65 53| 0.65 55| 0.65 60| 0.65 61| 0.64 62
Base de Componentes Principales
pcr | 0.65 55| 0.65 60| 0.64 62| 0.64 65| 0.64 67
Pock | 0.66 421 0.66 45| 0.66 48| 0.65 51| 0.65 52
pvy | 0.65 51| 0.65 57| 0.65 60| 0.64 64| 0.64 65
poist | 0.67 37| 0.67 40| 0.66 41| 0.66 43| 0.66 43
P | 0.80 146| 0.79 139] 0.79 136| 0.79 131| 0.79 128
psp | 0.66 52| 0.65 55| 0.65 571 0.65 61| 0.65 61

Tab. 5.11: Media y error cuadratico medio, multiplicado por 10%, de Pcra,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 3, para datos sin contaminar.
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Media 10" xECM|Media 10" xECM]|Media 10" xECM]|Media 10*xECM |Media 10*xECM
P p=2 p=3 p=4 pP=5 p=26
Base de Fourier
pcr | 0.90 415| 0.90 419| 0.90 416| 0.90 414 0.90 412
Pock | 0.82 168 | 0.81 140| 0.79 105] 0.78 881 0.77 78
pvy | 0.85 242| 0.84 220| 0.82 191| 0.81 172] 0.80 161
poist | 0.91 471 091 473| 091 4701 0.91 468 | 0.91 467
P | 0.95 670| 0.94 628| 0.92 539| 0.91 488 | 0.90 457
psp | 0.78 78| 0.77 66| 0.75 47| 0.74 37| 0.73 32
Base de Splines
PeL 0.90 417| 0.90 418| 0.90 414 0.90 412
Pock 0.81 139] 0.79 117] 0.78 881 0.77 82
PV 0.84 220| 0.83 199| 0.81 173] 0.81 166
PpIST 0.91 471 091 4711 091 468 | 0.91 468
Pent 0.94 630| 0.93 568| 0.91 484 | 0.90 462
Psp 0.77 66| 0.76 52| 0.74 38| 0.73 34
Base de Componentes Principales
PeL 0.67 63| 0.71 33| 0.74 50| 0.77 86
PocK 0.69 71] 0.70 38| 0.70 31| 0.69 32
PV 0.66 98| 0.69 441 0.69 47| 0.68 58
PpIST 0.68 78| 0.72 571 0.76 105] 0.81 186
Pent 0.83 294| 0.85 314| 0.85 274| 0.83 228
Psp 0.65 109| 0.67 48| 0.67 43| 0.66 49
p p=7 p=2_8 p=9 p=10 p=11
Base de Fourier
pcr | 0.90 410| 0.90 409| 0.90 409| 0.90 409| 0.90 409
pock | 0.76 721 0.76 67| 0.76 68| 0.76 66| 0.76 66
pvy | 0.80 156 | 0.80 153 | 0.80 152] 0.80 151| 0.80 150
poist | 0.91 467| 0.91 466| 0.91 466| 0.91 466| 0.91 466
P | 0.89 429 0.89 426| 0.89 417| 0.89 419 0.89 413
psp | 0.72 30| 0.72 29| 0.72 28| 0.72 28| 0.72 28
Base de Splines
pcr | 0.90 410| 0.90 410| 0.90 409| 0.90 409 0.90 409
pocx | 0.76 73| 0.76 721 0.76 68| 0.76 67| 0.76 66
pvy | 0.80 157] 0.80 155] 0.80 152] 0.80 151| 0.80 151
poist | 0.91 467| 0.91 466| 0.91 466| 0.91 466| 0.91 466
P | 0.89 436| 0.89 430| 0.89 415| 0.89 417 0.89 415
psp | 0.72 30| 0.72 29| 0.72 28| 0.72 28| 0.72 28
Base de Componentes Principales
por | 0.84 211| 0.86 281| 0.91 457| 0.93 517| 0.95 633
Pock | 0.68 36| 0.67 38| 0.67 40| 0.67 41| 0.67 41
pvy | 0.68 73| 0.67 82| 0.67 89| 0.67 94| 0.67 96
poist | 0.86 324| 0.89 410| 0.93 559| 0.95 614 | 0.96 700
Pen | 0.82 191| 0.81 180| 0.81 176| 0.81 174] 0.81 179
psp | 0.65 58| 0.64 64| 0.64 65| 0.64 67| 0.64 69

Tab. 5.12: Media y error cuadratico medio, multiplicado por 10%, de Pcra,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 3, bajo C1 1.
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Media 10" xECM|Media 10" xECM]|Media 10" xECM]|Media 10*xECM |Media 10*xECM
p p=2 p=3 p=4 p=>5 p=>6
Base de Fourier
per | 0.71 25| 0.78 921 0.88 337| 0.88 337| 0.88 337
pocx | 0.72 32| 0.74 40| 0.74 40| 0.72 321 0.71 29
pvy | 0.71 26| 0.75 46| 0.77 94| 0.76 821 0.75 75
poist | 0.72 28| 0.81 149| 0.91 4471 0.91 447 0.91 447
P | 0.84 268| 0.86 310| 0.84 254| 0.83 216| 0.82 184
psp | 0.71 29| 0.73 321 0.73 33| 0.71 29| 0.70 27
Base de Splines
PeL 0.78 921 0.78 91| 0.88 333| 0.88 337
PocK 0.74 39| 0.73 30| 0.72 321 0.71 31
PV 0.75 46| 0.74 39| 0.76 81| 0.75 78
PpIST 0.81 149| 0.81 149| 0.90 442 0.91 447
Pent 0.86 310| 0.85 270| 0.83 210| 0.82 194
Psp 0.73 30| 0.72 25| 0.71 26| 0.70 27
Base de Componentes Principales
PeL 0.87 311| 0.88 330| 0.88 333| 0.88 336
PocK 0.70 68| 0.73 39| 0.72 33| 0.71 30
PV 0.74 94| 0.77 871 0.76 79| 0.75 75
PpIST 0.89 385| 0.90 426| 0.90 437 0.90 443
Pent 0.81 221| 0.84 242| 0.83 207| 0.82 195
Psp 0.69 68| 0.72 32| 0.71 28| 0.71 27
p p=7 p=2_8 p=29 p=10 p=11
Base de Fourier
por | 0.88 338 0.88 338 0.88 338| 0.88 338| 0.88 338
pock | 0.71 29| 0.70 29| 0.70 29| 0.70 28| 0.70 28
pvy | 0.75 721 0.74 71| 0.74 70| 0.74 69| 0.74 70
poist | 0.91 447| 0.91 4471 0.91 448| 0.91 448 | 0.91 448
P | 0.82 177| 0.81 165| 0.81 154| 0.81 159 0.81 156
psp | 0.70 271 0.69 28| 0.69 28| 0.69 28| 0.69 28
Base de Splines
por | 0.88 338 0.88 338 0.88 338| 0.88 338| 0.88 338
pocx | 0.71 28| 0.70 29| 0.70 29| 0.70 29| 0.70 29
pvy | 0.75 73] 0.74 721 0.74 70| 0.74 70| 0.74 70
poist | 0.91 447| 091 4471 0.91 4471 0.91 448 | 0.91 448
P | 0.81 166 | 0.81 172| 0.81 164| 0.81 157] 0.81 158
psp | 0.69 271 0.69 27| 0.69 28| 0.69 28| 0.69 29
Base de Componentes Principales
pcr | 0.88 337] 0.88 337] 0.88 338| 0.88 338| 0.88 338
pocx | 0.71 29| 0.70 29| 0.70 28| 0.70 29| 0.70 29
pvy | 0.75 73| 0.75 71] 0.74 71| 0.74 70| 0.74 70
poist | 0.91 445| 0.91 4471 0.91 4471 0.91 447 0.91 448
Pen | 0.82 179| 0.81 172| 0.81 168 | 0.81 164| 0.81 158
psp | 0.70 271 0.70 271 0.70 27| 0.69 28| 0.69 28

Tab. 5.13: Media y error cuadratico medio, multiplicado por 10%, de Pcra,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 3, bajo Ca 1.




p Co Cio1 Cao1
p
2 3 456 78 910112 3 4 5 6 78 9 10 112 3 4 5 6 7 8 9 1011
Base de Fourier
pc. |51 0 0 0 0 O O O O O(315 35 12 10 11 12 9 15 11 16|57 12 0 O O O O O O O
pvy|76 5 3 2 1 0 1 2 2 01405 130 44 32 27 2928 34 39 3455 95 61 2013 3 1 2 0 O
psp |39 9 7 11 13 20 24 22 25 42552 437 271 144 111 65 57 57 50 53 {36 199 90 56 53 43 42 33 37 24
Base de Splines
PcL 0 0000 O0O0O0TO 0 1 0 0 0 00 0 0 O 51 1.0 0 0 0 0 O
PVy 1 00 0 0 O0OO0OO0O 218 127 61 0 0O 0O O O O 204 121 523216 7 3 3 1
Psp 8 75 0 0 0 0 0 O 173 87 4 0 0 0 0 0 O 250 106 36 45 34 15 14 14 11
Base de Componentes Principales
pcL 33820 0 0 0O OO O O 0 0 0 0 4 18 399 627 961 849 360 33 1 0 0 0 0 O
PVy 2 000011 21 2 3 2 0 0 0 5 6 21 217 138 47 24 17 8 5 2 1
Psp 12 7 7 10 13 18 30 26 35 61 34 24 15 16 16 12 11 9 224 120 69 54 67 61 63 54 49

Tab. 5.14: Cantidad de veces en las 1000 replicaciones en que el valor de p; dado por el Algoritmo 3 es mayor que el

obtenido utilizando el Algoritmo GRID de Alfons et al. (2016).
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ccomp Px,comp AISE

ccomp Px,coms AISE

ccomp Px,comp AISE

ccomp Px,coms AISE

Ccoms Px,coms AISE

p p=2 p=3 p=4 p=>5 p=>6
Base de Fourier
pcL| 099 099 0.04|099 099 006|098 098 0.09| 097 097 014|095 097 0.20
pvy| 099 099 005|098 098 0.07] 097 097 011|096 097 0.17]094 096 0.25
psp| 099 098 0.06| 098 098 0.08 097 097 0121096 096 0.18| 094 095 0.25
Base de Splines
PoL 099 099 0.06|098 098 010|097 097 0.14] 095 097 0.21
PV 098 098 008|097 097 013|095 096 0.18] 093 096 0.28
Psp 098 097 010|096 096 0.18] 094 095 023|091 094 0.35
Base de Componentes Principales
PoL 092 094 030|096 097 017|096 097 0.16] 095 097 0.21
PV 091 092 038]095 096 019|095 096 020|093 096 0.27
Psp 090 092 040|094 095 022|094 095 024]092 094 0.32
p p=7 p=3_8 p=29 p=10 p=11
Base de Fourier
pc| 093 096 027|091 095 038]08 095 049|084 094 065 0.79 093 0.83
pvy| 091 095 034|088 094 048|084 092 064|079 091 0.82]074 090 1.05
psp| 091 094 036|088 093 047|083 090 066|079 089 084|073 086 1.06
Base de Splines
pc| 093 096 028 090 095 040|087 095 050|083 094 068 0.79 093 0.85
pvy| 091 095 036|087 094 051|084 092 065|079 091 084|074 090 1.04
psp| 0.89 092 046| 08 091 060|082 09 073079 090 0.8 | 0.75 0.89 0.98
Base de Componentes Principales
pcL| 093 096 029|090 095 042]08 095 056|081 094 0.77|0.75 093 0.98
pvy| 090 095 03808 094 054|082 092 073|076 091 096|070 090 1.19
psp| 0.89 093 044|086 092 057082 091 074]07 088 094| 0.72 087 1.13

Tab. 5.15: Medidas resumen correspondientes a la estimacion de las primeras direcciones candnicas para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p = ¢ usando el Algoritmo 4. Se presentan el AISE, la media sobre replica-

ciones del angulo medido a través del ¢comp = | cos(f

®1,2CcOMB,1

correspondiente a la medida de asociacién usada para datos sin contaminar.

)| 'y del valor px.comp = pxx(®1, Pcoms,1)
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ccomp Px,comp AISE

ccomp Px,coms AISE

ccom Px.coms AISE

ccomp Px,coms AISE

Ccoms Px,coms AISE

p p=2 p=3 p=4 p=>5 p=>6
Base de Fourier
pcL| 0.20  0.09 3.19| 020 0.09 319|020 009 319|020 0.09 320|020 0.09 3.21
pvy| 0.85 073 060|084 071 065|082 070 071|080 069 0.80]0.78 067 0.90
psp| 096 083 0.17| 094 083 024|093 084 029]092 08 034|089 08 045
Base de Splines
PoL 020 009 3.18]0.20 0.09 319|020 0.09 319|020 0.09 3.20
PV 083 071 067|082 070 074080 0.68 0.80|0.78 0.67 0.90
PSP 094 082 024]092 08 033]09 079 040|087 0.77 0.54
Base de Componentes Principales
PoL 0.18 0.09 329|020 0.09 321|020 0.09 320020 0.09 3.20
PV 0.74 063 103|080 068 0.79] 0.80 0.68 0.81|0.77 0.67 0.91
PSP 081 074 073]08 079 045|088 0.79 050|083 0.76 0.67
p p=7 p=3_8 p=29 p=10 p=11
Base de Fourier
pcL| 0.20  0.10 3.21| 020 0.10 3.22]0.19 0.10 3.23|0.19 010 3.26|0.18 0.10 3.29
pvy| 075 066 101|072 065 114|068 063 130|063 0.62 1.48] 0.58 0.60 1.69
psp| 0.86 084 058|083 083 071|079 082 084]074 079 107|069 078 1.26
Base de Splines
pcL| 0.20  0.09 322|019 010 324|019 010 324 0.18 010 328 0.17 0.10 3.31
pvy| 075 066 099 0.72 064 1.14] 067 062 130|063 061 1.49] 059 059 1.66
psp| 0.83 0.76 0.68| 079 0.74 084|076 073 095]072 072 111|069 071 124
Base de Componentes Principales
pcL| 0.20  0.09 322|019 010 3.25]0.13 010 349|0.09 0.09 3.65|0.04 0.09 3.83
pvy| 0.74 065 1.03|0.70 063 121} 065 061 141|059 060 1.64| 053 058 1.87
psp| 0.80 0.74 082|074 071 1.04|069 069 124|064 068 142|059 065 1.64

Tab. 5.16: Medidas resumen correspondientes a la estimacion de las primeras direcciones candnicas para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p = ¢ usando el Algoritmo 4 bajo C' o,1. Se presentan el AISE, la media sobre repli-

caciones del angulo medido a través del ccomp = | cos(6

correspondientes a las medidas de asociacién usadas.

®1,2CcOMB,1

)| 'y del valor px,coms = pxx(®1, Pcoms,1)
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ccomp Px,comp AISE

ccomp Px,coms AISE

ccoms Px,coms AISE

ccomp Px,coms AISE

Ccoms Px,coms AISE

p p=2 p=3 p=4 p=2>5 p=06
Base de Fourier
pcL| 099 099 0.04| 056 044 1751026 017 296|026 017 297|025 0.17 2.99
pvy,| 099 099 005|088 08 048] 0.82 074 071|081 073 077|079 072 0.86
psp| 099 098 0.06| 095 0.89 021]093 08 028|091 084 036]| 0.88 0.8 0.47
Base de Splines
PcL 0.56 044 1.75] 055 044 179|026 017 298] 0.25 0.17 2.99
PVy 087 079 05208 077 06208 073 077]078 071 0.88
PSP 093 08 030|090 083 0.38]089 079 045|085 077 0.62
Base de Componentes Principales
PoL 021 015 315|023 0.16 3.06| 025 0.17 298] 0.25 0.17  3.00
PV 0.70 063 1.18|0.81 073 0.77] 081 0.73 0.78 | 0.78 0.71 0.87
Psp 077 070 091]0.8 08 043] 089 080 044|085 0.78 0.58
p p="7 p= p=9 p=10 p=11
Base de Fourier
pcL| 0.25  0.17 3.02| 024 0.17 3.04| 023 017 307|022 017 3.10| 022 0.17 3.14
pvy| 0.75 070 098 0.72 068 1.14] 067 067 130|063 0.65 1.49] 058 0.63 1.69
psp| 0.84 081 062|080 0.79 080|075 077 1.00] 069 074 122|064 072 146
Base de Splines
pcL| 0.25  0.17 3.02| 024 0.17 3.05|023 017 3.07] 022 017 3.11| 021 017 3.15
pvy| 075 070 098 0.72 069 1.10] 069 067 125|064 066 142|060 065 1.58
psp| 0.81 0.75 0.73|0.78 0.75 086|075 073 099|072 073 110|0.68 0.72 1.25
Base de Componentes Principales
pcL| 0.25 0.17 3.02| 024 0.17 3.05|023 017 3.09| 022 017 3.14| 020 0.17 3.19
pvy| 075 070 1.00| 0.71 068 117|066 066 135|061 0.65 1.57] 055 063 1.80
psp| 0.82 0.76 0.74| 076 0.73 095|070 070 1.20] 0.65 0.68 1.41]| 0.58 0.65 1.67

Tab. 5.17: Medidas resumen correspondientes a la estimacion de las primeras direcciones candnicas para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p = ¢ usando el Algoritmo 4 bajo C 1. Se presentan el AISE, la media sobre repli-

caciones del angulo medido a través del ccomp = | cos(6

correspondientes a las medidas de asociacién usadas.

®1,2coMB,1

)| 'y del valor px,coms = pxx(®1, Pcoms,1)

O[18)) OJUOJ\ Op OIPUISH G

VIT
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Media 10*xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM
p p=2 p=3 p=4 p=5 p==6

Base de Fourier

pcL | 0.71 25| 0.72 25| 0.72 27| 0.73 30| 0.74 35

pvy | 0.71 26| 0.72 27] 0.73 30| 0.74 36| 0.75 42

psp | 0.71 29| 0.73 33| 0.74 38| 0.75 47| 0.76 56
Base de Splines

PCL 0.72 25| 0.72 27| 0.73 30| 0.74 35

PV 0.72 27| 0.73 30| 0.74 36| 0.75 43

PSP 0.73 33| 0.74 39| 0.75 47| 0.76 55

Base de Componentes Principales

PCL 0.68 65| 0.71 29| 0.73 30| 0.74 34

PV 0.67 81| 0.72 31| 0.74 35| 0.75 42

PSP 0.68 78] 0.73 38| 0.75 45| 0.76 55

p p=17 p=2~8 p=9 p=10 p=11

pcL | 0.75 40| 0.75 47| 0.76 54| 0.77 64| 0.78 74

pvy | 0.76 51| 0.77 62| 0.77 75| 0.79 90| 0.79 106

psp | 0.76 68| 0.77 79| 0.78 91| 0.78 102| 0.79 113
Base de Splines

pcL | 0.75 40| 0.75 47| 0.76 54| 0.77 63| 0.78 74

pvy | 0.76 51| 0.77 62| 0.78 74| 0.78 88| 0.79 105

psp | 0.76 66| 0.77 75| 0.78 84| 0.78 93| 0.79 102

Base de Componentes Principales

pcL | 0.75 40| 0.75 47| 0.76 55| 0.77 63| 0.78 73

pvy | 0.76 50| 0.77 62| 0.78 75| 0.78 89| 0.79 104

psp | 0.76 66| 0.77 75| 0.78 88| 0.78 95| 0.78 104

Tab. 5.18: Media y error cuadratico medio, multiplicado por 10%, de pcomb,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 4 para datos sin contaminar.
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Media 10*xECM |Media 10'xECM |Media 10?xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM
p p=2 p=3 p=4 p=5 p==6

Base de Fourier

pcr | 0.90 415] 0.90 4241 0.91 433] 0.91 443| 0.91 451

pvy | 0.85 2441 0.85 253| 0.85 268 | 0.86 283| 0.87 299

psp | 0.78 80| 0.78 82| 0.78 82| 0.78 88| 0.79 98
Base de Splines

PCL 0.90 4221 0.91 434| 0.91 443 0.91 452

PV 0.85 247] 0.85 257| 0.85 265| 0.86 287

PSP 0.79 92| 0.79 103| 0.80 114| 0.80 129

Base de Componentes Principales

PCL 0.90 411 0.90 426| 0.91 439| 0.91 450

PV 0.82 202] 0.85 247] 0.85 267| 0.86 286

Psp 0.73 65| 0.78 85| 0.79 105| 0.80 121

p p=17 p=2~8 p=9 p=10 p=11

pcL | 0.91 460| 0.91 470| 0.92 479| 0.92 4881 0.92 498

pvy | 0.87 314| 0.88 331] 0.88 3471 0.89 363| 0.89 385

psp | 0.79 111| 0.80 123| 0.80 132 0.81 144| 0.82 159
Base de Splines

pcL | 0.91 461| 0.91 470( 0.92 480| 0.92 490| 0.92 499

pvy | 0.87 304| 0.87 322| 0.88 339| 0.88 361 0.89 379

psp | 0.81 139| 0.81 149] 0.82 165| 0.82 173 0.83 183

Base de Componentes Principales

pcL | 0.91 460| 0.92 471] 0.92 506| 0.93 538| 0.95 634

pvy | 0.87 304| 0.87 321 0.88 340| 0.88 360| 0.89 380

psp | 0.80 133| 0.81 146| 0.81 153| 0.82 161| 0.82 174

Tab. 5.19: Media y error cuadratico medio, multiplicado por 10%, de pcomb,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 4, bajo C 1.
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Media 10*xECM |Media 10'xECM |Media 10?xECM |Media 10*xECM |Media 10*xECM
p p=2 p=3 p=4 p=5 p==6

Base de Fourier

pcL | 0.71 25| 0.79 98| 0.88 352| 0.89 361| 0.89 371

pvy | 0.71 26| 0.76 58| 0.81 143| 0.81 157| 0.82 169

psp | 0.71 29| 0.75 45| 0.77 72| 0.78 81| 0.78 92
Base de Splines

pCL 0.79 98| 0.79 107| 0.89 357| 0.89 371

PV 0.76 56| 0.76 62| 0.81 148] 0.82 163

psp 0.75 44| 0.75 53| 0.78 83| 0.78 92

Base de Componentes Principales

PCL 0.87 313| 0.88 337| 0.88 354 0.89 368

PV 0.75 102| 0.80 128| 0.81 147| 0.82 164

PSP 0.70 66| 0.76 62| 0.77 78| 0.78 92

p p=17 p=2~8 p=9 p=10 p=11

pcL | 0.89 381| 0.90 391 0.90 402| 0.90 4121 0.90 422

pvy | 0.83 186| 0.83 202] 0.84 219] 0.85 236| 0.85 252

psp | 0.79 103| 0.79 112| 0.80 122| 0.80 131 0.81 143
Base de Splines

pcL | 0.89 382| 0.90 3921 0.90 402| 0.90 4121 0.90 423

pvy | 0.82 175] 0.83 189| 0.84 207] 0.84 223| 0.85 245

psp | 0.79 101| 0.80 116] 0.80 127 0.81 136| 0.81 146

Base de Componentes Principales

pcL | 0.89 380| 0.90 391 0.90 402| 0.90 412] 0.90 422

pvy | 0.82 178] 0.83 195] 0.84 211] 0.84 227| 0.85 243

psp | 0.79 103| 0.79 112| 0.80 122| 0.80 128| 0.80 137

Tab. 5.20: Media y error cuadratico medio, multiplicado por 10%, de pcomb,1 para distintas medidas

de asociacién p y dimensiones p usando el Algoritmo 4, bajo Cy 1.
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5.4.2.  Resultados eligiendo la dimensién de la base mediante convalidacion cruzada

En esta seccién, se resumen los resultados obtenidos cuando la dimensién de las bases se
elige tal como se describié en la Seccion 5.3, de acuerdo al criterio de convalidacién cruzada
RCV,; definido en (5.5) donde r = (p, ¢). Como se menciona en la Seccién 5.3, la bisqueda
se realizé tomando p = ¢ y valores de p que variaban en R* = {1,--- 11} para las bases
de Fourier y R* = {3,...,11} para bases de Splines y de componentes principales. Una vez
obtenido el valor T4 = (P, p)* definido en (5.6), se estiman la primera correlacién candnica
y las primeras direcciones canénicas utilizando p elementos de la base. Tanto esta tltima
estimaciéon como las estimaciones de direcciones canénicas quitando una observacién de la
muestra anteriores a la maximizacién (5.6) se realizan con el mismo algoritmo, ya sea el

Algoritmo 2 o el 3.

En las tablas presentadas a continuacion se reporta, en la columna p, la mediana de los
valores p sobre las nr replicaciones ademéds de las medidas resumen utilizadas anteriormente.
En las tablas que corresponden a la estimacion de la primera correlacion canénica p; mediante
convalidacién cruzada, se presentan ademas el promedio sobre las nr replicaciones y el error
cuadratico medio de ps1 = /RCVj;1, es decir, el promedio y ECM de las correlaciones
maximas definidas en (5.5). Como en He et al. (2004), el valor pz; puede pensarse como
un estimador del verdadero valor p;. En dicho trabajo, donde se utilizé como medida de
asociacion la correlacién de Pearson, He et al. (2004) denominan a pg; la correlacién candnica
empirica (Empirical canonical correlation) ya que, en las simulaciones alli reportadas, ps1
resulté ser el mejor estimador de la primera correlaciéon canoénica. Respecto a las medidas de
asociacion utilizadas, son las mismas que las utilizadas en la seccion previa salvo que aqui
no utilizamos la medida ppigr pues mostré un comportamiento similar a la cldsica en bases

fijas.

Como se mencioné anteriormente, si bien para dimensién fija el Algoritmo 2 mostrd
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ser mejor que el Algoritmo 3 para aproximar los estimadores dados en (4.2), realizaremos
la comparacion del comportamiento de las estimaciones obtenidas mediante convalidacién
cruzada para ambos algoritmos ya que el procedimiento introducido por Alfons et al. (2016)
estd implementado en R solamente cuando la medida de asociacién es pcr, psp 0 pv,. La
implementacion de dicho algoritmo para una medida de asociacién general que incluya todas

las consideradas en esta tesis, excede los limites de la misma.

En la Tabla 5.21 se pueden encontrar los resultados correspondientes a la estimacion
de las primeras direcciones canénicas usando convalidacién cruzada y el Algoritmo 2. En
general, para muestras sin contaminar, todos los estimadores tienen un buen desempeno, ya
que tanto la media del coseno del angulo entre los estimadores de la direcciéon candnica y la
direccién real como la medida de asociacién pxx (P, @GRIDJ) resultan cercanas a 1. Como
era de esperarse en esta situacién todos los procedimientos tiene un AISE pequeno, y al
elegir en forma adaptiva la dimensién se obtienen valores muy similares a las dimensiones
que minimizaban el AISE en la Tabla 5.2. Tal como observaramos en la Tabla 5.2, cuando
no hay datos atipicos, la medida de correlacion de Pearson pcp, provee los mejores resultados
para las bases de Splines y componentes principales ya que se consigue el minimo AISE y

los valores promedios del |cos(f )| y de ﬁXX(®1,</I;GRID,11) mas cercanos a 1. Sin

®1,2GRID,1
embargo, como era de esperar, las estimaciones usando funcionales robustos dan resultados
muy similares a los obtenidos con la correlacién de Pearson. Teniendo en cuenta que los datos
se generaron usando una base de Fourier, los menores valores de AISE se obtienen cuando

se utiliza esta base seguida por la base de Splines.

Como en el caso en que la dimensién de la base es fija, bajo ambos escenarios de contami-
nacion, el estimador basado en la correlacion de Pearson, pcy,, se ve fuertemente afectado por
la presencia de datos atipicos. Efectivamente, en este caso, los valores promedios del coseno
del dngulo y de la medida de asociacién entre direcciones pxx (P, &\)GRIDJ) se alejan de 1

acercandose a 0, por lo que los valores de AISE crecen notoriamente tomando valores muy



5. Estudio de Monte Carlo 120

cercanos al maximo valor que es 4. En cambio, la contaminacion introducida sélo produce
un leve sesgo en los estimadores robustos de la primera direccion candnica que se traduce
en una reduccion del valor medio del coseno del dngulo. Sin embargo, dicha reduccién no
es drastica ya que los valores son siempre mayores a 0.75. Asimismo, los valores de AISE
crecen pero nunca superan el valor 1. Como en el caso en que la dimension de la base era fija,
entre los estimadores robustos se destaca el basado en la medida de correlacién de Spearman
psp ya que presenta el menor valor de AISE. Por otra parte, la media sobre replicaciones

de |cos(¢9<1)1 )|y pxx(®1, Pgrip) es la mds cercana a 1 para las bases consideradas.

&)GRIDJ
Estos resultados muestran semejanzas con los reportados por Alfons et al. (2016) para el
caso de datos multivariados. Vale la pena mencionar que al igual que para datos Gaussianos,
los procedimientos basados en la base de Fourier con la que se generaron los datos dan los

valores mas pequenos de AISE, seguidos por los de bases de Splines.

La Tabla 5.22 reporta la media y el error cuadrético medio, multiplicado por 10*, de los
estimadores de la primera correlaciéon candnica cuando usamos convalidacién cruzada y el
Algoritmo 2. Tal como comentamos en la Seccion 5.4.1 en lo referente a la Tabla 5.5, cuando
no hay contaminacion, todos los estimadores de la primera correlacion candnica presentan
un desempeno aceptable. Los valores medios de pgrip son cercanos al valor que se desea
estimar (p; = 0,7), con un sesgo positivo en todos los casos, y los ECM resultan bajos.
Por otro lado, observamos que el estimador p;1 = pp,crip,1 resulta levemente negativamente
sesgado para bases de Splines y componentes principales, dando valores medios apenas por
debajo del valor que se desea estimar para todas las medidas de asociacion, siendo el sesgo
menor en valor absoluto que el del estimador pgrip 1. Los valores del error cuadratico medio
de perip,1 son muy similares entre si y apenas mayores que los minimos ECM observados
en la Tabla 5.5. Para todos los funcionales de correlacién y para todas las bases, el error
cuadratico medio de pp grip es algo menor que el de perip 1. Este fendmeno puede explicarse

por el efecto del menor sesgo en valor absoluto de pp grip,1- Si bien el error cuadratico medio
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tiene una componente relacionada con la variabilidad, cuyos valores no reportamos aqui, la
reduccién en sesgo compensa la mayor dispersion de pscrip1 respecto de perip.1. Como es
usual, para muestras no contaminadas y para todas las bases, al utilizar el coeficiente de
correlacién de Pearson, pcy,, se obtienen errores cuadraticos medios inferiores a los obtenidos

con los estimadores basados en funcionales robustos de asociacién.

Respecto de la dimensién de las bases p, el método de convalidacién cruzada elige di-
mensiones bajas y cercanas a la dimension que minimizaba el AISE cuando p era fijo, ver
Tabla 5.2. Observemos que en algunos casos la mediana no da un valor entero por lo que
tanto la parte entera de dicho nimero como la parte entera mas uno, resultan dimensiones

razonables.

Para muestras contaminadas, los estimadores de la primera correlacion canénica pgrip .1
Y pp.crip, basados en el coeficiente de Pearson se ven fuertemente afectados ya que la media
de sus estimaciones se acerca a 0,9 bajo Ci 91 y 0,89 bajo Uy 1. Entre los estimadores de la
primera correlaciéon canénica basados en las dos medidas de asociaciéon robustas consideradas,
el estimador basado en la correlacion de Spearman pgp resulta ser el mas estable y con mejor
comportamiento, como en el caso de dimensién fija. Efectivamente, para este estimador el
incremento de su ECM respecto del obtenido para muestras Gaussianas sin contaminar y
el sesgo de pgrip, resultan moderados y menores que cuando se utiliza como medida de
asociacion py,,. Por otra parte, el error cuadratico medio de pscrip1 es algo menor que el
obtenido con pgrip 1, en todos los casos. Podemos explicar este resultado por la naturaleza
de la contaminacion introducida que tiende a aumentar los valores de los estimadores de la
correlacién. Recordemos que para muestras Gaussianas pp crip1 tenfa un sesgo negativo que
en valor absoluto era menor que el sesgo positivo de pgrip1. En este caso, por efecto de la
contaminacién considerada los estimadores ps crip,1 ¥ Porip,1 dan valores mayores resultando

los estimadores pprip1 con menor sesgo que los estimadores pgrip 1-

Cuando consideramos estimadores basados en medidas de asociaciéon robustas, como
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ocurrfa para datos Gaussianos, bajo Cig1 y Ca01, la mediana de la dimensién p obteni-

da por el procedimiento de convalidacion cruzada robusto, esta proxima a la dimension que

minimizaba el AISE cuando p era fijo, ver Tablas 5.3 y 5.4.

Co Cio1 Ca0,1

p | P Cerip Pxcrip AISE| P Cerip px.erip AISE|D Corip Px.crip AISE
Base de Fourier

po. | 1 098 099 008 | 2 018 0.09 326 |4 021 0.14 3.12

pvy| 1 098 099 007| 4 08 068 0.7 |4 083 0.77  0.66

psp | 1 098 098 011 | 2 093 084 029 |3 091 086 0.34
Base de Splines

peL | 3 096 098 016 | 3 020 010 320 |5 020 0.14 3.14

pvy| 4 095 097 023 4 080 067 082 |5 0.78 0.72  0.88

psp | 4 094 096 024| 4 092 079 0335 087 080 0.52

Base de Componentes Principales

po. | 4 094 097 022 | 3 017 009 328 |4 0.19 013 3.21

pvy 450 092 095 032 (450 0.76 0.65 095 |5 0.76 0.69 097

psp | 5 092 095 031| 4 08 078 054 |5 084 078 0.61

Tab. 5.21: Mediana de la dimensién obtenida p mediante convalidacién cruzada, AISE y medias

sobre replicaciones de Corip = ‘COS(6<I>1,§>1)’ Y px,crip = pxx (P1, ®1) correspondientes

al Algoritmo 2 y distintas medidas de asociacion.

Las Tablas 5.23 y 5.24 presentan medidas resumen para los estimadores de la primera

direccion canonica en el espacio X y para la primera correlacion canodnica, respectivamente

cuando se utiliza convalidacion cruzada para elegir la dimensién del subespacio aproximante

combinada con el Algoritmo 3 para calcular los estimadores. Los resultados obtenidos son

similares a los obtenidos en la Tabla 5.21 y le caben comentarios analogos, si bien vale la

pena observar que, como en el caso de dimensién fija, al utilizar como medidas de asociacion
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Co Cro.1 Ca0,1
Media |10*xECM Media |10*xECM Media |10*xECM
p P | P ppa|m Pp1| D | Pr Ppr| Pv o Ppa|P| Pr Pp1| P Ppa
Base de Fourier
peL | 1 10.71 0.71|31 281 2 1091 0.91(448 451]4/0.89 0.88]393 348
pvy | 1 1072 0.71 |40 32| 4 ]0.86 0.83|304 199(40.81 0.76 | 156 61
psp | 1 10.73 0.71|53 321 2 1077 0.75| 82 5513 10.77 0.73| 86 38
Base de Splines
peL | 3 10.73 0.69 |37 34| 3 091 0.90 (456 443[5/0.90 0.88[398 341
pvy | 4 10.74 0.69|50 401 4 |0.87 0.83]316 184|5[0.83 0.76|196 65
psp | 4 10.75 0.69 59 411 4 10.80 0.76 125 64(5(0.80 0.73{120 45
Base de Componentes Principales
peL | 4 10.73 0.68]|37 391 3 1091 091|454 446]4|0.89 0.88|385 353
pvy | 4.50]0.75 0.68 |57 5414.50]0.87 0.81|312 161|5|0.82 0.75|186 61
psp | 5 |0.76 0.68|61 52| 4 ]0.80 0.74|122 501510.79 0.71]108 41

Tab. 5.22: Mediana de la dimensién obtenida p mediante convalidacién cruzada, media y error

cuadratico medio, multiplicado por 104, de los estimadores p; = PGRID,1 Y P5.GRID,1 = Pp,1

obtenidos mediante el Algoritmo 2 y distintas medidas de asociacion.

pcL, Pvy O psp los valores medios obtenidos para el estimador de la primera correlacién

candnica basados en el Algoritmo 2 son menores que los obtenidos por el Algoritmo 3. Como

consecuencia de este hecho, el estimador pgrip 1 resulta més sesgado que pcrg,1 para procesos

Gaussianos, en especial para bases de Splines y de componentes principales. Un hecho inverso

se observa con pp crip,1 que resulta menos sesgado que pgp.cra,i-
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Co Cio1 Ca0,1
p | D Cere Pxcre AISE| P Core Pxcre AISE| D Cere Px.cre AISE
Base de Fourier
P | 1 099 099 0.03 [450 0.11 0.07 356 | 7 012 0.11 3.47
Po | 1 096 096 0.18 450 081 0.76 0.75 | 4 088 0.87 0.47
pv,| 1 098 099 0.07] 4 075 0.62 1 450 0.77 0.69 0.94
pr. | 5 087 091 056 | 5 079 074 0.82 150 085 086 0.53
pe | 1 097 097 010] 3 089 078 047 | 3 091 085 0.33
Base de Splines
P | 4 094 095 027 5 0.09 006 363 8 012 0.10 3.51
Poc | 4 090 092 040 | 5 077 072 090 | 5 080 0.78 0.77
pv,| 4 093 094 031 4 073 061 107 6 0.73 065 1.12
pr. | 7T 079 08 08| 7 073 068 1.07| 6 073 074 1.06
pe | 4 091 093 035| 4 087 076 054 | 5 084 0.77 0.62
Base de Componentes Principales
P | D 089 092 044 | 5 0.09 007 364 | 7 011 0.10 3.52
Po |6.50 0.85 089 062 | 7 072 069 1.07| 6 079 078 0.79
pv,| 5 089 091 047 | 5 0.69 057 120 5 071 0.63 1.17
pr. | 8 075 0.83 1 8 070 066 118 | 7 066 0.67 1.30
pe | 6 087 091 052] 6 08 072 077 5 082 075 0.70

Tab. 5.23: Mediana de la dimensién obtenida p mediante convalidacién cruzada, AISE y medias

al Algoritmo 3 y distintas medidas de asociacion.

sobre replicaciones de ¢crg = \COS(H(DL@)] y px,crG = pxx(®1,P1) correspondientes
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Co Cio1 Ca0,1
Media  10*xECM Media  10*xECM Media  10*xECM
p PP, Pl P Ppa| P | P Pea| P Ppi| D | Pr Ppi| D1 Ppa
Base de Fourier
pc, | 1 10.70 0.70| 29 29(4.5010.91 091439 455 7 |0.89 0.88|361 348
pock | 1 [0.71 0.71| 28 2814.5010.80 0.78 126 103| 4 |0.75 0.74| 45 41
pvy | 1 0.71 0.71| 29 29| 4 ]0.84 0.83|232 203[4.50(0.78 0.77]102 81
pem | 5 1081 076237 166 5 [0.90 0.82]562 346 |1.50|0.81 0.76 (224 131
psp | 1 10.71 0.70| 29 291 3 [0.76 0.75| 58 451 3 10.74 0.73] 34 30
Base de Splines
pcL | 4 10.69 0.67| 33 581 5 [0.91 091439 461 8 |0.89 0.88|359 344
pock | 4 [0.71 0.68| 29 50 5 [0.80 0.77 131 113| 5 |0.74 0.72| 47 48
pvy | 4 0.70 0.68| 30 39| 4 [0.84 0.83/235 204 6 |0.78 0.76| 99 80
pem |7 1084 0721256 212 7 093 0.78589 331 6 |0.87 0.71]326 212
psp | 4 10.70 0.68| 33 491 4 10.76 0.75| 60 451 5 |0.73 0.71] 37 35
Base de Componentes Principales
pcL | D5 |0.67 0.65| 41 7715 (091 091438 458 7 10.89 0.88]365 355
pock | 6.50]0.69 0.65| 38 84| 7 [0.80 0.76 116 87| 6 [0.74 0.70| 38 64
pvy | O [0.68 0.66| 42 73| 5 |0.83 0.82|216 174 5 |0.78 0.76| 99 87
pem | 8 10.83 0.66(207 231 8 |0.93 0.74|559 316 7 |0.85 0.67]263 245
psp | 6 [0.68 0.65| 38 66| 6 |0.75 0.73| 44 381 5 10.73 0.70| 32 51

Tab. 5.24: Mediana de la dimensién obtenida p mediante convalidacién cruzada, media y error

cuadratico medio, multiplicado por 10%, de los estimadores p; = PGRID,1Y P5.GRID,1 = Pp,1

obtenidos mediante el Algoritmo 3 y distintas medidas de asociacion.
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5.5.  Deteccion de datos atipicos

En esta Seccién, se evaluaran tres propuestas para la deteccion de datos atipicos. El
potencial efecto de los datos atipicos al realizar un analisis de datos multivariados ha sido
ampliamente estudiado y se han desarrollado diversos métodos que resultan robustos a su
influencia, ver por ejemplo Maronna et al. (2006). Sin embargo, el estudio de métodos para
deteccion de datos atipicos para datos funcionales es bastante reciente y se ha realizado
predominantemente en datos funcionales univariados. En Hubert et al. (2015) y en Lépez-
Pintado et al. (2014) se proponen métodos para la deteccién de datos atipicos para datos
funcionales multivariados. En esta seccion propondremos tres métodos para la deteccion de
datos atipicos cuando se tiene una muestra de un elemento aleatorio (X,Y") en el producto
de espacios de Hilbert separables H; x H,. Este tipo de elementos aleatorios contiene a los
datos funcionales bivariados, por lo tanto nuestros métodos entrarian en este grupo. A pesar
de no contar con una definicion precisa de lo que es un dato atipico, llamaremos observacién
atipica a una observacién que estd alejada de la mayoria de las observaciones de la muestra
o que puede afectar los resultados de la estimacion resultando muy influyentes en esta. En
Hubert et al. (2015) trabajan con datos funcionales multivariados y dan una taxonomia
de los distintos tipos de datos atipicos. Primero distinguen entre curvas atipicas aisladas
y curvas atipicas persistentes. Las aisladas son aquellas que difieren de la mayoria de las
curvas en un pequeno intervalo de tiempo. Este tipo de curvas atipicas se puede considerar
el andlogo a lo que Alqallaf et al. (2009) denominan propagacién de outliers en el caso de
muestras multivariadas Xy, ..., X, en R? en que la probabilidad de error es independiente
entre coordenadas. Dicho modelo, cuando la dimension es grande suele mostrar datos atipicos
que difieren de la mayoria por mostrar valores lejanos en una o pocas coordenadas del vector.
En el caso de datos funcionales, el efecto nocivo de estos datos atipicos aislados puede
amortiguarse realizando previamente un suavizado robusto mediante un M —estimador local

basado en nticleos. Las curvas atipicas persistentes son las que difieren del resto en la mayor
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parte del tiempo o incluso en todo el dominio. Esta clase de curvas atipicas es usual cuando
se plantea un modelo de Tukey-Huber de mezcla de distribuciones, como el que planteamos
en los escenarios de contaminacién C y Cs. Dentro de este grupo, dichos autores distinguen
entre curvas atipicas por traslacion, por amplitud y por forma. Llaman datos atipicos por
traslacion a aquellas curvas que tienen la misma forma que la mayoria de las curvas pero
estan alejadas de estas. Llaman curvas atipicas por forma a aquellas cuya forma difiere
de la mayoria de las curvas. Dicen que una curva es atipica en amplitud cuando puede
tener la misma forma que la mayoria de las curvas pero su escala (rango, amplitud) difiere.
Claro que puede haber curvas atipicas que muestren una combinacién de algunos de los
comportamientos atipicos descriptos. Vale la pena mencionar que analogamente al caso de
vectores aleatorios multivariados, el hecho de que una observacién (X;,Y;) de una muestra
del elemento aleatorio (X,Y’) en H; X Hz sea atipica no significa que necesariamente X; serd
atipico dentro de la muestra X,..., X, ni Y] serd atipico dentro de la muestra de Y7,...,Y,,.
Tampoco un dato atipico en X o en Y necesariamente sera atipico del vector (X,Y"). Lépez-
Pintado et al. (2014) muestran un ejemplo con las curvas de crecimiento de altura y peso de
ninos, encontrando un nino que crece poco en altura sin ser atipico su crecimiento en altura y
crece mucho en peso sin ser atipico su crecimiento en peso, sin embargo de manera conjunta la
observacion resulta atipica. Debido a estas cuestiones, los métodos que presentamos se basan
en utilizar los estimadores robustos de direcciones y correlaciones candnicas propuestos en
la tesis para poder detectar datos que resulten atipicos de manera conjunta y que sean

influyentes respecto a estas estimaciones.

Las condiciones de la simulaciéon son las mismas que las consideradas en la Secciéon 5.4 y
la dimension de la base se elige por convalidacion cruzada como en la Seccién 5.3. Como es
bien sabido las medidas de deteccién de datos atipicos deben basarse en estimadores robustos
para evitar enmascaramiento. Por esta razén, las propuestas descriptas en la Seccién 5.5.1 y

el estudio numérico de la Seccién 5.5.4, no incluyen al coeficiente de correlacion de Pearson y
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a la distancia de correlacion ppigt. Comenzaremos describiendo los distintos procedimientos

de deteccién de datos atipicos.

5.5.1.  Criterios para deteccion de datos atipicos

Proponemos 3 criterios para la deteccién de datos atipicos que describiremos a continua-

cién y que evaluaremos mediante un estudio de simulacién en la Seccién 5.5.4.

5.5.2.  Criterios de deteccion cuando se predice usando el analisis de correlacion canénica

Dados vectores aleatorios X € RP e Y € R? con media Ogr y Ogre, respectivamen-
te, podemos considerar las proyecciones ortogonales en las primeras direcciones canoénicas
(X, ®1)pe P y (Y, ¥)re ¥y como predictores de X e Y, respectivamente. En base a estos

predictores definimos los primeros dos criterios de deteccién de outliers.

Algoritmo 5 Criterio 1 de deteccién de datos atipicos

1: A partir de la muestra (X;, Y;)T, 1 <4 < n, obtenga estimadores robustos de las primeras
direcciones candnicas que indicaremos (/151 y (1\11. Dichos estimadores pueden obtenerse
mediante el Algoritmo 2 o el Algoritmo 3.

2: Centre los datos utilizando un estimador robusto de posicién. Defina la muestra centrada
X9 =X, —fix e V9 =Y — fiy.

3: Obtenga los predichos de X e V(9 proyectando en las primeras direcciones canénicas,
es decir X9 = (X9 313, @1 y V'V = (V19 W), 0.

4: Calcule los residuos R ; = X — )?Z(C)H%{l y Ry, = v — }//\;(C)H%Q.

5: Aplique un boxplot ajustado a la muestra (ng)lgén y obtenga el grupo de outliers
mayores a la mediana al que denominamos Gx.

Aplique un boxplot ajustado a la muestra (R%i)lgign y obtenga el grupo de outliers

mayores a la mediana al que denominamos Gy .
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Dentro del procedimiento de deteccién de outliers dado por el Algoritmo 5 podemos

utilizar tres criterios que indicamos en las tablas como se detalla a continuacién:

a) considerar como outliers a los datos en Gy, indicado ATx en las Tablas 5.25 y 5.28,
b) considerar como outliers a los datos en Gy, indicado ATy en las Tablas 5.25 y 5.28,

¢) considerar como outliers a los datos en la unién Gx U Gy, indicado como ATx,y en las

Tablas 5.25 y 5.28.

Notacién 5.5.1. Nos referiremos a Algoritmo 5 (GRID) o Algoritmo 5 (CRG) dependiendo
de si en el paso 1 del algoritmo se utiliza el Algoritmo 2 o el Algoritmo 3, respectivamente,

para el cdlculo de direcciones candnicas.

A continuacion presentamos el segundo criterio de deteccién de outliers basado en el

bagplot.

Algoritmo 6 Criterio 2 de deteccién de datos atipicos

1: Realice los pasos 1 a 3 del Algoritmo 5 y obtenga X\ e ¥,

2: Haga un bagplot de la muestra bidimensional ()?i(c), ?(C)) con factor de dispersién K.

7

Considere outliers a los que resultan de dicho bagplot.

En las simulaciones utilizamos tres factores de dispersion K = 2,25 y 3 en el Algoritmo

6, obteniendo 3 criterios distintos de deteccién de outliers.

Notacién 5.5.2. Nos referiremos a Algoritmo 6 (GRID) o Algoritmo 6 (CRG) dependiendo
de si en el paso 1 del algoritmo se utiliza el Algoritmo 5 (GRID) o el Algoritmo 5 (CRG),

respectivamente.



5. Estudio de Monte Carlo 130

5.5.3.  Criterio de deteccion con prediccion cruzada usando analisis de correlacion

canonica.

En Yohai y Garcia Ben (1980) se considera el siguiente problema. Sean vectores aleatorios
X € RP e Y € R? con media Ogr y Ogra, respectivamente. Dado un vector aleatorio W &
R?, indiquemos por Y3y el mejor predictor lineal de Y basado en W, es decir, Yy =
E(YWT)E(WWT)"'W. Se intenta encontrar el vector aleatorio W = (W7, ..., W,)T donde
cada componente es una funcién lineal de X tal que, Y3, minimiza el determinante de
E(Y — Y3 )(Y —Y3)". Yohai y Garcfa Ben (1980) muestran que el vector W que minimiza
dicha expresion es el formado por las primeras s variables candénicas en X. Basados en este

hecho, hemos considerado el siguiente Algoritmo para deteccién de outliers.

Algoritmo 7 Criterio 3 de deteccién de datos atipicos.

~

1: Aplique los pasos 1 a 4 del Algoritmo 3 y obtenga una muestra de w; = (x(© a;) y
0y = (y©, Bl> , u obtenga dichas variables candnicas utilizando el Algoritmo 2.

2: Obtenga el mejor predictor lineal robusto de y© basado en w; que indicaremos ?;%1
Del mismo modo, obtenga el mejor predictor lineal de x(® basado en &; que llamaremos
Xz .

3: Calcule los residuos R ; = 1%\ — )A(g”H?{l y Ry, = Iyl — ?%HH%{Q .

4: Realice un boxplot ajustado de la muestra (R?X,i)lgign y obtenga el grupo Gy de outliers
mayores a la mediana.

Realice un boxplot ajustado a la muestra (Rff’i)lggn y obtenga el grupo Gy de outliers
mayores a la mediana.
Aplique un boxplot ajustado a la muestra (Rgﬁ + R%’Z’)lgign y obtenga el grupo Gx .y

de outliers mayores a la mediana.

Para el método de deteccién de outliers descripto en el Algoritmo 7 podemos utilizar

varios criterios para identificar las observaciones influyentes, que indicaremos en las tablas



5. Estudio de Monte Carlo 131

como se detalla a continuacién:

a) considerar como outliers el grupo Gy, indicado ATy en las Tablas 5.27 y 5.30,

b) considerar como outliers el grupo Gy, indicado ATy en las Tablas 5.27 y 5.30,

c¢) considerar como outliers el grupo Gx U Gy, indicado AT,y en las Tablas 5.27 y 5.30,
d) considerar como outliers el grupo Gx .y, indicado ATx,y en las Tablas 5.27 y 5.30.

Notacién 5.5.3. Nos referiremos a Algoritmo 7 (GRID) o Algoritmo 7 (CRG) dependiendo
de si en el paso 1 del algoritmo, para el cdlculo de las variables candnicas, se utiliza el

Algoritmo 2 o el Algoritmo 3, respectivamente.

5.5.4.  Comparacién de los criterios de deteccion de datos atipicos

Como mencionamos anteriormente, en esta seccion presentaremos los resultados obtenidos
para los distintos métodos de deteccion de datos atipicos descriptos en la Seccién 5.5. Para
medir la efectividad del procedimiento se calculé el promedio sobre las nr = 100 replicaciones
de su sensibilidad y especificidad. La sensibilidad es la proporcién de datos atipicos generados
que son correctamente identificados como tales, mientras que la especificidad es la proporcién
de funciones no atipicas que el procedimiento identifica correctamente como no atipicas. Un
método ideal deberia mantener simultaneamente alta sensibilidad y especificidad. Es claro
que para el modelo en que las observaciones eran Gaussianas s6lo se puede reportar la

especificidad.

Las Tablas 5.25 a 5.27 presentan la especificidad y sensibilidad de los Criterios 1 a 3
de deteccion de datos atipicos descriptos en los Algoritmos 5 a 7, respectivamente, cuando
se utiliza el Algoritmo 2 para calcular los estimadores. Para el Criterio 2 se utilizaron tres

factores K = 2, 2,5 y 3 para la construccién del bagplot.
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Para todos los criterios, los niveles de especificidad son buenos en todos los escenarios.
Claramente, para los Criterio 1 y 3 la especificidad resulta algo menor cuando se identifica
como datos atipicos la union de los grupos Gy con Gy asi como al considerar el procedimiento
ATx 1y del Criterio 3. Respecto del Criterio 2, como es de esperar, la especificidad crece con
el factor K ya que aumenta la capsula convexa del bagplot y los valores identificados como
atipicos con el bagplot disminuyen. Para los factores K = 2,5 y K = 3, los niveles de
especificidad resultan razonables ya que son mayores al 95% y resultan similares para las
dos medidas de asociacion consideradas. Sin embargo, los valores de especificidad del Criterio

2 son inferiores a los obtenidos por los Criterio 1 y 3.

Cuando las muestras tienen datos atipicos, es decir, bajo C 1 y C2,1, las dos medidas
de asociacion robustas combinadas con los Criterios 1 y 3 tienen alta sensibilidad, indepen-
dientemente de la base elegida. Para el Criterio 1, el procedimiento basado en la unién de
los dos grupos Gx v Gy e indicado como AT x.y parece ser el mas adecuado, ya que el 1égico
descenso en especificidad respecto a las propuestas ATx y ATy es infimo en relacién al ascen-
so en sensibilidad respecto a dichas medidas de deteccién. Un resultado andlogo se observa
con el Criterio 3 al utilizar las medidas de detecciéon denominada ATx,y 0 ATx,y para las
bases de Splines y la de Fourier, no ocurriendo lo mismo con la base de Fourier donde la
sensibilidad no supera el 70 %. En casi todos los casos, el método ATy,y del Criterio 1 supera

en sensibilidad a los métodos ATy 1y 0 ATx,y del Criterio 3.

Los valores mas altos de sensibilidad en el Criterio 1 se obtienen al combinar el método
denominado ATx,y con el funcional de correlaciéon psp, para todas las bases consideradas,
mientras que el Criterio 3 toma valores muy proximos a 1 con ese funcional de correlacién
pero para las bases de Splines y de componentes principales tanto con ATy,y como con
ATx.y. A pesar de que para dichos procedimientos la sensibilidad es levemente mejor para
las bases de Fourier y Splines, recomendamos el uso de la base de componentes principales

por ser adaptiva y més adecuada al andlisis de un conjunto de datos reales.
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Finalmente, el Criterio 2 que estd basado en medidas de correlacién robusta, tiene difi-
cultades para detectar curvas atipicas ya que su sensibilidad es baja, por debajo del 40 %.
La razoén de dicho comportamiento puede explicarse por el hecho que, tanto bajo C 1 co-
mo bajo Cy1, los outliers correspondientes a X son ortogonales a ®; (similarmente los
correspondientes a Y son ortogonales a W;). Efectivamente, un procedimiento robusto de
estimacion producira estimadores 51 y \Tll cercanos a ®; y Wy, respectivamente por lo que
los valores ()/fl-(c), EA/Z-(C))T estardn cercanos a (0,0)T, correspondiendo a inliers y no pudiendo
ser detectados por este procedimiento. Esta medida de deteccién es til cuando los datos

atipicos corresponden a escores grandes en la direccién de la primera direccién canodnica.

En las Tablas 5.28 a 5.30 se pueden encontrar los resultados de especificidad y sensibili-
dad de los Criterios 1 a 3 de deteccién de datos atipicos descriptos en los Algoritmos 5 a 7,
respectivamente, cuando se utiliza el Algoritmo 3 para calcular los estimadores. Como al uti-
lizar el Algoritmo 2, los niveles de especificidad son altos para todos los criterios propuestos,
obteniéndose en algunos casos el valor 1 o valores muy cercanos a él. Por otra parte, cuando
las muestras tienen datos atipicos, para todas las medidas de asociacion robustas, los Crite-
rios 1 y 3 combinan buenos valores de sensibilidad y especificidad, independientemente de la
base elegida. Una excepcién a este comportamiento es cuando se utiliza la base de Fourier y
los procedimientos ATx,y 0 ATx .y del Criterio 3, para el que los valores de sensibilidad no
superan el 78 %. A diferencia de lo observado anteriormente respecto del comportamiento
de los estimadores, en este caso, los procedimientos basados en la comediana p{,; dan va-
lores muy altos de sensibilidad al utilizar el método denominado ATx,y del Criterio 1 o los
procedimientos ATx,y v ATxy del Criterio 3, obteniéndose resultados muy similares a los
conseguidos utilizando pgp. El procedimiento basado en la medida de asociacion pogk pre-
senta asimismo valores altos de sensibilidad en esas situaciones y podria rankearse como el
tercer procedimiento en cuanto a su performance en sensiblidad y especificidad. Como para

el Algoritmo 2, el procedimiento basado en la unién de los dos grupos Gx y Gy e indicado
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como AT x,y combinado con el Criterio 1 parece ser el mas adecuado. En este caso, los valores
de sensiblidad son semejantes para todas las bases, lo mismos ocurre con el Criterio 3 salvo
para la base de Fourier. Por esta razéon y teniendo en cuenta que se adapta a los datos a
analizar, recomendamos el uso de la base de componentes principales. Respecto del Criterio
2, como se describié anteriormente, este método de deteccién de datos atipicos no consigue
tener valores razonables de sensibilidad ya que sélo puede detectar datos atipicos asociados

a altos escores en la direccién de la primera direccion canodnica.

5.6. Conclusiones generales de la simulacion

Hemos realizado dos estudios de simulacién, uno con dimensiéon de la base fija y el otro
cuando dicha dimensién se elige mediante un procedimiento de convalidacién cruzada. A su
vez, en cada caso hemos generado estimadores en base al Algoritmo 2 y en base al Algoritmo
3. En el primer caso (Tablas 5.2 a 5.13), con ambos algoritmos, se observé que, cuando
los datos eran Gaussianos con la misma distribucién considerada en He et al. (2004), todas
las medidas de asociacién, salvo la comediana p{,,;, daban buenas estimaciones tanto de la
primera correlacién canénica como de las primeras direcciones candnicas. Respecto de los
resultados presentados en He et al. (2004), nuestros ECM son algo menores ya que utilizamos
muestras de tamano n = 100 cuando en dicho trabajo se consideraron muestras de tamano
n = 50. Para las contaminaciones consideradas, las estimaciones basadas en medidas de
asociacion robustas siguen dando resultados confiables en todos los casos, excepto al utilizar
la comediana p{,,. Entre los distintos estimadores robustos, se destaca por su desempeno el
estimador que maximiza la correlaciéon de Spearman pgp. Para este procedimiento el ECM
del estimador de correlacion y el AISE de las direcciones candnicas estimadas se mantuvieron
muy cercanos a los obtenidos para datos Gaussianos. Por otra parte, si se utilizan la corre-

lacion de Pearson pcp, o la de distancias ppist que son medidas de asociaciéon no robustas,



P Co Cio Co0,1
Especificidad Especificidad Sensibilidad Especificidad Sensibilidad
ATx ATy ATx,y | ATy ATy ATxoy | ATx ATy ATx,y | ATy ATy ATxoy | ATx ATy ATxey
Base de Fourier
pvy | 0.991 0.990 0.981 [0.998 0.999 0.997 |0.874 0.871 0.900 |0.999 0.999 0.999 [0.952 0.924 0.979
psp | 0.991 0.991 0.983 |0.999 0.999 0.998 [0.940 0.957 0.970 10999 0.999 [0.992 0.990 0.999
Base de Splines
pvy [ 0.990 0.991 0.981 [0.998 0.998 0.997 | 0.869 0.859 0.900 [0.999 0.999 0.998 |0.936 0.923 0.970
psp 10.991 0.990 0.981 [0.999 1 0.998 [ 0.987 0.994 0.999 |0.999 0.999 0.998 [0.992 0.974 1
Base de Componentes Principales
pvy | 0.990 0.990 0.980 [0.999 0.999 0.998 |0.869 0.860 0.891 |0.998 0.999 0.997 |0.899 0.901 0.943
psp [0.989 0.992 0.980 [0.999 1 0.999 [ 0.958 0.971 0.978 [0.999 0.999 0.998 [0.976 0.964 0.992
Tab. 5.25: Especificidad y Sensibilidad media sobre replicaciones cuando se usa la medida de deteccién basada en distancias
a valores predichos, Algoritmo 5 (GRID).
P Co Cio1 C20,1
Especificidad Especificidad Sensibilidad Especificidad Sensibilidad
K| 2 2,5 3 2 2,5 3 2 2,5 3 2 2,5 3 2 2,5 3
Base de Fourier
PV 0.921 0.974 0.992(0.916 0.966 0.986|0.177 0.001 0 ]0.927 0.971 0.990(0.392 0.189 0.087
Psp 0.920 0.976 0.992(0.915 0.972 0.990|0.017 O 0 10930 0.978 0.993(0.234 0.115 0.045
Base de Splines
PV 0.916 0.970 0.991(0.918 0.965 0.985/0.228 0.036 0 ]0.916 0.962 0.985]0.457 0.236 0.104
Psp 0.916 0.974 0.993(0.925 0.976 0.993|0.060 0.028 0.010]0.925 0.974 0.993[0.394 0.188 0.066
Base de Componentes Principales
PVy 0.912 0.964 0.988(0.916 0.965 0.985|0.325 0.035 0 [0.920 0.964 0.987]0.475 0.255 0.112
Psp 0.915 0.974 0.992(0.926 0.975 0.993|0.061 0.020 0.011]0.926 0.978 0.993|0.344 0.146 0.052

Tab. 5.26: Especificidad y Sensibilidad media sobre replicaciones cuando se usa la medida de atipicidad basada en bagplot

de escores para distintos niveles K = 2,2,5 y 3 de dispersién, Algoritmo 6 (GRID).
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Co

Cio.1

Cr0,1

Especificidad

ATx ATy ATxoy ATXx4y

Especificidad

ATy ATy ATxoy ATXx4y

Sensibilidad

ATx ATy ATxoy ATXx4y

Especificidad

ATx ATy ATxoy ATXx4y

Sensibilidad

ATx ATy ATxoy ATx41y

Base de Fourier

PV

Psp

0.994 0.994
0.993 0.994

0.988 0.994

0.987 0.994

0.999 0.998 0.996 0.998

0.999 1.000 0.999 0.999

0.759 0.732 0.849 0.842
0.839 0.843 0.865 0.881

0.998 0.998 0.997

0.996

0.996

0.998 0.998 0.998

0.609 0.615 0.674

0.574

0.679

0.500 0.524 0.583

Base de Splines

PV

Psp

0.992 0.991
0.991 0.992

0.984
0.984

0.992
0.992

0.999 0.999
0.999 0.999

0.998
0.999

0.999
1.000

0.762 0.795 0.850 0.878
0.936 0.904 0.978 0.979

0.999 0.999
0.999 0.999

0.999
0.998

0.999
0.999

0.817 0.767
0.846 0.848

0.896
0.932

0.904
0.959

Base de Componentes Principales

PV

Psp

0.991 0.991
0.990 0.993

0.983
0.984

0.990
0.989

0.998 0.997 0.995
0.999 0.999 0.997

0.999
0.999

0.669 0.735 0.789 0.782
0.846 0.834 0.895 0.919

0.999 0.999 0.998
0.999 0.999 0.998

0.999
0.999

0.866 0.865 0.935 0.936
0.964 0.938 0.992 1.000

Tab. 5.27: Especificidad y Sensibilidad media sobre replicaciones cuando se usa la medida de atipicidad basada en predi-

chos cruzados, Algoritmo 7 (GRID).

O[T&,) 9JUOJA\[ O OIPNISH ‘G

9eT



P Co C'1,0,1 C'2,0,1
Especificidad Especificidad Sensibilidad Especificidad Sensibilidad
ATy ATy ATyxoy | ATx ATy ATxoy | ATx ATy ATx,y | ATx ATy ATxe.y | ATy ATy ATxey
Base de Fourier
pock | 0.989 0.991 0.980 [0.998 0.999 0.998 [0.952 0.945 0.978 {0.999 1  0.998 |0.980 0.978 0.999
pvy [0.990 0.992 0.982 {0.999 0.999 0.997 |0.854 0.843 0.886 [0.998 0.999 0.997 [0.891 0.884 0.932
P 10.989 0.988 0.978 10.999 0.999 0.998 [0.951 0.943 0.995 (0.999 1  0.999 {0.977 0.963 0.999
psp 10.990 0.992 0.982 [0.998 1  0.998 |0.981 0.960 1 ]0.999 1  0.999 [0.988 0.971 0.998
Base de Splines
pock | 0.990 0.991 0.980 | 1 10999 0918 0.942 0.964 |0.998 1  0.998 |0.962 0.964 0.994
pvy [0.989 0.989 0.979 {0.999 0.999 0.998 |0.831 0.851 0.877 [0.999 0.999 0.998 [0.899 0.904 0.943
pem 10.989 0.990 0.979 10.999 0.999 0.999 [0.936 0.948 1 [0.999 0.999 0.999 |{0.963 0.966 0.990
psp [ 0.991 0.989 0.980 [0.999 0.999 0.999 [0.984 0979 1 0999 1  0.998 |0.981 0.983 0.999
Base de Componentes Principales
pock | 0.990 0.991 0.981 [0.998 1  0.998 [0.938 0.923 0.979 |0.998 1  0.998 |0.973 0.970 0.998
pvy [0.992 0.990 0.982 {0.999 0.999 0.998 |0.822 0.810 0.859 [0.998 1  0.998 |0.879 0.887 0.929
Py 10.989 0.987 0.977 {0.999 0.999 0.999 [0.931 0.957 1 |0.998 0.999 0.997 [0.951 0.969 0.993
psp 10.989 0.991 0.980 [0.999 1  0.998 |0.970 0.964 0.997 |0.999 0.999 0.998 | 0.988 0.968 1

Tab. 5.28: Especificidad y Sensibilidad media sobre replicaciones cuando se usa la medida de deteccién basada en distancias

a valores predichos, Algoritmo 5 (CRG).
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P Co Cho Ca0,1
Especificidad Especificidad Sensibilidad Especificidad Sensibilidad
2 2,5 3 2 2,5 3 2 2,5 3 2 2,5 3 2 2,5 3
Base de Fourier
POGK 0.917 0.974 0.992(0.912 0.966 0.988|0.143 0.092 0.043|0.926 0.976 0.992]0.290 0.153 0.065
PV 0.924 0.975 0.993(0.916 0.971 0.991]0.349 0.164 0.0480.925 0.974 0.991|0.458 0.278 0.150
Pem 0.912 0.972 0.992(0.917 0.971 0.990|0.143 0.086 0.031/0.928 0.977 0.993|0.268 0.154 0.089
psp 0.921 0.977 0.994(0.927 0.976 0.992|0.126 0.038 0 |0.927 0.979 0.993]0.274 0.127 0.045
Base de Splines
POGK 0.905 0.964 0.990(0.912 0.966 0.987|0.206 0.123 0.059|0.923 0.971 0.992]0.389 0.216 0.112
PVy 0.917 0.972 0.9930.921 0.974 0.993|0.357 0.144 0.049(0.923 0.973 0.993(0.491 0.312 0.178
P 0.910 0.971 0.993(0.922 0.975 0.992|0.256 0.176 0.095|0.926 0.978 0.992]0.415 0.221 0.102
Psp 0.918 0.974 0.993(0.928 0.976 0.993]0.108 0.049 0.013/0.927 0.974 0.992|0.397 0.216 0.109
Base de Componentes Principales
POGK 0.903 0.965 0.988(0.911 0.964 0.987]0.182 0.123 0.066 | 0.927 0.977 0.992|0.421 0.243 0.113
PV 0.915 0.972 0.993(0.924 0.973 0.990|0.370 0.210 0.082|0.926 0.974 0.990|0.570 0.351 0.217
Pem 0.914 0.970 0.990(0.920 0.972 0.992|0.224 0.146 0.075|0.928 0.974 0.993]0.510 0.345 0.215
Psp 0.915 0.973 0.994 (0.923 0.976 0.992]0.208 0.107 0.051|0.927 0.978 0.992|0.446 0.261 0.143

Tab. 5.29: Especificidad y Sensibilidad media sobre replicaciones cuando se usa la medida de atipicidad basada en bagplot

de escores para distintos niveles K de dispersién, Algoritmo 6 (CRG).
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Co

Cio

Ch0,1

ATx

Especificidad

ATy ATxoy ATx4y

Especificidad

AT x

ATy ATxoy ATx4y

Sensibilidad

ATx ATy ATxoy ATXx4y

Especificidad

ATx ATy ATxoy ATx4y

Sensibilidad

ATx ATy ATxoy ATXx4y

Base de Fourier

POGK

PV
*

Pcm

Psp

0.993
0.992
0.992
0.993

0.993 0.987

0.996 0.989
0.990

0.993

0.982
0.987

0.993
0.993
0.990
0.992

0.998 0.998 0.996

0.999 0.998 0.998
0.998

0.999

0.998
0.999

0.996
0.998

0.996
0.998
0.998
0.998

0.636 0.680 0.768 0.765
0.643 0.659 0.737 0.749
0.725 0.729 0.800 0.793
0.738 0.813 0.859 0.857

0.998 0.998 0.996 0.998

0.999 0.999
0.997

0.998

0.998 0.998
0.998

0.997

0.995
0.995

0.996
0.997

0.550 0.525
0.641
0.406

0.456

0.596
0.729
0.451
0.516

0.605
0.776
0.473
0.543

0.654
0.419
0.471

Base de Splines

POGK

PVy
*

Pcm

Psp

0.991
0.991
0.990
0.990

0.993 0.984

0.993 0.985
0.991

0.992

0.981
0.983

0.994
0.994
0.990
0.993

0.999 0.999 0.999

0.999 0.999 0.999
0.999

0.999

0.999
0.999

0.998
0.998

0.999
0.999
0.999
0.999

0.812 0.814
0.777 0.785
0.870 0.855
0.869 0.917

0.889 0.897
0.859 0.871
0.960 0.982
0.961 0.953

0.999 0.999 0.998 0.999

0.999 0.999 0.999 0.999

0.999
1.000

0.999
1.000

0.998
0.999

0.999
0.998

0.856
0.807
0.875
0.826

0.825
0.783
0.852
0.853

0.924 0.938
0.904
0.966

0.944

0.889
0.950
0.930

Base de Componentes Principales

PoGK

PVu
*

Pem

Psp

0.990
0.990
0.988
0.990

0.991 0.982
0.991
0.990

0.992

0.981
0.978
0.982

0.993
0.993
0.991
0.992

0.999 0.999 0.998
0.998 0.998
0.998 0.999

0.998 1.000

0.996
0.998
0.998

0.999
0.997
0.999
0.999

0.716 0.716 0.814
0.656 0.683 0.751
0.874 0.887 0.989
0.791 0.783 0.886

0.807
0.752
0.974
0.874

0.999 0.999 0.998 0.999
0.999
1.000

0.999

0.999
0.999
0.999

0.999
0.999
0.998

0.998
0.999
0.999

0.943
0.845
0.949
0.942

0.945
0.863
0.908
0.946

0.986 0.995
0.921
0.993

0.987

0.931
0.989
0.994

Tab. 5.30: Especificidad y Sensibilidad media sobre replicaciones cuando se usa la medida de atipicidad basada en predi-

chos cruzados, Algoritmo 7 (CRG).
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los estimadores de la primera direccién candnica y de la primera correlaciéon canodnica se
ven fuertemente afectados por la presencia de datos atipicos. El Algoritmo 4, que combina
los dos algoritmos mencionados previamente, provee por lo tanto una mejor aproximacién
a los estimadores definidos en (4.2) que el Algoritmo 2 o 3. Los resultados obtenidos, ver
Tablas 5.15 a 5.20, muestra que el comportamiento de los estimadores obtenidos mediante

el Algoritmo 4 es muy similar al de los que se obtienen a partir del Algoritmo 2.

Cuando se estima la dimensién de la base mediante un procedimiento de convalidacion
cruzada semejante al descripto en He et al. (2004) (Tablas 5.21 a 5.24), debido al alto costo
computacional sélo se realizaron 100 replicaciones en lugar de 1000. Aunque la dimension
se estime en forma adaptiva a partir de las observaciones, los resultados son similares a los
conseguidos para dimension fija si se elige la dimensiéon p que minimiza el AISE. Los errores
cuadraticos medios del estimador de correlacién y los valores del AISE de las direcciones
estimadas son levemente mayores cuando se utiliza convalidacién cruzada, lo que muestra
que este método es adecuado para su aplicacién practica. Nuevamente, para dimensiones
adaptivas, el mejor comportamiento corresponde a los estimadores basados en la medida
de correlacion de Spearman. El procedimiento de convalidacién cruzada da origen a otro
estimador de la primera correlaciéon canénica que indicamos por ps; y que fue introducido
en He et al. (2004) bajo el nombre de Empirical Canonical Correlation. Este estimador se
evalud y se compard con las aproximaciones dadas por los distintos algoritmos del estimador
p1 definido en (4.2). Como se observa en las Tablas 5.22 y 5.24, p5; da resultados aceptables
con ambos algoritmos en escenarios con y sin contaminacion, aunque el estimador pcrg.i,

obtenido mediante el Algoritmo 3, presenta menos sesgo para datos Gaussianos.

Utilizando el método de convalidaciéon cruzada para elegir la dimension de las bases,
se evaluaron tres métodos de deteccién de datos atipicos propuestos en esta tesis (Tablas
5.25 a 5.30). Para cada método se calculd la media de la especificidad y de la sensibilidad,

ésta ultima solo en los modelos con contaminacion. Cada método a su vez se analizd con
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algunas variantes para considerar a los datos como atipicos. El método basado en distancias
a predichos dado en el Algoritmo 5 resulté ser el que dio mejores resultados (ver Tablas
5.25 y 5.28). Para todas las medidas de asociacién robustas, los valores de especificidad y
sensibilidad del Criterio 1 fueron altos, con resultados casi 6ptimos al utilizar como funcional
de asociacion el coeficiente de correlacion de Pearson psp o la comediana pg,,. El proce-
dimiento basado en la unién de los dos grupos Gx vy Gy e indicado como ATx,y parece
ser el mas adecuado para este criterio. El procedimiento de deteccién de datos atipicos
basado en prediccién cruzada usando correlacién canonica, descripto en el Algoritmo 7,
también dio resultados de especificidad y sensibilidad adecuados (ver Tablas 5.27 y 5.30).
Para dicho criterio, se puede apreciar que la sensibilidad resulta mé&s alta al utilizar la

propuesta denotada ATx .y y nuevamente las medidas de asociacién que mas se destacan son

Pm Y Psp-

5.7. Apéndice

Queremos ver que para el elemento aleatorio (X,Y)T construido en (5.1), p; = 0,7,
p2=03,p3=01yqueparal <i<3®, =V, =fi. Seanu=> ~ a;fiyv=>bfi
en S;. Como E((u, X)#,) = E((v,Y)n,) = 0 vale que

VAR((y, X)) = E((u, X)*)=E (Z a§53> =10 (a% + a3+ a3 + Z a3(0,75)i—3>

i=1 =4

VAR((v,Y)) = E((v,Y)?) =E (Z b?cf) =10 (bf + 05+ b5 + Zb3(0,75)i—3) ,

=4

(S06) (3

= 7a1b1 + 3(12b2 + a3b3 R

Por otro lado,

COV(<U7X>H17<U7Y>H2)E(<u7X>7{1<vvy>H2> = E
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de donde
Tai1by + 3asby + asb
lpcL ((u, X), (v, Y))| = . 101 202 + agbs -
107 (a?+a%+a§+z a?(,75)"—3> (b%+b%+b§+z b?(,75)i—3>
i=4 i=4

|7a1b1 + 3&2[?2 + a3b3|
10y/(a? + a3 + a3) /(03 + b3 + b3)

(5.7)

Tomando a = A (a1, as,az) y b= Ao (b1, by, b3) tales que a? + a3 + a3 = 1 ygf +E§ —1—33 =1,

vale que

|7a161 + 3agby + a3b3| 75161 + 362()2 + 53b3‘

10\/(a% + a2 + ag)\/(b% + 03+ b2)

1
10 (@ + @2+ @2)? (b% + 0% + b§) ’
por lo que en (5.7) podemos suponer sin pérdida de generalidad que af+a3+a3 = b3+b3+b3 =
1. Por lo tanto, obtenemos

|7(11b1 + 3a2b2 + (l3b3|
10y/(a? + a3 + a2)+/ (b3 + b2 + b2)

= |O,7a1b1 + 0,3a2b2 + 0,1a3b3|

S 0,7|CL1[)1| + O,3|a2b2| + 0,1]a3b3|

< 07 16|
- ’ |CL1[)1| + \a2b2| + |CL3[)3|
|lagbs| |azbs|
+0,3 0,1 ,
|a1by| + |azbs| + |asbs| |a1by| + |azbs| + |asbs|
donde en la tltima desigualdad, si llamamos a := (|a1],|az|, |as]) v b = (|b1],|b2], |bs]),

usamos que por Cauchy Schwartz, [(a,b)| < ||al/||b|| = 1.

Por lo tanto, obtenemos que |por({u, X)z,, (v, Y )3,)| es a lo sumo una combinacién
convexa de los nimeros 0,7, 0,3 y 0,1, de donde |pcr({(u, X))z, (v, Y)2,)| < 0,7. Se consigue
la igualdad per((u, X))y, (v,Y)3,) = 0,7 s6lo si uw = fi y v = fi, salvo eventual cambio de
signo. De manera similar, se llega a que &5 = Uy = f5, po = 03 y que &3 = U3 = f5 v
ps =0,1.
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Para el caso en el que se contaminan un 10 % de los datos segtin el modelo C; y se define
(Xe,, Yo, )t como en (5.2), llamamos pe, ; a la i-ésima correlacién canénica y (Pe, i, Ve, )
al i-ésimo par de direcciones canénicas de (X¢,, Yo, )", Tenemos, como antes, u =Y = a;f;

yv=> 2, bf; en S;. Observemos que en este caso

E(u, Xe ), = E((1=V)(u, X)y, + a2 VW) =25a,E(V) = 25ae
]E(U, YC1>’H2 = E((l - V)<’U, Y>H2 + b2 VW) =25 bQE(V) =25 bQE

mientras que
2
VAR(<U7 X01>H1) = E ( Z az&, +ayV W) — (25 a25)2

2
= 1 — 6 zéz) + VCL%W2 — (25 a2€)2

21
— 9 al + a3+ a3 + Za (0,75)"~ ) + aseE(W?) — (25 age)?.

=4
Como E(W?) = 252+ 1, ¢ = 0,1 y realizando una cuenta andloga para VAR({v, Yo, )#,), se

obtiene que:

21

VAR((u, Xcy)3,) = 9ai+ [9+0,1(25% +1) — (2,5)°] a3 +9a3 +9 > a}(0,75)"
i=4
21

VAR((v, Yo, )a,) = 907 + [940,1(25% + 1) — (2,5)°] b3+ 965+ 9 > b7(0,75)" "

1=4

Por otro lado, tenemos que

COV(<U, X01>H1, <’U7 Y01>H2) = 6,3a1b1 + 59,05 &ng + O,9 agbg ,

de donde se desprende que

|6,3a1b1 + 59,05&2(72 + 0,9a3b3|
‘IOCL<<U X >"H17</U Y 7‘{2 | = 3 3 3 5 5"
V/9a? + 65,35a3 + 9a2+/9b? + 65,3503 + 9b2

(5.8)
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El problema de maximizar la parte derecha de la desigualdad (5.8) es equivalente a encontrar
la primera correlacién canénica p; del vector aleatorio (X,Y) : 2 — R? x R? cuando las
matrices de covarianza son YXxy = diag{6,3,59,05,0,9} v Xxx = Xyvy = diag{9,65,35,9}.
Es bien conocido que p? es el primer autovalor de la matriz ¥ = 233 Xxy 3y Zyx. En

nuestro caso, la matriz Y es igual a

049 0 0
Y=| 0 08165 0
0 0 0,01

de donde el maximo en (5.8) se alcanza cuando as = by = 1 0 az = by = —1 y ademds, el

valor maximo es

p1 = +/0,8165 = 0,903596.

Tomando u = fo y v = fo vale que |pcr({(u, X¢,), (v, Ye,))| = p1. Por lo tanto, debido a la
desigualdad (5.8), se obtiene que p; es la primera correlacién candnica (usando la correlacion
de Pearson) del elemento aleatorio (X¢,, Ye, )", esto es, p1 = pe, 1 v las primeras direcciones
canonicas son ®c, 1 = Ve, 1 = fo. Con técnicas similares se llega a que po, 2 = 0,7 y

Dy 2 = Ve, 2 = f1 mientras que po, 3 = 0,1y Py 3 = Ve, 3 = f3y pe,.i = 0 para todo 7 > 3.

Usando célculos andlogos se puede mostrar que para el elemento aleatorio (X, Ye,)”
definido en (5.3), las correlaciones y direcciones canodnicas estan dadas por pe, 1 ~ 0,8848 y

Pc,1 =V, 1 =0,6f3+0,8f4



6. APLICACION A UN CONJUNTO DE DATOS REALES: ESCRITURA
DE LETRAS

6.1. Introduccion

En este capitulo, se ilustrara, en un conjunto de datos reales, la ventaja de utilizar
estimadores robustos de las correlaciones y direcciones candnicas. Asi mismo, los métodos de
deteccion de datos atipicos que mejores resultados mostraron en la simulacion, permitiran

identificar posibles datos influyentes que presentan un comportamiento diferencial.

Los datos a analizar corresponden a la escritura de letras. La muestra completa, extrai-
da de Bache y Lichman (2013), puede encontrarse en https://archive.ics.uci.edu/ml/
datasets/Character+Trajectories y consta de 2858 observaciones. Cada observacién de
la muestra corresponde a la velocidad en el eje horizontal, la velocidad en el eje vertical y la
fuerza de presién de la punta de una lapicera sobre una tableta WACOM cuando un partici-
pante del experimento escribe alguna entre 20 letras del abecedario. Este conjunto de datos
fue estudiado por Hubert et al. (2016) para ilustrar el buen desempeno del procedimien-
to de clasificacion basado en profundidades que estos autores proponen. En este capitulo,
consideraremos los 186 elementos de la muestra que corresponden a la escritura de la letra

e” y solamente utilizamos las velocidades en el eje horizontal y vertical, indicadas X e Y,

respectivamente como los datos funcionales.

Uno de los objetivos de este capitulo es evaluar si los criterios para detectar datos atipicos
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presentados en la Seccién 5.5 permiten efectivamente detectar datos que resulten influyentes
en la estimacién de la primera correlacion y las primeras direcciones candnicas y puedan
considerarse como atipicos. También, nos interesa constatar si efectivamente los estimado-
res que mostraron propiedades de robustez en la simulacién siguen resultando fiables para

estimar las primeras direcciones candnicas y la primera correlacién canonica.

6.2. Meétodos utilizados y resultados

Consideramos que las observaciones corresponden a 186 realizaciones de un elemento
aleatorio (X, Y)T : Q — L?([0,1]) x L%([0,1]), donde X (t) es la velocidad en el eje horizontal
en funcién del tiempo de una persona que escribe la letra “e” e Y (t) es la velocidad en el eje
vertical, donde t varfa en [0, 1] tomando como ¢ = 0 el momento en que comienza a escribir
la letra y ¢ = 1 el momento en que termina de escribirla. A través de una interpolacion
de la muestra original, obtenemos los datos (X;(t;), Yi(t;)) para valores de t; en una grilla

equiespaciada de 111 elementos. En este caso, t; = 1/(2-111)+(j—1)/111,conj =1,...,111.

Como es usual en este tipo de analisis, evaluaremos el comportamiento de los estimadores
clasicos basados en el coeficiente de correlacién de Pearson pcy, y definidos por (4.2), con el
de los estimadores obtenidos mediante un procedimiento resistente a datos atipicos. En base
a los resultados obtenidos en el Capitulo 5, tomamos como estimador robusto el estimador
basado en el coeficiente de correlacién de Spearman pgp. Los estimadores asociados a los
coeficientes de correlacién de Pearson y Spearman se indicardn por per 1, (@CLJ, \TJCLJ) y
PSP 1, (@SP,17 {I\lsp’l), respectivamente. Los estimadores se calcularon utilizando el Algoritmo

2 que fue el que resulté aproximar mejor los verdaderos estimadores definidos en (4.2).

Se consideraron dos bases en L*([0, 1]), una base fija, la base de Fourier, y una base adap-
tiva, la de componentes principales. Como en el Capitulo 5, las componentes principales se

calcularon como las autofunciones del operador de covarianza muestral, cuando se calculaban
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los estimadores basados en la correlacion de Pearson pcp,, mientras que para el coeficiente
de correlacion de Spearman psp, se utilizaron las componentes principales esféricas introdu-
cidas por Locantore et al. (1999). Si bien los datos no son periédicos en realidad, se utiliz6
la base de Fourier pues no se introducen efectos espurios en nuestros resultados asumiendo

periodicidad.

Para calcular los estimadores y las medidas de deteccién, elegimos la dimensién de los
subespacios aproximantes por el criterio de convalidacion cruzada descripto en la Seccién 5.3.
Recordemos que este procedimiento maximizaba RC'V;. i1, definida en (5.5), en un conjunto
R de posibles valores r,, = (pn, ¢,). Por simplicidad numérica, realizamos la maximizacién
sobre el conjunto de puntos de la forma p = ¢. Tanto para la base de Fourier como para
la base de componentes principales, tomamos R = {(j,7), 1 < j < 11}. La Figura 6.1
presenta el grafico de la funcién \/RCV (p, 1) = \/RCV (r,, 1) como funcién de la dimensién

p cuando la base es la base de Fourier. Podemos observar que cuando se utiliza la correlaciéon
de Spearman, la funcién RCV (p,1) es estable a partir de 5, de hecho el valor maximo
de RCV (p,1) es igual a 0.912 mientras que RCV(6,1) = 0,889, es decir una diferencia
relativa del 2.5 %, por lo que tomar p = 6 podria dar también resultados confiables. Por otro
lado, la funcién de convalidacién cruzada RC'V (p,1) en el caso del coeficiente de Pearson es
mucho mas irregular y este comportamiento se mantiene atin cuando eliminamos los datos
detectados como influyentes en el andlisis que sigue. Respecto de la base de componentes
principales y el coeficiente de Spearman, la diferencia relativa entre RC'V (p, 1) y los demés

valores de la funcién supera siempre al 6 %.

Al efectuar el andlisis, se observo que las direcciones obtenidas utilizando el coeficiente de
correlacién de Pearson y de Spearman mostraban diferencias. También se observaron dife-
rencias en los estimadores de los coeficientes de correlacion obtenidos con estas dos medidas
de asociacion. Por esta razon, se calculd el angulo entre las direcciones clésicas y robustas.

Se obtuvo que el coseno del angulo entre ®¢y, 1 y Pgp 1, indicado COS(G(’I;CL Bap ), era igual a
) ) 1 1
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Fig. 6.1: Gréafico de la funcién

RCV(p,1) como funcién de p y dos medidas de asociacién, el

coeficiente de Pearson y de Spearman.
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0.43 al utilizar bases de Fourier y 0.78 cuando se usaba la base de componentes principales y
las dimensiones obtenidas por convalidacion cruzada. Asimismo, el coseno del angulo entre
las direcciones candnicas correspondientes a la variable Y, COS(Q@CLJ,@SPJ), tomaba el valor
0.27 al utilizar bases de Fourier y 0.87 para la base de componentes principales. Este hecho
parece indicar que algunas observaciones atipicas podrian estar presentes en la muestra y
que la base de Fourier no provee una buena base para aproximar las direcciones candnicas.

Un resultado analogo se observé cuando para los estimadores basados en el coeficiente de

Spearman y la base de Fourier se utilizé dimensién p = 6.

Para detectar esas posibles observaciones influyentes, se utilizaron los procedimientos de
deteccion de datos atipicos descriptos en la Seccidon 5.5. De los métodos alli presentados,
se eligieron los Criterios 1 y 3 dados por los Algoritmos 5 y 7, utilizando las bases de
componentes principales esféricas y la base de Fourier. Para el Criterio 1 se utilizé la medida
de atipicidad ATy,y mientras que para el Criterio 3 se usé ATx,y ya que estas elecciones
fueron las mas efectivas en el estudio de simulacion realizado. Como los estimadores robustos
se calcularon con el coeficiente de correlacién de Spearman y las medidas basadas en pgp
mostraron un buen balance de sensibilidad y especificidad en la Seccion 5.5.4, se utilizé esta
medida de asociacién para efectuar la deteccién de datos atipicos. Los datos detectados como
atipicos se presentan en la Tabla 6.1, donde también se presentan los valores de la dimensién
p elegida para las bases mediante convalidacién cruzada. Las observaciones 33, 38, 139 y 175
son detectados como atipicas con ambas bases y ambos criterios, mientras que el Criterio 1

detecta algunas observaciones adicionales cuando se usa la base de componentes principales.

Para evaluar la influencia de estos datos en el estimador basado en la correlacién de Pear-
son, se calcularon los estimadores clasicos cuando se eliminan las observaciones con indices en
alguno de los siguientes grupos Z; = {33,38,139, 175} y Z, = {7, 33,38, 113,139, 154, 175, 137,
140}. Observemos que como el Criterio 1 resulté con mayor sensibilidad que el Criterio 3,

no consideramos el subconjunto {38,139, 175} identificado por el Criterio 3 cuando se usa la
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Base de Fourier

D Método Indice de la observacién detectada
9 | Criterio 1 ATx,y 33, 38, 139, 175
9 | Criterio 3 ATx .y 33, 38, 139, 175
6 | Criterio 1 ATx,y 33, 38, 139, 175
6 | Criterio 3 ATx .,y 38, 139, 175

Base de Componentes Principales
D Método Indice de la observacién detectada
5 | Criterio 1 ATx,y | 7, 33, 38, 113, 139, 154, 175, 137, 140
5 | Criterio 3 ATx .y 33, 38, 139, 175

Tab. 6.1: Datos atipicos detectados mediante los distintos criterios usando el Algoritmo GRID.

. . ., . , : e T,
base de Fourier y dimensién p = 6. Los estimadores asi obtenidos se indicaran como p¢;’;,
~_ T, T, . . .
Qo v Wer’y en las Tablas 6.3 y 6.4. Vale la pena observar que a diferencia del procedi-
miento basado en bases de Fourier, para los estimadores de Sieves basados en las bases de
componentes principales clasicas, fue necesario en cada situacién recalcular los elementos de

dicha base.

En la Tabla 6.2, se presentan los valores obtenidos para los estimadores de la primera
correlacion candnica, junto con la dimension de los espacios aproximantes elegidos mediante
convalidacién cruzada. Se reportan los valores obtenidos con el coeficiente de correlacion de
Spearman y de Pearson cuando se usan todos los datos y los valores obtenidos utilizando pcy,
cuando se eliminan las observaciones detectadas por los Criterio 1 y 3, es decir, los valores
ﬁaffl, para j = 1,2. Para el caso del coeficiente de Spearman y base de Fourier, se reportan

los valores cuando p = 6 y cuando p = 9 que es el valor que maximiza RCV (p, 1).

Observemos que, al utilizar bases de Fourier, las estimaciones clasicas luego de quitar

. ~T; T L
los datos detectados como atipicos, pe’y ¥ Porpi, S¢ acercan a las estimaciones robustas
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Indices de las Base de Fourier | Base de Comp. Princ.
observaciones eliminadas | p | p P1 Ppa1 | P D1 P51
— pcL | 2 0.62 0.96 | 3 091  0.96
— psp | 6 093 0.89 |5 092  0.89
— psp | 9 094 0091 |5 092  0.89
T pou |4 091 0944 089 092
I, poL | D 091 0.89 |4 0.88  0.90

Tab. 6.2: Estimacion de la primera correlacién candnica p; utilizando convalidacion cruzada con
todos los datos y cuando se eliminan las observaciones cuyos indices pertenecen a los

grupos 7; = {33,38,139,175} y Zo = {7, 33, 38,113,139, 154, 175, 137, 140}.

con la muestra completa, psp1 v psp 1, respectivamente. Al utilizar bases de componentes
principales, se observa el mismo fenémeno para el estimador p; 1, que muestra valores mayores
y cercanos a uno cuando se consideran todos los datos. Sin embargo, las estimaciones per, 1
¥ pspa son muy parecidas aunque se tome el conjunto total de datos al calcular el estimador
de Pearson. Recordemos que de acuerdo a nuestro estudio de simulacién el coeficiente p; era

menos sesgado que py, en especial, al utilizar la base de componentes principales.

Las Tablas 6.3 y 6.4 muestran resultados concernientes a las estimaciones de las direccio-
nes canonicas. Se presentan los valores del coseno del angulo entre las direcciones robustas
y las direcciones clasicas calculadas con toda la muestra y sacando las observaciones con
indices en Z;, 7 = 1,2. Se dan ademaés las correlaciones de las variables candnicas clasicas
y robustas obtenidas a partir de dichas direcciones. Las correlaciones se calcularon usando
el coeficiente de correlaciéon de Spearman, es decir, se reporta para dos direcciones (u,v) el
valor pyx(u,v) corresponde a pxx(u,v) = psp(Pp[(u, X), (v, X)]). En base a los resultados
observados en la simulacion respecto del comportamiento de los estimadores cuando p es

grande y teniendo en cuenta que, en el caso de la base de Fourier, al aumentar la dimension
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de la base se logra claramente un mejor ajuste a los datos pero al mismo tiempo las trayec-
torias de las direcciones se vuelven mas irregulares pues incorporan frecuencias mas altas,
las comparaciones que haremos a partir de ahora para los estimadores basados en la base de
Fourier y el coeficiente de Spearman estaran basadas en p = 6. Recordemos que en este caso,
la funcién RC'V (p, 1) era estable a partir de p = 6 y los valores de RCV(6,1) y RC'V (p,1)
eran muy parecidos con una diferencia relativa del 2.5 %. Para resaltar que tomamos p = 6
en lugar de p, en las Tablas 6.3 y 6.4 indicaremos a aspg y (I}SPJ por &\)SPJJ):G y {I}SPJJ,:G,

respectivamente.

Pxx () Dcr @51%,11 CPEﬁ | cos(0)] Der g CDEﬁ <I>Ef?1

Base de Fourier Base de Fourier

Pgp1p—6 | 0.63 099 097 | Pgp1p—6| 0.56 0.95 0.87
Base de CP Base de CP
Dgp 1 095 097 0.97 Dgp 3 0.79 0.86 0.85

Tab. 6.3: Estimacion de correlaciones entre variables candnicas obtenidas con las bases de Fourier y
de Componentes Principales (CP) y angulos # entre los estimadores de la primera direccién
candnica en el espacio X. La correlacion se mide mediante el coeficiente de correlacion
de Spearman. &J(_jfjl indica el estimador clasico obtenido eliminado las observaciones con

indices en Z;, donde T; = {33,38,139,175} y T, = {7,33, 38,113,139, 154,175,137, 140} .
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Pry () | Wora ‘T’th @51{,21 | cos(6)| | Per, ‘T’th ‘T’Efi

Base de Fourier Base de Fourier
\T'Sp,Lp:G 0.56 0.99 0.97 (I\ISP’LP:G 0.49 0.93 0.87
Base de CP Base de CP

Ugpy | 0.98 0.98 0.98| Wep, |0.87 0.87 0.89

Tab. 6.4: Estimacion de correlaciones entre variables candnicas obtenidas con las bases de Fourier y
de Componentes Principales (CP) y dngulos 6 entre los estimadores de la primera direccién

canénica en el espacio Y. La correlacién se mide mediante el coeficiente de correlacion

o, S . . . . o .
de Spearman. V7, indica el estimador cldsico obtenido eliminado las observaciones con
b

fdices en Z;, donde Ty = {33,38,139,175} y T, = {7,33, 38,113, 139, 154, 175, 137, 140} .

En la Tabla 6.3 observamos que, al considerar las estimaciones basadas en todos los datos
y la base de Fourier, la correlacién entre las primeras variables candnicas en X y el coseno del
angulo entre las direcciones canoénicas clasica y robusta toman valores cercanos a 0.60, lo que
muestra la diferencia entre ambos estimadores. Por otra parte, la variable candnica <&\)Sp71, X)
tiene una alta correlacién empirica (superior a 0.95) con la variable candnica clasica cuando
se eliminan los grupos de observaciones detectadas como atipicas. Se observa asimismo un
crecimiento en el coseno del angulo entre &)SRI y los estimadores clésicos luego de eliminar

. =7,
los datos detectados como atipicos, @7 .

Un fenémeno diferente se observa al considerar la base de componentes principales. En
este caso, la correlacion entre las primeras variables candnicas en X estimadas ambas con la
muestra completa resulta alta (py X(EI;CLJ, EISSPJ) ~ 0,95), aunque el coseno del dngulo co-
rresponderia a un angulo cercano a los 38°. Al eliminar observaciones atipicas, la correlacion
crece levemente (py X(&\)Effl, @Sp,l) ~ 0,97) y el coseno del angulo también resultando corres-

pondiendo a un angulo de aproximadamente 30°.

La Tabla 6.4 muestra un comportamiento de las variables canoénicas en Y similar al
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descripto en la Tabla 6.3. Sin embargo, en este caso, al utilizar las bases de componentes
principales la correlaciéon entre las variables candnicas en Y se mantiene practicamente igual
al eliminar los datos atipicos que cuando el estimador basado en el coeficiente de correlacion
de Pearson se calcula con todos los datos. Por otra parte, los dngulos cambian levemente y

al eliminar los datos atipicos del grupo Z, ambos estimadores se vuelven mas parecidos.

Los resultados obtenidos son consistentes con lo esperado, es decir, los estimadores ba-
sados en el coeficiente de correlaciéon de Spearman por ser resistente a datos atipicos da
estimaciones similares a las obtenidas con el coeficiente de correlacién de Pearson después

de haber eliminado las observaciones detectadas como atipicas.

En la Figura 6.2 se presentan las curvas de las direcciones candnicas estimadas. Nueva-
mente, en el caso de la base de Fourier se presentan los estimadores aspylypzﬁ y \/I}Sppr:G. Se
observa como, para ambas bases, los estimadores clasicos calculados sin las observaciones de
los grupos Z; e Z, se parecen mas a las curvas estimadas de manera robusta con la muestra

completa que las direcciones canénicas clésicas con todos los datos.

En la Figura 6.3 se resaltan en negrita las trayectorias de los grupos Z; y Z,. Los demés
datos se dibujan en gris. El grupo de observaciones Z; es el grupo de observaciones mas
alejadas de la regién en la que se encuentran la mayoria de las curvas, tanto las de la velocidad
en el eje horizontal como en el vertical. Asimismo, las curvas que corresponden a Z, y no a
7, parecen tener un defasaje temporal en el sentido que alcanzan sus maximo y minimos en
tiempos algo alejados respecto del tiempo en que dicho maximo o minimo es alcanzado para la
mayoria de las trayectorias. En particular, dos de las trayectorias de Z;, las correspondientes
a las observaciones identificadas como 139 y 175, presentan un comportamiento netamente
diferente en el intervalo [0,8, 1], en particular en el eje vertical, ademds del desplazamiento
temporal en los méximos y minimos mencionados. Por otra parte, el méximo de X (t) en
el intervalo [0,0,5] correspondiente a la observacién 38 supera claramente al del resto de

las trayectorias y se alcanza cerca de t = 0,3 mientras que para la mayoria de los datos se
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alcanza en valores de tiempo cercanos a 0.2.

En las Figuras 6.4 y 6.5 individualizamos las observaciones atipicas del grupo Z; junto
al resto de las curvas, permitiendo distinguir que aquellas curvas que se alejan severamente

del comtn de las curvas no son otras que las del grupo Z.

En la Figura 6.6, se presenta el dibujo de la letra que corresponde a cada observacion
del grupo Z;, construido a partir de integrar los datos de las velocidades en cada eje. De-
nominamos a las posiciones en funcién del tiempo en los ejes horizontal y vertical Z;(t) y
Zo(t), respectivamente. Agregamos ademds una referencia temporal del subindice j de los
tiempos ?;. Esto permite ver como dibujaron la letra “e” las personas cuyas observaciones
fueron detectadas como atipicas y confirmar que el método sirvié para detectar las letras “e”

dibujadas de una forma distinta al comin de la muestra cuyas trayectorias corresponden al

de una letra “e” imprenta.
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Fig. 6.2: Gréficos de direcciones estimadas: Se grafican con linea rellena la estimacién robusta, con
linea punteada la estimacion clasica con muestra completa, con linea de puntos y guiones

la estimacion clasica quitando Z; y con linea de guiones la estimacién clasica quitando Zo
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Fig. 6.3: Graficos de velocidad: Las curvas negras indican las observaciones atipicas de los grupos

Ij, ] = 1, 2.
yA yA
o
~ A
- 4
)
X o
—
I
o
1
™ _]
I
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 10 0.0 02 04 06 038 1.0
t t
7, 7,
o - ™
N N H
— —
= =
> e
X o > o
— ] —
| |
o ~N
1 I
o | ™
I I
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 0.8 1.0



6. Aplicacién a un conjunto de datos reales: Escritura de letras 158

Fig. 6.4: Graficos de velocidad en el eje horizontal: Las curvas negras indican las observaciones

atipicas del grupo Z;.
1 =33 1 =38
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Fig. 6.5: Graficos de velocidad en el eje vertical: Las curvas negras indican las observaciones atipicas

del grupo Z;.
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Fig. 6.6: Graficos de escritura de la letra “e”: Se grafican las observaciones atipicas del grupo Zy

con referencia temporal.

1 =33 1 =38

20
1
20
|

10
10

~ ~
T © = o S
o o
N N
) )
T T
Y/
o o
§ § -
T T T T T T
60 -20 20 40 60
(1)
1 =175
o | o |
N N
o | o |
— —
o e
o o
N N
o o
T T
o o
- { 4
) )
T T T T T T T T T T
-20 40 60 -20 40 60



6. Aplicacion a un conjunto de datos reales: Escritura de letras 161

6.3. Conclusiones

En este ejemplo, hemos utilizado los estimadores robustos basados en Sieves introduci-
dos en esta tesis para estimar la primera correlacién y las primeras direcciones candnicas
y para detectar datos atipicos. Hemos calculado los estimadores clasicos y robustos de la
primera correlacion y las primeras direcciones candnicas tanto con bases de Fourier como
con bases de componentes principales utilizando convalidacién cruzada para la eleccién de la
dimension y el Algoritmo 2. Basandonos en los estimadores robustos, los procedimientos de
deteccién designados como AT x,y en el Criterio 1 (Algoritmo 5 (GRID)) y como AT x4y en el
Criterio 3 (Algoritmo 7 (GRID)) permitieron detectar dos grupos Z; C 7, de observaciones
influyentes. Quitando de la muestra cada uno de esos grupos, los estimadores p;; clésicos se
acercan a los estimadores p;; basados en el coeficiente de Spearman pgp calculados con la
muestra completa. Por otra parte, para la base de Fourier, el estimador clasico de la primera
correlacion canodnica obtenido eliminando los datos atipicos dio notoriamente mas cercana
a los estimadores basados en el coeficiente de Spearman utilizando todos los datos, que
cuando se calcula con la muestra completa. El mismo fenémeno se observé en la estimaciéon
de las direcciones canodnicas, un acercamiento de las estimaciones clasicas quitando grupos
de outliers a la estimacién robusta con muestra completa respecto de la estimacion clésica
con muestra completa, lo que ilustra la confiabilidad de los procedimientos robustos ante la
presencia de datos influyentes. Un grafico de las curvas de velocidad en el eje horizontal y
vertical, permitié visualizar como los datos detectados tenian un comportamiento diferente
del resto de los datos. Dicho comportamiento estaria relacionado con un desfasaje temporal
en los maximos y minimos de las trayectorias asi como un comportamiento diferencial en
el intervalo [0,8,1]. Para el grupo Z;, los gréficos de la escritura de las letras permitieron
notar que las observaciones detectadas en el grupo Z; eran las mas alejadas del comun de
las curvas y que correspondian a letras “e” hechas de una manera extrana comparadas con

el resto de la muestra.
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