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Lic. Maŕıa Belén Farias

Director de tesis: Dr. Fernando Lombardo

Consejero de estudios: Dr. Gustavo Otero y Garzón

Lugar de trabajo: Departamento de F́ısica, FCEyN, Universidad de Buenos Aires e

IFIBA, CONICET.

Buenos Aires, Octubre de 2016

Fecha de defensa: 30 de marzo de 2017
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me divert́ı. No creo que se pueda pedir más que eso a un director, pero
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riencias. A Anto, Roby, Yago, Ger, Santi, Maxi, Flor, Neri, Javi, y todos
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cafés. A Sole y Manu, seguimos sumando años, café (Lorelai un poroto),
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por haberme acompañado en este camino que, en algún punto, recién em-

pieza! Gracias también a mis hermanos, mis compañeros incondicionales.
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Resumen

En este trabajo estudiamos las manifestaciones macroscópicas de las fluctuaciones

cuánticas de vaćıo, en particular el efecto conocido como la fricción de Casimir, o

fricción cuántica. Este fenómeno se produce cuando dos cuerpos son puestos en mo-

vimiento relativo (incluso a velocidad constante), y se observa una fuerza disipativa

actuando en sentido contrario al movimiento. Este efecto, al igual que el caso más

estudiado de la fuerza atractiva entre dos placas neutras conocido como Efecto Ca-

simir, es el resultado de una interacción efectiva entre los dos cuerpos, mediada por

el campo electromagnético fluctuante, que está presente aun cuando los cuerpos son

eléctricamente neutros y no están en contacto (por esta razón, a la fricción cuántica

también se la denomina fricción sin contacto).

A lo largo de esta tesis analizamos dichos efectos disipativos en distintos sistemas.

En primer lugar consideramos el caso más simple en el que el campo de vaćıo es un

campo escalar no masivo y luego extendemos nuestros cálculos al caso más realista en

el que el campo de vaćıo es un campo de Maxwell no masivo. En cuanto a la geometŕıa

del sistema, consideramos el caso de dos placas semi-infinitas, dos placas de espesor

infinitesimal (en ambos casos con velocidad relativa paralela a los planos), y un átomo

frente a una placa dieléctrica moviéndose paralelo a la misma. Muchos de nuestros

resultados están expresados en función de las caracteŕısticas del material que conforma

las placas (o el átomo), por ejemplo su permitividad eléctrica ǫ. Estudiamos con detalle

algunos modelos espećıficos: el caso de un modelo microscópico en el que el material

está descripto por un cont́ınuo de osciladores armónicos desacoplados de frecuencia

fija, y el caso de dos placas de materiales de Dirac bidimensionales (materiales cuyas

excitaciones de baja enerǵıa se comportan como fermiones de Dirac), particularmente

el grafeno.

Desarrollamos un formalismo funcional para la descripción de la fricción cuántica,

donde nuestro principal objeto de estudio es la acción efectiva in-out, cuya parte ima-

ginaria da cuenta de los efectos disipativos del sistema. Calculamos la parte imaginaria

de la acción efectiva in-out y encontramos que es no nula en un rango no despreciable

de velocidades, encontrando la existencia de un umbral que depende de las magnitu-

des caracteŕısticas del sistema, a partir del cual comienza a haber disipación. Para el



caso de las dos placas conformadas por osciladores armónicos desacoplados, calcula-

mos además la acción efectiva CTP (Closed Time Path) o in-in, la que nos permite

obtener expĺıcitamente el cuadritensor enerǵıa-momento y por lo tanto la fuerza de

fricción. En el caso de la part́ıcula frente al plano, estudiamos además la decoheren-

cia del grado de libertad interno de la part́ıcula, encontrando que la presencia de la

placa y el movimiento relativo aumenta los efectos de decoherencia propios del vaćıo,

volviéndolos potenicalmente detectables experimentalmente.

Paralelamente, estudiamos el problema de un átomo ubicado frente a una placa

dieléctrica semi-infinita, moviéndose con velocidad constante pero en una dirección

arbitraria (acercándose al plano y con una componente paralela al mismo). Con las

herramientas de la teoŕıa de perturbaciones dependientes del tiempo de la mecánica

cuántica, calculamos la fuerza de fricción actuante sobre el átomo.

Palabras claves: Efecto Casimir - Teoŕıa cuántica de campos - Fricción cuántica

- Integrales Funcionales - Decoherencia
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Abstract

On this work we study one of the macroscopic manifestation of quantum vacuum

fluctuations: Casimir friction, or quantum friction. This phenomenon is produced

when two bodies are set in relative motion (even if the relative velocity is constant),

where a frictional force acts on the bodies, opposed to the motion. This effect, like

the more studied case of an attractive force acting between two neutral plates, known

as Casimir Effect, is the result of an effective interaction between the two bodies,

mediated by the fluctuating electromagnetic field, which is present even when both

bodies are electrically neutral and are not in contact (this is the reason why quantum

friction is also known as non-contact friction).

Along this thesis we study these dissipative effects on different systems. First

we consider the simpler case of modelling the vacuum field with a non-massive scalar

field, and then we extend our calculations to the more realistic case where the vacuum

field is a non-massive Maxwell field. Concerning the geometry, we consider the case

of two semi-infinite plates, two plates with infinitesimal width, and an atom moving

in front of a dielectric plane, with velocity parallel to the plate. Many of our results

are very general and expressed as a function of the material that conforms the plates

(or the atom), for instance their electric permitivity ǫ. We studied with detail some

specific models: a microscopic model where the material is described by a continuum of

uncoupled harmonic oscillators, and the relevant case of 2D Dirac materials, graphene

in particular.

We develop a functional approach to the description of the quantum friction,

where our main object of study is the in-out effective action, whose imaginary part

accounts for the dissipative effects on the system. We calculate the imaginary part

of the in-out effective action, finding that it is non-vanishing in a wide range of

velocities. We also find a threshold depending on the characteristic of the materials,

and only fore velocities above that threshold we have dissipation. For the case of

the two plates modelled as a harmonic oscillators, we also calculate the CTP (closed

time path) or in-in effective action, which allows us to explicitly obtain the energy-

momentum four-tensor, and hence de frictional force. On the case of the particle in

fron of a plate, we have also studied the decoherence on the internal degree of freedom



of the atom, finding that the presence of the plate and the relative motion enhance

the (otherwise undetectable) decoherence effect due to the vacuum, making them

potentially experimentally detectable.

We also study the problem of an atom in front of a dielectric semi-infinite plate,

moving at a constant velocity but in an arbitrary direction (approaching the plate

and with a component parallel to it). With the tools of quantum mechanics’ time

dependent perturbation theory,we calculate the frictional force acting on the atom.

Keywords: Casimir Effect - Quantum field theory - Quantum Friction - Functio-

nal methods - Decoherence
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6.4.1. Dinámica atómica interna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

6.4.2. Fuerzas de Casimir-Polder y de fricción: segundo orden . . . . 127

6.4.3. Fuerzas de Casimir-Polder y de fricción: cuarto orden, v́ıa vaćıo 128
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la placa móvil para el caso de placas de espesor infinitesimal, como

función de la velocidad relativa v y para Ωa = 0,01. El factor global es

A = π2g4(Ωa)5

2Ω6a4
. La fuerza de fricción es prácticamente despreciable para

valores chicos de la velocidad entre las placas. . . . . . . . . . . . . . 47
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Caṕıtulo 1

Efecto Casimir y fricción cuántica

La naturaleza cuántica de los sistemas microscópicos puede, bajo ciertas circuns-

tancias especiales, manifestarse en la forma de interesantes efectos macroscópicos.

Entre las diversas caracteŕısticas que distinguen a los fenómenos cuánticos, muchas

de las cuales desaf́ıan a nuestra intuición cotidiana, se destacan las fluctuaciones de

vaćıo. Las mismas son de interés en diversas ramas de la f́ısica, y explican una gran

cantidad de fenómenos: desde el corrimiento Lamb en los niveles atómicos hasta la

radiación de Hawking en los agujeros negros, pasando por las fuerzas de Van der

Waals entre átomos y moléculas, fuerzas de Casimir-Polder entre átomos y superfi-

cies conductoras, fuerzas de contacto en nanodispositivos, fuerzas de Casimir entre

conductores neutros, etc. Es posible que también sean relevantes en el problema de

la enerǵıa oscura en astrof́ısica y en la formulación de los modelos cosmológicos infla-

cionarios.

Las fluctuaciones de punto cero del campo electromagnético no producen ningún

efecto observable en el espacio libre, pero este hecho cambia drásticamente cuando

se imponen condiciones de contorno no triviales en el campo. En el efecto Casimir

y los fenómenos relacionados, aparece una fuerza entre dos cuerpos macroscópicos

neutrales [1–3]. Este efecto ha sido predicho por primera vez para el caso de dos placas

conductoras perfectas [4]: en 1948, H. Casimir demostró que, debido a las fluctuaciones

del campo electromagnético en vaćıo, dos placas paralelas, conductoras y descargadas

debeŕıan atraerse. En las décadas siguientes, el efecto Casimir se convirtió en un tema

interdisciplinario dentro de la f́ısica, ya que juega un rol importante en diversas áreas

como Teoŕıa de Campos, Óptica Cuántica, Materia Condensada, F́ısica Atómica y

Molecular, Gravitación, Cosmoloǵıa y F́ısica Matemática. Las mediciones exitosas de

la fuerza de Casimir entre dos placas conductoras [5] y de la fuerza de Casimir-Polder

entre un átomo y una placa, son algunos de los resultados de investigaciones más
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impresionantes acerca del vaćıo cuántico y la manera en la que puede manipularse a

través de condiciones de contorno impuestas por cuerpos macroscópicos.

Efectos cualitativamente diferentes, también debidos a las fluctuaciones de vaćıo,

pueden tener lugar cuando los cuerpos son puestos en movimiento o, de manera

más general, cuando algún agente externo produce una dependencia temporal en las

condiciones de contorno. El efecto resultante puede involucrar disipasión y, si las con-

diciones de contorno experimentan aceleraciones no-nulas, se pueden excitar fotones

reales a partir del vaćıo cuántico. En esto consiste la versón más frecuentemente con-

siderada del llamado Efecto Casimir Dinámico (DCE, por sus siglas en inglés), que

ha sido ampliamente estudiado de manera teórica [6]. Su verificación experimental es

complicada debido a que el número de fotones creado es apreciable sólo para propie-

dades que vaŕıan muy rápidamente con el tiempo. A pesar de ello, el DCE ha sido

observado experimentalmente hace algunos años [7], utilizando una gúıa de ondas

superconductora en cuyo extremo se coloca un dispositivo superconductor de inter-

ferencia cuántica (SQUID, por sus siglas en inglés). Al aplicar un flujo de campo

magnético variable sobre el SQUID, se genera una condición de contorno dependiente

del tiempo, con la subsecuente excitación del campo (cración de part́ıculas) en la gúıa

de ondas [8]. También puede utilizarse un conjunto de SQUIDs para medir el DCE,

simulando ya no un espejo móvil sino un ı́ndice de refracción dependiente del tiempo,

ver Ref. [9].

La creación de fotones en cavidades con propiedades electromagnéticas dependien-

tes del tiempo es una consecuencia de la interacción entre las fluctuaciones cuánticas

del vaćıo y las condiciones externas variables. La creación de fotones debida a espejos

acelerados comenzó a estudiarse debido a su analoǵıa con la radiación de Hawking

(evaporación de agujeros negros) y luego se desarrolló por su interés intŕınseco. Es un

efecto en general muy débil, que ocurre más generalmente cuando campos cuánticos

están en presencia de fondos no triviales (por ejemplo un campo gravitacional depen-

diente del tiempo en modelos cosmológicos o colapso gravitacional). El efecto puede

aumentarse notablemente por amplificación paramétrica cuando la frecuencia de va-

riación de los parámetros externos es un múltiplo de alguna de las autofrecuencias

del campo en la cavidad.

Otro efecto que ha recibido mucha atención, y a cuyo estudio nos abocaremos a lo

largo de esta Tesis, es la fricción entre dos cuerpos en movimiento relativo a velocidad

constante, presente aun cuando los mismos no están en contacto. Este fenómeno se

manifiesta, por ejemplo, en el caso de dos espejos planos imperfectos en movimiento

paralelo, donde una fuerza de fricción es generada por el desfasaje entre las corrientes
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Figura 1.1: Esquema que ilustra el origen de la fuerza de Casimir-Polder entre un
átomo y una placa. El dipolo inducido en el átomo por las fluctuaciones del campo
electromagnético se refleja en el material, dando lugar a una fuerza atractiva.

inducidas por las fluctuaciones. Dicho desfasaje no está presente en el caso de espejos

perfectos [10]. Este efecto ha sido largamente analizado y debatido [11], utilizando

diferentes métodos teóricos, principalmente para el caso de medios materiales semi-

infinitos, moviéndose con velocidad relativa constante, manteniendo fija la separación

entre sus caras planas y paralelas. [12]. Una situación diferente, que también genera

fricción, es debida al efecto Cerenkov cuántico entre medios no dispersivos [13] que se

mueven con una velocidad constante que sobrepasa un cierto umbral determinado por

la velocidad de la luz en el medio. En cualquier caso, el efecto puede ser interpretado

en términos del intercambio de fotones virtuales entre los dos cuerpos, que como

resultado excitan sus grados de libertad internos.

Consideremos por un momento otro de los sistemas paradigmáticos de estudio que

hemos mencionado: el caso de un átomo o part́ıcula polarizable frente a un espejo

imperfecto. Comencemos considerando el caso en el que el átomo está quieto, que

ilustramos en la Figura 1.1. Una manera de interpretar el surgimiento de la fuerza de

Casimir-Polder es la siguiente: las fluctuaciones del campo EM de vaćıo generan un

dipolo fluctuante en el átomo, el cual a su vez polariza el espejo, generando un dipolo

imagen en su interior. Es decir, el campo reflejado por la superficie es equivalente

al campo producido por una distribución de carga fluctuante, la cual es idéntica a

la del átomo pero de signo opuesto en el caso en el que el espejo sea un conductor

4



Figura 1.2: Esquema que ilustra el origen de la fuerza de fricción entre un átomo y una
placa en movimiento relativo. Si el material no es un conductor perfecto, se produce
un retraso en la imagen reflejada del átomo, dando lugar a una fuerza horizontal que
se opone al movimiento del átomo, además de a la fuerza de Casimir-Polder usual.

perfecto. Cuando el dipolo del átomo oscila, el dipolo del átomo reflejado también

lo hace. Como las dos oscilaciones están correlacionadas, se produce una interacción

dipolo-dipolo finita y, por lo tanto, una fuerza atractiva – la fuerza de Casimir-Polder.

La dirección de esta fuerza estará dada por la ĺınea que une al átomo con su imagen

reflejada.

Supongamos ahora que, como se muestra en la Figura 1.2, el átomo se pone en

movimiento con respecto a la placa. Si el material que forma la placa es un conductor

perfecto, las cargas inducidas se reacomodan de manera instantánea, formando una

imagen del átomo que siempre se encuentra exactamente debajo de éste, de modo

que la situación es virtualmente la misma que en el caso en el que el átomo está en

reposo. Ahora bien, cuando el espejo es imperfecto, existe un desfasaje entre el átomo

y su imagen reflejada, debido a que las cargas inducidas no pueden reacomodarse de

manera instantánea para adaptarse a la posición actual del átomo. Esto es equiva-

lente a decir que los campos inducidos por las imágenes reflejadas en tiempos previos

alcanzan al átomo en su posición actual, generando una fuerza ‘inclinada’. La fuerza

continúa apuntando en la ĺınea que une al átomo con su imagen reflejada, pero ahora,

además de la fuerza de Casimir-Polder vertical, aparece una contribución horizontal

que se opone al movimeinto del átomo, desacelerándolo. Esta componente horizontal

de la fuerza, presente sólo si el medio material es dispersivo, es la fuerza de fricción
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cuántica.

Por supuesto, esto no es más que una manera sencilla, casi pictórica, de entender

el origen de la fricción cuántica. Para hacer un análisis un poco más riguroso, consi-

deremos el caso de dos placas dieléctricas paralelas moviéndose con velocidad relativa

constante, que se ilustra en el review de la Ref. [14]. Seguiremos el enfoque introduci-

do por Pendry [10], quien consideró el caso más simple de temperatura nula y ĺımite

no-retardado. La ventaja de este enfoque es que se conecta de manera manifiesta con

la noción intuitiva de que el movimiento induce la creación de fotones virtuales, que

funcionan como mediadores del intercambio de momento entre las superficies. Como

ya mencionamos anteriormente e ilustramos en el caso de la part́ıcula frente a la pla-

ca, el material dieléctrico, pese a ser eléctricamente neutro, experimenta fluctuaciones

cuánticas de carga en su interior, las cuales se reflejan en la superficie de la otra placa

dieléctrica. Debido al movimiento relativo entre las superficies, las imágenes se retra-

san con respecto a la distribución de carga que las generó, resultando en una fuerza

de fricción (que no está presente para metales perfectos ideales).

Modelaremos cada uno de los dieléctricos con un continuo de osciladores armóni-

cos, cuyo Hamiltoniano es

Ĥα =
∑

k,j

~ωα;k,j

(
â†α;k,j âα;k,j + 1/2

)
, (1.1)

donde â†α;k,j y âα;k,j son los operadores de creación y destrucción bosónicos asociados

a la placa superior (α = R) o inferior (α = L). Cada modo en cada superficie

está definido por k, que es un vector de onda paralelo a la superficie plana, y por j,

que denota grados de libertad perpendiculares a la superficie.

Siguiendo a Pendry, nos restringiremos al ĺımite no-retardado (es decir, longitudes

de onda muy largas para los modos del campo EM). En este ĺımite el campo EM es

prácticamente electrostático, sólo importan los modos TM estáticos de polarización

(debido a que el campo TE estático es esencialmente un campo magnético que no

interactúa con la superficie no-magnética), y la intensidad decae exponencialmente

al alejarse de las superficies (campos evanescentes). El acoplamiento entre los modos

oscilatorios que pertenecen a superficies distintas está mediado por el campo EM, y

asumiremos que es una interacción posición-posición de la forma:

Ĥint(t) =
∑

k,j,j′

Ck,j,j′(a)x̂R,k,j ⊗ x̂L,k,j′e
−ikxvt . (1.2)

En el ĺımite no-relativista el efecto del desplazamiento relativo de las superficies con

velocidad v a lo largo de la dirección x está contenido en el último factor exponencial.
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Este tipo de Hamiltoniano puede obtenerse de dos maneras alternativas: considerando

la interacción electrostática efectiva entre cargas fluctuantes en los dieléctricos y su

expansión al orden más bajo en el desplazamiento de cada oscilador con respecto a su

posición de equilibrio, o utilizando el ĺımite no-retardado y estático de la interacción

dipolo-dipolo entre dipolos fluctuantes de cada superficie. Los factores de acoplamien-

to Ck,j,j′(a) (con a la distancia entre las placas) pueden ser obtenidos analizando la

manera en la que cada oscilador disipa enerǵıa en el vaćıo entre las placas. Esto fue

hecho en la Ref. [10] de dos formas distintas: invocando un enfoque tipo scattering

que relaciona los campos en las interfaces mediante amplitudes de reflexión, y consi-

derando la manera en la que las distribuciones de carga fluctuantes en cada superficie

disipan enerǵıa. El resultado es

Ck,j,j′(a) =
βkjβkj′

2kε0
e−|k|a , (1.3)

donde aparece expĺıcitamente un decaimiento exponencial debido a la naturaleza eva-

nescente del campo EM, y

β2
kj =

(
dN

dω

)−1
4kωε0
π

Im

[
ε(ω)− 1

ε(ω) + 1

]
. (1.4)

Aqúı dN/dω es la densidad de modos de oscilación de frecuencia ω, y ε(ω) es la

permitividad dieléctrica compleja de las placas (que asumimos idénticas).

Si bien el Hamiltoniano de interacción no depende expĺıcitamente del campo EM

cuantizado (dado que esta derivación es semiclásica), uno puede inferir el proceso

cuántico de creación y absorción que tiene lugar expandiendo el producto x̂R,k,j ⊗
x̂L,k,j′ :

x̂R,k,j ⊗ x̂L,k,j′ = −1

2

(
â†R;k,j − âR;k,j

)
⊗
(
â†L;k,j′ − âL;k,j′

)
. (1.5)

Imaginemos que el sistema de los dos dieléctricos está inicialmente en su estado inicial

|Ψ(t = 0)〉 = |Ψg〉R⊗|Ψg〉L, donde |Ψg〉α =
∏

k,j |Ψg,k,j〉α es el producto de los estados

fundamentales de todos los osciladores armónicos que conforman la superficie α. La

ecuación anterior implica que dos fotones creados a partir del campo EM de vaćıo a

causa del movimiento producen una excitación en cada superficie, es decir, hay una

probabilidad no nula de transición a estados |1;k, j〉R⊗|1;k, j′〉L. Dicha probabilidad

de transición puede ser evaluada utilizando la teoŕıa de perturbaciones dependientes

del tiempo de la mecánica cuántica, para una perturbación Ĥint(t). A primer orden,

la probabilidad de transición del estado fundamental a cada uno de estos estados

doblemente excitados es

Pkjj′(t) =
β2
kjβ

2
kj′

4k2ε20

e−2|k|a

4ωR,kjωL,−kj′

4 sin2 [(ωR,kj + ωL,−kj′ − kxv) t/2]

(ωR,kj + ωL,−kj′ − kxv)
2 . (1.6)
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En el ĺımite de tiempos largos (mucho tiempo después de que las placas se pusieron

en movimiento, t→ ∞)
sin2(Ωt/2)

(Ω/2)2
→ πtδ(Ω) , (1.7)

por lo que la probabilidad de transición crece linealmente con el tiempo.

Podemos encontrar la fuerza de fricción igualando el trabajo disipativo Fxv con

la tasa de cambio en el tiempo de la enerǵıa de las excitaciones, es decir

Fxv =
dU

dt
=
∑

kjj′

~ (ωR,kj + ωL,−kj′)
dPkjj′

dt
, (1.8)

y el miembro derecho es independiente del tiempo ya que las probabilidades de tran-

sición son lineales en éste. Usando las expresiones 1.4 para β2
kj y las probabilidades de

transición 1.6 a tiempos largos, y escribiendo las sumas sobre los grados de libertad

dieléctricos j como
∑

j =
∫∞
0
dωdN/dω (lo mismo para j’), obtenemos la expresión

final para la fuerza de fricción

Fx =
~

π

∫
d2k

(2π)2
kxe

−2|k|a
kxv∫

0

dωIm

[
ε(ω)− 1

ε(ω) + 1

]
Im

[
ε(kxv − ω)− 1

ε(kxv − ω) + 1

]
. (1.9)

Existen, sin embargo, enfoques más rigurosos a la hora de obtener la fuerza de

fricción actuante entre dos placas en movimiento relativo. En la Parte II de esta Tesis

encararemos este problema utilizando métodos funcionales de la teoŕıa de campos.

En el Caṕıtulo 3, al igual que en el ejemplo discutido en los párrafos anteriores,

utilizaremos un modelo de juguete en el que los grados de libertad de las placas

son osciladores armónicos cuánticos que no interactúan entre śı, pero śı lo hacen

con el campo del vaćıo. El mismo será modelado como un campo escalar no masivo

que representa la componente A0 del campo electromagnético. Esta aproximación

es equivalente a trabajar en el ĺımite cuasi-estático, y seguiremos restringiéndonos al

caso con temperatura nula. No nos limitaremos, sin embargo, al régimen no-retardado,

aunque śı consideraremos velocidades relativas mucho más chicas que la velocidad de

la luz, lo que nos permitirá usar transformaciones de Galileo para pasar del sistema

donde la placa L está en reposo, a aquél en el que la placa R lo está. Consideraremos

el caso en el que el espesor de las placas es infinitesimal, y el caso en el que las mismas

son semi-espacios.

Encontraremos la fuerza que actúa sobre la placa móvil utilizando dos métodos

complementarios que, creemos, arrojan nueva luz sobre este interesante fenómeno

desde el punto de vista de la teoŕıa cuántica de campos. En primer lugar, calcularemos
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la acción efectiva in-out, que está relacionada con la probabilidad de decaimiento del

vaćıo y por lo tanto da cuenta de los efectos disipativos sobre el sistema. Para ello

integraremos en primer lugar los grados de libertad internos de las placas, obteniendo

una acción que contiene la influencia de los mismos sobre el campo de vaćıo, integrando

finalmente también sobre éste. Luego mostraremos una manera general para obtener

la potencia disipada a partir de la parte imaginaria de la acción efectiva in-out, lo

que permite calcular la fuerza de fricción. Por otro lado, calcularemos el propagador

en el formalismo de camino temporal cerrado (CTP por sus siglas en inglés) para el

campo de vaćıo acoplado a los grados de libertad internos del material, y evaluaremos

el valor medio del tensor enerǵıa-momento en el estado de vaćıo. A partir del mismo

calcularemos la fuerza que actúa sobre la placa móvil, y corroboraremos que coincide

con el resultado obtenido mediante la acción efectiva. Estudiaremos la manera en la

que los efectos disipativos dependen de la velocidad relativa entre las placas y de las

propiedades del material que las conforma.

Luego, en el Caṕıtulo 4, buscaremos mejorar nuestro modelo de estudio. Para ello

consideraremos, por un lado, el campo electromagnético completo, descripto por el

campo de Maxwell Aµ, en lugar de un campo escalar que modele su componente

A0. Además, recordando que la mayoŕıa de las predicciones de la fricción de Casimir

han sido hechas para materiales dieléctricos, estudiaremos el efecto para dos placas

de grafeno, cumpliendo además el objetivo de utilizar un modelo más realista para

el material que conforma las placas. En nuestro estudio comenzaremos considerando

el modelo microscópico que describe las dos placas de grafeno acopladas al campo

EM. Estos grados de libertad microscópicos, que corresponden a campos de Dirac

no masivos en 2 + 1 dimensiones, serán integrados funcionalmente, resultando en

una acción que da cuenta de la influencia de las placas sobre el campo EM. Luego

integraremos también el campo de gauge, obteniendo una acción efectiva in-out para

el sistema completo, cuya parte imaginaria da cuenta de los efectos disipativos en el

sistema y nos permitirá encontrar finalmente la fuerza que actúa sobre la placa móvil.

Como mencionamos anteriormente, otro sistema paradigmático para el estudio de

la fricción cuántica es el de una part́ıcula moviéndose frente a un plano (conductor

imperfecto o dieléctrico). En la Parte III de esta Tesis estudiaremos este tipo de sis-

tema. La fuerza de fricción que actúa sobre la part́ıcula ha sido calculada utilizando

varios métodos teóricos y modelos diferentes [15–20]. Si bien es claro que esta fuerza

es una consecuencia macroscópicamente observable muy interesante de la naturaleza

cuántica de los sistemas microscópicos, las fuerzas de fricción y de Casimir-Polder no

son los únicos efectos de las fluctuaciones cuánticas del vaćıo. Como cualquier sistema
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cuántico que interactúa con un entorno, el átomo sufrirá un proceso de decoherencia,

cuyo estudio es también clave para entender la manera en la que las propiedades

cuánticas de un sistema se manifiestan macroscópicamente. Pese a que el campo de

vaćıo es un entorno que no puede ser apagado, en ninguno de los diversos estudios

de la fricción cuántica sobre una part́ıcula que se mueve frente a un plano se han

considerado los efectos de decoherencia. Estos dos fenómenos están obviamente re-

lacionados, y la decoherencia de algún grado de libertad de la part́ıcula podŕıa ser,

eventualmente, más fácil de medir que la fuerza de fricción, permitiendo de este mo-

do detectar indirectamente los efectos disipativos producidos por las fluctuaciones del

vaćıo.

Por esta razón, en el Caṕıtulo 5 de esta Tesis consideraremos una part́ıcula neutra

que se mueve en frente de un espejo imperfecto, con velocidad constante y paralela al

mismo, y estudiaremos, además de la fricción cuántica, la decoherencia de su grado

de libertad interno. Para simplificar nuestros cálculos, volveremos a modelar el campo

de vaćıo como un campo de Klein-Gordon no masivo, y el material que conforma la

placa como un conjunto de osciladores armónicos. Utilizaremos, nuevamente, métodos

funcionales, primero en el espacio de Minkowski para calcular la fuerza de fricción,

y luego, con ayuda del formalismo de Schwinger-Keldysh, calcularemos la funcional

de influencia para la part́ıcula, que contiene el efecto de su interacción con la placa

mediada por el campo EM. Estimaremos el tiempo de decoherencia para el grado de

libertad interno del átomo, analizando la manera en la que depende de la presencia de

la placa, de las propiedades del material que la conforman, y de la velocidad relativa

entre ambos objetos.

Tanto los resultados que encontraremos en los caṕıtulos siguientes de esta Tesis

como los que pueden hallarse en la literatura mencionada, coinciden en el hecho de

que la fuerza de fricción para movimientos paralelos, sea entre placas o entre un átomo

y una placa, es demasiado chica como para poder ser detectada experimentalmente.

En un trabajo reciente [21] se encontró que las correcciones a la dinámica interna

de un átomo – es decir, a los corrimientos de sus niveles de enerǵıa y a las tasas de

decaimiento – son significativamente mayores cuando el átomo se mueve en forma

vertical hacia o desde la superficie de una placa, en lugar de paralelamente a la

misma. Esto nos motiva a preguntarnos si lo mismo puede ocurrir para el caso de la

fricción cuántica, ya que de ocurrir un cambio cualitativo similar podŕıa facilitarse

la accesibilidad experimental de la elusiva fuerza de fricción de Casimir. Con esto

en mente, en el Caṕıtulo 6 generalizaremos los resultados obtenidos en la literatura

y en el Caṕıtulo 5 al caso de un átomo que se mueve con una trayectoria rectiĺınea
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y a velocidad constante, pero en una dirección arbitraria en la proximidad de una

superficie dieléctrica o metálica. En lugar de utilizar el formalismo funcional que

está presente en el resto de esta Tesis, se compararán y contrastarán dos enfoques

diferentes, de amplio uso en la literatura: ecuaciones maestras Markovianas y teoŕıa

de perturbaciones dependientes del tiempo. Obtendremos la fuerza de fricción y la

fuerza de Casimir-Polder hasta cuarto orden en la constante de acoplamiento entre el

átomo y el campo electromagnético.

Todos los resultados y conclusiones obtenidos a lo largo de esta Tesis, que pueden

hallarse además en las Refs. [22–25], serán resumidos en el Caṕıtulo IV.
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Caṕıtulo 2

Formalismo Funcional

2.1. Formalismos in-out y Eucĺıdeo

El objetivo de este Caṕıtulo es repasar algunas nociones de la teoŕıa de campos

que nos serán de utilidad a la hora de estudiar la f́ısica de los fenómenos de Casimir,

en particular la fricción cuántica. Consideremos, por simplicidad, un único campo

ϕ en 3 + 1 dimensiones, descripto por una acción clásica S[ϕ]. Podemos definir la

amplitud de persistencia del vaćıo en presencia de una fuente clásica J como

Z[J ] = eiW [J ] = 〈0, out|0, in〉J , (2.1)

donde hemos utilizado unidades en las que ~ = c = 1, y los estados |0, in〉 y |0, out〉
son estados asintóticos de vaćıo cuando t→ ±∞, respectivamente.

Podemos escribir la amplitud de persistencia del vaćıo como una integral funcional,

y resulta

Z[J ] =

∫
DϕeiS[ϕ]+

∫
d4xJ(x)ϕ(x) . (2.2)

Derivando funcionalmente la funcional generatriz se obtiene el elemento de matriz

del operador de campo en los estados asintóticos de vaćıo:

1

i

δZ[J ]

δJ(x)

∣∣∣∣
J=0

= 〈0, in|ϕ(x) |0, out〉 . (2.3)

Si los estados en t→ ±∞ coinciden, este procedimiento resulta en el valor medio del

campo en el estado asintótico.

Las ecuaciones anteriores son de importancia central para la aplicación de inte-

grales funcionales a la teoŕıa cuántica de campos. Sin embargo, debido a la presencia

de exponenciales oscilatorias, su convergencia no siempre está garantizada. La pres-

cripción habitual que garantiza la convergencia, seleccionando el estado fundamental

por medio de un corrimiento en iǫ, muchas veces lleva a importantes complicaciones
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a la hora de realizar cálculos expĺıcitos. Es por eso que puede ser útil, en muchos

casos, realizar una rotación de Wick hacia tiempos imaginarios t→ ix0. Esto nos per-

mite definir la funcional generatriz en el espacio Eucĺıdeo. En ausencia de corrientes

externas, podemos escribir:

ZE[J ] =

∫
Dϕe−SE [ϕ] , (2.4)

donde SE[ϕ] es la acción para el campo rotada al espacio Eucĺıdeo.

Dentro de la f́ısica de Casimir, la funcional generatriz resulta de utilidad debido a

que nos permite calcular la enerǵıa de punto cero de un sistema. Para ello supongamos

que la acción del sistema puede escribirse como:

SE[ϕ] = S0[ϕ] + Seff [ϕ] , (2.5)

donde S0[ϕ] es la acción del campo libre, y Seff [ϕ] tiene en cuenta la presencia de

otros campos con los que interactúa, o condiciones de contorno, o cualquier tipo de

potencial que afecte al campo. Entonces, la densidad enerǵıa de punto cero del campo

puede calcularse como:

E0 = ĺım
T,L→∞

1

TL3

Z
Z0

, (2.6)

donde
Z
Z0

=

∫
Dϕe−SE [ϕ]

∫
Dϕe−S0[ϕ]

. (2.7)

Consideraremos a continuación un breve ejemplo, que puede encontrarse en la Ref.

[26], que servirá como una primera aproximación a los problemas que estudiaremos

en los caṕıtulos siguientes, y que nos permitirá ilustrar la utilización de métodos

funcionales para la resolución de este tipo de problemas.

Consideremos entonces un único espejo plano sujeto a algún movimiento no-

relativista, acoplado a un campo escalar real ϕ (que representa al campo de vaćıo)

en 3 + 1 dimensiones. Denotaremos a las coordenadas del espacio Eucĺıdeo como xµ

(µ = 0, 1, 2, 3), y elegimos el sistema de referencia de manera que el espejo ocupa

siempre un plano x3 = cte, donde esa constante será independiente del tiempo en

principio. Las coordenadas dentro del plano ocupado por el espejo serán denomi-

nadas x‖ ≡ (x1, x2). Notemos que si el espejo se mueve de manera completamente

paralela, el plano que ocupa es invariante, pero las coordenadas x‖ de los puntos den-

tro del espejo śı cambiarán. Si el movimiento tiene una dirección constante, podemos

llamar x1 a la dirección de dicho movimiento y por lo tanto sólo esas coordenadas
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podrán tener una dependencia temporal, es decir que el movimiento quedará deter-

minado por x1 = q‖(x0). Si el movimeinto, en cambio, es completamente perpendicu-

lar al plano, también alcanzará con una única función del tiempo para describirlo,

x3 = q⊥(x0).

El campo de vaćıo ϕ está acoplado a los grados de libertad internos del material,

descriptos por un campo genérico ψ que vive en el espacio-tiempo de 2+1 dimensiones

ocupado por el espejo en su evolución temporal. Definimos la acción efectiva Γ para

las coordenadas del espejo, debida a las fluctuaciones cuánticas de los campos ϕ y ψ.

Esta acción efectiva será una funcional de q⊥ y q‖, las variables clásicas que describen

la posición macroscópica del espejo. Se calcula a partir de la funcional generatriz:

ZE ≡ e−Γ(q⊥,q‖) =

∫
DϕDψ e−S0(ϕ)−S(0)

m (ψ)−S(int)
m (ϕ,ψ) , (2.8)

donde S0 es la acción del campo de vaćıo en ausencia del espejo, que en este caso

corresponde a un campo escalar real libre:

S0 =
1

2

∫
d4x

[
(∂ϕ)2 + m2ϕ2

]
. (2.9)

Por otro lado, S
(0)
m denota la acción libre para los grados de libertad microscópicos

del material, mientras que S
(int)
m es el término que los acopla al campo de vaćıo.

Una manera conveniente de encontrar una expresión para la acción efectiva Γ con-

siste en realizar las integraciones de los dos campos relevantes en dos pasos sucesivos.

Considerando primero los grados de libertad microscópicos de los espejos, y bajo las

suposiciones habituales de que el medio se comporta de manera lineal, uno puede

quedarse sólo con los términos cuadráticos que resultan de dicha integral, es decir

e−Γ(q⊥,q‖) =

∫
Dϕ e−S0(ϕ)−SI(ϕ) , (2.10)

donde

SI(ϕ) =
1

2

∫
d4xd4x′ ϕ(x′)V (x, x′)ϕ(x) . (2.11)

En la Ec. (2.10) hemos descartado un término que, pese a ser independiente de ϕ,

podŕıa, para movimientos no-ŕıgidos del espejo, dar cuenta de la excitación de los gra-

dos de libertad internos del mismo debido a la aceleración del espejo. Estos efectos no

inerciales, descriptos en [27], no van a ser tenidos en cuenta aqúı ni en ningun caṕıtulo

de esta Tesis, ya que estamos interesados en efectos en los que las fluctuaciones de

vaćıo sean relevantes.
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En cuanto a la forma de V (x, x′), dado que tanto S
(0)
m como S

(int)
m están localizados

en el espacio ocupado por el espejo, podemos escribir

V (x, x′) = δ
(
x3 − q⊥(x0)

)
Λ(x0, x‖; x

′
0, x

′
‖) δ
(
x′3 − q⊥(x

′
0)
)
, (2.12)

donde Λ es una función que debe aun ser especificada o determinada a partir del

modelo microscópico. Śı podemos garantizar que, en un sistema en el que el espejo

no tiene ningún movimiento paralelo, es razonable asumir que Λ será no-local sólo en

el tiempo, es decir

Λ(x0, x‖; x
′
0, x

′
‖) = λ(x0 − x′0) δ

(2)(x‖ − x′‖) . (2.13)

La suposición simplificadora de que Λ(x0, x‖; x
′
0, x

′
‖) es no-local sólo en el tiempo es

equivalente a asumir que los coeficientes de reflexión y transmisión del espejo sólo

pueden ser función de la frecuencia, y no de la componente paralela del momento

de las ondas del campo escalar incidentes, suposición habitual en la literatura. En

otras palabras, las fluctuaciones de ψ sólo dependen del tiempo, no se propagan en

la dirección paralela.

El hecho de que Λ adopte su forma más simple en un sistema comóvil rquie-

re, quizá, una clarificación extra: Λ describe la correlación, mediada por el campo

microscópico, de dos fluctuaciones del campo ϕ localizadas en el espacio-tiempo ocu-

pado por el espejo. En un sistema comóvil, esta correlación dependerá sólo de la

diferencia entre los tiempos de observación, dado que las propiedades del medio se

asumen independientes del tiempo.

Como ejemplo concreto, en el sistema comóvil uno puede considerar un espe-

jo en x3 = 0, compuesto por osciladores armónicos desacoplados unidimensionales

Q(x‖, x0), cada uno acoplado a ϕ en su respectiva posición, es decir

S(0)
m =

1

2

∫
dx0

∫
d2x‖

[
Q̇(x‖, x0)

2 + Ω2Q(x‖, x0)
2
]

Sint
m = ig

∫
d4xQ(x‖, x0)δ(x3)ϕ(x0, x‖, x3) , (2.14)

donde Ω y g son constantes positivas. Es fácil chequear que, en este caso, la integración

sobre los grados de libertad del espejo produce un término de interacción SI con una

función de dos puntos Λ(x0, x‖; x
′
0, x

′
‖) de la forma dada en la Ec. (2.13), con

λ(x0 − x′0) =
g2

2Ω
e−Ω|x0−x′0| . (2.15)
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En el ĺımite en el que las oscilaciones se vuelven extremadamente ŕıgidas, esto es,

cuando Ω → ∞, se obtiene una interacción local en el tiempo:

λ(x0 − x′0) →
( g
Ω

)2
δ(x0 − x′0) . (2.16)

Por otro lado, visto desde el sistema Laboratorio, cuando el espejo tiene movi-

miento paralelo la situación cambia: Λ puede depender de la coordenada q‖, debido

a que los grados de libertad microscópicos no están en reposo, y su movimiento co-

lectivo puede contribuir a la correlación de las fluctuaciones del campo de vaćıo entre

puntos espacialmente separados.

Las modificaciones relevantes que deben implementarse para el caso de movimiento

paralelo serán discutidas ampliamente en los siguientes caṕıtulos de esta Tesis, dado

que éste es justamente el caso que podŕıa llevar a la existencia de fricción cuántica.

Debido a que asumimos que las velocidades involucradas son no-relativistas, vamos

a despreciar para ambos movimientos los efectos de dilatación temporal que podŕıan

también afectar la forma de λ.

Volviendo a la construcción del modelo, el paso final es integrar el campo de vaćıo,

Γ(q⊥, q‖) =
1

2
log det(−∂2 + V ) =

1

2
Tr log(−∂2 + V ) . (2.17)

Al rotar este resultado nuevamente al espacio-tiempo de Minkowski, la acción efectiva

contendrá información sobre la fuerza de reacción ejercida por el vaćıo sobre el espejo

móvil, y sobre las probabilidades de excitar cualquiera de los dos campos que han

sido integrados. Volveremos al estudio de este tipo de sistemas en el Caṕıtulo 3 de

esta Tesis.

Es importante remarcar que este tipo de métodos funcionales ya ha sido am-

pliamente utilizado para el estudio de distintos fenómenos relacionados con la f́ısica

de Casimir y las fluctuaciones cuánticas de vaćıo. Algunos de estos estudios pueden

encontrarse en las referencias [26–30].

2.2. Formalismo de Schwinger-Keldysh o Camino

Temporal Cerrado

Hasta aqúı hemos repasado algunas propiedades del formalismo funcional en el

espacio Eucĺıdeo y en el espacio de Minkowski, y la manera en la que éste puede

utilizarse en el estudio de los fenómenos de la f́ısica de Casimir. Sin embargo, a la

hora de querer obtener ecuaciones de movimiento efectivas que sean reales y causales,
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calcular valores medios de observables, o estudiar sistemas abiertos, es útil recurrir

al formalismo in-in, desarrollado independientemente por Schwinger y Keldysh, y

también denominado ‘formalismo de camino temporal cerrado’ (CTP, por sus siglas

en inglés) [31–33]. Versiones no relativistas de este formalismo son habitualmente

usadas en el contexto de la mecánica cuántica, sobre todo para el estudio de sistemas

cuánticos abiertos (formalismo de Feynman-Vernon), y de la materia condensada. En

esta Sección describiremos brevemente el formalismo CTP para una teoŕıa de campos.

En este formalismo, consideraremos que el vaćıo in (estado asintótico para t =

−T → −∞) evoluciona en presencia de dos fuentes externas distintas J+(x) y J−(x),

es decir que en la representación de Schrödinger tenemos, en un cierto tiempo T (que

luego podemos tomar T → ∞):

|0in〉 −−−→
J+

|0in, T 〉S,J+ = UJ+(T,−T ) |0in〉

|0in〉 −−−→
J−

|0in, T 〉S,J− = UJ−(T,−T ) |0in〉 , (2.18)

con

UJ(T,−T ) = T
[
e−i

∫ T
−T

dt′[H(t′)−
∫
d3xJ(t′,x)φS(x)]

]
, (2.19)

donde T indica el producto temporalmente ordenado, y φS(x) es el campo de Klein-

Gordon en la representación de Schrödinger. En la representación de Heiseberg, los

estados no evolucionan libremente, pero śı lo hacen bajo la acción de las corrientes

externas, de modo que:

|0in, T 〉J+ = T
[
ei

∫ T
−T

dt′
∫
d3xJ+(t′,x)φ(t′,x)

]
|0in〉

|0in, T 〉J− = T
[
ei

∫ T
−T

dt′
∫
d3xJ−(t′,x)φ(t′,x)

]
|0in〉 . (2.20)

Esto nos permite definir la funcional generatriz in-in:

Zin−in[J+, J−] = e−iSCTP [J+,J−] = J−〈0, in|0, in〉 J+ . (2.21)

De las definiciones anteriores podemos ver que efectivamente este formalismo nos

permite encontrar valores medios en el estado asintótico |0, in〉, y no elementos de

matriz como el formalismo in-out. Efectivamente, es fácil ver que:

1

i

δZin−in[J+, J−]

δJ+(x)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= 〈0, in|φ(x) |0, in〉 , (2.22)

donde φ(x) es el campo escalar usual (es decir, en la representación de Heisenberg,

puesto que x = (t,x)). Usando la siguiente propiedad (que puede probarse escribiendo

la serie de Taylor de la exponencial):

δ

δJ(x)
T
[
ei

∫
d4yJ(y)φ(y)

]
= T

[
ei

∫
d4yJ(y)φ(y)φ(x)

]
(2.23)
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pueden calcularse las funciones de n puntos:

(−i)n δnZin−in[J+, J−]

δJ+(x1)δJ+(x2)...δJ+(xn)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= 〈0, in|T(φ(x1)φ(x2)...φ(xn)) |0, in〉

(2.24)

in
δnZin−in[J+, J−]

δJ−(x1)δJ−(x2)...δJ−(xn)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= 〈0, in| T̃(φ(x1)φ(x2)...φ(xn)) |0, in〉 ,

donde T̃ denota el operador de ordenamiento antitemporal. Es posible generalizar el

cálculo para la función de n+m puntos más general posible:

(−i)n−m δn+mZin−in[J+, J−]

δJ+(x1)...δJ+(xn)δJ+(y1)...J−(ym)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= 〈0, in| T̃(φ(y1)...φ(yn))T(φ(x1)...φ(xn)) |0, in〉 . (2.25)

Busquemos ahora encontrar una expresión que nos permita calcular la funcional

generatriz in-in. Veremos a continuación que nuevamente puede escribirse como una

integral funcional, pero que esta vez habrá que integrar sobre dos historias diferentes.

Para ello insertaremos, en la Ec. (2.21), una identidad escrita de la forma:

I =

∫
Dφout |φout(T,x)〉 〈φout(T,x)| (2.26)

donde |φout(T,x)〉 es la base de autoestados del operador φout(T,x). Esto nos deja

teniendo que calcular dos elementos de matriz, que podemos escribir como integrales

funcionales de la siguiente forma:

〈φout(T,x)|0in, T 〉J+ =

φout(T,x)∫
Dφ+e

iS+[φ+]+i
∫
d4xJ+(x)φ+(x) , (2.27)

donde, por un lado, no estamos integrando sobre todas las configuraciones posibles

del campo φ+, sino sobre aquellas que cumplen que a tiempo T el estado del campo

sea φout(x, T ). Por otro lado, la acción S+ contiene la prescripción m2 → m2− iǫ, que
selecciona el estado de menor enerǵıa en t = −T → −∞ (y luego el estado evoluciona

bajo J+ hasta t = T ). El otro elemento de matriz, entonces, resulta:

J−〈0in, T |φout(T,x)〉 =
φout(T,x)∫

Dφ−e
−iS−[φ−]−i

∫
d4xJ−(x)φ−(x) , (2.28)

donde, al haber transpuesto y conjugado el elemento de matriz, S− contiene la pres-

cripción m2 → m2 + iǫ. Esto nos permite escribir, finalmente, la funcional generatriz
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in-in como una integral funcional:

Zin−in[J+, J−] =

∫
Dφout

φout(T,x)∫
Dφ+ Dφ+e

i(S+[φ+]−S−[φ−])+i
∫
d4x[J+(x)φ+(x)−J−(x)φ−(x)] ,

(2.29)

donde las integrales funcionales deben realizarse con la condición de contorno φ+|T =

φ−|T = φout(T,x). Esta condición implica, por un lado, que las integrales no pueden

realizarse por separado. Por otro lado, queda en evidencia el hecho de que no debemos

conocer información sobre el estado del sistema en el futuro, ya que integramos sobre

todos los posibles estados del campo a tiempo T .

Es este tipo de integrales dobles, en las que las historias coinciden en uno de sus

extremos, son las que reciben el nombre de integral de camino temporal cerrado o

CTP, ya que las dos historias pueden ser pensadas como una sola historia definida

sobre el camino temporal cerrado C que va −T a T y luego vuelve de T a −T . Sobre
la primera rama C+, que va de −T → −∞ a T , el campo asume la configuración φ+

y evoluciona bajo la influencia de una corriente externa J+. Luego el campo asume

la configuración φ− sobre la rama C− que vuelve de T a −T → −∞, en presencia

de la corriente J−. Esto nos permite reescribir la funcional generatriz de la siguiente

manera

Zin−in[J+, J−] =

∫
Dφ exp


i
∫
d3x

∫

C

dt (L[φ] + J(x)φ(x))


 , (2.30)

donde, por un lado ∫

C

dt =

∫

C+

dt−
∫

C−

dt , (2.31)

y el campo y la corriente cumplen que

φ(x) =φ±(x) si t ∈ C±
J(x) =J±(x) si t ∈ C± . (2.32)

Obviamente sigue estando impĺıcita la condición φ(T,x) = φ+(T,x) = φ−(T,x) =

φout(T,x), que impide que las integrales sobre cada historia puedan resolverse de

manera independiente.

La ventaja de escribir la funcional generatriz como en la Ec. (2.30) es que tie-

ne la misma estructura que la funcional generatriz in-out y la Eucĺıdea, de modo

que podemos usar los resultados ya conocidos en dichos formalismos, pero cambian-

do apropiadamente el contorno de integración. Notando, entonces, que estamos en

19



presencia de una integral Gaussiana y sabiendo que el resultado de la misma es la

exponencial de una forma cuadrática, escribiremos el resultado de la integral sobre φ

como la forma cuadrática más general posible que, haciendo el cambio pertinente en

el contorno temporal, resulta:

Zin−in =exp

(
i

2

∫
d4x d4y

[
J+(x)G++(x, y)J+(y) (2.33)

+J−(x)G−−(x, y)J−(y)− J+(x)G+−(x, y)J−(y)− J−(x)G−+(x, y)J+(y)

])
.

Aqúı Gαβ(x, y), con α, β = +,−, son las componentes de un núcleo que juega el papel

del propagador usual, pero que es una matriz de 2 × 2. Para conocer las distintas

componentes del propagador CTP, recordemos las expresiones para las funciones de

n puntos dadas por la Ec. 2.25. Aqúı sólo necesitamos las funciones de 2 puntos, de

modo que derivando tenemos:

G++(x, y) =
1

i
(−i)2 δ2Zin−in

δJ+(x)δJ+(y)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= i 〈0in|T φ(x)φ(y) |0in〉

G−−(x, y) =
1

i
(+i)2

δ2Zin−in

δJ−(x)δJ−(y)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= i 〈0in| T̃ φ(x)φ(y) |0in〉

G+−(x, y) =
1

i
(−i)0 δ2Zin−in

δJ+(x)δJ−(y)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= i 〈0in|φ(y)φ(x) |0in〉

G−+(x, y) =
1

i
(−i)0 δ2Zin−in

δJ−(x)δJ+(y)

∣∣∣∣
J+=J−=0

= i 〈0in|φ(x)φ(y) |0in〉 . (2.34)

Como puede observarse de la Ec. 2.34, cada una de las componentes de G(x, y)

corresponde a un propagador/función de conmutación distinto. Los elementos diago-

nales, en los que aparece el orden temporal y anti-temporal, estarán relacionados con

los propagadores de Feynman y Dyson, respectivamente. Para calcular dichos propa-

gadores será necesario mover los polos hacia arriba (en el caso de Feyman) o hacia

abajo. Los elementos de fuera de la diagonal, en cambio, se corresponden con las

funciones de Wightman de frecuencia positiva y negativa, que se calculan integrando

alrededor de un sólo polo (ver [34] para más detalle sobre los cálculos de diferentes

propagadores). De acuerdo a las definiciones usuales, podemos escribir

G++(x, y) =−GF (x, y)

G−−(x, y) = GD(x, y)

G+−(x, y) = G(−)(x, y) (2.35)

G−+(x, y) =−G(+)(x, y) , (2.36)
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donde GF (x, y) y GD(x, y) son los propagadores de Feynman y Dyson, respectiva-

mente, para el campo en cuestión, mientras que G(±)(x, y) indican las funciones de

Wightman de frecuencia positiva/negativa. Esto nos permite mostrar algunas propie-

dades sobre las componentes del propagador CTP que serán útiles en el futuro:

G∗
++(x, y) = −G−−(x, y) ,

G∗
+−(x, y) = −G−+(x, y) ,

G±±(y, x) = G±±(x, y) ,

G−+(y, x) = G+−(x, y) ,

G++(x, y) = Θ(x0 − y0)G−+(x, y) + Θ(y0 − x0)G+−(x, y) ,

G++(x, y) +G−−(x, y) = G+−(x, y) +G−+(x, y) . (2.37)

En el caso de que el campo sea un campo escalar libre, podemos escribir el pro-

pagador CTP en el espacio de Fourier valiéndonos de la Ec. 2.35:

G̃(p) =

(
−1/(p20 −m2 + iǫ) 2πiδ(p2 −m2)Θ(−p0)
2πiδ(p2 −m2)Θ(p0) 1/(p20 −m2 − iǫ)

)
. (2.38)

Hasta aqúı llegaremos con nuestra descripción del formalismo CTP. Como últi-

mo comentario, notemos que por el momento hemos considerado solamente sistemas

cerrados. Es decir, hemos tenido en cuenta todas las posibles variables del sistema

por igual. Sin embargo, muchas veces estamos interesados en estudiar un sistema que

interactúa con un entorno cuya dinámica no nos interesa. Siempre es posible descom-

poner un problema en un sistema (descripto por un campo φS), cuyo comportamiento

detallado nos interesa y deseamos estudiar, que interactúa con un entorno (que lla-

maremos φE) el cual o bien no nos interesa estudiar, o bien es demasiado complicado

como para que podamos hacerlo. En cualquier caso, es posible integrar sobre los gra-

dos de libertad del entorno, y aśı obtener la acción de influencia para el campo φS,

que describe su dinámica bajo la influencia del entorno: [33]

F [φ+
S , φ

−
S ] = eiS

IF[φ+S ,φ
−
S ] =

∫

C

DφEeiS[φS ,φE ] (2.39)

donde F [φ+
S , φ

−
S ] es la funcional de influencia de Feynman-Vernon, y SIF es la acción

de influencia para el campo φS. Notemos que esta división entre sistema y entorno es

siempre posible formalmente, pero sólo tendrá significado f́ısico y será técnicamente

implementable cuando haya una clara separación entre los dos sectores. A lo largo de

esta tesis veremos las aplicaciones del formalismo CTP para el estudio de sistemas

cuánticos abiertos en teoŕıas de campos.
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Parte II

Fricción cuántica entre dos placas

paralelas
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Caṕıtulo 3

Fricción entre dos espejos

imperfectos

3.1. Introducción

En este caṕıtulo vamos a estudiar los efectos disipativos entre dos placas de un

material dieléctrico o metálico. El campo de vaćıo será modelado como un campo

escalar real no masivo, que representa la componente A0 del campo electromagnéti-

co, es decir, el campo eléctrico. Vamos a describir microscópicamente los grados de

libertad internos de las placas, utilizando un modelo de juguete en el que cada placa

está formada por un conjunto de osciladores armónicos cuánticos desacoplados, mo-

delando los fonones del material. Consideraremos el caso en que los espesores de las

placas son despreciables, y el caso en que son semi-infinitos.

Durante nuestros cálculos consideraremos que una de las placas, que llamaremos L,

está quieta en el sistema de referencia fijo al laboratorio. La otra placa, que llamaremos

R, se mueve en forma paralela a la placa L y con velocidad constante. Esta trayectoria

macroscópica estará fijada por un mecanismo externo.

Utilizando métodos funcionales calcularemos dos magnitudes que dan cuenta de los

efectos disipativos presentes en el sistema. La primera de dichas magnitudes es la parte

imaginaria de la acción efectiva in-out, que representa la probabilidad de decaimiento

del vaćıo. La segunda es la fuerza actuante sobre la placa, que obtendremos mediante

el cálculo del valor medio del tensor enerǵıa-momento en un formalismo in-in. Luego

mostraremos que estas dos magnitudes están de hecho relacionadas, y corroboraremos

dicha relación expĺıcitamente.

Este caṕıtulo, basado en el trabajo ’Functional approach to quantum friction:

Effective action and dissipartive force’ publicado en Physical Review D [22], está or-

ganizado de la siguiente manera: en la Sección 3.2 describimos con detalle el modelo
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y el formalismo que utilizaremos para el estudio de la fricción cuántica en este siste-

ma. En la Subsección 3.2.1 mostramos una expresión general para la acción efectiva

in-out de dos placas paralelas moviéndose con velocidad relativa. Lo hacemos para

cualquier modelo efectivo no-local, estableciendo recién en la Subsección 3.2.2 el mo-

delo espećıfico con el que describiremos el material de las placas. En la Subsección

3.2.3 relacionamos el objeto matemático que describe a las placas en nuestro modelo,

λ̃, con la permitividad dieléctrica y el coeficiente de reflexión de cada placa. Luego en

la Sección 3.3 calculamos expĺıcitamente la parte imaginaria de la acción efectiva in-

out para las dos configuraciones consideradas. En la Sección 3.4 calculamos la fuerza

actuante sobre las placas utilizando el formalismo de Swinger-Keldysh o Closed-Time

Path (CTP). En la Sección 3.5 calculamos la fuerza a partir de la acción efectiva

in-out, y comparamos los resultados con los obtenidos en la sección anterior. En la

Sección 3.6 estudiamos el ĺımite no retardado de nuestros resultados, para conectarlos

con los resultados presentes en la literatura. Finalmente en la Sección 3.7 mostramos

las conclusiones de este caṕıtulo.

3.2. El modelo

El sistema que estudiaremos en este caṕıtulo consiste en dos placas paralelas

moviéndose con velocidad relativa constante. Dichas placas no interactúan entre śı,

pero interactúan con el campo de vaćıo, que en este caṕıtulo modelaremos como un

campo escalar real φ. El medio material que forma los espejos está descripto por un

campo ψ, confinado al espacio ocupado por los mismos. Uno de ellos, que denotaremos

L, está en reposo en el sistema laboratorio. Utilizaremos un sistema de coordenadas

tal que, si L tiene espesor infinitesimal, x3 = 0 es la superficie que ocupa, y si L

tiene un espesor semi-infinito, x3 = 0 es la superficie que separa al medio material

del vaćıo. La placa R, en cambio, se mueve con velocidad v en el sistema laboratorio.

Consideraremos que dicho movimiento sucede a lo largo de la dirección x1, y que la

superficie que define a R o la separa del vaćıo es x3 = a. En la Figura 3.1 mostramos

un esquema del sistema para el caso en que el espesor de las placas es infinitesimal.

La acción del sistema puede escribirse como una suma de tres términos

S[φ, ψ] = S(0)
v [φ] + S(0)

m [ψ] + S(int)
vm [φ, ψ], (3.1)

donde S(0)
v es la acción del campo de vaćıo libre (es decir, en ausencia de los espejos):

S(0)
v [φ] =

1

2

∫
d4x

[
∂µφ∂µφ − (m2 − iǫ)φ2

]
, (3.2)
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Figura 3.1: Un esquema simple del sistema que estamos estudiando, donde φ(x) es el
campo de vaćıo y ψ(x) son los grados de libertad internos del material que conforma
las placas.

mientras que S(0)
m y S(int)

vm denotan las acciones del campo de materia libre y de la

interacción entre el campo de materia y el campo de vaćıo, respectivamente. Como

deseamos modelar el campo electromagnético, tomaremos m = 0 a partir de ahora.

Asumiendo que la interacción entre el campo de vaćıo y el campo de materia es

local, S(int)
vm sólo dependerá del campo de vaćıo evaluado en puntos espaciales perte-

necientes a las regiones ocupadas por los espejos. En el caso en que los espejos sean

semi-infinitos, supondremos que tienen propiedades isotrópicas y homogéneas en cada

plano x3 = cte., y que dichas propiedades son independientes de x3 dentro de cada

espejo. Trabajaremos en unidades naturales en las cuales ~ = c = 1.

3.2.1. Acción efectiva para dos placas interactuando con el

vaćıo

A continuación deseamos encontrar una expresión para la acción efectiva del siste-

ma teniendo en cuenta la geometŕıa, pero sin especificar las propiedades microscópicas

de los espejos. La amplitud de persistencia de vaćıo Z para un sistema descripto por

la acción S puede ser representada como una integral funcional

Z = 〈0out|0in〉 =

∫
DφDψ eiS[φ,ψ] = eiΓ , (3.3)

donde Γ es la acción efectiva in-out del sistema completo. En lugar de realizar las

integrales funcionales sobre los campos de materia y de vaćıo simultáneamente, como

vimos en la Sección 2.1, resulta conveniente introducir el resultado parcial de integrar
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solamente los grados de libertad de los materiales:

Z =

∫
Dφ eiS

(eff)
v [φ] , (3.4)

con S(eff)
v [φ] ≡ S(0)

v [φ] + S(int)
v [φ]. El segundo término es, básicamente, un término de

auto-interacción para el campo de vaćıo, generado por la presencia de las placas. Es

decir, toda la información sobre la estructura geométrica y microscópica de los espejos

y su interacción con el campo de vaćıo está contenida dentro del segundo término,

que viene dado por

eiS
(int)
v [φ] =

∫
Dψ ei

(
S(0)
m [ψ]+S(int)

vm [φ,ψ]
)
. (3.5)

Independientemente del modelo que utilicemos luego para describir microscópica-

mente a los espejos, podemos considerar al término de interacción como una suma de

dos términos independientes, uno correspondiente a cada espejo

S(int)
v [φ] = S(L)

v [φ] + S(R)
v [φ] , (3.6)

donde S(R)
v [φ] y S(L)

v [φ] son, en general, funciones no locales ni cuadráticas de φ(x‖, x
3)

(donde x‖ ≡ (x0, x1, x2)). Como asumimos localidad para la interacción microscópica

entre el vaćıo y el material, sabemos que S(L,R)
v puede depender de φ(x‖, x

3) sólo

para valores de x3 dentro de la región ocupada por el espejo correspondiente. En este

sentido es conveniente introducir dos funciones, χL(x
3) y χR(x

3), que determinen

dichas regiones. Para el caso de placas con espesor finito o infinito, χL,R(x
3) = 1

cuando x3 está en la región L,R, y χL,R(x
3) = 0 si no. Para espejos con espesor

infinitesimal, son simplemente funciones delta de Dirac del valor correspondiente de

x3.

Podŕıa ocurrir que el término que contiene los efectos de las placas sobre el campo

de vaćıo, S(int)
v [φ], sea cuadrático en el campo de manera exacta (como en el caso que

vamos a considerar más adelante). Si este no es el caso, el término cuadrático será de

todos modos la principal contribución cuando la constante de acoplamiento entre el

vaćıo y el material sea pequeña. Es decir, podemos asumir que S(L,R)
v es cuadrático

en el campo de vaćıo, sea de manera exacta o de manera aproximada, y tenemos:

S(int)
v [φ] = −1

2

∫
d4x d4y φ(x)V (x, y)φ(y) (3.7)

con

V (x, y) = VL(x, y) + VR(x, y) . (3.8)
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Bajo las suposiciones que hicimos hasta ahora, los potenciales efectivos VL,R tendrán

la forma

VL,R(x, y) = χL,R(x
3) δ(x3 − y3)λL,R(x‖ − y‖) . (3.9)

La interpretación de estos potenciales es la siguiente: la presencia de las placas genera

una interacción efectiva para el campo de vaćıo, resultado de haber integrado la

interacción real del vaćıo con las placas. Si hubieramos elegido integrar los campos

en el orden inverso, habŕıamos obtenido una interacción efectiva entre las placas,

mediada por el campo de vaćıo. Estos potenciales pueden ser determinados utilizando

un modelo espećıfico para el material, o incluso pueden ser introducidos a mano bajo

ciertas suposiciones.

Independientemente del origen de los potenciales, la integral sobre el campo de

vaćıo se vuelve Gaussiana,

Z =

∫
Dφ e− 1

2

∫
d4xd4y φ(x)A(x,y)φ(y) , (3.10)

donde hemos introducido el operador A, cuya representación en el espacio de posición

A(x, y) = 〈x|A|y〉 es

A(x, y) =
[
i(✷x +m2) + ǫ

]
δ(x− y) + iV (x, y) . (3.11)

Podemos resolver formalmente la integral sobre φ, obteniendo para la acción efec-

tiva Γ:

Γ =
i

2
Tr logA . (3.12)

Para obtener una expresión expĺıcita de Γ, es útil realizar una expansión en potencias

de los potenciales efectivos. Escribimos A = A0 + A1, con A0 un término de orden

V (x, y)0, y A1 un término de orden V (x, y)1. Es fácil ver que

A0(x, y) =
[
i✷x + ǫ

]
δ(x− y) (3.13)

es la inversa del propagador de Ferynman libre para un campo de Klein-Gordon no

masivo GF (x− y) = −i〈0|T [φ(x)φ(y)|0〉, mientras que

A1(x, y) = iV (x, y) . (3.14)

Con esta consideración, podemos expandir logA:

logA = log
[
A0(I+ A−1

0 A1)
]
= log(A0)+log[I+A−1

0 A1] ≈ A−1
0 A1+

1

2
(A−1

0 A1)(A
−1
0 A1) ,
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donde en el último paso hemos ignorando un término divergente independiente de la

interacción con las placas, y nos hemos quedado hasta orden V (x, y)2. Es importan-

te notar que el término (A−1
0 A1)(A

−1
0 A1) es un abuso de notación para expresar la

contracción de los operadores:

[(A−1
0 A1)(A

−1
0 A1)](x, y) ≡

∫
dz(A−1

0 A1)(x, z)(A
−1
0 A1)(z, y)

donde nuevamente cada factor (A−1
0 A1) nota una contracción entre dichos operadores.

Recordando que la inversa de A0 es el propagador libre en el espacio de Minkows-

ki, y quedándonos sólo con los términos que consideran la interacción entre las dos

placas, se obtiene, esquemáticamente, que logA ∼ −GFVRGFVL . Luego de escribir

expĺıcitamente todas las contracciones, resulta:

logA ∼ −
∫
dzdydwGF (x− y)VR(y, z)GF (z − w)VL(w, x) ,

y la acción efectiva hasta orden cuadrático en el potencial tendrá la forma:

Γ
(2)
I = − i

2
Tr
(
GFVLGFVR

)
. (3.15)

Escribiendo los propagadores en el espacio de posición como la transformada de los

propagadores libres en el espacio de momentos G̃F (k), haciendo lo análogo para los

potenciales y tomando expĺıcitamente la traza, obtenemos la expresión general para

la acción efectiva en el espacio de momentos:

Γ
(2)
I = − i

2

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
G̃F(p)G̃F(q)ṼL(p, q)ṼR(q, p) , (3.16)

donde G̃(p) ≡ 1/(p2 + iǫ), mientras que los dos núcleos en el espacio de momentos

ṼR,L, definidos como

ṼL,R(p, q) =

∫
d4x d4ye−iqµx

µ+ipµyµVL,R(x, y) , (3.17)

están determinados por la geometŕıa y composición de los espejos, aśı como tam-

bién las caracteŕısticas del movimiento relativo entre ellos. La ventaja de utilizar un

modelo microscópico es que las propiedades anaĺıticas de estos núcleos quedarán com-

pletamente determinadas luego de la integración sobre los grados de libertad de la

materia. A continuación mostraremos la manera en la que los efectos del movimiento

de los espejos se ve reflejado en dichos potenciales.
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3.2.1.1. Potencial efectivo para la placa móvil

Debido a que lo único que puede afectar los resultados f́ısicos es el movimiento

relativo de los espejos, vamos a utilizar como sistema de referencia el sistema labo-

ratorio (L), donde el espejo L está en reposo, mientras que el espejo R se mueve

con velocidad constante v a lo largo de la dirección paralela a sus planos isótropos y

homogéneos, que llamaremos x1.

Si llamamos x′µ, µ = 0, 1, 2, 3, a las coordenadas fijas al espejo móvil, y supo-

niendo |v| << 1, podemos relacionarlas con las coordenadas del sistema L mediante

transformaciones de Galileo: x′0 = x0, x
′
1 = x1 − vx0, x

′
2 = x2 and x′3 = x3.

Para la placa L, bajo las suposiciones discutidas anteriormente, el potencial nece-

sariamente tiene que tener la forma

VL(x, y) = χL(x3)λL(x‖ − y‖) δ(x3 − y3) , (3.18)

donde λL puede escribirse convenientemente en función de su transformada de Fou-

rier λ̃L(k
0, k1, k2). En cuanto a la placa R notemos que, en un sistema de referencia

comóvil,

V ′
R(x

′, y′) = χR(x
′
3)λR(x

′
‖ − y′‖) δ(x

′
3 − y′3) , (3.19)

donde λR está determinado por el modelo microscópico en reposo, dado que es un

objeto definido en el sistema comóvil. También puede escribirse en términos de su

transformada de Fourier, de la siguiente manera:

λR(x
′
‖ − y′‖) =

∫
d3k‖
(2π)3

eik‖·(x
′
‖
−y′

‖
)λ̃R(k‖) . (3.20)

Notemos que no es necesario introducir variables primadas para los momentos, dado

que son variables mudas por estar integradas. Si los dos medios materiales fueran

idénticos, las funciones λ̃R y λ̃L (definida más arriba) lo seŕıan también.

Ahora bien, nosotros conocemos la forma del potencial de la placa R en el sistema

comóvil, dado por la (3.19), pero no tenemos una expresión para dicho potencial en

el sistema laboratorio, ya que es una cantidad definida en el sistema en reposo. Por

esta razón resulta útil hacer un cambio de variables en el término de la Ec. (3.7)

correspondiente a VR: simplemente escribimos la acción en términos de las variables

en el sistema en el que la placa R está en reposo. Luego de hacer esto, la interacción

entre los espejos y el campo queda escrita como:

S(int)
v = −1

2

∫
d4x d4y φ(x)VL(x, y)φ(y) − 1

2

∫
d4x′ d4y′ φ′(x′)V ′

R(x
′, y′)φ′(y′) ,

(3.21)
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donde ahora el segundo término está expresado en función de las variables del siste-

ma de referencia R. Para poner todo en el mismo sistema de referencia, recordemos

que el campo de vaćıo es un campo escalar y por lo tanto satisface φ′(x′) = φ(x).

Trivialmente χR es invariante, al igual que las medidas de integración, mientras que

λR(x
′
‖ − y′‖) =

∫
d3k‖
(2π)3

ei[k0(x
′
0−y′0)−k1(x′1−y′1)−k2(x′2−y′2)λ̃R(k0, k1, k2) (3.22)

=

∫
d3k‖
(2π)3

ei[k0(x0−y0)−k1(x1−y1−u(x0−y0))−k2(x2−y2)]λ̃R(k0, k1, k2)

=

∫
d3k‖
(2π)3

ei[k0(x0−y0)−k1(x1−y1)−k2(x2−y2)]λ̃R(k0 − uk1, k1, k2) ,

donde hemos utilizado las transformaciones de Galileo y un desplazamiento en las

variables de integración. La última ĺınea de la ecuación anterior nos dice que, en el

sistema laboratorio L, la placa R está descripta por la función λ̃R desplazada:

λ̃R(k0, k1, k2) → λ̃R(k0 − vk1, k1, k2) . (3.23)

3.2.2. Modelo microscópico del material

Hasta este momento no hemos espećıficado el modelo microscópico para el material

que conforma los espejos, tan sólo hemos hecho consideraciones generales sobre la

geometŕıa de los mismos. Aqúı introducimos un modelo microscópico simple: una

realización concreta de la interacción entre los campos de vaćıo y de materia que

resulta en una función λ̃ f́ısicamente aceptable.

Los grados de libertad microscópicos del medio material se comportan como os-

ciladores armónicos cuánticos unidimensionales, uno en cada punto del espejo. Cada

oscilador estará representado por una coordenada generalizada Q(x0, x1, x2) = Q(x‖),

que toma valores en un espacio interno. No tendremos en cuenta el acoplamiento entre

osciladores, mientras que el acoplamiento entre cada oscilador y el campo de vaćıo

será lineal en posición. Notemos en este punto que un acoplamiento de este tipo es

análogo al acoplamiento de un dipolo con el campo electromagnético. Sin embargo

un acoplamiento tipo corriente (un acoplamiento lineal en momento) diferirá en los

resultados sólo en un factor igual a la frecuencia del oscilador. La interacción ocurre

sólo localmente, en las posiciones espaciales ocupadas por el material.

Para encontrar S(L)
v , consideraremos los términos en la acción dependiendo de QL

(luego podemos aplicar argumentos análogos para los términos R):

S(0)
m =

1

2

∫
d4xχL(x3)

[
Q̇2
L(x‖)− (Ω2

L − iǫ)Q2
L(x‖)

]
(3.24)
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y

S(int)
vm = gL

∫
d4xχL(x3)QL(x‖)φ(x) . (3.25)

Luego de integrar por partes S(0)
m , la integral funcional sobre los grados de libertad

del material en (3.5) puede ser escrita como

eiS
(L)
v [φ] =

∫
DQL e

− i
2

∫
d4xχL(x3)QL(x‖)[∂

2
0+Ω2

L−iǫ]QL(x‖)+igL
∫
d4xχL(x3)QL(x‖)φ(x‖) . (3.26)

Afortunadamente esta integral funcional también es Gaussiana, de modo que para

resolverla tan sólo necesitamos la inversa del operador entre corchetes, ∆(x‖, x
′
‖) =

∆(x0 − x′0)δ
(2)(x‖ − x′

‖)). El operador ∆(x0 − x′0) es el propagador para un oscilador

armónico cuántico, es decir, debe resolver la ecuación

[∂20 + Ω2
L − iǫ]∆(x0 − x′0) = −δ(x0 − x′0) . (3.27)

La solución de la ecuación diferencial anterior es

∆(x0 − x′0) =
−Θ(x0 − x′0)e

−i
√

Ω2
L−iǫ(x0−x′0) −Θ(x′0 − x0)e

i
√

Ω2
L−iǫ(x0−x′0)

2i
√
Ω2
L − iǫ

=
ie−i

√
Ω2

L−iǫ|x0−x′0|

2
√
Ω2
L − iǫ

.

Ahora que tenemos una expresión expĺıcita para el operador ∆(x‖, x
′
‖), podemos

resolver la integral funcional y obtener:

S(L)
v =

1

2

∫
dxdx′φ(x)χL(x3)δ

(2)(x‖ − x′
‖)λL(x0 − x′0)δ(x

′
3 − x3)φ(x

′) , (3.28)

donde

λL(x0 − x′0) =
g2i

2

e−i
√

Ω2
L−iǫ|t−t′|

√
Ω2
L − iǫ

. (3.29)

En el espacio de momentos, tenemos para la placa L

λ̃L(p0) =
−g2L

p20 − Ω2
L + iǫ

. (3.30)

Esto significa que podemos escribir, para el potencial efectivo de la placa L,

VL(x, y) = χL(x3)δ(x3 − y3) δ
(2)(x‖ − x′

‖)λL(x0 − x′0) . (3.31)

Notemos que, incluso para este modelo sencillo, λ̃L no es anaĺıtica, ya que tiene

dos polos ubicados en k0,L = ±
√

Ω2
L − iǫ ≈ ±ΩL ∓ iǫ

2ΩL
. Esto será relevante a la
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hora de encontrar la parte imaginaria de la acción efectiva. Para el espejo móvil R,

entonces, tendremos

λ̃R(p0 − vp1) =
−g2R

(p0 − vp1)2 − Ω2
R + iǫ

. (3.32)

Finalmente, debemos hacer una aclaración importante en cuanto a las dimensiones

de Q y de las constantes de acoplamiento gL (y gR por ende): las mismas son diferentes

en el caso en que χL es una función delta de Dirac con respecto al caso en el que es

una función de Heaviside. En unidades de masa tenemos para el caso de la delta de

Dirac que [Q] = 1/2 y [gL] = −3/2, mientras que en el caso de la función escalón

[Q] = 1 y [gL] = −2. Obviamente, lo mismo ocurre con gR.

3.2.3. Relación entre la función λ y el coeficiente de reflexión

del material

En nuestro formalismo, el principal objeto que caracteriza el material que confor-

ma las placas es la función λ̃(ω). Para poder comparar los modelos que utilicemos

con aquellos presentes en la literatura, nos interesa relacionar la función λ con la

constante dieléctrica del material, y su correspondiente coeficiente de reflexión. Para

hacerlo sólo necesitamos considerar el problema clásico, en el que la acción del sistema

está dada por

S =

∫
dxφ(x)

[
∂µ∂

µφ(x) +

∫
dyV (x, y)φ(y)

]
,

donde V es el potencial no-local que manifiesta la interacción efectiva para el campo

de vaćıo, y está dado por las ecuaciones (3.8) y (3.9). Esto resulta en una ecuación

de movimiento no-local,

∂µ∂
µφ(x) +

∫
dx′V (x, x′)φ(x′) = 0 . (3.33)

Transformando Fourier sobre las coordenadas temporales y paralelas, obtenemos

(∂23 − kµk
µ)φ(k, x3) +

∫
dx′Ṽ (k, x3, x

′
3)φ̃(k, x

′
3) (3.34)

donde Ṽ y φ̃ son las funciones transformadas, y k = (ω, k‖). En este punto es necesario

especificar la geometŕıa del sistema. Vamos a mirar el caso en que las placas son semi-

espacios, el caso se las placas de espesor infinitesimal puede ser obtenido de manera

análoga. Consideremos la placa L, ubicada en el semi-espacio x3 < 0. Dividamos el
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problema en dos regiones: la región I será la región ocupada por el material, mientras

que la región II será x3 > 0. En la región I, el potencial estará dado por:

V (k, x3, x
′
3) = δ(x3 − x′3)(2π)

3λ̃(ω) ,

mientras que V (k, x3, x
′
3) se anula en la región II (x3 > 0). Para obtener las condi-

ciones de contorno en la interfaz (x3 = 0) , en primer lugar pedimos continuidad al

campo de vaćıo:

ĺım
x3→0+

φ̃(k, x3) = ĺım
x3→0−

φ̃(k, x3) . (3.35)

Luego interamos las ecuaciones de movimiento y utilizamos expĺıcitamente la primera

condición de contorno (3.35), obteniendo una segunda condición de contorno

ĺım
x3→0+

∂φ̃

∂x3
(k, x3) = ĺım

x3→0−

∂φ̃

∂x3
(k, x3) . (3.36)

En este punto es importante notar que la continuidad de la primera derivada per-

pendicular a la superficie, Ec. (3.36), es una condición de contorno válida solamente

para el caso de los semiespacios, y no se cumple en el caso de las placas de espesor

infinitesimal, ya que la función delta de Dirac que aparece en los potenciales en ese

caso resulta en una discontinuidad en la derivada del campo de vaćıo. Por esta razón,

la relación entre λ y la permitividad dieléctrica del material que obtendremos en esta

sección es válida para el caso de las placas de espesor semi-infinito pero no para el

caso de placas de espesor infinitesimal.

Volviendo al caso que estamos considerando, simplemente tenemos que resolver la

siguiente ecuación diferencial:





[
∂23 − k2‖ + ω2 − λ̃(ω)

]
φ̃ = 0 in (I)[

∂23 − k2‖ + ω2(ω)
]
φ̃ = 0 in (II)

. (3.37)

La ecuación del movimiento dentro del material puede reescribirse como

∂2φ̃

∂x23
+



ω2

(
1− λ̃(ω)

ω2

)

︸ ︷︷ ︸
n2(ω)=ε(ω)

−k2‖



φ̃ = 0 , (3.38)

donde hemos identificado la permitividad dieléctrica

ε(ω) = 1− λ̃(ω)

ω2
. (3.39)
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Para el modelo desarrollado en la Subsección 3.2.2, la constante dieléctrica resulta

ε(ω) = 1 +
g2

ω2(ω2 − Ω2 + iǫ)
, (3.40)

permitividad que difiere de la obtenida para el modelo de Drude, el más comúnmente

utilizado en la bibliograf́ıa para describir materiales dieléctricos:

εDrude(ω) = 1−
ω2
p

ω(ω + iγ)
. (3.41)

Ahora estamos en condiciones de calcular el coeficiente de reflexión. Para hacerlo,

proponemos soluciones tipo onda viajera para la Ec. (3.38):

φ̃I(k, x3) = t(ω)e−iqx3

φ̃II(k, x3) = e−iq
′x3 + r(ω)eiq

′x3 ,

donde r(ω) (t(ω)) es el coeficiente de reflexión (transmisión). Las ecuaciones de mo-

vimiento determinan los valores de q y q′:

q =
√
ω2 − k2‖ − λ̃(ω)

q′ =
√
ω2 − k2‖ .

Usando las condiciones de contorno (3.35) y (3.36), obtenemos el coeficiente de refle-

xión para una placa de espesor semi-infinito compuesta por un material caracterizado

por la funcion λ̃(ω):

r(ω) =

√
1− k‖

ω2 −
√

1− k‖
ω2 − λ̃(ω)

ω2

√
1− k‖

ω2 +

√
1− k‖

ω2 − λ̃(ω)
ω2

. (3.42)

El caso de las placas de espesor infinitesimal puede resolverse de manera análoga,

los resultados pueden encontrarse en la referencia [29].

3.3. Cálculo de la parte imaginaria de la acción

efectiva in-out

Debido a que la acción efectiva in-out está relacionada con la amplitud de per-

sistencia del vaćıo (Ec. (3.3)), la presencia de una parte imaginaria señala, para el

sistema que estamos estudiando, la excitación de los grados de libertad internos del

material que compone los espejos. Debido a que el motivo detrás de la presencia de
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dichas excitaciones es el movimiento a velocidad constante de una de las placas, po-

demos concluir que es un reflejo de la existencia de fricción sin contacto entre las

mismas. En esta sección obtendremos expĺıcitamente la acción efectiva del sistema

para el modelo que estamos estudiando, y luego calcularemos su parte imaginaria.

Ahora calculemos la acción efectiva del sistema como función de λ̃ que caracteriza

el material. Como ya vimos en la Sección 3.2.3, esto es análogo a escribir la acción

efectiva como función de ǫ(ω) o del coeficiente de reflexión del material. En la expre-

sión para la acción efectiva de la Ec. (3.16) podemos insertar las expresiones expĺıcitas

para los potenciales, dadas por las transformadas de Fourier de las Ecs. (3.18) y (3.19)

(recordando que en el sistema laboratorio debemos utilizar la función λ̃R desplazada,

según la Ec. (3.23)).

Si para simplificar la notación llamamos λ̃(k0, k1, k2) ≡ λ̃(k0), puesto que en este

caṕıtulo sólo utilizaremos modelos que resultan en una función λ(x0 − x′0) (es decir,

local en posición), tenemos:

Γ
(2)
I =

−iTΣ
2(2π)2

∫
d3p‖ λ̃L(p0)λ̃R(p0−vp1)

∫
dx3dy3 χL(x3)

[
G̃F(p‖, x3−y3)

]2
χR(y3) ,

(3.43)

donde T es el tiempo total, Σ es la superficie total de cada placa, y el propagador de

Feynman para el campo está escrito como

G̃F(p‖, x3) =

∫
dp3

eip3x3

p2‖ − p23 + iǫ
= −π i e

i |x3|
√
p2
‖
+iǫ

√
p2‖ + iǫ

, (3.44)

donde en el último paso hemos integrado sobre p3 haciendo uso del Teorema de los

Residuos.

Las integrales sobre la coordenada perpendicular a las superficies sólo puede rea-

lizarse expĺıcitamente una vez especificado el grosor de cada espejo. Para dos placas

de espesor nulo separadas por una distancia a, se obtiene

Γ
(2)
I =

iTΣ

4

∫
d3p‖

e
2ia

√
p2
‖
+iǫ

p2‖ + iǫ
λ̃L(p0) λ̃R(p0 − vp1) . (3.45)

En la expresión anterior se puede ver cómo la función λ̃(ω) aparece evaluada en la

frecuencia medida en el sistema en reposo de cada placa.

Si las dos placas tienen espesor semi-infinito y están separadas a una distancia a,

es decir, si χL(x3) = Θ(−x3) y χR(x3) = Θ(x3 − a), se tiene

Γ
(2)
I =

iTΣ

4

∫
d3p‖

λ̃L(p
0) λ̃R(p0 − vp1)

(p‖)2 + iǫ

∫
dx3dx

′
3Θ(−x3)Θ(x′3−a)e2i(x

′
3−x3)

√
(p‖)

2+iǫ .

(3.46)
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Para no tener que hacer todos los cálculos dos veces, una vez para cada configura-

ción, notemos que podemos obtener el resultado para el caso de los dos semi-espacios

a partir del caso con placas de espesor nulo: simplemente introducimos dos variables

auxiliares sL y sR, que cumplen las siguientes relaciones:

Θ(−x3) =

0∫

−∞

dsL δ(x3 − sL) , Θ(x3 − a) =

∞∫

a

dsR δ(x3 − sR) . (3.47)

Debido a que Γ, para espejos delgados, es función sólo de la distancia a entre los

espejos, podemos escribir Γ para placas semi-infinitas como

Γ
(2)
I =

iTΣ

4

0∫

−∞

dsL

∞∫

a−sL

dsR

∫
d3p‖

e2isR
√

(p‖)
2+iǫ

(p‖)2 + iǫ
λ̃L(p0) λ̃R(p0 − vp1) , (3.48)

o bien como

Γ
(2)
I =

iTΣ

4

∞∫

a

dsR

0∫

a−SR

dsL

∫
d3p‖

e2isR
√

(p‖)
2+iǫ

(p‖)2 + iǫ
λ̃L(p0) λ̃R(p0 − vp1)

=
iTΣ

4

∞∫

a

dsR(sR − a)

∫
d3p‖

e2isR
√

(p‖)
2+iǫ

(p‖)2 + iǫ
λ̃L(p0) λ̃R(p0 − vp1) , (3.49)

es decir que para obtener la acción efectiva para semiespacios sólo debemos tomar la

acción efectiva para placas infinitesimales, reemplazar a→ sR y realizar las integrales

pertinentes. Dado que la variable auxiliar sR es real, podemos además extraer la

parte imaginaria de Γ para el caso de semiespacios directamente del resultado para

placas de espesor infinitesimal. Por esta razón a partir de ahora sólo haremos con

detalle los cálculos para el caso de placas delgadas, y luego a partir de esos resultados

obtendremos el caso de espejos semi-infinitos. Además también a partir de ahora,

para simplificar la notación, dejaremos de escribir el supeŕındice (2) que nota que

estamos quedándonos hasta orden cuadrático en teoŕıa de perturbaciones.

3.3.1. Estructura anaĺıtica y parte imaginaria

Para poder calcular la parte imaginaria de la acción efectiva es necesario hacer

un análisis de la estructura anaĺıtica de ΓI en el plano complejo. En lo que sigue

consideraremos el caso de dos espejos idénticos, por lo que vamos a abandonar los

sub́ındices L y R de los parámetros del modelo microscópico. Usando la notación

p‖ = (p1, p2), es fácil ver que el integrando de la Ec.(3.45), visto como una función de
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p0, tiene singularidades en ±
√
p2‖ − iǫ ≈ ±(|p‖|− iǫ/2|p‖|), independientemente de la

estructura anaĺıtica de las funciones λ̃(p0). Hay además dos cortes o branch cuts : el

primero puede ser tomado comenzando desde la primera singularidad y extendiéndose

hasta +∞ paralelamente al eje real (es decir, con Im(p0) = −ǫ/2|p‖| y Re(p0) >

|p‖|, para ǫ pequeño). El otro corte se extiende paralelo al eje real desde la segunda

singularidad hasta −∞.

Resulta conveniente reescribir la integral en la variable p0 de la Ec. (3.45) como

una integral a lo largo del semieje positivo:

ΓI =
iTΣ

4

∫
d2p‖

∞∫

0

dp0(f(p0) + f(−p0)) , (3.50)

donde

f(p0) =
e
2ia

√
(p0)2−p2

‖
+iǫ

(p0)2 − p2‖ + iǫ
λ̃(p0)λ̃(p0 − vp1) . (3.51)

La ventaja de este procedimiento es que nos permite computar la integral sobre p0

en el plano complejo considerando un contorno cerrado formado por el semieje real

positivo, el semieje imaginario positivo, y un cuarto de circunferencia de radio grande.

Como la integral sobre el cuarto de circunferencia tiende a cero cuando el radio tiende

a infinito, utilizando el Teorema de los Residuos podemos ver que la integral en (3.50)

está dada por la rotación de Wick p0 → ip0, más una contribución proveniente de los

polos simples que f(p0) tenga en el primer cuadrante.

Como un primer ejemplo, consideremos el caso en el que λ̃(p0) es constante. Si

llamamos a esta constante ω2
p, es fácil mostrar que, siguiendo los pasos detallados en

la Sección 3.2.3, se obtiene la permitividad dieléctrica correspondiente al modelo de

plasma ǫ(p0) = 1 − ω2
p/(p0)

2. En este caso, como λ̃ no tiene ningún polo y f(ip0) es

una función real, la parte imaginaria de la acción efectiva es nula y por lo tanto no

hay fricción cuántica.

Volamos ahora al modelo microscópico que estamos estudiando, en el que el mate-

rial está compuesto por osciladores armónicos desacoplados. La función f(p0) en este

caso resulta

f(p0) = g4
1

(p0)2 − Ω2 + iǫ
× 1

(p0 − vp1)2 − Ω2 + iǫ
× e

2ia
√

(p0)2−p2‖+iǫ

(p0)2 − p2‖ + iǫ
. (3.52)

Además de las singularidades mencionadas anteriormente (que provienen de los pro-

pagadores del campo de vaćıo y por lo tanto son independientes del material de las

37



placas), esta función tiene cuatro polos simples ubicados en las siguientes posiciones:

p0 =
√
Ω2 − iǫ ≈ Ω− iǫ

2Ω

p0 = −
√
Ω2 − iǫ ≈ −Ω +

iǫ

2Ω

p0 = vp1 +
√
Ω2 − iǫ ≈ vp1 + Ω− iǫ

2Ω

p0 = vp1 −
√
Ω2 − iǫ ≈ vp1 − Ω +

iǫ

2Ω
.

Figura 3.2: Singularidades de f(p0) (Ec. (3.52)) en el plano p0 complejo. Los polos sim-
ples están representados como ćırculos rellenos, y los cortes como ĺıneas discont́ınuas.
Hemos introducido la notación: u± = vp1 ± Ω.

En la Fig. 3.2 pueden observarse las singularidades de f(p0) en el plano complejo

(las singularidades correspondientes a f(−p0) pueden hallarse simplemente cambian-

do p0 → −p0). Mirando la figura podemos notar que, para cada término del integrando

(f(p0) y f(−p0)), solamente hay un polo que podŕıa estar ubicado en el primer cua-

drante, siempre y cuando los parámetros del sistema cumplan ciertas condiciones.

Para el primer término, el polo está en el primer cuadrante si y solo si vp1 − Ω > 0,

mientras que la condición para el segundo término es que −vp1 − Ω > 0. Con estas

consideraciones podemos usar expĺıcitamente el Teorema de los Residuos y escribir la
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integral sobre p0 de la siguiente manera:

ΓI =
iTΣ

4

∫
d2p‖

+∞∫

0

dp0(f(p0) + f(−p0))

=
−TΣ
4

∫
d2p‖





+∞∫

0

dp0(f(ip0) + f(−ip0))+

+ Θ(vp1 − Ω)2πRes
[
f(p0), vp1 −

√
Ω2 − iǫ

]

+Θ(−vp1 − Ω)2πRes
[
f(−p0),−vp1 −

√
Ω2 − iǫ

]


 . (3.53)

Notando que f(ip0)+f(−ip0) es real, la parte imaginaria de la acción efectiva resulta

ImΓI =
−TΣπ

2
Im

∫
d2p‖

{
Θ(vp1 − Ω)Res

[
f(p0), vp1 −

√
Ω2 − iǫ

]

+ Θ(−vp1 − Ω)Res
[
f(−p0),−vp1 −

√
Ω2 − iǫ

]}
. (3.54)

Para obtener la forma funcional expĺıcita de la ecuación anterior necesitamos evaluar

los dos residuos involucrados:

Res
[
f(±p0),±vp1 −

√
Ω2 − iǫ

]
=g4

e
2ia

√
v2p21+Ω2−p2

‖
−2vp1

√
Ω2−iǫ

v2p21 + Ω2 − p2‖ ∓ 2vp1
√
Ω2 − iǫ

×
(

1

v2p21 ∓ 2vp1
√
Ω2 − iǫ

)(
1

−2
√
Ω2 − iǫ

)
.

(3.55)

De la Ec. (3.54) podemos ver que los únicos modos del campo de vaćıo que con-

tribuyen a la fricción son aquellos con |p1| > Ω/v. Insertando Ec. (3.55) en Ec.(3.54),

y haciendo el cambio de variables vp1 → ω, obtenemos

ImΓI =
πTΣ

2
v
g4

2Ω
Im

∞∫

−∞

dp2

∞∫

−∞

dω (3.56)

×



Θ(ω − Ω)

exp
[
2ia

v

√
(v2 − 1)ω2 + Ω2v2 − p22v

2 − 2ωΩv2 + iωǫv2/Ω
]

((v2 − 1)ω2 + Ω2v2 − p22v
2 − 2ωΩv2 + iωǫv2/Ω)(ω2 − 2ωΩ + iωǫ/Ω)

+ Θ(−ω − Ω)
exp

[
2ia

v

√
((v2 − 1)ω2 + Ω2v2 − p22v

2 + 2ωΩv2 − iωǫv2/Ω
]

((v2 − 1)ω2 + Ω2v2 − p22v
2 + 2ωΩv2 − iωǫv2/Ω)(ω2 + 2ωΩ− iωǫ/Ω)



 .
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En el último término podemos hacer el cambio ω → −ω, obteniendo una expresión

simplificada:

ImΓI =πTΣv
g4

2Ω
Im

∞∫

−∞

dp2

∞∫

−∞

dω Θ(ω − Ω)
1

ω

1

ω − 2Ω + iǫ/Ω
(3.57)

×
exp

[
2ia

v

√
(v2 − 1)ω2 + Ω2v2 − p22v

2 − 2ωΩv2 + iωǫv2/Ω
]

(v2 − 1)ω2 + Ω2v2 − p22v
2 − 2ωΩv2 + iωǫv2/Ω)

.

Notemos que en el segundo renglón de la ecuación anterior, podemos tomar trivial-

mente el ĺımite ǫ→ 0, ya que la función (v2−1)ω2+Ω2v2−p22v2−2ωΩv2 < 0 en toda

la región de integración, por lo que poner ǫ = 0 no nos moveŕıa ningún polo ni corte

al intervalo de integración. El factor del primer renglón, sin embargo, debe tratarse

con más cuidado. Cuando ǫ→ 0, se tiene

1

ω − 2Ω + iǫ/Ω
−→ v.p.

(
1

ω − 2Ω

)
− iπδ(ω − 2Ω) , (3.58)

donde v.p. denota en valor principal de la función.

Utilizando el resultado anterior y adimensionalizando la integral restante llamando

vp2a→ x, obtenemos la expresión final para la parte imaginaria de la accción efectiva

in-out :

ImΓI =
π2

4

TΣ

a3
g4

Ω6
(Ωa)4

∞∫

−∞

dx
e−

2
u

√
(Ωa)2(4−u2)+x2

(Ωa)2(4− u2) + x2

≃π
2

4

TΣ

a3
g4

Ω6
(Ωa)4

∞∫

−∞

dx
e−

2
u

√
4(Ωa)2+x2

4(Ωa)2 + x2
. (3.59)

Este es el resultado principal de esta sección, escrito como el producto de factores

adimensionales. La integral sobre x en la Ec. (3.59) puede resolverse numéricamente.

En la figura 3.3 mostramos el resultado para la parte imaginaria de la acción efectiva

como función de v, para Ωa = 0,01. Como es de esperarse, los efectos disipativos están

fuertemente suprimidos cuando v → 0. La razón detrás de este comportamiento es

la existencia un umbral en la enerǵıa necesaria para excitar los grados de libertad

internos del material, dado por la frecuencia Ω. De hecho, la integral en la Ec. (3.59)

tiende a cero como exp(−4Ωa/v) para v ≪ Ωa, y crece linealmente con v en el ĺımite

opuesto.

La parte imaginaria de la acción efectiva para semi-espacios puede ser obteni-

da integrando el caso de láminas delgadas, como fue explicado anteriormente (ver

40



0 0.025 0.05 0.075 0.1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

v

I
m

Γ
I
/
A

Figura 3.3: Parte imaginaria de la acción efectiva in-out para placas delgadas, como

función de v con Ωa = 0,01. A es el factor global A = g4TΣ(Ωa)3π2

4a3Ω6 . La parte imaginaria
de la acción efectiva, y por ende los efectos disipativos, están fuertemente suprimidos
para valores pequeños de la velocidad relativa entre las placas.

Ec.(3.49)). El resultado es

ImΓI =
π2

16

TΣ

a3
g4

Ω8
(Ωa)6v2

∞∫

−∞

dx
e−

2
v

√
(Ωa)2(4−v2)+x2

[(Ωa)2(4− v2) + x2]2
. (3.60)

Como ya mencionamos, las constantes de acomplamiento g para semiespacios y para

placas de espesor infinitesimal tienen diferentes dimensiones. En la Figura 3.4 mos-

tramos el resultado de esta integración numérica como función de v, con Ωa = 0,01.

Como en el caso anterior, hay una supresión fuerte para velocidades bajas.

3.4. Cálculo de la fuerza de fricción en el forma-

lismo in-in

Debido a que ImΓI > 0 cuando los espejos están en movimiento relativo, existe

una transferencia de enerǵıa al sistema. De hecho, habiendo comenzado en el estado

de vaćıo in |0in〉, el sistema termina estando en un estado excitado, como puede verse

de la probabilidad de persistencia del vaćıo

|〈0out|0in〉|2 = e−2ImΓI . (3.61)

De esta manera, la conservación de la enerǵıa implica que debe haber una fuerza

realizando trabajo mecánico al mover el espejo. Además, dado que la placa se mueve
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Figura 3.4: Parte imaginaria de la acción efectiva in-out para semiespacios, como

función de v, con Ωa = 0,01. A es el factor global A = g4TΣ(Ωa)5π2

16a3Ω8 . La parte imaginaria
de la acción efectiva, y por ende los efectos disipativos, están fuertemente suprimidos
para valores pequeños de la velocidad relativa entre las placas.

a velocidad constante, la fuerza debe ser de naturaleza disipativa. A pesar de que la

acción efectiva nos permite entender, de manera indirecta, que debe existir una fuerza

de fricción, la relación entre estas dos magnitudes no es obvia, y la desarrollaremos

con detalle en la próxima sección.

Sin embargo creemos que es importante, como un chequeo de consistencia, evaluar

de manera expĺıcita e independiente dicha fuerza de fricción. Para ello computaremos

el valor medio del tensor enerǵıa-momento tµν en el vaćıo in, en el régimen estacio-

nario:

〈tµν〉 ≡ 〈0in|tµν |0in〉 . (3.62)

La fuerza generada por el campo de vaćıo sobre la placa móvil puede obtenerse

integrando este tensor en un cubo ubicado en la superficie de la placa, con dos caras

paralelas a la superficie, una de cada lado de la misma. Al tomar altura del cubo

tendiendo a cero, se obtiene la fuerza por unidad de área σ:

σ = ĺım
x→a+

〈t13(x)〉 − ĺım
x→a−

〈t13(x)〉 , (3.63)

donde

〈t13(x)〉 = ĺım
x′→x

〈∂1φ(x)∂′3φ(x′)〉 =
1

2
ĺım
x′→x

∫
dp0
2π

d2p‖
(2π)2

(ip1)∂
′
3G1(p

0, p‖, x3, x
′
3) . (3.64)

Aqúı G1 denota la función de dos puntos de Hadamard, que se define como

G1(x, x
′) = 〈0in|{φ(x), φ(x′)}|0in〉 . (3.65)
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Notemos que el solo hecho de que haya una parte imaginaria no nula en Γ implica

que el vaćıo in es distinto del vaćıo out, por lo que no puede utilizarse el formalismo

in-out para calcular el valor medio del tensor enerǵıa-momento. Es bien sabido, sin

embargo, que puede utilizarse el formalismo de Schwinger-Keldysh, CTP, o in-in

[31–33]. Notemos que este punto es completamente irrelevante a la hora de calcular

la fuerza de Casimir estática, ya que los dos vaćıos son equivalentes cuando v = 0.

En el formalismo in-out que estuvimos empleando hasta ahora, el propagador de

Feynman en presencia de las placas puede evaluarse perturbativamente, asumiendo

que los potenciales VR y VL son pequeñas peturbaciones al problema libre. En ese

caso tenemos, esquemáticamente

GF = G
(0)
F +G

(0)
F VLG

(0)
F VRG

(0)
F + L↔ R , (3.66)

donde solamente hemos incluido los términos con contribuciones mixtas de los espejos

L y R. Además hemos omitido las integrales en las contracciones de los propagadores.

Como ya hemos visto en la Sección 2.2, en el formalismo CTP el propagador libre

es una matriz de 2× 2 con elementos G
(0)
αβ , donde α, β = +,−: [31–33]

G
(0)
αβ(x, y) ≡

∫
d4p

(2π)4
eip(x−y)

(
−1/(p2 + iǫ) 2πiδ(p2)Θ(−p0)
2πiδ(p2)Θ(p0) 1/(p2 − iǫ)

)
. (3.67)

Para evaluar la fuerza necesitamos la función de dos puntos de Hadamard, que

podemos escribir como

G1(p0, p‖, x3, x
′
3) = 2Im

[
G++(p0, p‖, x3, x

′
3)
]
. (3.68)

De modo que la versión CTP de la Ec. (3.66) es

G++ = G
(0)
++ +G

(0)
+αVL,αβG

(0)
βγVR,γ,δG

(0)
δ,+ + L↔ R , (3.69)

donde los potenciales VL,R son nuevamente matrices de 2× 2. Cada una de sus com-

ponentes estará dada, como vimos en la sección 2.2, por una solución distinta de la

ecuación de movimiento correspondiente. Los elementos diagonales, correspondientes

a los valores medios de los operadores temporalmente y anti-temporalmente ordena-

dos, están dados por el propagador de Feynman (para α, β = +,+ y el propagador

anticausal de Dyson (para α, β = −,−), y se calculan moviendo los polos una distan-

cia ǫ hacia arriba o hacia abajo del eje real, respectivamente. Los elementos de fuera

de la diagonal corresponden a valores medios de los operadores sin orden temporal,

por lo que vienen dados por las funciones de Wightman, que se obtienen integrando
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alrededor de uno sólo de los polos (ver [34] para más detalle sobre el cálculo de los

distintos propagadores).

Finalmente, obtenemos las siguientes expresiones para los propagadores CTP en

el espacio de momentos para el caso de las placas de espesor infinitesimal (recordemos

que el caso de los semi-espacios puede obtenerse integrando el resultado final para

placas delgadas):

ṼL,αβ(q, p) =(2π)3λ̃αβ(p0)δ(q0 − p0)δ
(2)(q‖ − p‖)

ṼR,αβ(q, p) =(2π)3λ̃αβ(p0 − vp1)δ(q0 − p0)δ
(2)(q‖ − p‖)e

−ia(q3−p3) , (3.70)

donde, para nuestro modelo microscópico de osciladores armónicos desacoplados,

λ̃(p0) = −g2
(

−1/((p0)
2 − Ω2 + iǫ) πi

Ω
δ(p0 + Ω)

πi
Ω
δ(p0 − Ω) 1/((p0)

2 − Ω2 − iǫ)

)
. (3.71)

Evaluando de manera expĺıcita cada una de las contracciones que aparecen en la

Ec. (3.69), la componente deseada del tensor enerǵıa-momento puede ser escrita como

〈t13(x)〉 = Im

{
ĺım
x→x′

[
∂1∂

′
3G

(0)
++(x, x

′) (3.72)

+

∫
dudvdydz∂1G

(0)
+α(x, u)VL,αβ(u, v)G

(0)
βγ (v, y)VR,γδ(y, z)∂

′
3G

(0)
δ+(z, x

′) + L↔ R

]}
.

La fuerza disipativa está dada por la discontinuidad de esta magnitud en x = a. El

primer término de la Ec. (3.72), la contribución del propagador del campo de vaćıo

libre, es continuo en x = a y por lo tanto, como era de esperarse, no aporta a la

fuerza.

Miremos primero qué ocurre con los términos con δ = −. El único factor que

podŕıa contener una discontinuidad en x3 = a es

∂′3G
(0)
−+(z, x

′) = 2π

∫
d4p

(2π)4
p3 e

ip(z−x′)δ(p20 − p23 − p2‖) . (3.73)

Para estudiar la discontinuidad, sólo nos interesa cómo se comporta el factor de la

ecuación anterior como función de las variables perpendiculares, z3 y x′3. Mirando la

Ec. (3.72) y recordando expresiones para VR(y, z), sabemos que aparecerán necesa-

riamente factores de la forma δ(y3 − a)δ(z3 − a) de modo que, como función de x′3,

tenemos: ∫
dp3 p3 e

ip3(a−x′3)δ(p20 − p23 − p2‖) (3.74)

y resulta continuo en x′3 = a.
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Esto significa que la contribución a la fuerza, que ya sabemos que no se anula,

debe venir dada necesariamente por los términos con δ = +, es decir

σ = ĺım
x→x′

Im

∫
dudvdydz∂1G

(0)
+α(x, u)VL,αβ(u, v)G

(0)
β,γ(v, y)VR,γ+(y, z)

×
[

ĺım
x′3→a+

∂′3G
(0)
++(z, x

′)− ĺım
x′3→a−

∂′3G
(0)
++(z, x

′)

]
+R ↔ L , (3.75)

donde hemos utilizado expĺıcitamente que sólo el último factor de (3.72) puede ser

discontinuo. Transformando Fourier en las coordenadas paralelas a los propagado-

res y los potenciales, realizando luego expĺıcitamente las integrales en las variables

espaciales paralelas para formar funciones delta de Dirac en momento, y utilizan-

do además nuevamente que para todas sus componentes VL(u, v) ∝ δ(u3)δ(v3) y

VR(y, z) ∝ δ(y3 − a)δ(z3 − a), obtenemos:

σ =

∫
d3p‖
(2π)3

G̃
(0)
+α(p‖, a, 0)ip1λ̃αβ(p0)G̃

(0)(p‖, 0, a)λ̃γ+(p0)

×
[

ĺım
x′3→a+

∂′3G̃
(0)
++(p‖, a, x3)− ĺım

x′3→a−
∂′3G̃

(0)
++(p‖, a, x3)

]
+R ↔ L . (3.76)

Ahora nos resta calcular expĺıcitamente la derivada del propagador libre en x′3 y

luego su discontinuidad en x′3 = a. Recordando la expresión para el propagador de

Feynman libre transformado en las coordenadas paralelas, dado por la Ec. (3.44),

tenemos

∂′3G̃
(0)
++(p‖, a, x

′
3) = π i ∂′3

e
|a−x′3|

√
p2
‖
+iǫ

√
p2‖ + iǫ

= −πe|a−x
′
3|
√
p2
‖
+iǫ

sgn(a− x′3) , (3.77)

de donde podemos ver expĺıcitamente la discontinuidad presente en x3 que genera una

fuerza no nula actuante sobre la placa. Calcular esta discontinuidad es muy simple,

y resulta [
ĺım

x′3→a+
∂′3G̃

(0)
++(p‖, a, x3)− ĺım

x′3→a−
∂′3G̃

(0)
++(p‖, a, x3)

]
= 2π . (3.78)

La fuerza, entonces, estará dada por

σ = Im

∫
d3p‖
(2π)2

ip1G
(0)
+α(p‖, a, 0)λ̃L,αβ(p0)G

(0)
βγ (p‖, 0, a)λ̃R,γ+(p0) + L↔ R . (3.79)

El integrando consiste de ocho términos diferentes, pero sólo uno de ellos resulta

ser no nulo: aquél con α = +, β = γ = −. Los otros siete términos se anulan o

bien debido a consideraciones de paridad, o bien como resultado de las funciones
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de Heaviside presentes en los propagadores CTP. Por ejemplo, miremos el caso con

α = β = +, γ = −. Este término será:

∫
dp3dp0d

2p‖Θ(−p0)δ(p0 − vp1 − Ω)δ(p2)f(p0, p1, p2, p3)

=

∫
dp3d

2p‖Θ(−vp1 − Ω)δ((vp1 + Ω)2 − p2‖ − p23)f(vp1 + Ω, p1, p2, p3) (3.80)

para una cierta función f . Ahora bien, es claro que la función escalón de Heaviside

implica que p1v < −Ω. Por otro lado, la función delta de Dirac será no nula cuando

(Ω + vp1)
2 − p21 = p22 + p23

Ω2 + 2 vp1︸︷︷︸
<−Ω

Ω + (v2 − 1)p21 = p22 + p23

⇔ Ω2 − 2Ω2Ω + (v2 − 1)p21 >p
2
2 + p23

−Ω2 − (2− v2)p21 >p
2
2 + p23 ,

condición que nunca puede cumplirse ya que el miembro izquierdo es definido negativo,

y el miembro derecho es definido positivo, de modo que todo el término se anula, pues

nunca se satisface la condición requerida por la δ.

Razonamientos análogos a éste, junto con argumentos de paridad, alcanzan para

justificar que los seis términos restantes de la Ec. (3.79) también se anulan. La única

contribución a la fuerza por unidad de área, entonces, estará dada por el término con

α = +, β = γ = −, y se puede calcular fácilmente ya que las integrales sobre p0 y p1

son triviales gracias a las funciones δ presentes en los potenciales:

σ = Im

∫
dp0

d2p‖
(2π)2

ip1G
(0)
++(p‖, a, 0)λ̃L,+−(p0)G

(0)
−−(p‖, 0, a)λ̃R,−+(p0) + L↔ R

= − π2

2a4
g4

Ω6

1

v
(Ω a)5

∫
dx

e−
2
v

√
(Ωa)2(4−v2)+x2

(Ωa)2(4− v2) + x2
, (3.81)

donde hemos utilizado que los términos R ↔ L no contribuyen, y hemos escrito el

resultado final como producto de factores adimensionales, de modo que aparezcan

las dimensiones correctas expĺıcitamente. El signo negativo evidencia que la fuerza

generada por el campo sobre la placa se opone al movimiento de la misma. Notemos

que la integral que queda por calcular es exactamente la misma que encontramos para

la acción efectiva en la Sección anterior. Esto no debeŕıa ser sorprendente, ya que

ambas magnitudes dan cuenta de los efectos disipativos presentes en el sistema. En la

próxima Sección mostraremos expĺıcitamente la forma en la que estas dos magnitudes

se relacionan entre śı.
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Figura 3.5: Módulo de la fuerza de fricción por unidad de área actuante sobre la placa
móvil para el caso de placas de espesor infinitesimal, como función de la velocidad

relativa v y para Ωa = 0,01. El factor global es A = π2g4(Ωa)5

2Ω6a4
. La fuerza de fricción es

prácticamente despreciable para valores chicos de la velocidad entre las placas.

La Ec. (3.81) es el resultado principal de esta Sección, y la integral resultante

puede ser calculada numéricamente, obteniendo el resultado de la Figura 3.5 . El

comportamiento de la fuerza como función de la velocidad relativa entre las placas

muestra que, como era de esperarse, la fricción cuántica es prácticamente despreciable

para velocidades bajas, es decir, cuando v ≪ Ωa. La fricción alcanza un máximo para

una cierta velocidad v = v0; un estudio numérico sugiere que dicha velocidad es pro-

porcional a Ωa, la única magnitud con dimensiones de velocidad que puede construirse

en términos de los parámetros del sistema a este orden en teoŕıa de perturbaciones.

Ahora es cuestión de simplemente resolver una integral, y podemos obtener la

fuerza entre dos placas de espesor infinito, dado que el argumento que usamos para

la acción efectiva continúa siendo válido en este caso. De este modo, para dos semi-

espacios, se tiene:

σ = − π2g4

2Ω v

∞∫

a

ds(s− a)

∫
dk

exp[−2s
v

√
Ω2(4− v2) + k2]

Ω2(4− v2) + k2

= − π2

8a4
g4

Ω8
(Ωa)7v

∫
dx

exp[− 2
v

√
(Ωa)2(4− v2) + x2]

[(Ωa)2(4− v2) + x2]2
, (3.82)

resultado que mostramos en la Figura 3.6. Recordemos que las dimensiones de g y de

Ω son distintas cuando el espesor de los espejos no es infinitesimal, como explicamos

en la Sección 3.2.2. Además, notemos que en este caso no aparece un máximo para
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la fuerza, como era el caso para placas delgadas. La razón de esta discrepancia es

que, a este orden, el resultado para semiespacios es obtenido mediante la integración

del caso de espesor nulo, y dicha integración incluye un peso que favorece distancias

más grandes que a. Puede mostrarse que los dos semiespacios pueden ser descriptos

de manera aproximada como dos placas de espesor nulo separadas por una distancia

efectiva que dependa de la velocidad. Este efecto pareciera ser el responsable de la

desaparición aparente del pico que exist́ıa en el caso de placas delgadas.
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Figura 3.6: Módulo de la fuerza de fricción por unidad de área actuante sobre la placa
móvil para el caso de placas de espesor infinitesimal, como función de la velocidad

relativa v y para Ωa = 0,01. El factor global es A = g4(Ωa)5

16Ω8πa4
. La fuerza de fricción es

prácticamente despreciable para valores chicos de la velocidad entre las placas.

3.5. Cálculo de la fuerza de fricción a partir de la

acción efectiva

Como ya mencionamos, tanto la parte imaginaria de la acción efectiva in-out como

la potencia disipada (y la fuerza de fricción que de ella puede obtenerse) son distintas

manifestaciones de un mismo fenómeno: la fricción de Casimir entre las placas. Por

ello es razonable suponer que estas dos magnitudes estén de hecho relacionadas.

La disipación aparece, en este caso, cuando se genera una excitación en el campo

que describe los grados de libertad del material, debido a su interacción con el campo

de vaćıo. La probabilidad P de que esto ocurra, durante toda la historia de las placas,

está relacionada con la acción efectiva mediante [28]

2ImΓ = P = T

∫
d3k‖p(k‖) , (3.83)

48



donde p(k‖) es la probabilidad por unidad de tiempo de crear un par de excitaciones

en el material con momento total k‖. El resultado es proporcional al tiempo total

transcurrido T , debido a que estamos en un régimen estacionario (asumimos que

este tiempo es muy posterior al instante en el que el espejo se puso en movimiento).

Notemos que k‖ es el tri-momento inyectado en el sistema por las condiciones externas

(es decir, por el movimiento de la placa R). La expresión expĺıcita de p(k‖) puede leerse

de la Ec. (3.54), y tiene la forma

p(k‖) =− πΣ

2
Im
[
Θ
(
vk1 −

√
Ω2 − iǫ

)
δ
(
k0 − (vk1 −

√
Ω2 − iǫ)

)
f(k0)

+Θ
(
−vk1 −

√
Ω2 − iǫ

)
δ
(
k0 − (−vk1 −

√
Ω2 − iǫ)

)
f(−k0)

]
, (3.84)

expresión que, a pesar del aparente signo negativo, es definida positiva. La presencia

de las funciones δ resalta el hecho de que la integración sobre el plano complejo k0

captura la contribución de los dos polos simples ya mencionados anteriormente.

Por otro lado, la enerǵıa total E acumulada en las placas debido a la excitación

de los grados de libertad internos está dada por

E = T

∫
d3k‖|k0|p(k‖) , (3.85)

donde |k0| es la enerǵıa de la excitación que fue creada con probabilidad p(k‖). Esta

enerǵıa es proporcionada por la fuente externa que mantiene a la placa moviéndose

a velocidad constante en contra de la fuerza de fricción (por unidad de área) σ. El

balance de enerǵıa, entonces, resulta

E

TΣ
= v|σ| . (3.86)

De la ecuación anterior es fácil ver que para obtener la fuerza de fricción uno puede

simplemente insertar 2 |k0| /v en las Ecs. (3.50), lo que es equivalente a redefinir la

función f(p0) y repetir todo el procedimiento realizado en la Sección 3.3. Notemos

que el agregado de |k0| no afecta toda la discusión acerca de las posiciones de los polos

y sus contribuciones a la integral. Siguiendo todos los pasos de los cálculos anteriores,

se ve que el agregado de 2 |k0| /v en la definición de f(p0) resulta en un agregado

de 2 |ω − Ω| /v en la Ec. (3.57). Luego de tomar el ĺımite ǫ → 0, la función delta de

Dirac fija el valor de ω = 2Ω, y finalmente en el resultado final de la Ec. (3.59) sólo

debemos agregar el factor 2Ω/v para obtener la fuerza de fricción, que resulta

σ =
π2

2a4
g4

Ω6

1

v
(Ω a)5

∫
dx

e−
2
v

√
(Ωa)2(4−v2)+x2

(Ωa)2(4− v2) + x2
, (3.87)
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que es exactamente el módulo de la fuerza que calculamos utilizando el formalismo

CTP en la Sección anterior, Ec. (3.81).

Este resultado es muy importante ya que relaciona los dos formalismos que utili-

zamos hasta ahora, y nos permite prescindir de pasar por las complicaciones de CTP

a la hora de calcular la fuerza de fricción. El formalismo de CTP será útil a la hora

de querer estudiar otros fenómenos relacionados, como la decoherencia producida por

las interacciones mediadas por el vaćıo, como estudiaremos en el Caṕıtulo 5. Sin em-

bargo, a partir de ahora, mientras nos limitemos al estudio de la disipación dentro del

formalismo funcional, nos quedaremos dentro del formalismo in-out y obtendremos

la fuerza de fricción a partir de la acción efectiva.

3.6. Ĺımite no retardado

Para terminar este Caṕıtulo, repetiremos nuestros cálculos en el ĺımite no retarda-

do que, como vimos en la Sección 1, constituye el caso más ampliamente considerado

en la literatura.

Trabajar en el ĺımite no retardado equivale a despreciar los efectos relativistas,

es decir, a tomar el ĺımite c → ∞. En las unidades naturales en las que estamos

trabajando, esto se traduce en la aproximación p0 ≪ p‖, que nos permite utilizar

las expresiones no-relativistas para los propagadores que aparecen en la Ec. 3.16,

obteniendo la versión no retardada de la Ec. 3.45:

Γ
(2)
I ≈ − iTΣ

4

∫
d3p‖

e−2ap‖

p2‖
λ̃(p0)λ̃(p0 − vp1) . (3.88)

La parte imaginaria de la acción efectiva, entonces, presenta una expresión conside-

rablemente simplificada:

ImΓ
(2)
I ≈ −TΣ

4

∫
d2p‖

e−2ap‖

p2‖

∫
dp0

[
Reλ̃(p0)Reλ̃(p0 − vp1)− Imλ̃(p0)Imλ̃(p0 − vp1)

]
.

(3.89)

Para poder evaluar la expresión anterior, miremos primero el término que contiene

las dos partes imaginarias. Cuando ǫ → 0, recordando la definición de λ̃ (Ec. 3.30),

tenemos

Imλ̃(p0)Imλ̃(p0 − vp1) ≈ π2g2δ
[
p20 − Ω2

]
δ
[
(p0 − vp1)

2 − Ω2
]

(3.90)

= π2g2
[
δ(p0 − Ω) + δ(p0 + Ω)

2Ω

]
δ
[
v2p21 − 2vp0p1

]
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Con este resultado podemos evaluar la integral sobre p0, resultando:

∫
dp0 Imλ̃(p0)Imλ̃(p0 − vp1) =

π2g2

2Ω

[
δ(p1)

vΩ
+
δ(p1 + 2Ω/v) + δ(p1 − 2Ω/v)

2vΩ

]
.

(3.91)

Por otro lado, en el término que contiene las partes reales podemos escribir

Reλ̃(p0)Reλ̃(p0 − vp1) =
p20 − Ω2

(p20 − Ω2)2 + ǫ2
(p0 − vp1)

2 − Ω2

((p0 − vp1)2 − Ω2)2 + ǫ2
. (3.92)

La integral sobre p0 de este término puede resolverse utilizando que, cuando ǫ→ 0,

∞∫

−∞

x2 − 12

(x2 − 1)2 + ǫ2
(x− y)2 − 1

((x− y)2 − 1)2 + ǫ2
→ π2

2

[
δ(y)− 1

2
δ(y − 2)− 1

2
δ(y + 2)

]
.

(3.93)

Esta última identidad puede demostrarse reescribiendo 1
((x−y)2−1)2+ǫ2

→ 1
(x−y−1)2+ ǫ

4
2 ×

1
(x−y+1)2+ ǫ

4
2 . El resultado es, entonces:

∫
dp0 Reλ̃(p0)Reλ̃(p0 − vp1) =

π2g2

2Ω

[
δ(p1)

vΩ
− δ(p1 + 2Ω/v)

2vΩ
− δ(p1 − 2Ω/v)

2vΩ

]
.

(3.94)

Insertando las Ecs. (3.91) y (3.94) en la expresión para la parte imaginaria de la

acción efectiva (3.89), llegamos a la expresión final (haciendo el cambio de variables

x = ap2u)

ImΓnr
I =

TΣπ2g4a

4Ω2

∞∫

−∞

e−
2
v

√
x2+4(Ωa)2

x4 + 4(Ωa)2
. (3.95)

La expresión anterior es exactamente idéntica a la que obtuvimos al tomar el ĺımite

v ≪ c en nuestro resultado para la acción efectiva in-out dado por la Ec. 3.59 (ver

segunda ĺınea).

Evidentemente, trabajar en el ĺımite no retardado simplifica considerablemente los

cálculos involucrados, y hemos mostrado que el resultado es el mismo que se obtiene

trabajando con los propagadores completos para el campo de vaćıo si consideramos

velocidades mucho menores que la velocidad de la luz.

3.7. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos utilizado un enfoque funcional para estudiar la fricción

cuántica en un sistema de dos espejos imperfectos moviéndose a velocidad relativa

constante, dentro de un modelo en el cual el campo de vaćıo es un campo escalar no
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masivo que está acoplado a los grados de libertad microscópicos de los espejos, repre-

sentados por osciladores armónicos desacoplados. Este acoplamiento induce, luego de

integrar funcionalmente el campo de materia, un término de interacción no-local en

la acción para el campo de vaćıo. Dicho término tiene una estructura que depende,

entre otras cosas, de la velocidad relativa entre las placas. Hemos utilizado esta acción

no-local para el campo de vaćıo para encarar el problema desde dos puntos de vista

complementarios, que luego hemos relacionado entre śı.

En las primeras secciones de este caṕıtulo calculamos la parte imaginaria de la

acción efectiva in-out. Debido a que está relacionada con la amplitud de persistencia

del vaćıo, la presencia de una parte imaginaria es una señal de la existencia de efectos

disipativos. Para clarificar la relación entre la disipación y las propiedades anaĺıticas

de la interacción no-local (relacionada con la permitivdad dielétrica del material),

hicimos un análisis detallado en tiempo real (en contraste con estudios anteriores en

este formalismo, donde se utilizaba tiempo Eucĺıdeo o imaginario). El formalismo in-

out involucra la presencia de propagadores de Feynman, es decir, con la prescripción

−iǫ, tanto para el campo de vaćıo como para el campo de materia. Es decir que

este tipo de estructura anaĺıtica determina tanto la estructura anaĺıtica de la acción

efectiva total como la de la permitividad dieléctrica, obtenida luego de integral los

grados de libertad internos del material. Esta caracteŕıstica ya ha sido observada

en uno de los trabajos pioneros sobre fricción cuántica [11], donde la presencia de

singularidades fue señalada como la fuente de la disipación. El trabajo de este caṕıtulo

complementa el enfoque Eucĺıdeo de la Ref. [26] y clarifica la cuestión de la validez

de realizar rotaciones de Wick a partir de los resultados Eucĺıdeos.

Luego en la Sección 3.4 calculamos de manera independiente la fuerza de fric-

ción entre los dos espejos. Para ello recurrimos al formalismo CTP, que es crucial

para obtener resultados correctos al calcular valores medios en problemas fuera del

equilibrio, en particular 〈0in|tµν |0in〉. Si hubieramos utilizado el formalismo in-out, no

habŕıamos obtenido el valor medio sino el elemento de matriz 〈0out|tµν |0in〉. El punto
crucial aqúı es que, debido a la disipación, los estados de vaćıo in y out son diferentes.

Esta es la razón por la cual el formalismo CTP no es necesario a la hora de calcular

fuerzas de Casimir estáticas, mientras que su uso es inevitable a la hora de computar

la fuerza en espejos móviles [28].

Por último, en la última sección de este caṕıtulo, hemos relacionado estos dos

enfoques que, en principio, parećıan desvinculados. Encontramos una manera de ob-

tener la enerǵıa disipada en el sistema a partir de la acción efectiva y, a partir del

balance de enerǵıa, la fuerza de fricción. Este resultado es muy importante ya que
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nos permitirá, a partir de ahora, prescindir del formalismo CTP cuando queramos

calcular la fuerza de fricción.

Todo el enfoque que hemos descripto a lo largo de este caṕıtulo puede generali-

zarse al caso más realista en el que el campo de vaćıo está descripto por el campo

electromagnético, y el material de las placas es algún material real. Nos encargaremos

de esto en el próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Fricción entre dos placas de grafeno

4.1. Introducción

En este caṕıtulo también estudiaremos la fricción cuántica entre dos espejos pa-

ralelos que se mueven a velocidad relativa constante, pero con algunos cambios que,

creemos, permiten ajustar un poco más nuestro sistema de estudio a la realidad. En

primer lugar, utilizaremos el campo de Maxwell completo para describir el campo

electromagnético de vaćıo, en lugar de un campo de Klein-Gordon. Por otro lado, si

bien el modelo de juguete con el que estábamos describiendo los grados de libertad del

material nos permitió estudiar el problema en detalle y extraer muchas conclusiones

pertinentes sobre el fenómeno de fricción de Casimir, en este caṕıtulo consideraremos

un modelo más realista para el material, al cual se puede acceder experimentalmente.

Teniendo en cuenta que las predicciones del fenómeno de fricción de Casimir han

sido obtenidas principalmente para materiales dieléctricos o metales imperfectos, en

este caṕıtulo estudiaremos el mismo efecto pero para dos placas de grafeno. Nuestro

argumento es que el grafeno tiene propiedades altamente inusuales que vuelven mu-

cho más interesante su estudio teórico. De hecho, gracias a la baja dimensionalidad

del grafeno y su particular estructura cristalina, sus excitaciones de baja enerǵıa se

comportan como fermiones de Dirac no masivos (con la velocidad de Fermi vF jugan-

do el papel la velocidad de la luz). Este hecho resulta en un inusual comportamiento

semi-metalico [35], aśı como en propiedades ópticas y de transporte peculiares [36–38].

En unidades naturales (las cuales adoptaremos también en este caṕıtulo), las di-

mensiones en masa de la función de respuesta del grafeno en el espacio de momentos

sólo puede estar dada por el momento mismo. De hecho, los otros posibles ingredien-

tes, vF y la carga efectiva de los fermiones, son adimensionales. Y, cuando la placa se

está moviendo a velocidad constante v, otro objeto dimensional, la velocidad misma

v, entra en juego (ver más abajo). De modo que los observables macroscópicos del
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fenómeno de fricción de Casimir van a exhibir la propiedad remarcable de ser función

de v y vF , con las dimensiones globales (triviales) de la magnitud respectiva quedando

determinadas puramente por la geometŕıa: tamaño y distancia entre las placas, como

en el efecto Casimir estático entre dos espejos.

Un efecto relacionado pero diferente, también denominado fricción cuántica, ha

sido estudiado para el grafeno en la Referencia [39]. Notemos, sin embargo, que en

ese trabajo el sistema de estudio está compuesto por una única placa de grafeno

estático, por la cual se hace circular una corriente, sobre un substrato de SiO2. La

fuerza disipativa actúa, en este caso, sobre los portadores de carga del grafeno, que

se asume tienen una velocidad de deriva v con respecto al substrato.

En el estudio que haremos a continuación, comenzaremos considerando el modelo

microscópico para dos placas de grafeno acopladas al campo electromagnético (EM).

Estos grados de libertad microscópicos corresponden a campos de Dirac en 2 + 1

dimensiones que, en el marco de un formalismo funcional, serán integrados. El resul-

tado de esta integración funcional, junto con la acción para el campo de gauge libre,

produce una acción efectiva in-out para dicho campo. Integrando también a este cam-

po, finalmente obtenemos una acción efectiva para el sistema completo, cuya parte

imaginaria da cuenta de los efectos disipativos en el sistema, el mismo procedimiento

que hemos llevado acabo en el caṕıtulo anterior y en el trabajo [22, 23].

En este caṕıtulo nuevamente haremos nuestros cálculos dentro del formalismo de

integrales funcionales [26, 28] y, luego de evaluar la probabilidad de decaimiento del

vaćıo, relacionaremos la parte imaginaria de la acción efectiva in-out con la fuerza de

fricción actuando sobre las placas, como mostramos en el caṕıtulo anterior.

La estructura de este caṕıtulo, basado en el trabajo Quantum friction between

graphene sheets [24], es la siguiente: en la Sección 4.2, introducimos el modelo mi-

croscópico considerado en este caṕıtulo. Luego derivamos una ’acción efectiva’ para

el campo EM, es decir, una acción Eucĺıdea que, en nuestra descripción, es una fun-

cional de Aµ, el campo de gauge correspondiente al campo EM de vaćıo. Esta acción

contendrá la influencia de las placas de grafeno y, para encontrarla, tendremos que

encontrar la forma del tensor de polarización de vaćıo (VPT, por sus siglas en inglés)

para la placa de grafeno móvil, vista desde el sistema laboratorio (en el que la otra

placa está en reposo).

Luego, en la Sección 4.3, calculamos la acción efectiva total resultante de la pos-

terior integración del campo EM. Esta acción efectiva, cuando es rotada al espacio

de Minkowski, puede ser utilizada para calcular la probabilidad de persistencia del

vaćıo como función de la velocidad relativa entre las placas de grafeno. Luego, en
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la Sección 4.4, calculamos la potencia disipada en el sistema a partir de la acción

efectiva in-out, y con ello calculamos la fuerza disipativa actuante en la placa móvil.

Por último, la Sección 4.5 contiene las conclusiones de este caṕıtulo.

4.2. El modelo

En primer lugar introducimos la acción Eucĺıdea S para el campo EM y las dos

placas de grafeno, una de ellas estática, y la otra moviéndose a velocidad constante

(que asumimos paralela a las placas). La acción depende del campo de gauge y de los

campos de Dirac que están confinados a los espejos. Nuevamente S se descompone

de manera natural en tres términos:

S[A; ψ̄, ψ] = S(0)
v [A] + S(0)

d [ψ̄, ψ] + S(int)
mv [ψ̄, ψ, A] , (4.1)

donde S(0)
v es la acción libre (es decir, en ausencia de medios materiales) para el campo

EM de vaćıo:

S(0)
v [A] =

1

4

∫
d4xFµνFµν , (4.2)

con Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, mientras que S(0)
m y S(int)

mv son las acciones para los campos

de Dirac libres de la materia y para su interacción con el campo de gauge, respec-

tivamente. Los ı́ndices del medio del alfabeto griego (µ, ν, . . .) corren de 0 a 3, con

x0 ≡ ct.

Tanto S(0)
m como S(int)

mv están localizados en las regiones ocupadas por los dos

espejos, que nuevamente vamos a denotar como L y R (cada letra va a usarse para

denotar tanto a la placa como a la región espacial que ocupa). Nuestra elección de

coordenadas Cartesianas es tal que L es el plano x3 = 0, y R está definida por x3 = a.

Volvemos a adoptar la convención ~ = c = 1.

Introducimos Γ, la acción efectiva para el sistema total definido por la acción S en

(4.1), que puede ser escrita en términos de Z, la función de partición a temperatura

cero:

e−Γ ≡ Z ≡
∫

[DA]Dψ̄Dψe−S[A;ψ̄,ψ] , (4.3)

donde [DA] es la medida de integración del campo EM incluyendo el fijado de gauge.

Integrando los grados de libertad del material, es decir, los campos de Dirac,

obtenemos una acción para el campo EM, Seff que satisface

e−Seff[A] ≡
∫

Dψ̄Dψ e−S[A;ψ̄,ψ] , (4.4)

56



y que puede ser escrita como

Seff[A] = S(0)
v [A] + S(int)

v [A] , (4.5)

donde el segundo término contiene la influencia de las placas de grafeno sobre el

campo de vaćıo. Para obtener la acción efectiva total para el sistema es necesario

integrar además al campo de gauge, es decir:

e−Γ ≡
∫

[DA] e−Seff[A] . (4.6)

En las dos subsecciones siguientes lidiaremos con la determinación de S(int)
v , que

es el resultado de la integración de los grados de libertad fermiónicos.

4.2.1. Contribución a la acción efectiva debida al espejo estáti-

co

Al igual que ocurŕıa en la Referencia [40], el término de interacción efectiva para

el campo de gauge en presencia de las placas de grafeno se origina a partir de dos

teoŕıas en (esencialmente) 2 + 1 dimensiones, acopladas al campo de gauge en 3 + 1

dimensiones. Por consiguiente S(int)
v = S(L)

v + S(R)
v , donde cada término es debido al

espejo correspondiente. El hecho de que una de las placas se este moviendo no afecta

la dimensionalidad de estas teoŕıas, debido a que la superficie que ocupa es invariante

frente al movimiento de deslizado que realiza.

Primero consideremos el término debido a la placa estática en x3 = 0, S(L)
v [A].

Hasta orden cuadrático en el campo de gauge, siguiendo [40], podemos escribir esta

contribución de la siguiente manera:

S(L)
v [A] =

1

2

∫
d3x‖

∫
d3y‖Aα(x‖, 0)Παβ(x‖, y‖)Aβ(y‖, 0) , (4.7)

donde los ı́ndices del principio del alfabeto griego (α, β, . . .) pueden tomar valores

0, 1, 2 y son usados aqúı para etiquetar las coordenadas del espacio-tiempo en el

volumen de universo 2+1-dimensional en el que viven los grados de libertad internos

de cada placa. Estas coordenadas serán colectivamente denominadas x‖. Con respecto

al espacio de momentos en 2 + 1, usaremos k‖ ≡ (k0, k1, k2), y kq ≡ (k1, k2) para su

parte espacial.

A diferencia de lo ocurrido para el campo escalar de vaćıo, el resultado de integrar

los grados de libertad internos de la placa L interactuando con el campo electro-

magnético completo no es un núcleo escalar sino tensorial: Παβ, el tensor de polariza-

ción de vaćıo o VPT. Bajo las suposiciones de independencia temporal e invarianza
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bajo rotaciones y traslaciones espaciales, este tensor puede ser convenientemente des-

compuesto en tensores ortogonales el espacio de Fourier. De hecho, debido a que este

tensor debe verificar la identidad de Ward:

kαΠ̃αβ(k) = 0 , (4.8)

(la tilde es nuevamente utilizada para denotar la transformada de Fourier), los tensores

irreducibles (proyectores) a lo largo de los cuales Π̃αβ puede descomponerse deben

satisfacer la condicion anterior y deben poder construirse utilizando como piezas

los objetos: δαβ, kα, y nα = (1, 0, 0). Realizando combinaciones simples entre ellos,

podemos además introducir: k̆α ≡ kα − k0nα, y δ̆αβ ≡ δαβ − nαnβ.

Debido a que no podemos garantizar que el VPT sea proporcional a P⊥
αβ ≡ δαβ−

kαkβ
k2

, vamos a construir dos tensores independientes que satisfacen la condición (4.8),

P t y P l, definidos como:

P t
αβ ≡ δ̆αβ −

k̆αk̆β

k̆2
(4.9)

y

P l
αβ ≡ P⊥

αβ − P t
αβ . (4.10)

Definiendo además

P q

αβ ≡ kαkβ
k2

, (4.11)

podemos verificar las siguientes propiedades algebraicas:

P⊥ + P q = I , P t + P l = P⊥

P tP l = P lP t = 0 , P qP t = P tP q = 0 ,

P qP l = P lP q = 0 ,

(
P⊥)2 = P⊥ ,

(
P q
)2

= P q ,
(
P t
)2

= P t ,
(
P l
)2

= P l . (4.12)

Notemos que δαβ, P⊥
αβ, y P q

αβ son tensores de Lorentz de segundo orden. Los otros

proyectores, P t y P l, no lo son: ellos separan expĺıcitamente la cordenada temporal

en sus definiciones. Los tensores de Lorentz tienden a tensores de Galileo en el ĺımite

de bajas velocidades.

Para un medio general, uno tiene

Π̃αβ(k‖) = gt
(
k0,k‖

)
P t
αβ + gl

(
k0,k‖

)
P l
αβ , (4.13)

donde gt y gl son funciones escalares que dependen del modelo.
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Si la acción para los campos de materia fuera relativista, tendŕıamos gt = gl ≡ g,

una función escalar de k‖, y el VPT seŕıa proporcional a un único proyector:

Π̃αβ(k‖) = g(k‖)P⊥
αβ . (4.14)

Por otro lado, para el caso del grafeno, podemos presentar los resultados ya cono-

cidos para su tensor de polarización del vaćıo [35]:

Π̃αβ(k‖) =
e2N |m|

4π
F
(k20 + v2Fk‖

2

4m2

)[
P t
αβ +

k20 + k‖
2

k20 + v2Fk‖
2P l

αβ

]
(4.15)

donde

F (x) = 1− 1− x√
x

arcsin[(1 + x−1)−
1
2 ] , (4.16)

m es la ’masa’ (el gap), N el número de especies de fermiones de Dirac de 2 compo-

nentes, y vF es la velocidad de Fermi (en unidades donde c = 1).

En este trabajo vamos a considerar el caso del grafeno sin gap (m = 0) y definimos

αN ≡ e2N
16

, de modo que

Π̃αβ = αN

√
k20 + v2Fk‖

2
[
P t
αβ +

k20 + k‖
2

k20 + v2Fk‖
2P l

αβ

]

= αN

√
k20 + k‖

2
[√k20 + v2Fk‖

2

k20 + k‖
2 P t

αβ +

√
k20 + k‖

2

k20 + v2Fk‖
2 P l

αβ

]
. (4.17)

Vemos expĺıcitamente que la dimensión en masa del VPT está dada por el momento,

como mencionamos en la Introducción de este Caṕıtulo.

Conclúımos nuestra discusión acerca de S(L)
v escribiendo su expresión hasta segun-

do orden en la constante de acoplamiento y en una forma en la que parezca de 3 + 1

dimensiones,

S(L)
v [A] =

1

2

∫
d4x

∫
d4y Aα(x)V

(L)
αβ (x, y)Aβ(y) , (4.18)

donde V
(L)
αβ (x, y) está dado por

V
(L)
αβ (x, y) = δ(x3) Παβ(x‖, y‖) δ(y3) . (4.19)

4.2.2. Contribución a la acción efectiva debida a la placa

móvil

Ahora que ya conocemos la expresión para la acción efectiva debido al espejo

estático en x3 = 0, queremos derivar el mismo objeto para el espejo móvil en x3 = a.
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Al igual que hicimos en el caṕıtulo anterior, vamos a partir de la expresión en el

sistema de referencia en el que el espejo está quieto. Dicha expresión debe coincidir

en forma con el resultado para L, dado que las funciones de respuesta de los materiales

usualmente están definidas en el sistema comóvil. También vamos a suponer que la

velocidad relativa entre las placas es mucho menor que la velocidad de la luz c, es

decir, v ≪ 1, de modo que tomaremos el ĺımite de velocidades chicas a la hora de

relacionar expresiones definidas en distintos sistemas de referencia inerciales. Además,

usualmente las descripciones de los medios materiales están restringidas a este mismo

régimen.

Repetiremos el procedimiento que realizamos en la Sección 3.2.1.1 del Caṕıtulo

anterior. Nuevamente, escribimos la acción que contiene el efecto de la placa móvil

en función de las variables referidas al sistema de referencia R, en el que la misma

está en reposo:

S(R)
v [A] =

1

2

∫
d4x′

∫
d4y′ A′

α(x
′)V

′(R)
αβ (x′, y′)A′

β(y
′) , (4.20)

donde

V
′(R)
αβ (x′, y′) = δ(x′3 − a)Π′

αβ(x
′
‖, y

′
‖)δ(y

′
3 − a) . (4.21)

Ahora bien: por un lado, las medidas de integración y las variables perpendiculares

al movimiento, x3 e y3, son invariantes frente a las transformaciones de Lorentz que

conectan los dos sistemas. Por otro lado, el campo electromagnético se transforma

de acuerdo a A′
α(x

′) = ΛαβAβ(x), donde Λαβ es la matriz de la transformación de

Lorentz en 2 + 1 restringida al espacio de interés (es decir, el plano ocupado por la

placa R). Las coordenadas también se transforman como x′‖ = Λ(v)x‖.

En cuanto al tensor de polarización de vaćıo, notemos que, como ya mencionamos,

el mismo está siempre definido en el sistema en el que el material está en reposo. Es

decir que Π′
αβ no es más que el tensor de polarización de vaćıo usual, equivalente en

forma funcional al que aparece para la placa L, sólo que aqúı aparece evaluado en las

coordenadas fijas a la placa R:

Π′
αβ(x

′
‖, y

′
‖) ≡ Παβ(x

′
‖, y

′
‖) = Παβ(Λ

−1x‖,Λ
−1y‖) . (4.22)

Es importante notar que aqúı no estamos queriendo decir que la estructura tensorial

del VPT no se transforma ante transformaciones de Lorentz (lo cual no es cierto,

como veremos más adelante), sino que la expresión del tensor que aparece en la

acción para la placa móvil es la misma expresión que aparece en la acción para la

placa quieta, debido a que las expresiones que se utilizan para los VPT son válidas

en sus respectivos sistemas en reposo.
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Todo esto nos permite escribir la siguiente expresión para la acción de la placa R:

S(R)
v [A] =

1

2

∫
d4x

∫
d4y Aα(x)V

(R)
αβ (x, y)Aβ(y) , (4.23)

donde hemos definido

V
(R)
αβ (x, y) ≡ δ(x3 − a)ΠR

αβ(x‖, y‖)δ(y3 − a) , (4.24)

y:

ΠR
αβ(x‖, y‖) ≡ ΛαδΛβγΠδγ(Λ

−1x‖,Λ
−1y‖) . (4.25)

Para poder realizar expĺıcitamente estas transformaciones, nos quedaremos con el

primer término no trivial en una expansión en potencias de v de las transformaciones

de Lorentz, aprovechando el hecho de que siempre trabajaremos a velocidades bajas.

Debido a que en nuestras convenciones c = 1 y nuestra métrica es Eucĺıdea,

Λ(v) =




1 v 0
−v 1 0
0 0 1


 (4.26)

(es decir, son matrices de rotación expandidas para ángulos pequeños). Notemos que

esta matriz incluye la transformación de la coordenada temporal, mientras que las

transformaciones de Galileo no lo hacen:

ΛG(v) =




1 0 0
−v 1 0
0 0 1


 . (4.27)

En el espacio de momentos, podemos escribir (luego de un cálculo análogo al

realizado en la Sec. 3.2.1.1):

Π̃R
αβ(k‖) = ΛαγΛβδ Π̃γδ(Λ

−1k‖)

= ΛαγΛβδ Π̃γδ(k0 − vk1, k1 + vk0, k2) . (4.28)

4.2.3. Acción efectiva S(int)
v para el campo de vaćıo en pre-

sencia de las placas de grafeno

Juntando los resultados anteriores, tenemos

S(int)
v =

1

2

∫
d4x

∫
d4y Aα(x)

[
V

(L)
αβ (x, y) + V

(R)
αβ (x, y)

]
Aβ(y) , (4.29)
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o bien

S(int)
v [A] =

1

2

∫
dx3

∫
dy3

∫
d3k‖
(2π)3

Ã∗
α(k‖, x3)

[
δ(x3)Π̃αβ(k‖)δ(y3)

+ δ(x3 − a)Π̃′
αβ(k‖)δ(y3 − a)

]
Ãβ(k‖, y3) , (4.30)

con Π̃R
αβ(k‖) definido como en (4.28).

Estudiemos ahora con más detalle la forma de Π̃R
αβ(k‖). Tenemos:

Π̃R
αβ(k‖) = gt

(
Λ−1k‖

)
P ′t
αβ + gl

(
Λ−1k‖

)
P ′l
αβ , (4.31)

donde P ′
αβ = ΛαδΛβγPδγ, es decir, los tensores primados son objeto de una transfor-

mación de Lorentz.

A continuación vamos a ver que los dos proyectores involucrados permanecen in-

variantes frente a las transformaciones de sistema de referencia. En este punto es im-

portante la siguiente consideración: como ya mencionamos, el procedimiento correcto

seŕıa transformar todos los proyectores utilizando las transformaciones de Lorentz al

orden más bajo no trivial, es decir, con (4.26). Sin embargo, este proceso es muy

engorroso cuando los proyectores son tensores de Galileo y no de Lorentz y el resul-

tado, al quedarse sólo con los órdenes más bajos en v, es equivalente a transformar

los tensores de Lorentz con las transformaciones de Lorentz (4.26), y los tensores de

Galileo con transformaciones de Galileo (4.27).

Primero, entonces, notemos que los tensores de Lorentz que entran en la definición

de los proyectores de Galileo son, de hecho, invariantes frente a (4.26):

P ′⊥
αβ(k‖) = Λαγ ΛβδP⊥

γδ(Λ
−1k‖) = P⊥

αβ(k‖) (4.32)

P ′q
αβ(k‖) = Λαγ Λβδ P q

γδ(Λ
−1k‖) = P q

αβ(k‖) , (4.33)

mientras que para el tensor de Galileo P t verificamos expĺıcitamente que:

P ′t
αβ(k‖) = (ΛG)αγ (ΛG)βδP t

γδ((ΛG)
−1k‖) = P t

αβ(k‖) . (4.34)

Como P l está definido en términosde los tres proyectores que acabamos de consi-

derar, podemos ver trivialmente que

P ′l
αβ = P l

αβ . (4.35)

De modo que concluimos que:

Π̃R
αβ(k‖) = gt

(
Λ−1k‖

)
P t
αβ + gl

(
Λ−1k‖

)
P l
αβ . (4.36)
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Como estamos interesados en velocidades relativas pequeñas entre los espejos,

podemos usar la expresión simplificada

Π̃R
αβ(k‖) = gt

(
k0 − vk1, k1 + vk0, k2

)
P t
αβ + gl

(
k0 − vk1, k1 + vk0, k2

)
P l
αβ . (4.37)

donde

gt(k‖) = αN

√
k20 + v2Fk

2
‖ (4.38)

gl(k‖) = αN

√
k20 + v2Fk

2
‖
k20 + k2

‖
k20 + v2Fk

2
‖
.

4.3. Acción efectiva para el sistema

Con todas las consideraciones de la sección anterior, estamos ahora en condiciones

de escribir la acción total para el campo de gauge, que contiene la influencia efectiva

de las placas de grafeno. En el espacio de Fourier:

Sv[A] =
1

2

∫
dx3

∫
dy3

∫
d3k‖
(2π)3

Ã∗
α(k‖, x3)Mαβ(k‖, x3, y3)Ãβ(k‖, y3) , (4.39)

donde el núcleo Mαβ(k‖, x3, y3) puede ser escrito como

Mαβ(k‖, x3, y3) =M0
αβ(k‖, x3, y3) +M int

αβ (k‖, x3, y3) . (4.40)

M0 es el núcleo para el campo electromagnético libre

M0
αβ(k‖, x3, y3) = −∂23δ(x3 − y3)P‖

αβ + (−∂23 + k2‖)δ(x3 − y3)
[
P l
αβ + P t

αβ

]
, (4.41)

yM int contiene la interacción efectiva para el campo EM, generada por la interacción

real con los grados de libertad internos de los espejos,

M int
αβ (k‖, x3, y3) = Ṽ

(L)
αβ (k‖, x3, y3) + Ṽ

(R)
αβ (k‖, x3, y3) . (4.42)

Para encontrar la funcional generatriz para todo el sistema debemos integrar

además sobre los grados de libertad del campo de vaćıo:

Z =

∫
[DA] e−Sv[A] (4.43)

donde [DA] tiene fijado el gauge. Nuevamente, el integrando es Gaussiano, de modo

que formalmente la solución de la integral funcional es

Z =
[
det
(
Mαβ(k‖, x3, y3)

)]− 1
2 . (4.44)
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Ahora, como hemos elegido un conjunto completo de proyectores
{
P‖,P t,P l

}
,

podemos descomponer uńıvocamente el campo de gauge en sus direcciones Ãα ≡
Ã

‖
α + Ãtα + Ãlα, escribiendo de este modo la integración funcional sobre A como tres

integrales independientes

[DÃ] = DÃ‖ DÃtDÃl . (4.45)

Esto significa que la funcional generatriz para el sistema puede ser escrita como el

producto directo de tres integrales funcionales independientes:

Z =
[
det
(
M‖(k‖, x3, y3)

)]− 1
2
[
det
(
M t(k‖, x3, y3)

)]− 1
2
[
det
(
M l(k‖, x3, y3)

)]− 1
2

≡ Z‖Z tZ l , (4.46)

donde hemos definido los núcleos

M‖(k‖, x3, y3) = −∂23δ(x3 − y3)P‖ , (4.47)

M l(k‖, x3, y3) =
{
(−∂23 + k2‖)δ(x3 − y3) + gl(k0, k1, k2)δ(x3)δ(y3)

+ gl(k0 − vk1, k1 + vk0, k2)δ(x3 − a)δ(y3 − a)
}
P l , (4.48)

y

M t(k‖, x3, y3) =
{
(−∂23 + k2‖)δ(x3 − y3) + gt(k0, k1, k2)δ(x3)δ(y3)

+ gt(k0 − vk1, k1 + vk0, k2)δ(x3 − a)δ(y3 − a)
}
P t . (4.49)

Dada la Ec. (4.47), es fácil ver que Z‖ es una contribución libre que no tiene en

cuenta la presencia de las placas. Por esta razón, es simplemente un factor de norma-

lización, y no lo tendremos en cuenta de aqúı en adelante. Los factores restantes Z t

y Z l son formalmente equivalentes pero distintos, excepto para el caso de materiales

relativistas.

En cuanto a la acción efectiva, es fácil ver que debe tener dos contribuciones

independientes

Γ ≡ Γt + Γl =
1

2
tr logM t +

1

2
tr logM l . (4.50)

A continuación vamos a obtener una expresión formal para Γt; la expresión co-

rrespondiente para Γl se obtiene sustituyendo gt → gl, P t → P l. Como en el caṕıtulo

anterior y en los trabajos [22, 26], vamos a realizar una expansión perturbativa en la

constante acoplamiento, e≪ 1, y quedarnos sólo hasta el orden más bajo no trivial.

Tomando expĺıcitamente la traza sobre todos los ı́ndices discretos y continuos en

este término, obtenemos un factor global TΣ, donde T denota el tiempo total y Σ

64



el área de los espejos (esto es un reflejo de las simetŕıas de traslación temporal y

espacial del sistema). Como Γt es una variable extensiva en estas magnitudes, vamos

a trabajar con γt ≡ Γ
TΣ

en su lugar, que está dada por

γt = −1

4

∫
d3k‖
(2π)3

∫
dx3

∫
dy3

∫
du3

∫
dv3Gαγ(k‖, x3, y3)V

t
γδ(k‖, y3, u3)

×Gδβ(k‖, u3, v3)V
t
βα(k‖, v3, x3) . (4.51)

Aqúı, Gαγ(k‖, x3, y3) denota las respectivas componentes del propagador Eucĺıdeo

para el campo de gauge libre, y hemos introducido

V t(k‖, x3, y3) ≡
[
gt(k0, k1, k2)δ(x3)δ(y3) (4.52)

+gt(k0 − vk1, k1 + vk0, k2)δ(x3 − a)δ(y3 − a)
]
P t .

En lo que sigue sólo consideraremos los términos ‘cruzados’ , es decir, aquellos que

involucran tanto gt(k0, k1, k2) como gt(k0−vk1, k1+vk0, k2), dado que son ellos los que

dan lugar a la disipación (puede mostrarse que los otros términos son independientes

de v).

Teniendo esto en cuenta, la expresión para el propagador del campo EM en el

gauge de Feynman:

Gαβ(k‖, x3, y3) ≡ δαβG(k‖, x3, y3) = δαβ

∫
dk3
2π

eik3(x3−y3)

k2‖ + k23
, (4.53)

y las propiedades de los proyectores, vemos que

γt = −1

2

∫
d3k‖
(2π)3

G(k‖, a, 0)G(k‖, 0, a)gt(k0, k1, k2)gt(k0 − vk1, k1 + vk0, k2) . (4.54)

El proceso y resultado para la contribución Γl son exactamente análogos, de modo

que podemos escribir (s = t, l):

γs = −1

2

∫
d3k‖
(2π)3

G(k‖, a, 0)G(k‖, 0, a)gs(k0, k1, k2)gs(k0−vk1, k1+vk0, k2) . (4.55)

Entonces,

γs = − 1

8 a3

∫
d3k‖
(2π)3

e−2
√
k20+k

2
1+k

2
2

k20 + k21 + k22
gs(k0, k1, k2)gs(k0 − vk1, k1 + vk0, k2) , (4.56)

donde hemos reescaleado el momento akα → kα para factorizar la dependencia de la

accion efectiva con la distancia entre las placas. Notemos que γs es la accion efectiva

por unidad de tiempo y superficie, de modo que tiene unidades de (longitud)−3.

Antes de proceder con la evaluación de la parte imaginaria de la acción efectiva

in-out, vamos a hacer un pequeño paréntesis en el cual vamos a utilizar la acción

efectiva Eucĺıdea para calcular la fuerza de Casimir estática entre dos placas de grafeno

quietas.
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4.3.1. Fuerza de Casimir estática entre dos placas de grafeno

En ausencia de efectos disipativos (es decir, en este caso, para v = 0), la amplitud

de persistencia del vaćıo Eucĺıdea es

Z = e−E0T (4.57)

donde T es el tiempo total, y E0 es la enerǵıa de punto cero del campo EM. Esto

significa que la enerǵıa de Casimir por unidad de área EC = E0/Σ puede ser obtenida

a partir de la acción efectiva Eucĺıdea para las placas cuando su velocidad relativa se

anula, es decir, EC = γEucl(v = 0).

Tomando v = 0 en la Ec. (4.56), y recordando la definición de gt y gl de la Ec.

(4.38), la contribución transversal a la enerǵıa de punto cero resulta

Et
C = − 1

8 a3

∫
d3k‖
(2π)3

e
−2

√
k20+k

2
‖

k20 + k2‖
g2t (k0, k‖) = − 1

48

α2
N

(2π)2
1

a3
(1 + 2v2F ) . (4.58)

Análogamente, la contribución longitudinal está dada por

El
C = − 1

8 a3

∫
d3k‖
(2π)3

e
−2

√
k20+k

2
‖

k20 + k2‖
g2l (k0, k‖) = − 1

16

α2
N

(2π)2
1

a3
arc cos(vF )

vF
√

1− v2F
. (4.59)

Considerando que las velocidades de Fermi t́ıpicas en materiales tipo Dirac 2D son

mucho menores que la velocidad de la luz (vF = 0,003 para el grafeno), la principal

contribución a la fuerza de Casimir estática entre dos placas de grafeno viene de la

acción efectiva longitudinal, y resulta

EC ≈ − α2
N

128π

1

a3
1

vF
. (4.60)

Como era de esperarse, debido a la ausencia de constantes con dimensiones en la

descripción microscópica del grafeno, la enerǵıa de Casimir tiene la dependencia 1/a3

usual de la enerǵıa de interacción de vaćıo para conductores perfectos. Asimismo, la

fuerza de Casimir tiene la dependencia usual 1/a4, y resulta

FC ≈ 3α2
N

128π

1

a4
1

vF
. (4.61)

4.3.2. Parte imaginaria de la acción efectiva in-out

Para poder calcular la parte imaginaria de la acción efectiva in-out, primero debe-

mos rotar la expresión para la acción efectiva total Eucĺıdea a tiempos reales. Con ese
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objetivo, vamos a reescribir cada contribución en una manera en la que las discusiones

siguientes van a verse simplificadas. Notemos que podemos escribir las dos funciones

gt y gl como:

gt(k‖) = αN

+∞∫

−∞

dk3
π

k20 + v2Fk
2
‖

k20 + v2Fk
2
‖ + k23

(4.62)

gl(k‖) = αN

+∞∫

−∞

dk3
π

k20 + k2
‖

k20 + v2Fk
2
‖ + k23

. (4.63)

Luego vemos que

γt =− α2
N

8 a3

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
d3k‖
(2π)3

e−2
√
k20+k

2
1+k

2
2

k20 + k21 + k22

k20 + v2Fk
2
‖

k20 + v2Fk
2
‖ + k23

× (k0 − k1v)
2 + v2F [(k1 + k0v)

2 + k22]

(k0 − k1v)2 + v2F [(k1 + k0v)2 + k22] + p23
, (4.64)

y

γl =− α2
N

8 a3

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
d3k‖
(2π)3

e−2
√
k20+k

2
1+k

2
2

k20 + k21 + k22

×
k20 + k2

‖

k20 + v2Fk
2
‖ + k23

k20 + k2
‖

(k0 − k1v)2 + v2F [(k1 + k0v)2 + k22] + p23
. (4.65)

Analicemos primero la contribución longitudinal a la acción efectiva. Su expresión

en tiempo real resulta

γl =
iα2

N

8 a3

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
d3k‖
(2π)3

e
2i
√
k20−k2

‖
+iǫ

k20 − k2
‖ + iǫ

(4.66)

×
k20 − k2

‖

k20 − v2Fk
2
‖ − k23 + iǫ

×
k20 − k2

‖
(k0 − k1v)2 − v2F [(k1 − k0v)2 + k22]− p23 + iǫ

.

Miremos primero la integral a lo largo de k0, que puede ser reescrita conveniente-

mente como:
∞∫

0

dk0
e
2i
√
k20−k2

‖
+iǫ

k20 − k2
‖ + iǫ

[f1(k0)f2(k0) + f1(−k0)f2(−k0)] (4.67)

donde

f1(k0) ≡
k20 − k2

‖

k20 − v2Fk
2
‖ − k23 + iǫ

(4.68)

f2(k0) ≡
k20 − k2

‖
(k0 − k1v)2 − v2F [(k1 − k0v)2 + k22]− p23 + iǫ

.
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Para resolver esta integral, procedemos de manera similar a lo hecho en el caṕıtulo

anterior, es decir, estudiamos la estructura anaĺıtica de las funciones f1 y f2 para

realizar una rotación de Wick por medio de una integración de Cauchy en un cuarto

de circunferencia ubicada en el primer cuadrante. Notemos que el resto del integrando

es exactamente el mismo con el que lidiamos en el caṕıtulo anterior y en [22]: presenta

dos cortes y dos polos, ninguno de ellos ubicado en el primer cuadrante, por lo que

no contribuyen a la integral por Residuos. Miremos entonces los polos de f1(k0) =

f1(−k0); están ubicados en las posiciones

k0 = ±
√
v2Fk

2
‖ + k23 − iǫ ≈ ±

√
v2Fk

2
‖ + k23 ∓

iǫ

2
√
v2Fk

2
‖ + k23

. (4.69)

Como ninguno de ellos está localizado en el primer cuadrante, tampoco van a con-

tribuir a la integral de Cauchy. Las singularidades de la función f2(k0) son dos polos

simples, ubicados en:

k
(±)
0 =

vk1(1− v2F )±
√
v2k21(1− v2F )

2 + (1− v2Fv
2) [(v2F − v2)k21 + v2Fk

2
2 + p23 − iǫ]

1− v2Fv
2

(4.70)

De los valores de k0 de la expresión anterior, sólo k
(−)
0 puede tener una parte

imaginaria positiva (y, por lo tanto, pertenecer al primer cuadrante). La condición

para que este polo, cuya posición llamaremos ΛA ≡ k
(−)
0 , esté ubicado en el primer

cuadrante, es ReΛA > 0. Notemos primero que, si k1 < 0, entonces ReΛA < 0 y no

hay ninguna singularidad en el primer cuadrante. Por otro lado, para valores positivos

de k1, podemos ver que:

ReΛA > 0 ⇔ −(v2F − v2)k21 − (v2Fk
2
2 + p23) > 0 .

Claramente, cuando v < vF , el miembro izquierdo de la última ecuación es definido

negativo, y por lo tanto la inecuación nunca puede cumplirse. Por lo tanto, para

velocidades más chicas que la velocidad de Fermi del material, este polo nunca puede

estar localizado en el primer cuadrante. Finalmente, cuando v > vF , tendremos un

único polo simple en el primer cuadrante si y sólo si

k1 >

√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F
. (4.71)

Procediendo de manera totalmente análoga para el término con f2(−k0), uno

puede también chequear que solamente un polo simple puede estar ubicado en el

primer cuadrante, y sólo si v > vF . La posición de este polo está dada por:

ΛB = ΛA − 2vk1
1− v2F
1− v2Fv

2
, (4.72)
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y va a pertenecer al primer cuadrante si y sólo si

k1 < −
√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F
. (4.73)

Basándonos en el análisis anterior, estamos listos para realizar la integral de

Cauchy a lo largo de un cuarto de circunferencia, como hicimos en el caṕıtulo an-

terior. El resultado es:

γl =
iα2

N

8 a3(2π)3

∫
dk3
π

dp3
π
dk2dk1



−i

∞∫

0

dp0
e−2k‖

k2‖
f1(ip0) [f2(ip0) + f2(−ip0)]

+ 2πiΘ(v − vF )Θ

(
k1 −

√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F

)
Res(FA(k0),ΛA)

+ 2 πiΘ(v − vF )Θ

(
−k1 −

√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F

)
Res(FB(k0),ΛB)

}
, (4.74)

donde

FA(k0) = FB(−k0) =
e
2i
√
k20−k2

‖
+iǫ

k20 − k2
‖ + iǫ

f1(k0)f2(k0) . (4.75)

Como nuestro interés es computar los efectos disipativos en el sistema, debemos

tomarle la parte imaginaria a la acción efectiva (4.74). Se ve fácilmente que f1(p0) ∈ R

y que f2(ip0) + f2(−ip0) ∈ R. Por lo tanto, la parte imaginaria de la contribución

longitudinal a la acción efectiva del sistema está dada por

Imγl =− α2
N

16π2 a3
Θ(v − vF )

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
dk2

∫
dk1 (4.76)

× Im

{
Res(FA(k0),ΛA)Θ

(
k1 −

√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F

)}
,

donde hemos hecho el cambio k1 → −k1 en el segundo término de (4.74) para obtener

una expresión simplificada. A partir de la ecuación anterior podemos ver que no

habrá contribución longitudinal a la fricción cuántica si las placas se mueven con una

velocidad relativa menor que la velocidad de Fermi.

Ahora analicemos la contribución transversal de la acción efectiva. Rotemos pri-

mero nuevamente a tiempos reales:

γt =
iα2

N

8 a3

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
d3k‖
(2π)3

e
2i
√
k20−k2

‖
+iǫ

k20 − k2
‖ + iǫ

(4.77)

×
k20 − v2Fk

2
‖

k20 − v2Fk
2
‖ − k23 + iǫ

(k0 − k1v)
2 − v2F (k1 − k0v)

2 − v2Fk
2
2

(k0 − k1v)2 − v2F [(k1 − k0v)2 + k22]− p23 + iǫ
.
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Los cálculos son completamente análogos al caso longitudinal. La parte imaginaria de

la contribución transversal a la acción efectiva in-out resulta

Imγt =− α2
N

16π2 a3
Θ(v − vF )

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
dk2dk1 (4.78)

× Im

{
Res(FC(k0),ΛA)Θ

(
k1 −

√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F

)}
,

con

FC(k0) =
e
2i
√
k20−k2

‖
+iǫ

k20 − k2
‖ + iǫ

f3(k0)f4(k0) , (4.79)

donde

f3(k0) =
k20 − v2Fk

2
‖

k20 − v2Fk
2
‖ − k23 + iǫ

(4.80)

f4(k0) =
(k0 − k1v)

2 − v2F (k1 − k0v)
2 − v2Fk

2
2

(k0 − k1v)2 − v2F [(k1 − k0v)2 + k22]− p23 + iǫ
.

Aqúı llegamos a una conclusión importante: no habrá fricción cuántica entre dos

placas de grafeno a menos que las mismas se muevan con una velocidad relativa mayor

a la velocidad de Fermi de las excitaciones internas del grafeno. Notemos que este

tipo de umbral ha sido encontrado en materiales dieléctricos [13], como consecuencia

de un efecto diferente, de tipo Cerenkov.

Para poder obtener una expresión final para la parte imaginaria de la acción

efectiva in-out, es necesario calcular los residuos involucrados y tomar expĺıcitamente

el ĺımite ǫ → 0. Para hacerlo vamos a repetir el procedimiento que realizamos en el

caṕıtulo anterior. Comencemos con la parte longitudinal:

Res(FA(k0),ΛA) ≡ ĺım
k0→ΛA

(k0 − ΛA)FA(k0)

=
e
2i
√

Λ2
A−k2

‖
+iǫ

Λ2
A − k2

‖ + iǫ

Λ2
A − k2

‖

Λ2
A − v2Fk

2
‖ − k23 + iǫ

Λ2
A − k2

‖

−2
√
v2Fk

2
1(1− v2)2 + (1− v2Fv

2)(v2Fk
2
2 + p23)

,

(4.81)

donde en el último factor hemos utilizado expĺıcitamente el hecho de que el denomina-

dor es definido positivo y por lo tanto el ĺımite ǫ→ 0 puede ser tomado trivialmente.

Puede mostrarse que Λ2
A−k2

‖ es definido negativo en toda la región de integración

(es decir, para k1 >
√
v2Fk

2
2 + p23/(v

2 − v2F )). Esto puede verse de manera muy simple

al tomar los ĺımites v, vF ≪ 1 (es decir, al quedarse sólo con potencias bajas de estas

magnitudes), pero la relación sigue valiendo para valores arbitrarios de v, vF < 1.
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Esto significa que podemos tomar ǫ→ 0 en todas partes excepto en el segundo factor

de la ecuación (4.81), que puede ser reescrito como:

1

Λ2
A − v2Fk

2
‖ − k23 + iǫ

≡ 1

h(k1, k2, k3, p3) + iǫ
, (4.82)

con

h(k1, k2, k3, p3) = Λ2
A − v2Fk

2
‖ − k23 . (4.83)

El ĺımite ǫ→ 0 puede tomarse de manera expĺıcita:

1

h(k1, k2, k3, p3) + iǫ
→ p.v.

(
1

h

)
− iπδ (h(k1, k2, k3, p3)) . (4.84)

De este modo, la contribución longitudinal a la parte imaginaria de la acción

efectiva resulta

Imγl =
α2
N

32π a3
Θ(v − vF )

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
dk1

∫
dk2 δ (h(k1, k2, k3, p3)) (4.85)

×Θ

(
k1 −

√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F

)
e
−2

√
k2
‖
−Λ2

A
(
k2
‖ − Λ2

A

)
√
v2Fk

2
1(1− v2)2 + (1− v2Fv

2)(v2Fk
2
2 + p23)

.

Notemos que lo que tenemos en la expresión anterior es una integral en 4 dimensiones,

multiplicada por una función delta de Dirac compuesta con la función h:
∫
d4κF(κ)δ(h(κ)) =

∫

S/h(κ)=0

dσ
F(κ)

|∇h(κ)| , (4.86)

donde, en nuestro caso, κ = (k1, k2, k3, p3). El miembro derecho es una integral sobre

la superficie tridimensional definida por la ecuación h(k1, k2, k3, p3) = 0. Podemos

pensar esta superficie como aquella definida por las ecuaciones k1 = x1(k2, k3, p3) y

k1 = x2(k2, k3, p3), con

x1(k2, k3, p3) =

√
u(k2, k3, p3)− 2

√
w(k2, k3, p3)

v2 (v2F − 1)
2
(vv2F + v − 2vF ) (vv2F + v + 2vF )

, (4.87)

x2(k2, k3, p3) =

√
u(k2, k3, p3) + 2

√
w(k2, k3, p3)

v2 (v2F − 1)
2
(vv2F + v − 2vF ) (vv2F + v + 2vF )

, (4.88)

donde

u(k2, k3, p3) =v
2
(
1− v2F

) {
p23
(
v2F + 1

)
+ k22v

2
F

[
v2F
(
v2
(
v2F + 1

)
− 2
)
+ 2
]

+k23
[
1 + v2F

(
v2
(
v2F + 1

)
− 3
)]}

(4.89)

w(k2, k3, p2) =v
2
(
1− v2F

)2 {
k43v

2
F

(
v2 − 1

)2
+ k22p

2
3v

2v2F
(
v4F + 1

)
+ p43v

2
F

k23
[
k22v

2v2F
(
2
(
v2 − 2

)
+ v4F + 1

)
+ p23

(
v2
(
v4F + 1

)
− 2v2F

)]
+

+ k42v
2v4F

[
1 +

(
v2 − 2

)
v2F + v4F

] }
.
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Aśı es que obtenemos

Imγl =
α2
N

32π a3
Θ(v − vF )

∫
dk3
π

∫
dp3
π

∫
dk2

∫
dk1

∑

i=1,2

δ (k1 − xi)

|∇h(k1, k2, k3, p3)|k1=xi

× Θ

(
k1 −

√
v2Fk

2
2 + p23

v2 − v2F

)
e
−2

√
k2
‖
−Λ2

A(k2
‖ − Λ2

A)√
v2Fk

2
1(1− v2)2 + (1− v2Fv

2)(v2Fk
2
2 + p23)

. (4.90)

El resultado de la integración sobre k1 puede ser escrito como una función escalón

de Heaviside de una expresión bastante complicada que depende del resto de las

variables de integración. Este procedimiento, junto con las restantes integrales, ha

sido realizado numéricamente. El cálculo de γt se realiza de manera completamente

análoga.

Los resultados se muestran en la Figura 4.1, donde puede verse que la contribución

transversal es mucho más chica que la longitudinal. Entonces, el primer gráfico en la

Fig. 4.1 muestra el comportamiento de la principal contribución a la parte imaginaria

de la acción efectiva in-out como función de la velocidad relativa v, para la velocidad

de Fermi del grafeno vF = 0,003.
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Figura 4.1: Parte imaginaria de la acción efectiva in-out por unidad de superficie y
tiempo, como función de la velocidad relativa entre las placas de grafeno, y para una

velocidad de Fermi t́ıpica vF = 0,003, en unidades de A =
α2
N

32π2
1
a3
.

4.4. Fuerza de fricción

Como ya vimos en el caṕıtulo anterior, un observable muy conveniente a la hora

de cuantificar la disipación es la potencia disipada y la fuerza de fricción relacionada.
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En esta sección vamos a calcular la fuerza de fricción actuante sobre la placa móvil a

partir de la parte imaginaria de la acción efectiva in-out, relación que mostramos en

3.5.

En este caso, la disipación aparece cuando el vaćıo de Dirac de las placas se vuelve

inestable frente a la producción de un par real (es decir, on shell) de fermiones.

Nuevamente podemos relacionar la probabilidad P de que ocurra tal evento con la

parte imaginaria de la acción efectiva:

2ImΓ = P = T

∫
d3k‖p(k‖) , (4.91)

donde p(k‖) es la probabilidad por unidad de tiempo de crear un par de fermiones en

los espejos con momento total k‖. La expresión expĺıcita de p(k‖) puede leerse de las

Ecuaciones (4.66) y (4.77), y puede escribirse como

p(k‖) =

∫
dk3

∫
dp3 δ(k0 − ΛA)H(k‖, k3, p3) , (4.92)

para una cierta función H. La presencia de la función δ resalta nuevamente el hecho

de que la integración en el plano complejo k0 captura la contribución de un único

polo en k0 = ΛA.

Continuando con el razonamiento de la Sección 3.5, encontramos la fuerza de

fricción que actúa sobre la placa móvil simplemente insertando |k0| en las Ecs. (4.66)

y (4.77), y multiplicando el resultado por 2/v. Los resultados para las contribuciones

transversal y longitudinal a la fuerza se muestran en la Figura 4.2. Graficamos la

fuerza de fricción normalizada por la fuerza de Casimir estática entre las dos placas

FC , dada por la Ecuación (4.61).

En la Figura 4.3 mostramos con más detalle la fuerza para velocidades cercanas a

la velocidad de Fermi. Alĺı se puede apreciar que el sistema pasa por tres diferentes

reǵımenes con respecto a la disipación. Para v < vF , como ya mencionamos, no hay

efectos disipaivos en el sistema, y la fuerza de fricción total se anula. Para velocidades

vF < v < 2vF , aparece una fuerza de fricción, pero su crecimiento con la velocidad

es comparativamente más lento. Para v > 2vF , sin embargo, la fuerza de fricción

empieza a crecer rápidamente con la velocidad.

La existencia de este umbral puede justificarse como sigue. Consideremos el balan-

ce de momentos y enerǵıa en un pequeño intervalo de tiempo δt, asumiendo que tanto

la fuerza de fricción como la disipación de enerǵıa son producidas por la creación de

pares. Llamaremos P momento total del par. Su única componente relevante para el
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Figura 4.2: Norma de las contribuciones transversal y longitudinal a la fuerza por
unidad de área Ffr actuando en la placa móvil de grafeno, como función de su velocidad
v, y para una velocidad de Fermi t́ıpica vF = 0,003. La fuerza está normalizada por
la fuerza de Casimir estática entre las placas.
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Figura 4.3: Norma de la fuerza por unidad de área que actúa en la placa móvil como
función de su velocidad relativa, para velocidades cercanas a la velocidad de Fermi
del grafeno vF = 0,003. La fuerza está normalizada por la fuerza de Casimir estática
entre las placas.

balance de momentos es aquella en la dirección de la velocidad v, que llamaremos 1.

Podemos relacionar esta componente del momento total con la fuerza de friccion:

Ffr δt = P1 . (4.93)

El balance de enerǵıa, por otro lado, implica que la enerǵıa del par E debe ser equi-
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valente al trabajo de la fuerza de fricción durante el intervalo δt, es decir:

Ffr v δt = E (4.94)

Ahora bien, la enerǵıa y el momento total de los fermiones no son dos variables

independientes, dado que el par creado está en su capa de masa, es decir:

Pα =

(
vF

√
p21 + p22, p1, p2

)
+

(
vF

√
p′21 + p′22 , p

′
1, p

′
2

)
(4.95)

=

(
vF

[√
p21 + p22 +

√
p′21 + p′22

]
, P1, P2

)

donde las variables primadas/sin primar corresponden a los momentos individuales

de cada fermión, mientras que Pα es el momento total del par en 2 + 1, siendo su

primera componente la enerǵıa del par E . De aqúı se puede ver claramente que

E ≥ vF |P1| (4.96)

y que el signo igual corresponde al caso en el que el el momento del par está en la

dirección de v (es decir, p2 = p′2 = 0). Dividiendo las Ecuaciones (4.94) y (4.93),

y tomando en cuenta la Ecuación (4.96), vemos que la condición necesaria para la

existencia de fricción es:

v ≥ vF . (4.97)

4.5. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos calculado la fuerza de fricción entre dos placas de grafeno

sometidas a un movimiendo lateral a velocidad relativa constante. La interacción en-

tre los campos de Dirac de 2 + 1 dimensiones que describen los grados de libertad

internos del grafeno, y el campo electromagnético de vaćıo, ha sido considerada uti-

lizando los resultados conocidos para el tensor de polarización de vaćıo en el sistema

comóvil, transformándolo apropiadamente al sistema laboratorio para el caso de la

placa móvil. Hemos observado que esta interacción genera una parte imaginaria en la

acción efectiva in-out, que dentro del ĺımite de velocidades bajas puede ser interpre-

tada como producida por la excitación de los grados de libertad internos del material,

producida por el movimiento relativo de los espejos. Por lo tanto, los efectos disipa-

tivos surgen del hecho de que el vaćıo de Dirac del grafeno se vuelve inestable ante

la producción de un par real (es decir, en su capa de masa) de fermiones. Además,

computamos la fuerza de fricción entre las placas usando la relación entre la parte

imaginaria de la acción efectiva y la fuerza que desarrollamos en el caṕıtulo anterior.
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Los resultados para la parte imaginaria de la acción efectiva y para la fuerza

de fricción muestran un fenómeno interesante: existe un umbral para los efectos de

fricción cuántica, es decir, no hay disipación cuando la velocidad relativa entre las

placas es menor que la velocidad de Fermi. Hemos presentado un argumento simple

que justifica la existencia de dicho umbral.

La fuerza de fricción que hemos obtenido en este caṕıtulo es mucho más chica que

la fuerza de Casimir usual entre placas de grafeno, que resulta incluso ser más chicas

que la fuerza de Casimir entre conductores perfectos (al menos cuando se considera

grafeno con gap, ver Ref. [41]). De todas maneras, uno puede visualizar situaciones

en las que la fuerza de fricción pudiera llegar a ser más relevante. De hecho, ha

sido señalado que, a temperaturas altas, la fuerza de Casimir entre una placa de

grafeno y un conductor perfecto se vuelve comparable con aquella entre conductores

perfectos [42]. Además, dopar el grafeno puede mejorar la fuerza de Casimir entre

placas de grafeno [43]. Seŕıa de interés generalizar los resultados de este caṕıtulo

para calcular la fuerza de fricción en esas situaciones, y discutir si la mejora en la

fuerza de Casimir tiene un efecto correspondiente en la fuerza de fricción o no. Esto

quedará pendiente para futuros trabajos.
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Parte III

Fricción cuántica entre una

part́ıcula y una placa
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Caṕıtulo 5

Fricción y decoherencia sobre una

part́ıcula moviendose paralela a un

espejo imperfecto

5.1. Introducción

En este caṕıtulo consideraremos una part́ıcula neutra moviéndose frente a un es-

pejo imperfecto, con velocidad constante paralela a la superficie. Este tipo de sistema

ha recibido creciente atención en los últimos años [15–19]. El interés principal en to-

dos estos trabajos ha sido calcular la fuerza friccional ejercida sobre la part́ıcula por

la placa, mediada por las fluctuaciones del campo de vaćıo. Estos efectos disipativos,

como ya hemos mencionado varias veces a lo largo de esta Tesis, son consecuencias

muy interesantes, observables macroscópicamente, de la naturaleza cuántica de los

sistemas microscópicos.

Sin embargo, las fuerzas de Casimir (regular y de fricción) no son los únicos efectos

observables de las fluctuaciones cuánticas del vaćıo. Cualquier sistema cuántico que

interactúa con un entorno va a sufrir el proceso de decoherencia, que es uno de

los principales ingredientes necesarios para entender la transición cuántico-clásica.

El campo de vaćıo es, claramente, un entorno que no puede ser apagado, debido a

que cada part́ıcula (cargada o con un momento dipolar permanente o inducido por

el mismo vaćıo) va a interactuar inevitablemente con las fluctuaciones del campo

electromagnético. Los efectos del campo electromagnético sobre la coherencia del

estado cuántico de una part́ıcula, y la manera en la que este efecto es modificado por

la presencia de una placa conductora, ya han sido estudiados para experimentos de

interferencia [44, 45]. Sin embargo, en los múltiples estudios de la fricción cuántica

sobre una part́ıcula moviéndose frente a una placa dieléctrica o metálica, los efectos
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de decoherencia no han sido aún tenidos en cuenta.

En este caṕıtulo no estudiaremos sólo la fricción cuántica sobre la part́ıcula, sino

también la decoherencia que sufre su grado de libertad interno. La pérdida de coheren-

cia del momento dipolar de la part́ıcula se vuelve relevente en cualquier experimento

de interferometŕıa de Ramsey, donde la despolarización del átomo podŕıa ser obser-

vada macroscópicamente mediante las franjas de Ramsey. En el caso de un átomo

de Rydberg, este fenómeno podŕıa además ser observado como un decaimiento en las

oscilaciones de Rabi [46,47]. Por otro lado, debido a que el origen de los dos fenóme-

nos es, básicamente, el mismo (la interacción con el campo de vaćıo fluctuante), la

decoherencia puede ser una v́ıa para detectar la presencia de efectos disipativos en el

sistema, teniendo más posibilidades de ser detectada que la elusiva fricción cuántica.

El sistema de estudio de este caṕıtulo consistirá en una part́ıcula neutra pero con

momento dipolar no nulo, moviéndose frente a una superficie de material dieléctrico o

metálico. La trayectoria de la part́ıcula será, a lo largo de este caṕıtulo, una variable

fijada de manera externa. Esto da cuenta de varios casos de interés, por ejemplo,

cuando la part́ıcula es la punta de un microscopio de fuerza atómica (AFM por sus

siglas en inglés). Encontraremos varios resultados generales sin especificar el tipo de

trayectoria ni el modelo para el material o para la part́ıcula, pero luego śı conside-

raremos la trayectoria más comunmente estudiada en la literatura: el caso en el que

la part́ıcula se mueve con velocidad constante v, de manera paralela a la superficie

de la placa. Estamos interesados en la dinámica del grado de libertad interno de la

part́ıcula, que modelaremos como un oscilador armónico cuántico, siendo éste un mo-

delo simple para describir su momento dipolar eléctrico. El grado de libertad interno

de la part́ıcula estará acoplado en posición al campo de vaćıo, que nuevamente mo-

delaremos de manera simplificada con un campo de Klein-Gordon real y no masivo.

Para los grados de libertad de la placa, utilizaremos el mismo modelo sencillo que

usamos en el Caṕıtulo 3: un conjunto de osciladores armónicos desacoplados, cada

uno de ellos interactuando también en posición y localmente con el campo de vaćıo.

A pesar de que es un modelo muy simple (mucho más simple que el considerada

en el caṕıtulo anterior), nos permite calcular algunas cantidades relevantes sin hacer

muchas suposiciones extras.

Tanto los efectos de fricción como los de decoherencia van a ser estudiados, a lo

largo de este caṕıtulo, desde la perspectiva de la teoŕıa cuántica de campos. Para ello

utilizaremos dos enfoques similares pero diferentes, que ya han sido introducidos en los

caṕıtulos anteriores. Para estudiar la fricción procederemos de la misma manera que en

los caṕıtulos anteriores: calcularemos la parte imaginaria de la acción efectiva in-out,
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que da cuenta de los efectos disipativos en el sistema. Para estudiar la decoherencia,

pasaremos al formalismo CTP y calcularemos el funcional de influencia del entorno

(campo de vaćıo + placa) sobre la part́ıcula, y lo utilizaremos para obtener una

estimación del tiempo de decoherencia, siguiendo un enfoque similar al realizado

en [28].

Este caṕıtulo está basado en el trabajo ’Dissipation and decoherence effects on a

moving particle in front of a dielectric plate’, publicado en Physical Review D [23], y

está organizado de la siguiente manera: en la Sección 5.2 definimos nuestro sistema de

estudio, y presentamos el formalismo en el espacio de Minkowski. Luego calculamos

la acción efectiva in-out para el modelo microscópico espećıfico, y obtenemos una

expresión para la parte imaginaria de la acción efectiva como función de la velocidad

de la part́ıcula, medida desde el sistema de referencia en el que la placa está en reposo.

En la Sección 5.3 obtenemos una expresión general para la acción de influencia CTP

para el grado de libertad interno de la part́ıcula, que da cuenta de la influencia

de las fluctuaciones de vaćıo y del espejo sobre la misma. Luego la utilizamos para

encontrar las ecuaciones de movimiento estocásticas del grado de libertad interno de la

part́ıcula. En la Sección 5.4 repasamos las nociones de funcional de decoherencia y de

historias consistentes, y presentamos una forma de estimar el tiempo de decoherencia,

analizando la manera en la que el mismo resulta modificado por la presencia de la

placa. Por último, en 5.5 mostramos las conclusiones de este caṕıtulo.

5.2. Acción efectiva in-out y fricción

5.2.1. El sistema

Consideremos un sistema espećıfico, pese a que el formalismo que vamos a desa-

rrollar en las siguientes secciones es general y puede ser usado para estudiar diferentes

problemas. En este caṕıtulo estamos interesados en los efectos sobre una part́ıcula que

se mueve paralela a una espejo imperfecto plano. El campo de vaćıo será descripto

por un campo escalar no masivo ψ(x) que obedece la ecuación de Klein-Gordon, tal

como en el Caṕıtulo 3, que interactúa tanto con el grado de libertad interno de la

part́ıcula q(t) como con los del material que forma la placa, descriptos por un campo

ψ(x). La part́ıcula se mueve siguiendo una trayectoria macroscópica, fijada por me-

dios externos, unidimensional, y contenida en un plano paralelo al espejo. La distancia

a entre la part́ıcula y la placa también es mantenida constante por una mecanismo
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externo. Llamaremos x1 a la dirección de movimiento de la part́ıcula, y x3 a la direc-

ción perpendicular a la placa. En la Figura 5.1 mostramos un esquema del sistema

en consideración.

Figura 5.1: Un esquema simple del sistema que estamos estudiando, donde φ(x) es
el campo de vaćıo, ψ(x) son los grados de libertad internos del material, y q(t) es el
grado de libertad interno de la part́ıcula, que sigue una trayectoria macroscópica z(t)
en la dirección x1.

Podemos escribir la acción clásica del sistema como

S[φ, ψ, q] = Svac
0 [φ] + Spl

0 [ψ] + Spart
0 [q] + Spl

int[φ, ψ] + Spart
int [φ, q] , (5.1)

donde la acción de Klein-Gordon para el campo de vaćıo libre, despreciando términos

de borde, está dada por

Svac
0 [φ] = −1

2

∫
d4xφ(x) [∂µ∂

µ − iǫ]φ(x) , (5.2)

mientras que Spl
0 [ψ] es la acción libre para el campo de materia que conforma la

placa, Spart
0 [q] es la acción libre para el grado de libertad interno de la part́ıcula,

y Spl
int[φ, ψ] y Spart

int [φ, q] son los términos de interacción del vaćıo con la placa y la

part́ıcula, respectivamente. Todos estos términos serán escritos de manera expĺıcita

cuando especifiquemos el modelo para la materia.

La funcional generatriz del sistema está dada por

Z =

∫
DφDψDqeiS[φ,ψ,q] . (5.3)

Los grados de libertad internos de las placas pueden ser integrados, resultando

en un potencial efectivo de interacción V (x, x′) para el campo de vaćıo. Ya hemos

realizado este proceso en la Sección 3.2, y la acción clásica resultante es

S[φ, q] = Seff[φ] + Spart
0 [q] + Spart

int [φ, q] , (5.4)
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con

Seff[φ] = S0[φ] +

∫
d4x d4y φ(x)V (x, y)φ(y) . (5.5)

El grado de libertad interno de la part́ıcula interactúa con el campo de vaćıo a

través de una corriente que llamaremos j(x). Esta corriente contiene la información

acerca de la posición y trayectoria de la part́ıcula, del tipo de acoplamiento y de la

intensidad del mismo. Es decir que el término de interacción entre la part́ıcula y el

vaćıo tiene la forma:

Spart
int [φ, q] = i

∫
d4xφ(x)j(x) . (5.6)

Vale la pena notar que, hasta este punto, la corriente j(x) podŕıa hacer al vaćıo

interactuar con cualquier sistema de cualquier geometŕıa dada: todav́ıa no hemos

especificado que estamos estudiando una part́ıcula puntual y móvil.

5.2.2. La acción efectiva in-out

Ahora nos gustaŕıa obtener la acción efectiva in-out para la part́ıcula. Es decir,

vamos a integrar funcionalmente sobre el campo de vaćıo para obtener

Z[q] =

∫
DφeiS[φ,q] = eiS0[q]

∫
DφeiSeff[φ]+iSint[φ,q] . (5.7)

Esta integral funcional puede escribirse como:

Z[q] =

∫
Dφ exp

[
−1

2

∫
d4x d4x′ φ(x)A(x, x′)φ(x′)−

∫
d4xφ(x)j(x)

]

=(detA)−
1
2 exp

[
1

2

∫
d4x d4x′ j(x)A−1(x, x′)j(x′)

]
, (5.8)

donde

A(x, x′) = i [∂µ∂
µ − iǫ] δ(x− x′)− iV (x− x′) . (5.9)

Esto significa que necesitamos encontrar un operador A−1 que cumpla:

A−1(x, x′)A(x, x′) = A(x, x′) = A−1(x, x′) = δ(x− x′) . (5.10)

Para hacerlo, escribimos A(x, x′) = iA0(x, x
′) + A1(x, x

′), donde

A0(x, x
′) = δ(x− x′)(∂µ∂

µ − iǫ)

A1(x, x
′) = −iV (x, x′).

El potencial efectivo V (x, x′) es proporcional a la constante de acoplamiento, que

llamaremos λ, entre el campo de vaćıo y los grados de libertad internos de la placa.
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Si el acoplamiento es débil, podemos asumir que A1 << A0 y obtener A−1 como una

expansión en potencias de λ. Quedándonos hasta primer orden en λ, escribimos

A−1(x, x) ≈ −i(I+ iA−1
0 A1)A

−1
0 . (5.11)

Y es fácil probar que el operador de (5.11) satisface

A−1A = AA−1 = I+O(λ2) . (5.12)

Ahora, recordando la definición de A0, es claro que A−1
0 es una función de Green

de la ecuación de Klein-Gordon. Como estamos estudiando el problemain-out, lo

tomamos como el propagador de Feynman A−1
0 (x, x′) = G

(0)
F (x, x′):

G
(0)
F (x, x′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ipµ(x

µ−x′µ) 1

pµpµ + iǫ
. (5.13)

Con todo esto, podemos escribir el operador que buscamos como

A−1(x, x′) = −i
(
G

(0)
F (x, x′) +

∫
d4y d4y′G

(0)
F (x, y)V (y, y′)G

(0)
F (y′, x′)

)
. (5.14)

La única parte de la Ecuación (5.8) que nos faltaŕıa calcular es el factor de norma-

lización (detA)1/2. Sin embargo, este factor no contribuye a los diagramas conexos:

involucra sólo la interacción entre la placa y el vaćıo, y no tiene efecto en la f́ısica de

la part́ıcula móvil (o cualquier otro sistema en el que estuviéramos interesados, que

pudiera ser introducido mediante la corriente j(x)). Dicho esto, podemos escribir la

funcional generatriz para la part́ıcula:

Z[q] = exp

{
iS0[q]−

i

2

∫
d4x d4x′ j(x)G

(0)
F (x, x′)j(x′) (5.15)

− i

2

∫
d4x d4y d4y′ d4x′ j(x)G

(0)
F (x, y)V (y, y′)G

(0)
F (y′, x′)j(x′)

}
.

Considerando la ecuación anterior, podemos escribir la acción efectiva in-out para la

part́ıcula como

Γ[q] = S0[q] + S1[q] + S2[q] , (5.16)

donde S1 es la acción que contiene la influencia del vaćıo sobre la part́ıcula como si

no hubiera ningún espejo, y está definida como

S1[q] = −1

2

∫
d4x d4x′ j(x)G

(0)
F (x, x′)j(x′) . (5.17)
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El término S2 da cuenta de la influencia de la placa sobre la part́ıcula, mediada por

el campo de vaćıo, y lo definimos:

S2[q] = −1

2

∫
d4x d4y d4y′ d4x′ j(x)G

(0)
F (x, y)V (y, y′)G

(0)
F (y′, x′)j(x′). (5.18)

Podemos pensar en el efecto de la placa sobre la part́ıcula como si estuviera me-

diado por un nuevo propagador efectivo G(1)(x, x′), que es la corrección al propagador

del campo libre a primer orden en el potencial de la placa:

G
(1)
F (x, x′) ≡

∫
d4y d4y′GF (x, y)V (y, y′)GF (y

′, x′) , (5.19)

y entonces S2 puede escribirse como

S2[q] = −1

2

∫
d4x d4x′ j(x)G

(1)
F (x, x′)j(x′). (5.20)

Por otra parte, también estamos interesados en calcular la parte imaginaria de

la acción efectiva in-out para todo el sistema, ya que esta cantidad da cuenta de los

efectos disipativos en el sistema (ya vimos en los caṕıtulos anteriores que está re-

lacionada con la fuerza de fricción). Para obtener la acción efectiva para el sistema

completo, necesitamos integrar sobre el grado de libertad interno de la placa. Es decir,

necesitamos integral funcionalmente la Ecuación (5.15) sobre q:

Zsys =

∫
DqZ[q]. (5.21)

Sin embargo, resulta conveniente, en lugar de realizar las integrales funcionales en este

orden (primero sobre ψ, luego sobre φ, y por último sobre q), volver un poco sobre

nuestros pasos e integrar sobre q antes de integrar sobre el campo de vaćıo φ. De esta

manera, nos encontramos con un cálculo completamente análogo al que realizamos

en el Caṕıtulo 3, pero con la part́ıcula en lugar de una de las placas. La razón para

este cambio es puramente de simplicidad matemática, y no afecta en lo más mı́nimo

la expresión final para la acción efectiva.

Luego de haber integrado, entonces, sobre ψ y q, obtenemos una expresión con

dos potenciales efectivos: uno dando cuenta de la interacción de la placa con el campo

de vaćıo, y el otro de la interacción de la part́ıcula con el vaćıo. Si, como hicimos en

la Sección 3.2.1, descartamos todos los términos independientes de la distancia entre

la part́ıcula y la placa, la acción efectiva para valores pequeños de las constantes de

acoplamiento (para ambas interacciones) es [22]:

ΓI ≈
−i
2

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
GF (p)Vplaca(p, q)GF (q)Vpart(q, p) . (5.22)
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5.2.3. Modelo espećıfico y parte imaginaria

Llegado este punto śı especificaremos un modelo concreto de estudio. Como ya

hemos dicho en la Sección 5.2.1, si bien por claridad a lo largo de este caṕıtulo

nos hemos referido siempre a una part́ıcula moviéndose frente a un plano, hasta

este momento no hemos especificado dicha situación. Hasta ahora tenemos un campo

escalar no masivo φ que interactúa con otro campo ψ que estuvimos llamando ‘grados

de libertad internos de la placa’, pero que podŕıa estar asociado a cualquier otro

sistema de interés, y que podŕıa o no estar confinado a una región particular del

espacio. Cuando integramos sobre estos grados de libertad, obtenemos un potencial

efectivo no-local V (x, x′) que contiene toda la información acerca de las caracteŕısticas

del otro sistema. Podŕıa ser una placa delgada, un semiespacio, o cualquier otra

geometŕıa, con cualquier clase de grados de libertad interno.

Pero si efectivamente consideramos, como en el Caṕıtulo 3, una placa de espesor

infinitesimal ocupando el plano x3 = 0, cuyos grados de libertad internos interactúan

de forma local en el espacio con el campo de vaćıo, entonces el potencial efectivo

tendrá la forma: [22, 26]

Vplaca(q, p) =(2π)3λ̃(p0)δ(p0 − q0)δ
(2)(p‖ − q‖) . (5.23)

En cuanto a la part́ıcula, si la consideramos puntual, moviéndose a lo largo del

eje x1 con velocidad constante, a una distancia fija x3 = a por sobre el plano, e

interactuando localmente en posición con el campo de vaćıo, entonces su potencial

efectivo resulta:

Vpart(q, p) = 2πg̃(p0 − vp1)δ(p0 − q0 − v(p1 − q1))e
−ia(q3−p3) . (5.24)

Estos potenciales tienen en cuenta la geometŕıa de la placa y la part́ıcula y las

caracteŕısticas del movimiento relativo entre ambas, pero la información acerca de sus

grados de libertad internos y la naturaleza de su interacción con el campo de vaćıo aún

tienen que ser especificadas a través de las funciones λ̃(ω) y g̃(ω). La diferencia entre

una part́ıcula móvil y una placa móvil resulta más clara en el espacio de posiciones,

donde el potencial está localizado en posición a través de 3 funciones δ de Dirac: una

indicando que la part́ıcula está siempre contenida en el plano x3 = a (esta δ también

estaba presente en el caso de la placa de espesor infinitesimal), otra indicando que la

part́ıcula no se mueve en la dirección x2 (y hemos fijado su posición como x2 = 0), y

una última estableciendo que su posición a tiempo t es x1 = vt.
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Usando las expresiones expĺıcitas para los potenciales e integrando sobre q0, q1 y

q2, encontramos:

ΓI ≈
iT

2(2π)4

∫
d4p dq3G

(0)
F (p0, p1, p2, p3)λ̃(p0)G

(0)
F (p0, p1, p2, q3)g̃(p0 − vp1)e

−i(q3−p3)a ,

(5.25)

donde T es el tiempo de vuelo de la part́ıcula.

Esto es lo más lejos a lo que podemos llegar sin establecer modelos concretos para

los grados de libertad internos de la materia. Para la placa, nuevamente considera-

remos el modelo microscópico introducido en la Sección 3.2.2, en el que modelamos

sus grados de libertad internos como un conjunto de osciladores armónicos cuánticos

desacoplados, de frecuencia Ω, cada uno de ellos interactuando localmente en posición

con el campo de vaćıo con constante de acoplamiento λ. El grado de libertad interno

de la part́ıcula también será un oscilador armónico, con frecuencia ω0, interactuando

también linealmente en posición con el campo de vaćıo con constante de acoplamiento

g. Repitiendo el procedimiento de la Sección 3.2.2 en el Caṕıtulo 3, obtenemos los

resultados:

λ̃(ω) =
−λ2

ω2 − Ω2 + iǫ
,

g̃(ω) =
−g2

ω2 − ω2
0 + iǫ

. (5.26)

Realizamos el resto de las integrales de la misma manera en la que lo hicimos en

el Caṕıtulo 3, y en el trabajo [22]. A partir de ahora, por razones que quedarán claras

en las próximas secciones, trabajaremos en 2 + 1 dimensiones. El resultado anaĺıtico

para la parte imaginaria de la acción efectivain-out del sistema es:

ImΓI ≈
π2

4

T

a

λ2

Ω3

g2

ω2
0

v Ω̃2ω̃0
e−

2
v

√
(ω̃0+Ω̃)2−v2Ω̃2

(ω̃0 + Ω̃)2 − v2Ω̃2
, (5.27)

donde Ω̃ = Ωa y ω̃0 = ω0a son las frecuencias adimensionalizadas (a es la distancia

entre la part́ıcula y la placa). Hemos escrito el resultado, nuevamente, como producto

de factores adimensionales, notando que en 2+1 dimensiones, [g] = L−1 mientras que

[λ] = L− 3
2 .

En la Figura 5.2 mostramos la parte imaginaria de la acción efectiva como fun-

ción de la velocidad relativa v, para algunos valores espećıficos de las variables del

problema.

Como hemos mencionado anteriormente, la existencia de una parte imaginaria en

la acción efectiva in-out implica la excitación de los grados de libertad internos del
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Figura 5.2: Parte imaginaria de la acción efectiva como función de v, para Ω̃ = Ωa =
0,01 y λ = 0,01, en unidades de g2a4.

espejo y de la part́ıcula, debida a su movimiento relativo y generada por el campo de

vaćıo. Esto señala la presencia de fricción sin contacto. A continuación calcularemos

expĺıcitamente la fuerza de fricción.

5.2.4. Fuerza de fricción

En la Sección 3.5 hemos desarrollado una manera de relacionar la parte imaginaria

de la acción efectiva in-out con la fuerza de fricción. Esta ‘receta’ nos ha permitido, en

la Sección 4.4, obtener la fuerza de fricción entre dos placas de grafeno sin necesidad

de pasar por el formalismo CTP. Repetiremos aqúı el mismo procedimiento, notando

que insertaremos en la expresión para la acción efectiva un factor 2|p0|
v

, donde |p0|
será, ahora, la enerǵıa de una excitación del grado de libertad interno del átomo.

El procedimiento es equivalente al que realizamos en los caṕıtulos anteriores, y el

resultado final indica que insertando 2Ω
v

en la expresión 5.27, obtenemos la expresión

para la fuerza de fricción actuante sobre la part́ıcula. Notemos que en la expresión

final aparece la enerǵıa de una excitación en el material de la placa. La fuerza resulta:

Ffr =
π2

2a2
λ2

Ω3

g2

ω0

Ω̃3ω̃0
e−

2
v

√
(ω̃0+Ω̃)2−v2Ω̃2

(ω̃0 + Ω̃)2 − v2Ω̃2
, (5.28)

donde nuevamente hemos escrito el resultado como producto de factores adimensiona-

les, de modo que aparezcan expĺıcitamente las dimensiones correctas (recordemos que

estamos en 2+1 dimensiones, y que este resultado es la fuerza sobre la part́ıcula). En
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la Figura 5.3 mostramos la norma de dicha fuerza como función de la velocidad relati-

va v, para algunos valores espećıficos de las variables del problema. Tanto de la Figura
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Figura 5.3: Norma de la fuerza actuante sobre la part́ıcula como función de v, para
Ω̃ = Ωa = 0,01 y λ = 0,01, en unidades de g2a3.

5.3 donde se ve la fuerza como de la Figura 5.2 donde se muestra la parte imaginaria

de la acción efectiva, es posible apreciar que los efectos disipativos están fuertemente

suprimidos para v → 0. Este decaimiento exponencial en la fuerza de fricción ya ha

sido encontrado, utilizado diferentes enfoques y técnicas de cálculo [15, 17].

En este punto vale la pena notar que la constante de acoplamiento entre el átomo

y el vaćıo, g, es el análogo en nuestro modelo al momento dipolar eléctrico d que

aparece en otros modelos considerados en la literatura, dado que da cuenta de la

interacción entre la polarizabilidad de la part́ıcula y el campo electromagnético de

vaćıo (que nosotros, en un modelo simplificado, describimos con un campo escalar).

Esto significa que los resultados que presentamos en este caṕıtulo corresponden a la

contribución a orden d2 a la fricción cuántica. Por último, recordemos que el factor λ2

da cuenta de la interacción entre los grados de libertad internos de la placa y el campo

EM de vaćıo: esta información usualmente está contenida dentro de la permitividad

dieléctrica del material o el coeficiente de reflexión, por lo que no existe un análogo a

nuestro λ en la literatura.

A partir de las expresiones generales dadas por las Ecuaciones (5.27) y (5.28) es

posible ver que el caso resonante, es decir, cuando ω0 = Ω, coincide casi de manera

exacta con las expresiones correspondientes para dos placas de osciladores de frecuen-

cia Ω. La única diferencia está dada por el factor Σ presente en los resultados de la

sección 3.3: el área total de las placas. Esto no es tan sorprendente, dado que en
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nuestro modelo la placa y la part́ıcula/la otra placa sólo interactúan localmente, y

los osciladores armónicos que forman los grados de libertad internos de la(s) placa(s)

están desacoplados entre śı. En el Caṕıtulo 3 tomamos finalmente las dos constantes

de acoplamiento con el mismo valor g, y esa es la razón por la cual nuestro resultado

era de orden g4. Con todo esto lo que deseamos es hacer notar que nuestros resulta-

dos, en contra de lo que aparentan, deben compararse con los resultados cuadráticos

presentes en la literatura.

5.3. Acción de influencia CTP y ecuaciones de mo-

vimiento estocásticas

5.3.1. Acción de influencia para la part́ıcula

En la Sección anterior hemos considerado la acción efectiva in-out para todo el

sistema, cuya parte imaginaria da cuenta de los efectos disipativos sobre el sistema y

permite obtener la fuerza de fricción, y la acción efectiva para la part́ıcula que describe

su dinámica luego de la integración de los campos cuánticos. Esta acción efectiva in-

out no puede utilizarse de manera directa para derivar las ecuaciones de movimiento

(del grado de libertad interno de la part́ıcula, por ejemplo su polarizabilidad), dado

que las ecuaciones resultantes no seŕıan reales ni causales. Como ya vimos en la

Sección 3.7, para obtener las ecuaciones de movimiento efectivas correctas uno debe

calcular la acción efectiva in-in, CTP, o de Schwinger-Keldysh [31–33], que contiene

además información sobre la dinámica estocástica.

Como también hemos visto en la Sección 2.2, las acciones efectiva y de influencia

CTP pueden obtenerse a partir de las in-out, simplemente cambiando el contorno de

integración. En esta Subsección encontraremos de esta manera la acción de influencia

para el grado de libertad interno de la part́ıcula, que describe la influencia del entorno

(campos de materia y de vaćıo) sobre la misma. Lo haremos de forma general, y luego

volveremos a nuestro sistema y modelo concreto. Haciendo el cambio pertinente en

el contorno de integración, el término que contiene la influencia del vaćıo sobre la

part́ıcula (ignorando la presencia de la placa), S1, tiene la siguiente expresión CTP

(ver Ec. (5.17)):

SIF
1 [q+, q−] =− 1

2

∫
d4x d4y

[
j+(x)G

(0)
++(x, y)j

+(y) + j−(x)G
(0)
−−(x, y)j

−(y)

− j+(x)G
(0)
+−(x, y)j

−(y)− j−(x)G
(0)
−+(x, y)j

+(y)
]
, (5.29)
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donde j±(x) están evaluadas sobre el contorno C±. Un punto a tener en cuenta es que

en la Sección 2.2 hab́ıamos introducido una corriente auxiliar, que luego tomaŕıamos

igual a cero, y cuyo propósito era permitirnos evaluar distintos propagadores y va-

lores medios, mientras que aqúı j(x) hace referencia a una corriente real, que luego

dará cuenta del acoplamiento entre la part́ıcula y el campo EM. Es útil definir:

∆j(x) =
j+(x)− j−(x)

2
,

Σj(x) =
j+(x) + j−(x)

2
.

Escribiendo la Ec. (5.29) en términos de ∆j y Σj, uno obtiene cuatro términos

diferentes. Sin embargo, recordando las definiciones y propiedades de los distintos

propagadores CTP, es fácil ver que uno de ellos se anula y dos de los restantes son

idénticos, con el resultado:

SIF
1 [q+, q−] = (5.30)

− 1

2

∫
d4x d4y

{
∆j(x)

[
G

(0)
++(x, y) +G

(0)
−−(x, y) +G

(0)
−+(x, y) +G

(0)
+−(x, y)

]
∆j(y)

+ 2∆j(x)
[
G

(0)
++(x, y)−G

(0)
−−(x, y) +G

(0)
−+(x, y)−G

(0)
+−(x, y)

]
Σj(y)

}
,

Con algunas consideraciones más sobre las propiedades de los propagadores que men-

cionamos en la Sección 2.2, es posible definir el núcleo de ruido (o de difusión):

N1(x, y) ≡ −i(G(0)
++(x, y) +G

(0)
−−(x, y)) = 2 ImG

(0)
++(x, y) , (5.31)

que está asociado a los efectos de las fluctuaciones y fuentes de decoherencia; y el

núcleo de disipación

D1(x, y) ≡
1

2

[
G

(0)
++(x, y)−G

(0)
−−(x, y)−G

(0)
+−(x, y) +G

(0)
−+(x, y)

]

= 2Θ(x0 − y0)ReG
(0)
++(x− y) . (5.32)

Ambos núcleos son reales, y el núcleo de disipación (como indica la segunda ĺınea de

la ecuación anterior) es expĺıcitamente causal. La acción de influencia S1, entonces,

tiene la forma

SIF
1 [q+, q−] = −

∫
d4x d4y [i∆j(x)N1(x, y)∆j(y) + 2∆j(x)D1(x, y)Σj(y)] . (5.33)

Esta acción da cuenta de la interacción de la part́ıcula con el vaćıo, y todos los

propagadores involucrados en los cálculos corresponden a campos escalares libres.
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Para incluir al espejo imperfecto en nuestras consideraciones, tenemos que mirar

el término S2 (Ec. (5.20)), que contiene el efecto de la placa sobre la part́ıcula a

orden cuadrático en el acoplamiento (efecto que es resultado de la interacción de la

placa con el campo de vaćıo, resultando en una interacción efectiva entre la placa y la

part́ıcula). Cambiando apropiadamente el contorno de integración, podemos escribir

una expresión similar a (5.29):

SIF
2 [q+, q−] =− 1

2

∫
d4x d4y

[
j+(x)G

(1)
++(x, y)j

+(y) + j−(x)G
(1)
−−(x, y)j

−(y)

− j+(x)G
(1)
+−(x, y)j

−(y)− j−(x)G
(1)
−+(x, y)j

+(y)
]
, (5.34)

donde aparece el propagador efectivoCTP efectivo G
(1)
αβ , definido como:

G
(1)
α,β(x, y) ≡ (5.35)
∫
d4x′ d4y′

[
G

(0)
α+(x, x

′)V++(x
′, y′)G

(0)
+β(y

′, y) +G
(0)
α−(x, x

′)V−−(x
′, y′)G

(0)
−β(y

′, y)

− G
(0)
α+(x, x

′)V+−(x
′, y′)G

(0)
−β(y

′, y)−G
(0)
α−(x, x

′)V−+(x
′, y′)G

(0)
+β(y

′, y)
]

donde G
(0)
αβ es el propagador CTP libre, y Vαβ es la expresión CTP del potencial

efectivo. Es claro que el propagador total para el campo de vaćıo en presencia de

la placa puede escribirse como Gαβ = G
(0)
αβ + G

(1)
αβ +O(V 2). Es decir que G

(1)
αβ es una

corrección al propagador CTP y por lo tanto cumple todas las propiedades que hemos

deducido en la Sección 2.2, Ecuación (2.37). Entonces podemos escribir

SIF
2 [q+, q−] =

∫
d4x d4y [i∆j(x)N2(x, y)∆j(y) + 2∆j(x)D2(x, y)Σj(y)] , (5.36)

con el núcleo de ruido dado por:

N2(x, y) ≡ −i
[
G

(1)
++(x, y) +G

(1)
−−(x, y)

]
= 2ImG

(1)
++(x, y) . (5.37)

El núcleo de disipación es

D2(x, y) ≡
1

2

[
G

(1)
++(x, y)−G

(1)
−−(x, y)−G

(1)
+−(x, y) +G

(1)
−+(x, y)

]
(5.38)

= 2Θ(x0 − y0)ReG
(1)
++(x, y) . (5.39)

En términos generales, las partes real e imaginaria de la acción de influencia

pueden ser asociadas con la disipación y el ruido, respectivamente, y pueden relacio-

narse entre śı con una cierta ecuación integral denominada relación de fluctuación-

disipación. Como veremos, la disipación estará presente en la ecuación de movimiento

tipo Langevin generalizada que cumple el grado de libertad interno de la part́ıcula, y

el núcleo de ruido será relevante para definir la función de correlación de la fuente de

ruido.
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5.3.2. Nuestro modelo

Ahora consideraremos, como hemos hecho en la Sec. 5.2.3, una placa infinitesimal

ocupando el plano x3 = 0, formada por conjunto de osciladores armónicos desaco-

plados de frecuencia Ω, cada uno de ellos interactuando localmente en posición con

el campo de vaćıo con una constante de acoplamiento λ. Ya hemos encontrado la

expresión CTP de este potencial efectivo (básicamente el propagador de un oscilador

armónico) en la Sección 3.4, y resulta:

V CTP(x− y) = −λ2
∫

d4p

(2π)4
e−ipµ(x

µ−yµ)

( −1
p20−Ω2+iǫ

iπδ(p0+Ω)
Ω

iπδ(p0−Ω)
Ω

1
p20−Ω2−iǫ

)
. (5.40)

El mismo tipo de razonamiento se aplica a la corriente j(x). Queremos estudiar

una part́ıcula moviéndose en la dirección x1, describiendo una trayectoria z(t), a

una distancia fija x3 = a de la placa. Es decir que sus coordenadas macroscópicas

están dadas por xµ(t) = (z(t), 0, a, t), y son mantenidas aśı por una fuente externa.

Por otro lado, describimos su grado de libertad interno como un oscilador armónico

unidimensional q(t) de frecuencia ω0. Esta es la variable cuya dinámica queremos

estudiar. El acoplamiento entre esta variable y el campo de vaćıo, lineal en posición

y local, queda descripto por la corriente

j(x) = gq(t)δ(x1 − z(t))δ(x2)δ(x3 − a) , (5.41)

donde g es la constante de acoplamiento.

Ahora bien, como la trayectoria clásica z(t) es macroscópica y está fijada externa-

mente, es razonable asumir que se mantiene igual en las distintas ramas de la integral

CTP (volveremos a este tema con más detalle en la próxima Sección). Es decir, de

ahora en adelante asumiremos que z+(t) = z−(t), donde z±(t) es la función clásica

z(t) con t en el contorno C±. Es decir que podemos escribir:

∆j(x) = g∆q(t)δ(x1 − z(t))δ(x2)δ(x3)

Σj(x) = gΣq(t)δ(x1 − z(t))δ(x2)δ(x3).

Con todas estas consideraciones sobre el sistema podemos definir, para N ≡ N1+

N2:

N(t− t′) ≡ g2
∫
d3x d3x′ δ(x1 − z(t))δ(x2)δ(x3 − a)N(x− x′)δ(x′1 − z(t′))δ(x′2)δ(x

′
3) ,

(5.42)

y podemos hacer una definición análoga para D ≡ D1 + D2. Además, estamos en

condiciones de escribir expresiones expĺıcitas para D1, D2, N1 and N2 como integrales
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en el espacio de momentos. Sólo es necesario considerar que, en nuestro modelo,

se cumple que G
(1)
++ = G

(0)
++V++G

(0)
++ (donde estamos omitiendo las contracciones en

posición). Entonces, si la trayectoria es z(t) = vt para v constante, tenemos

D1(t− t′) = 2g2Θ(t− t′)Re

∫
d4p

(2π)4
ie−i(p0−vp1)(t−t

′)

p20 − p21 − p22 − p23 + iǫ
, (5.43)

N1(t− t′) = 2g2Im

∫
d4p

(2π)4
ie−i(p0−vp1)(t−t

′)

p20 − p21 − p22 − p23 + iǫ
,

D2(t− t′) =
λ2g2

2
Θ(t− t′)Re

∫
d3p‖
(2π)3

1

p20 − Ω2 + iǫ

e−i(p0−vp1)(t−t
′)+2ia

√
p20−p21−p22+iǫ

p20 − p21 − p22 + iǫ
,

N2(t− t′) =
λ2g2

2
Im

∫
d3p‖
(2π)3

1

p20 − Ω2 + iǫ

ei(p0−vp1)(t−t
′)+2ia

√
p20−p21−p22+iǫ

p20 − p21 − p22 + iǫ
. (5.44)

Aśı es que podemos escribir la acción de influencia para una part́ıcula moviéndose

frente a un espejo plano imperfecto:

SIF[q+, q−] =

∫
dtdt′ [i∆q(t)N(t, t′)∆q(t′) + 2∆q(t)D(t, t′)Σq(t′)] . (5.45)

5.3.3. Ecuaciones de movimiento reales y causales

De lo visto hasta ahora en esta Sección, es fácil ver que la acción de influencia

CTP tiene una parte real, generada por los núcleos de disipación D1 y D2, y una parte

imaginaria generada por los núcleos de ruido N1 y N2. Para obtener las ecuaciones

de movimiento reales y causales para q(t), como ya vimos en la Sección 2.2, debemos

derivar funcionalmente S[q+, q−] = S0[q
+]− S

[
0q

−] + SIF[q+, q−] con respecto a q+, y

luego tomar q+ = q− = q. Sin embargo, dado que estamos trabajando en un sistema

abierto, este procedimiento nos daŕıa ecuaciones de movimiento para el valor medio de

q(t), y todos los efectos del ruido estocástico generado por el entorno no apareceŕıan.

Para ver la influencia del ruido en las ecuaciones de movimiento, es necesario

considerar una realización del ruido sobre el sistema, considerando una fuente de

ruido estocástico ξ(t). Siguiendo el procedimiento altamente utilizado para el estudio

de sistemas cuánticos abiertos, consideraremos que esta fuerza estocástica tiene una

distribución de probabilidad Gaussiana dada por:

P [ξ(t)] = Nξ exp

{
−1

2

∫
dtdt′ξ(t)N−1(t, t′)ξ(t′)

}
. (5.46)
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Es fácil ver que la inclusión de esta fuente estocástica puede ser lograda agregando el

siguiente factor a la funcional generatriz:

∫
DξP [ξ]e−i

∫
dt∆q(t)ξ(t) = ei

∫
dtdt′∆q(t)N(t,t′)∆q(t′) , (5.47)

que, como mostramos en el miembro derecho de la ecuación anterior, no afecta a la

funcional generatriz. La acción de influencia modificada es, entonces

ŜIF[q+, q−, ξ] = 2

∫
dtdt′∆q(t)D(t, t′)Σq(t′)−

∫
dt∆q(t)ξ(t) . (5.48)

La ecuación de movimiento está dada por

δ
(
S0[q

+]− S0[q
−] + ŜIF[q+, q−, ξ]

)

δq+

∣∣∣∣∣∣
q+=q−=q

= 0 . (5.49)

resultando:

q̈(t) + ω2
0q(t) +

∫
dt′D(t, t′)q(t′) = ξ(t) , (5.50)

de donde es fácil ver que la disipación del sistema viene del núcleo D(t, t′), y las

fluctuaciones están generadas por la fuerza estocástica ξ(t), que debe cumplir, de

acuerdo a la Ec. (5.46):

〈ξ(t)〉 = 0

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = N(t, t′) ,

es decir que la fuerza estocástica ξ tiene valor medio nulo, y su función de correlación

está dada por el núcleo de ruido (de alĺı su nombre).

La Ec. (5.50) es una ecuación de Langevin generalizada, con ruido clásico ξ y di-

sipación que satisfacen el teorema de fluctuación-disipación. Cada parte del entorno

que incluyamos resultará en nuevos términos disipativos en el miembro izquierdo (en

nuestro caso, D1 que da cuenta del campo EM como entorno, y D2 que incluye a la

placa y su interacción con el vaćıo) con nuevos términos de ruido correspondientes

en el miembro derecho. Obviamente es muy dif́ıcil resolver esta ecuación estocástica

anaĺıticamente. Es dif́ıcil imaginarse una derivacion ab initio de los términos disipa-

tivos y de ruido a partir de la teoŕıa cuántica completa. En este sentido, una alter-

nativa razonable es analizar ecuaciones estocásticas fenomenológicas numéricamente,

y chequear la robustez de las predicciones contra diferentes elecciones de los núcleos

disipativos y del tipo de ruido.
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5.4. Decoherencia del grado de libertad interno de

la part́ıcula

5.4.1. Funcional de decoherencia

La pregunta que aún no hemos respondido es si las distintas soluciones de la

ecuación de Langevin pueden ser observadas [33]. Aun si no tenemos en cuenta la

precisión de nuestras observaciones, que podŕıan inculcar más ruido en el sistema,

de acuerdo con el Principio de Heisenberg, debemos preguntarnos si la evolución

de nuestro sistema cuántico puede describirse en términos de trayectorias, y si la

dinámica de dichas trayectorias es reconocible.

La ausencia de interferencia cuántica entre las soluciones de fase estacionaria a las

ecuaciones estocásticas, q(t), se manifiesta a través de un creciente decaimiento de

los términos no-diagonales de la matriz de densidad reducida ρ[q+, q−, t] (la matriz

densidad resultante de haber integrado los grados de libertad del entorno). Este hecho

lleva a la noción crucial de un tiempo de decoherencia tD, después del cual ρ (o, más

exactamente, su parte real) es efectivamente diagonal.

La ecuación de movimiento estocástica que estamos buscando es, por supuesto,

la Ec. (5.50) . El problema es que, aśı como está, solamente tenemos garant́ıas de

que describirá los grados de libertad clásicos qclass(t) luego de la decoherencia (ver, en

otros contextos, [48, 49])

La noción de historias consistentes provee un enfoque alternativo a la clasicali-

dad, que no requiere intentar resolver las ecuaciones de movimiento, y es comúnmente

utilizado en sistemas cuánticos abiertos. Debido a que deseamos ser capaces de distin-

guir entre diferentes configuraciones clásicas del sistema evolucionando en el tiempo,

trabajaremos en la base de amplitudes q(t). Definimos una historia α v́ıa una función

de filtro wα[q(ti)], que toma valor unitario si la configuración instantánea q satisface

el requerimiento de la historia α, y se anula si no. El caso ĺımite es una historia de

granulado fino en la que q(t) está especificado para todo tiempo. La evolución cuánti-

ca puede ser considerada como una superposición coherente de historias de granulado

fino, de modo que si el número complejo q(t) es una historia de granulado fino es-

pećıfica, la amplitud cuántica de dicha historia será Ψ ∼ eiS[q] (dado que seguimos

trabajando en unidades en las que ~ = 1) [33,50].

En el enfoque de sistemas cuánticos abiertos que estamos utilizando aqúı, estamos

interesados en las historias de granulado grueso definidas por una cierta función de
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filtro wα[q], cuya amplitud cuántica es

Ψ[α] =

∫
DqeiS[q]wα[q] . (5.51)

En este sentido uno puede asignarle una probabilidad P [α] = |Ψ[α]|2 a cada historia

de granulado grueso α, pero dichas asignaciones no necesariamente serán consisten-

tes, es decir, la suma de las probabilidades de dos historias mutuamente excluyentes

generalmente no equivalen a la probabilidad conjunta. En este sentido es conveniente

definir la funcional de decoherencia para dos historias α+ y α−:

D[α+, α−] =

∫
Dq+Dq−ei(S[q+]−S[q−])wα+ [q+]wα− [q−] . (5.52)

La funcional de influencia D[α+, α−] no se factoriza debido a que las dos histo-

rias q± no son independientes: deben cumplir la condición de contorno de igualarse en

futuro lejano. La decoherencia significa, f́ısicamente, que las distintas historias de gra-

nulado grueso que conforman la evolución cuántica total adquieren realidad individual

y se les puede, entonces, asignar diferentes probabilidades en el sentido clásico. Puede

verse que una condición necesaria y suficiente para la validez de la regla de la suma

de la teoŕıa de probabilidades (es decir, para que no haya términos de interferencia)

es [51]:

ReD[α+, α−] ≈ 0 , (5.53)

cuando α+ 6= α−, (aunque en la mayoŕıa de los casos se cumple la condición más

fuerte D[α+, α−] ≈ 0) [52]. Los tipos de historias donde esta condición se cumple son

consistentes [53].

Para nuestra aplicación particular, deseamos considerar como una única historia

de granulado grueso a todas aquellas historias de granulado fino para las cuales la

solución q(t) se mantiene cerca de una configuración clásica prescripta qcl. La función

de filtro toma la forma:

αcl[q] =

∫
DJei

∫
d4x J(x)(q(x)−qcl(x))αcl[J(x)] (5.54)

La funcional de decoherencia entre dos historias clásicas puede ser escrita en térmi-

nos de la funcional generatriz CTP. En principio, podŕıamos examinar la consistencia

de soluciones clásicas adyacentes generales pero, en la práctica, resulta más simple

restringirnos a soluciones part́ıculares q±, de acuerdo a la naturaleza de la decoheren-

cia que estamos estudiando. Finalmente, en una aproximación de punto de ensilladura

sobre J , la funcional de decoherencia resulta [50]

D[q+cl , q
−
cl ] ≈ F [q+cl , q

−
cl ], (5.55)
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donde F [q+cl , q
−
cl ] es la funcional de influencia de Feynman y Vernon [54]. La funcional

de influencia se escribe en términos de la acción de influencia SIF[q+, q−] como F =

exp[−iSIF]. Como resultado:

|D[q+cl , q
−
cl ]| ∼ exp{iImSIF[q+cl , q

−
cl ]}, (5.56)

donde SIF es la contribución a la acción debida a, en nuestro caso, el entorno com-

puesto. Desde este punto de vista, una vez elegidas las soluciones clásicas de interés,

dos historias adyacentes se volverán consistentes luego de un tiempo tD para el cual

1 ≈ ImSIF|t=tD [50]. Este tiempo de decoherencia sera relevante en cualquier expe-

rimento de interferometria de Ramsey [46], dado que para tiempos más grandes que

tD, las franjas de Ramsey no serán distinguibles, expresando la despolarización del

átomo.

5.4.2. Cálculo de la parte imaginaria de SIF

1

Recordemos la expresión para N1(t, t
′) dada por la Ec. (5.31), y consideremos dos

trayectorias clásicas qcl(t) de igual frecuencia pero diferente amplitud, de modo que:

∆qcl(t) = ∆q0 cos(ω0t) . (5.57)

Podemos entonces escribir una expresión para la parte imaginaria de la acción de

influencia para la part́ıcula en presencia del campo de vaćıo (ignorando la placa):

ImSIF
1 =

−g2∆q20
4

Im

∫
dp0d

3p

(2π)4
1

p20 − p2 + iǫ

{∫
dtdt′ei(p0−vp1+ω0)(t−t′) (5.58)

+

∫
dtdt′ei(p0−vp1−ω0)(t−t′) +

∫
dtdt′ei(p0−vp1+ω0)(t+t′) +

∫
dtdt′ei(p0−vp1−ω0)(t+t′)

}
.

Todas las integrales temporales dan como resultado funciones delta de Dirac. Los

últimos dos términos se anulan porque las deltas resultantes de las integraciones

sobre t y sobre t′ no pueden cumplirse simultáneamente. Para cada término no nulo,

se obtiene un factor infinito δ(0), que da cuenta del tiempo total de integración T : el

tiempo de vuelo de la part́ıcula.

De este modo, las integrales sobre p0 pueden resolverse trivialmente, y los términos

restantes resultan:

ImSIF
1 =

−g2∆q20T
4

Im

∫
dp0 dp

(2π)2
δ(p0 + vp1 − ω9) δ(p0 + vp1 + ω0)

p20 − p2 + iǫ
. (5.59)

Podemos tomar el ĺımite ǫ→ 0 en el denominador, obteniendo:

1

p20 − p2 + iǫ
→ p.v

(
1

p20 − p2

)
− iπδ

(
p20 − p2

)
, (5.60)
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donde p.v denota el valor principal de Cauchy. De modo que tenemos

ImSIF
1 =

−g2∆q20T
4

∫
dp0 d

3p

(2π)2
[δ (p0 + vp1 − ω0) + δ (p0 + vp1 + ω0)] δ

(
p20 − p2

)
.

(5.61)

Consideremos ahora nuevamente el caso en 2+1 dimensiones, tomando p2 ≡ 0 (x2

es la dirección con simetŕıa traslacional, es decir, paralela a la placa y perpendicular

al movimiento de la part́ıcula). Entonces, la integral sobre p0 resulta

ImSIF
1 =

πg2∆q20T

4

∫
dp1dp3
2π

[
δ
(
(−vp1 + ω0)

2 − (p21 + p23)
)

+ δ
(
(vp1 + ω0)

2 − (p21 + p23)
)]
. (5.62)

Si llamamos h±(p1, p3) = (±vp1 + ω0)
2 − (p21 + p23), entonces podemos escribir la

integral anterior como:

ImSIF
1 =

g2∆q20T

8





∫

S+

dσ(p1, p3)
1

|∇h+(p1, p3)|
+

∫

S−

dσ(p1, p3)
1

|∇h−(p1, p3)|



 ,

(5.63)

donde las integrales de área deben realizarse sobre las superficies definidas por las

ecuaciones S±/h±(p1, p3) = 0. Una forma de definir dichas superficies es mediante

nuevas funciones delta de Dirac que, para cada valor de p1, restrinjan la integración

sobre p3 a aquellos valores pertenecientes a la superficie de integración:

ImSIF
1 =

g2∆q20T

8

∫
dp1 dp3 (5.64)

×



δ
(
p3 −

√
(v2 − 1)p21 + 2ω0vp1 + ω2

0

)
+ δ

(
p3 +

√
(v2 − 1)p21 + 2ω0vp1 + ω2

0

)

|∇h+(p1, p3)|

+
δ
(
p3 −

√
(v2 − 1)p21 − 2ω0vp1 + ω2

0

)
+ δ

(
p3 +

√
(v2 − 1)p21 − 2ω0vp1 + ω2

0

)

|∇h−(p1, p3)|




Dado que la integración en p3 debe realizarse sobre valores, cada término será no

nulo sólo si el argumento de la ráız cuadrada que aparece dentro de cada función delta

es positivo. Es fácil ver que los términos provinientes de h+ se anulan a menos que

−ω0

1 + v
< p1 <

ω0

1− v
(5.65)

mientras que los provinientes de h− son no nulos cuando

−ω0

1− v
< p1 <

ω0

1 + v
. (5.66)
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Es decir que sólo nos resta resolver cuatro integrales sobre conjuntos acotados de p1.

Como los denominadores |∇h±(p1, p3)| son cuadráticos en p3, sólo habrá dos tipos de

integrales diferentes. Para velocidades chicas, tenemos

ImSIF
1 ≈ g2∆q20T

4

ω0
1+v∫

− ω0
1−v

dp1
1

−4v2p21 + 4ω2
0(1 + v2)

+

ω0
1−v∫

− ω0
1+v

dp1
1

−4v2p21 + 4ω2
0(1 + v2)

.

(5.67)

ImSIF
1 =

g2∆q20T

2

1

2v

[
arctan

(
v

1− v

)
+ arctan

(
v

1 + v

)]
≈ g2∆q20T

2

(
1 +

2

3
v2
)
,

(5.68)

donde hemos despreciado los términos de orden O(v3) y superiores.

5.4.3. Cálculo de la parte imaginaria de SIF

2

Recordemos la expresión para N2(t, t
′) dada por la Ec. (5.37), y consideremos dos

trayectorias clásicas q(t) con diferentes amplitudes pero la misma frecuencia:

∆qcl(t) = ∆q0 cos(ω0t) (5.69)

Insertando estos resultados en la Ec. (5.45), podemos escribir una expresión para la

parte imaginaria de la acción de influencia, dada por

ImSIF
2 =

g2λ2π2∆q20
2

Im

∫
dp0d

2p‖
(2π)3

e
2ia

√
p20−p2‖+iǫ

(p20 − p2‖ + iǫ)(p20 − Ω2 + iǫ)
(5.70)

×
{∫

dtdt′ei(p0−vp1+ω0)(t−t′) +

∫
dtdt′ei(p0−vp1−ω0)(t−t′)

+

∫
dtdt′ei(p0−vp1+ω0)(t+t′) +

∫
dtdt′ei(p0−vp1−ω0)(t+t′)

}
. (5.71)

Nuevamente las integrales temporales resultan en funciones delta de Dirac, y sólo

los dos primeros términos son no nulos. De cada uno de ellos se obtiene una δ(0) → T ,

representando el tiempo total de vuelo de la part́ıcula. De este modo, al igual que

para ImSIF
1 , las integrales sobre p0 resultan triviales, y tenemos:

ImSIF
2 =

g2π2∆q20λ
2T

2
Im

∫
d2p‖
(2π)2

e
2ia

√
(vp1−ω0)2−p2‖+iǫ

((vp1 − ω0)2 − p2‖ + iǫ)((vp1 − ω0)2 − Ω2 + iǫ)

+ ω0 ↔ −ω0 . (5.72)
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A continuación volveremos a restringirnos al caso de 2 + 1 dimensiones, tomando

p2 = 0. Realizando el cambio de variables x ≡ vp1a, podemos escribir:

ImSIF
2 =

g2π2∆q20λ
2Ta3

2
Im

∫
dx

(2π)

e
2ia
v

√
P (x)+iǫ

(P (x) + iǫ)(A(x) + iǫ)
+ ω0 ↔ −ω0 , (5.73)

donde P (x) = (k− ω̃0)
2v2−x2 y A(x) = (x− ω̃0)

2− Ω̃2, con ω̃0 = ω0 a y Ω̃ = Ω a, las

frecuencias adimensionalizadas. Comenzaremos analizando el primer término. Si el

polinomio P (x) tuviera signo definido, podŕıamos librarnos del iǫ que lo acompaña.

Como P (x) tiene dos ráıces reales distintas, ubicadas en x+ = vω̃0

1+v
y x− = − vω̃0

1−v ,

vamos a considerar tres regiones diferentes, definidas por:

(I) → vω̃0

1 + v
< x P (x) < 0

(II) → − vω̃0

1− v
< x <

vω̃0

1 + v
P (x) > 0

(III) → x < − vω̃0

1− v
P (x) < 0

La razón para definir dichas regiones es que P (x) tiene signo bien definido dentro de

cada una de ellas, y podemos tomar trivialmente el ĺımite ǫ→ 0 en los términos que

involucran a P (x).

Por otra parte, el integrando va a tener dos polos, asociados con los ceros de

A(x), cuyas posiciones son x1 = ω̃0 + Ω̃ y x2 = ω̃0 − Ω̃. Es fácil ver que x1 siempre

está localizado dentro de la región (III), mientras que x2 puede estar en cualquiera de

las regiones, dependiendo de los valores de los parámetros externos del problema: v,

ω̃0, y Ω̃. Con un poco de álgebra, es posible mostrar que x2 está ubicado en la región

(II) si y sólo si:
ω̃0

1 + v
< Ω̃ <

ω̃0

1− v
. (5.74)

Esta condición es importante para calcular las integrales expĺıcitamente.

Comencemos computando la integral sobre la region (II). Para hacerlo, tengamos

en mente que, cuando ǫ→ 0,

1

A(x) + iǫ
→ p.v.

(
1

A(x)

)
− iπδ (A(x)) . (5.75)

Por otro lado, como P (x) > 0 en esta región, podemos escribir

exp

(
2i

v

√
P (x)

)
= cos

(
2

v

√
P (x)

)
+ i sin

(
2

v

√
P (k)

)
.

Si se cumple la condición (5.74), A(x) tendrá una ráız en la región de integración,

de modo que la integral de δ(A(x)) será no nula. Tendremos, entonces, dos términos
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que contribuirán a la parte imaginaria de la acción de influencia, el primero de los

cuales será

x+∫

x−

dx

2π
(−vπ)

cos
[
2
v

√
P (x)

]

P (x)
δ (A(x)) = − v

4Ω̃

cos

[
2
v

√
Ω̃2v2 − (ω̃0 − Ω̃)2

]

Ω̃2v2 − (ω̃0 − Ω̃)2
, (5.76)

donde hemos insertado las expresiones expĺıcitas para P (x2) y |A′(x2)|. El otro término

será

v

2π

x+∫

x−

dx
sin
(

2
v

√
P (x)

)

P (x)
p.v.

(
1

A(x)

)
. (5.77)

Ahora bien, si la condición (5.74) no se cumple, no habrá polos en la región de

integración de modo que podremos tomar ǫ → 0 en todas partes. Esto resulta en un

único término que contribuye a la parte imaginaria de la acción de influencia, dado

por:

v

2π

x+∫

x−

dx
sin
(

2
v

√
P (x)

)

P (x)A(x)
. (5.78)

Computemos ahora las integrales sobre las regiones (I) y (III). Como P (x) < 0 en

esta región, podemos escribir

Im








x−∫

−∞

dx+

+∞∫

x+

dx


 e

− 2
v

√
−P (x)

P (x)︸ ︷︷ ︸
∈R




v

1

A(x) + iǫ
(5.79)

y, cuando tomemos ǫ → 0, las únicas contribuciones a la parte imaginaria vendrán

del término −iπδ . La única pregunta restante es cuántas ráıces tiene A(x) en esta

región. Como ya dijimos, x1 está siempre en la región (III), de manera que tendremos

una contribución proviniente de x1, para cualquier combinación de valores de los

parámetros externos, y será

v

4Ω̃

e−
2
v

√
(ω̃0+Ω̃)2−Ω̃2v2

(ω̃0 + Ω̃)2 − Ω̃2v2
. (5.80)

Además, cuando la condición (5.74) no se cumpla, entonces k2 estará también en la

región (I) o en la región (III), dándonos una contribución extra de la forma

v

4Ω̃

e−
2
v

√
(ω̃0−Ω̃)2−Ω̃2v2

(ω̃0 − Ω̃)2 − Ω̃2v2
. (5.81)
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Hasta aqúı hemos analizado el primer término de la Ec. (5.72). El procedimiento

para evaluar las contribuciones al segundo término es completamente análogo, de

modo que estamos en condiciones de juntar todas las contribuciones y escribir el

resultado para la parte imaginaria de la acción de influencia proveniente de la placa.

Para ello definimos

S1 =
1

2π

vω̃0
1+v∫

− vω̃0
1−v

dx
sin[ 2

v

√
(x− ω̃0)2v2 − x2]

((x− ω̃0)2v2 − x2)((x− ω̃0)2 − Ω̃2)
+

1

2Ω̃

e−
2
v

√
(ω̃0−Ω̃)2−v2Ω̃2

(ω̃0 − Ω̃)2 − v2Ω̃2
(5.82)

1

2π

vω̃0
1−v∫

− vω̃0
1+v

dx
sin[ 2

v

√
(x+ ω̃0)2v2 − x2]

((x+ ω̃0)2v2 − x2)((x+ ω̃0)2 − Ω̃2)
+

1

2Ω̃

e−
2
v

√
(ω̃0+Ω̃)2−v2Ω̃2

(ω̃0 + Ω̃)2 − v2Ω̃2
,

y

S2 =
1

2π

vω̃0
1+v∫

− vω̃0
1−v

dx
sin[ 2

v

√
(x− ω̃0)2v2 − x2]

(k − ω̃0)2v2 − x2
p.v

(
1

(x− ω̃0)2 − Ω̃2

)

+
1

2π

vω̃0
1−v∫

− vω̃0
1+v

dx
sin[ 2

v

√
(x+ ω̃0)2v2 − x2]

(x+ ω̃0)2v2 − x2
p.v

(
1

(x− ω̃0)2 + Ω̃2

)

+
1

2Ω̃

e−
2
v

√
(ω̃0+Ω̃)2−v2Ω2

(ω̃0 + Ω̃)2 − v2Ω̃2
− 1

2Ω̃

cos[ 2
v

√
v2Ω̃2 − (ω̃0 − Ω̃)2]

v2Ω̃2 − (ω̃0 − Ω̃)2
, (5.83)

donde las integrales restantes sobre k pueden ser fácilmente resueltas numéricamente.

La parte imaginaria de la acción de influencia está dada, entones, por

ImSIF
2 =

g2π2∆q20λ
2Tv a3

2

{
S1 si Ω̃ < − ω̃0

1+v
ó ω̃0

1+v
< Ω̃

S2 si − ω̃0

1+v
< Ω̃ < ω̃0

1+v

. (5.84)

5.4.4. Estimación del tiempo de decoherencia

Estamos ahora en condiciones de estimar el tiempo de decoherencia para el grado

de libertad interno de la part́ıcula. Para ello necesitamos la acción de influencia total,

que incluya tanto el efecto del vaćıo sobre la part́ıcula como el efecto de la placa,

mediada por el vaćıo. Hasta segundo orden en λ, tenemos:

ImSIF =
g2∆q20T

2

(
1 +

2

3
v2 + λ2 a3 v

{
S1 si Ω̃ < − ω̃0

1+v
ó ω̃0

1+v
< Ω̃

S2 si − ω̃0

1+v
< Ω̃ < ω̃0

1+v

)
. (5.85)
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Figura 5.4: Estimación del tiempo de decoherencia para el grado de libertad interno de

la part́ıcula, en unidades de un factor global A =
g2∆q20

2
, como función de la velocidad

relativa v; para ω̃0 = 0,03.

Como ya hemos detallado en la Subsección 5.4.1, el tiempo de decoherencia puede

ser estimado como el tiempo de vuelo de la part́ıcula para el cual ImSIF ∼ 1, de modo

que

tD ∼ 2

g2∆q20

1(
1 + 2

3
v2 + λ2 a3v

{
S1 si Ω̃ < − ω̃0

1+v
ó ω̃0

1+v
< Ω̃

S2 si − ω̃0

1+v
< Ω̃ < ω̃0

1+v

) , (5.86)

donde S1 y S2 fueron definidos en las Ecs. (5.82) y (5.83) respectivamente. Calculamos

numéricamente S1 y S2 para distintos valores de los parámetros del problema, lo que

nos permite mostrar, en la Figura 5.4, la estimación del tiempo de decoherencia como

función de la velocidad de la part́ıcula (en unidades de c), para diferentes valores de

la constante de acoplamiento normalizada λ̃ = λ a3/2, donde a es la distancia entre la

part́ıcula y la placa, y λ es la constante de acoplamiento entre el espejo y el campo

de vaćıo, y que, como ya vimos en el Caṕıtulo 3, está relacionada con la constante

dieléctrica del material que conforma la placa. Hay un factor global A = 2
g2∆q20

que

muestra que la decoherencia es mayor (menor tD) cuanto mayor sea el acoplamiento

entre la part́ıcula y el campo de vaćıo (es decir, la polarizabilidad de la part́ıcula),

y cuanto mayor sea la diferencia entre las amplitudes de las trayectorias clásicas que

estamos considerando.

Como puede verse en la Fig. 5.4, la presencia de la placa aumenta la decoherencia,

pero solamente para velocidades no nulas. Para una part́ıcula en reposo o moviéndose
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Figura 5.5: Estimación del tiempo de decoherencia para el grado de libertad interno de

la part́ıcula, en unidades de un factor global A =
g2∆q20

2
, como función de la frecuencia

adimensionalizada del material Ω̃; para ω̃0 = 0,03.

a velocidades muy bajas con respecto a un espejo imperfecto, el tiempo de decohe-

rencia es el mismo que en ausencia de la placa (es decir, es el propio de la interacción

con el campo EM), incluso para valores altos del acoplamiento entre ésta y el vaćıo, lo

que implicaŕıa una interacción más fuerte entre la part́ıcula y la placa, mediada por

el campo de vaćıo. Ahora bien, para velocidades finitas, el tiempo de decoherencia

del grado de libertad interno de la part́ıcula es más corto cuanto más intenso sea el

acoplamiento entre el espejo y el vaćıo.

En la Fig. 5.5, mostramos el tiempo de decoherencia tD como función de la fre-

cuencia caracteŕıstica de la placa adimensionalizada Ω̃, que puede ser interpretada

como la frecuencia de los modos fonónicos más relevantes. Lo hacemos para diferen-

tes valores de la velocidad de la part́ıcula v (en unidades de c), y para un valor fijo

de la frecuencia caracteŕıstica del átomo ω̃0 = 0,03. Podemos observar en el gráfico

que un mı́nimo claro aparece para todos los valores considerados de v, y está ubicado

en Ω̃ = 0,03 = ω̃0. Esto significa que la decoherencia es máxima en el caso resonante,

haciendo que el tiempo de decoherencia se anule. Lejos de la resonancia, es decir,

cuando Ω >> ω0 o en el ĺımite opuesto (de ser posible), el tiempo de decoherencia

tiende al valor ĺımite que corresponde al caso en ausencia del espejo.

De estos resultados podemos ver que, en este modelo sencillo, la presencia de la

placa aumenta la decoherencia sobre la part́ıcula. Los efectos de decoherencia pueden

ser maximizados mediante una elección apropiada de las historias de granulado grueso
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del átomo (en este ejemplo, las amplitudes clásicas que generan la diferencia ∆q0(t))

y el material de la placa. Como ya ha sido discutido [44], los efectos de decoherencia

generados solamente por el campo de vaćıo son despreciables. El acoplamiento entre

cualquier átomo neutro y el vaćıo es muy débil, resultando en un tiempo de decohe-

rencia prácticamente infinito. Sin embargo, de nuestros resultados puede verse que,

eligiendo apropiadamente el material, el tiempo de decoherencia puede ser drástica-

mente reducido. También mostramos que la velocidad relativa contribuye al aumento

de los efectos de decoherencia.

Como último comentario, queremos mencionar que, en lugar de considerar dos

trayectorias clásicas que difieran en amplitud, podŕıamos considerar dos trayectorias

que difieran en una fase: esto tendŕıa, eventualmente, mayores posibilidades de ser im-

plementado experimentalmente. Si las dos trayectorias clásicas qcl(t) tienen la misma

amplitud q0 y la misma frecuencia ω0, pero una diferencia de fase δ:

∆qcl(t) = q0 cos(ω0t+ δ)− q0 cos(ω0t) , (5.87)

el tiempo de decoherencia resulta

tD ∼ 1

g2q20(1− cos δ)

1(
1 + 2

3
v2 + λ2 a3 v

{ S1 if Ω < − ω0

1+v
or ω0

1+v
< Ω

S2 if − ω0

1+v
< Ω < ω0

1+v

) . (5.88)

Es decir, el resultado es completamente análogo al anterior.

Como ya hemos mostrado a lo largo de todo este caṕıtulo, los efectos disipati-

vos y de decoherencia están intŕınsecamente relacionados. Como hemos visto en los

caṕıtulos anteriores, la fuerza de fricción cuántica es, por el momento, imposible de

detectar, al menos en los sistemas que se han considerado hasta la actualidad en la

literatura. En este sentido, podŕıamos considerar a la decoherencia como una manera

de detectar experimentalmente los efectos disipativos sobre el sistema, debido a que

existe una combinación de parámetros tales que la decoherencia es máxima, reducien-

do el tiempo de decoherencia a cero. Por supuesto, para poder realmente considerar la

posibilidad de implementación experimental de este problema, primero seŕıa necesa-

rio extender nuestros resultados a 3+ 1 dimensiones. Planeamos en el futuro cercano

hacer dicha extensión, trabajando en el ĺımite no relativista para poder simplificar

un poco las complicaciones algebraicas involucradas en el cálculo de SIF
2 .
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5.5. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos aplicado el enfoque funcional que veńıamos utilizando al

estudio de los efectos de las fluctuaciones cuánticas de vaćıo en una part́ıcula mo-

viéndose en forma paralela a un espejo imperfecto. Hemos presentado un modelo

simple en el cual el campo de vaćıo es un campo escalar real y no masivo, acoplado

a los grados de libertad microscópicos del espejo y al grado de libertad interno de la

part́ıcula. En nuestro modelo sencillo, la placa está formada por osciladores armónicos

unidimensionales desacoplados, cada uno de ellos interactuando localmente en posi-

ción con el campo de vaćıo. La trayectoria macroscópica de la part́ıcula está fijada

externamente, y su grado de libertad interno también fue modelado como un oscilador

armónico unidimensional, también acoplado en posición al campo escalar, resultando

en una interacción tipo dipolar.

En primer lugar estudiamos los efectos disipativos sobre el sistema. Para hacerlo,

repetimos el procedimiento de los caṕıtulos anteriores: calculamos la acción efectiva

in-out para el sistema completo, que presentó una parte imaginaria, dando cuenta

de la existencia de una probabilidad no nula de decaimiento del estado inicial del

sistema debida a la fricción. Encontramos que estos efectos disipativos dependen de

la velocidad relativa entre la placa y el espejo, y de las caracteŕısticas de los materiales.

Luego, como hicimos en los caṕıtulos anteriores, calculamos la fuerza de fricción que

actúa sobre la placa a partir de la parte imaginaria de la acción efectiva in-out.

Después cambiamos al formalismo de Schiwinger-Keldysh o CTP para estudiar

la decoherencia sufrida por la part́ıcula debido a su interacción con las fluctuaciones

del campo de vaćıo, y a su interacción efectiva (mediada por el vaćıo) con el espe-

jo. Calculamos la acción de influencia CTP que describe la influencia del campo de

vaćıo y de los grados de libertad microscópicos de la placa sobre el grado de liber-

tad interno de la part́ıcula. Esta acción de influencia nos permitió estimar el tiempo

de decoherencia luego del cual dos historias cuánticas determinadas ganan realidad

propia individual, pudiéndose identificar como trayectorias clásicas diferentes. En-

contramos que el tiempo de decoherencia se reduce con la presencia del espejo, y es

mı́nimo cuando las frecuencias caracteŕısticas de la placa y del átomo (representando

un modo fonónico del material y la enerǵıa de transición entre niveles del átomo en

nuestro modelo sencillo) son muy cercanas (caso resonante). También encontramos

que la velocidad relativa entre el espejo y la part́ıcula incrementa la decoherencia,

como aśı tambien lo hace el incremento de las constantes de acoplamiento.
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Esperamos que en un experimento de interferencia tipo Ramsey, los parámetros de

nuestro modelo pudieran ser elegidos de manera de maximizar o minimizar los efectos

de decoherencia, según fuera deseado. Con una velocidad relativa no nula, esperamos

detectar los efectos de decoherencia v́ıa la atenuación del contraste entre las franjas

de Ramsey.
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Caṕıtulo 6

Fricción sobre una part́ıcula

moviéndose en dirección arbitraria

frente a un espejo imperfecto

6.1. Introducción

En este caṕıtulo vamos a estudiar nuevamente los efectos de fricción sobre una

part́ıcula moviéndose frente a la superficie plana de un dieléctrico o un metal. Sin

embargo, habrá cambios sustanciales con respecto al Caṕıtulo anterior.

En primer lugar, consideraremos una trayectoria más general: el movimiento con-

tinuará siendo rectiĺıneo y uniforme, pero el vector velocidad podrá apuntar en cual-

quier dirección. Esto nos permite describir átomos que se acercan o se alejan de la

superficie, siempre a velocidad constante. La razón detrás de esta consideración es la

siguiente: como vimos en los caṕıtulos anteriores, los efectos disipativos producto de

las fluctuaciones cuánticas de vaćıo, si bien han sido predichos utilizando una gran

cantidad de formalismos teóricos diferentes, eluden la detección experimental, debido

a que son extremadamente chicos y de corto rango. En un trabajo reciente [21], se ha

encontrado que las correcciones a la dinámica interna de los átomos -es decir, a los

corrimientos en los niveles atómicos y a las tasas de decaimiento- , son significativa-

mente mayores cuando el átomo se mueve en dirección vertical, en lugar de paralela,

a la superficie macroscópica. De aqúı surge la pregunta acerca de si podŕıa ocurrir

un cambio cualitativo similar para la fuerza de fricción en el caso de movimiento

perpendicular, facilitando potencialmente la accesibilidad experimental de la fricción

cuántica en este tipo de configuraciones verticales. Es por ello que en este caṕıtulo

generalizamos los cálculos del escenario paradigmático del movimiento paralelo de la

part́ıcula, al caso de movimiento en una dirección arbitraria.
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Por otro lado, este será el único Caṕıtulo de esta Tesis en el cual no utilizaremos

el formalismo funcional. En su lugar, utilizaremos dos enfoques diferentes que luego

contrastaremos entre śı, y que ya se han utilizado ampliamente en la literatura para

el estudio, por ejemplo, del caso de movimiento paralelo: ecuaciones maestras Mar-

kovianas y teoŕıa de perturbaciones dependientes del tiempo. Una ventaja de estos

métodos es que nos van a permitir obtener resultados a un orden más en la teoŕıa de

perturbaciones de lo que obtuvimos en los caṕıtulos anteriores.

Estudiaremos de nuevo el caso paradigmático de un átomo moviéndose cerca de

un cuerpo plano macroscópico a temperatura cero. El átomo es neutro y no posee

un momento dipolar eléctrico ni magnético permanente. La distribución de carga

provéıda por sus constituyentes, sin embargo, está sujeta a las fluctuaciones cuánticas,

que dan lugar a la polarizabilidad eléctrica del átomo. La polarizabilidad eléctrica del

cuerpo macroscópico, que asumiremos es un metal o un dieléctrico, es tenida en cuenta

a través de su permitividad dieléctrica ε(ω).

Este Caṕıtulo está basado en el trabajo ‘Quantum Friction in Arbitrarily Direc-

ted Motion’ [25], fruto de una colaboración con en Dr. Diego Dalvit, del Laboratorio

Nacional de Los Alamos, y Juliane Klatt y el Dr. Stefan Buhmann, de la Universidad

de Freiburg; y está organizado de la siguiente manera: en la Sección 6.2 establecemos

el terreno común tanto para el enfoques Markoviano como para la teoŕıa de perturba-

ciones. Luego, en la Sección 6.3, desarrollamos el formalismo de la ecuación maestra

de Markov para la fricción cuántica en movimientos de dirección arbitraria, mientras

que en la Sección 6.4 contrastamos estos cálculos con los resultados que se obtienen

utilizando la teoŕıa de perturbaciones dependientes del tiempo. Por último, la Sección

6.5 contiene las conclusiones de este Caṕıtulo.

6.2. El sistema

Como hemos mencionado en la Introducción, consideramos aqúı un átomo mo-

viéndose en la proximidad de un medio dieléctrico homogéneo que ocupa el semiespa-

cio z < 0, mientras que el átomo mismo se encuentra en vaćıo a temperatura cero. El

Hamiltoniano para todo el sistema consiste de una contribución atómica, una del cam-

po electromagnético, y la interacción entre ambos. La presencia del medio dieléctrico

es tenida en cuenta en la expresión del campo EM como condición de contorno, de

modo que dicho campo no representa ya las excitaciones del campo EM libre sino del

mismo acoplado a los modos de oscilación del material. Las contribuciones, entonces,
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son:

Ĥ =ĤA + ĤF + ĤAF (6.1)

=
p̂2

A

2mA

+
∞∑

n=0

EnÂnn (6.2)

+ ~

∑

σ=e,m

∫
dr

∞∫

0

dω ω f̂ †
σ(r, ω) ·f̂σ(r, ω) (6.3)

−
∑

mn

Âmndmn ·Ê(rA). (6.4)

Aqúı p̂A es el operador momento en el sistema centro de masa, y En son las auto-

enerǵıas internas del átomo. Los operadores Âmn = |m〉 〈n| son los llamados opera-

dores de volteo que, para m=n, proyectan en el n−ésimo autoestado, y para m 6=n,
inducen transiciones del estado |n〉 al estado |m〉. Estos operadores están ı́ntimamente

relacionados con la matriz densidad del estado atómico [55]: en particular, el valor

medio de los operadores de volteo diagonales coincide con la población de ese estado

interno:

〈Ânn(t)〉 = pn(t) , (6.5)

mientras que los operadores no diagonales caracterizan la coherencia del estado cuánti-

co interno del átomo. Las relaciones de conmutación a tiempos iguales para estos

operadores de volteo se pueden encontrar fácilmente, resultando

[
Âmn, Âkl

]
= δnkÂml − δlmÂkn . (6.6)

Por otra parte, los operadores f̂ †
σ crean excitaciones del campo asistidas por el

medio, que resultan de la cuantización del mismo en presencia del sólido [56, 57]:

Ê(r) =
∑

σ=e,m

∫
dr′

∞∫

0

dωGσ(r, r
′, ω) ·fσ(r′, ω) + h.c.. (6.7)

Pueden pensarse como si representaran dipolos unitarios magnéticos (m) o eléctricos

(e) situados en r′ y oscilando con frecuencia ω, poblando entonces el modo corres-

pondiente del campo. Actúan sobre el estado de vaćıo del campo |{0}〉 de la siguiente

manera:

f̂σ(r, ω) |{0}〉 =0, (6.8)

f̂ †
σ(r, ω) |{0}〉 = |1σ(r, ω)〉 , (6.9)
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y cumplen relaciones de conmutación bosónicas. Los coeficientes eléctrico y magnético,

Ge(r, r
′, ω) = i

ω2

c2

√
~ε0
π

Im ε(ω)G(r, r′, ω) , (6.10)

Gm(r, r
′, ω) = i

ω

c

√
~

πµ0

Imµ(ω)

|µ(r′, ω)|2 [∇
′ × G(r, r′, ω)]T, (6.11)

respectivamente, se derivan del tensor de Green electromagnético G. El mismo está de-

finido como la solución formal de la ecuación de Helmholtz homogénea que surge de

las leyes de Ampère y de Faraday, complementadas con condiciones de contorno nulas

en |r − r′| → ∞. [55] El tensor Gσ cumple la siguiente relación integral:

∑

σ

∫
dsGσ(r, s, ω) · G∗

σ(s, r
′, ω) =

~µ0ω
2

π
ImG(r, r′, ω) . (6.12)

Calcular la varianza de Ê usando la relación anterior e invocar el teorema de fluc-

tuación-disipación nos revela que la respuesta lineal del campo electromagnético es

µ0 ω
2
G. Para poder eventualmente evaluar la fuerza, el tensor de Green tiene que es-

pecificarse de acuerdo a la geometŕıa y a las propiedades del material que conforman

el medio sólido. Utilizaremos un modelo local para el dieléctrico (es decir, asumire-

mos que su permitividad depende sólo de la frecuencia), y utilizaremos el ĺımite no

retardado del tensor de Green para el campo reflejado por el semiespacio [55]:

G
(1)(r, r′, ω) =

rp(ω)c
2

8π2ω2

∫
d2k||

k||
(k ⊗ k∗) eik

||·(r−r′)−k||(z+z′). (6.13)

El mismo describe el scattering de las excitaciones del campo asistidas por el medio

en el régimen de campo cercano, de frecuencia ω y vector de onda

k = (k||, ik||) = (k|| cosφ, k|| sinφ, ik||) . (6.14)

La reflexión está gobernada por el coeficiente de reflexión de Fresnel rp(ω) para

radiación TM de frecuencia ω, que en el ĺımite no-retardado resulta

rp(ω) =
ε(ω)− 1

ε(ω) + 1
, (6.15)

siempre y cuando la permitividad ε(ω) sea local y dispersiva.

El último término del Hamiltoniano (6.1) describe la interacción entre el átomo y

el campo dentro de la aproximación dipolar. El dipolo atómico d ha sido expandido

en la base de estados atómicos:

d̂ =
∑

m,n

dmn |m〉 〈n| =
∑

m,n

dmnÂmn . (6.16)
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La fuerza que actúa sobre el átomo es

F (t) = 〈d̂ · ∇Ê(rA)〉 . (6.17)

Como ya ha sido estudiado en la Ref. [17], la fuerza depende crucialmente de la

trayectoria del átomo. En el enfoque Markoviano (Sec. 6.3), la misma puede asumirse

aproximadamente recta y uniforme

rA − r′
A
≃ vA(t− t′), (6.18)

en escalas temporales similares al tiempo de auto-correlación del campo. Dentro del

enfoque perturbativo (Sec. 6.4), asumiremos que el átomo está en reposo para tiem-

pos t < 0, y que se mueve con velocidad constante vA = v(sin θ, 0, cos θ), v > 0, para

tiempos t > 0. Este tipo de trayectoria en la que la part́ıcula se pone en movimiento

abruptamente es precisamente la que fue utilizada en Ref. [15] para el caso de movi-

miento paralelo. Notemos nuevamente que este movimiento uniforme prescripto debe

ser mantenido por una fuerza externa que contrarreste la fuerza de fricción cuántica.

Para t < 0 el átomo está ubicado en rA(t < 0) = (x0, y0, z0), mientras que para t > 0

su trayectoria está dada por

rA(t) = (x0 + vt sin θ, y0, z0 + vt cos θ) . (6.19)

Notemos que θ = ±π/2 corresponde al caso de movimiento paralelo, θ = π al caso

de movimiento vertical dirigido hacia el plano, y θ = 0 indicaŕıa movimiento verti-

cal alejándose del plano. Trayectorias que consideraran, por ejemplo, una aceleración

cont́ınua de cero a la velocidad constante final sobre un cierto intervalo temporal,

han sido consideradas en la Ref. [17] para el caso de movimiento paralelo, y podŕıan

ser implementadas de manera análoga para nuestro caso de movimiento en dirección

arbitraria. Sin embargo, por simplicidad, en este caṕıtulo sólo consideraremos la tra-

yectoria que hemos descripto más arriba, en la que el movimiento del átomo comienza

de manera abrupta.

6.3. Enfoque Markoviano

En primer lugar, resolveremos la dinámica interna del átomo por medio de la

ecuación maestra de Markov. Esto nos permitirá inferir las correlaciones del dipo-

lo atómico via la hipótesis de regresión cuántica de Lax-Onsager [58], la cual se ha

demostrado que se cumple como un teorema para procesos de Markov [59]. Las co-

rrelaciones dipolares obtenidas de esta manera eventualmente nos permiten evaluar

la fuerza de fricción cuántica.
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6.3.1. Dinámica atómica interna

Empleando la aproximación de Born-Oppenheimer, asumiremos que la dinámica

interna rápida del átomo se desacopla efectivamente del movimiento lento de su cen-

tro de masa, de modo que podemos resolver la dinámica interna del átomo para una

posición rA y un momento pA, arbitrarios pero fijos. Posteriormente, la fuerza que

determina el cambio en ese momento puede ser calculada para una dada dinámica

interna. La misma está capturada en la evolución de los operadores de volteo Âmn. En

esta Subsección resolveremos la ecuación de Heinseberg correspondiente, mostrando

que la misma resulta en tasas de decaimiento espontáneo y autofrecuencias depen-

dientes de la velocidad. Notemos que, obviamente, el Hamiltoniano completo incluye

al campo que rodea el átomo: luego trazaremos sobre este entorno, encontrando que

genera una dinámica disipativa.

En cualquier instante temporal, el Hamiltoniano completo puede ser descompuesto

como en (6.1). Los operadores puramente atómicos Âmn conmutan a tiempos iguales

con la contribución del campo (6.3), debido a que viven en subespacios ortogonales

del espacio de Hilbert total. El conmutador con el Hamiltoniano atómico (6.2) resulta

en las autofrecuencias ‘desnudas’, es decir, en ausencia del campo EM, mientras que

el conmutador con el Hamiltoniano de interacción (6.4) resultará en el corrimeinto de

Lamb y las tasas de Einstein:

˙̂
Amn(t) = iωmnÂmn +

1

i~
[Âmn(t), ĤAF(t)]. (6.20)

Esta ecuación diferencial puede ser formalmente resuelta y re-insertada en śı misma

ad infinitum. Este procedimiento resulta en una expansión tipo Dyson, basándose en

la cual uno puede diseñar una serie de soluciones aproximadas Â
(k)
mn (con k par), que

convergen a las soluciones exactas cuando k → ∞. El k-ésimo elemento de esta serie

es de orden dk. Esto implica que su dinámica comprende la re-absorción de fotones

reflejados hasta k/2 veces. En lo que sigue no consideraremos reflexiones múltiples,

por lo que resolveremos la dinámica hasta orden k = 2. De este modo podemos escribir

˙̂
A(2)
mn(t) =

˙̂
A(0)
mn(t) +

1

i~
[Â(0)

mn(t), Ĥ
(2)
AF(t)] , (6.21)

Ĥ
(2)
AF(t) = −

∑

mn

Â(0)
mn(t)dmn ·Ê(1)(rA, t) . (6.22)

Notemos que Ê(1) denota el campo libre más el campo inducido por un átomo des-

cripto por Â
(0)
mn. Esto significa que, para poder resolver la dinámica interna del átomo,
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es necesario resolver la dinámica del campo EM. Comenzando con la ecuación de Hei-

senberg para el operador f̂σ y utilizando la relación integral (6.12), se llega a (ver [55]

para más detalles)

Ê(1)(rA, t) =
∑

σ

∫
dr

∞∫

0

dωGσ(rA, r, ω) · f̂σ(r, ω) (6.23)

+
iµ0

π

∑

mn

t∫

t0

∞∫

0

dω ω2eiωmn(t−t′)ImG(rA, r
′
A
, ω) · dmnÂ(0)

mn(t
′) + h.c.,

donde la ausencia de argumentos indica el tiempo inicial t0, y las cantidades primadas

están evaluadas en t′. Aqúı el primer término es el campo libre, es decir, el campo

electromagnético en ausencia del átomo (pero en presencia de la placa), mientras que

el segundo término es el campo fuente creado por el átomo.

Reemplazando el campo anterior en (6.22) se vuelve evidente el hecho de que el

proceso de interacción toma en cuenta la re-absorción de un ‘fotón’ (utilizaremos el

término fotón para referirnos a las excitaciones del campo EM asistidas por el medio)

reflejado que ha sido emitido por el átomo a un tiempo t′ en la historia, es decir, la

interacción dipolar entre d(t) y d(t′). Cada uno de estos fotones reflejados acumula

una fase iωmn(t− t′) cuando viaja desde la posición en la que fue creado, r′
A
, hasta su

posición final rA, donde eventualmente interfiere con otros de su clase, de acuerdo a

sus respectivas fases relativas.

Insertando (6.23) dentro del valor medio normalmente ordenado de (6.21), obtene-

mos la dinámica reducida de los grados de libertad internos del átomo, que resulta en

un sistema de ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Para desacoplarlas, es nece-

sario realizar algunas consideraciones. En primer lugar, asumiremos que el átomo no

presenta transiciones quasi-degeneradas: es decir, no hay transiciones para las cuales

ωmn ≈ ωnk si los estados involucrados no pertenecen al mismo multiplete. Supon-

dremos, además, que los autoestados de enerǵıa están despolarizados, es decir, que

dnn = 0, y que los estados degenerados de un mismo multiplete no están conectados

por transiciones dipolares, es decir, dnn′ = 0. Estas condiciones están garantizadas

por las reglas de selección atómicas usuales.

Bajo las condiciones enumeradas en el párrafo anterior, la dinámica efectiva de los

operadores de volteo no-diagonales, rápidamente oscilantes, se desacopla de manera

efectiva de los operadores diagonales, que no son oscilantes, y del resto de los opera-

dores no-diagonales, siempre que el acoplamiento sea débil. Esto da como resultado
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ecuaciones cerradas para la dinámica interna del átomo, que incluye los efectos de la

dinámica del campo EM

〈 ˙̂
A(2)
mn(t)〉 = iωmn〈Â(2)

mn(t)〉 −
∑

k

[Cnk(t) + C∗
mk(t)]〈Â(2)

mn(t)〉, (6.24)

con los coeficientes

Cnk =
µ0

π~

t∫

t0

dt′
∞∫

0

dω ω2 e−i(ω−ωnk)(t−t′)dnk · ImG(rA, r
′
A
, ω) · dkn. (6.25)

Ahora bien, la parte real de Cnk genera las tasas de decaimiento espontáneo Γn

del estado |n〉, mientras que su parte imaginaria produce correcciones ~δωn a las

autoenerǵıas En del átomo libre. Ambos efectos se generan a partir de la interacción

del átomo con el campo:

δωn =
∑

k

δωnk =
∑

k

ImCnk , (6.26)

Γn =
∑

k

Γnk = 2
∑

k

ReCnk . (6.27)

La integración sobre t′ en (6.25) involucra al tensor de Green via r′
A
, y la exponencial

oscilatoria describe una excitación del campo de frecuencia ωnm viajando de r′
A
a rA.

Pensando en el efecto Doppler, la distancia espacial entre el origen del fotón y su

destino puede escribirse como un corrimiento en frecuencia. Bajo las condiciones de

(a) movimiento uniforme en escalas del tiempo de autocorrelación del campo y (b) t

mucho mayor que dichos tiempos, tomando el ĺımite t0 → −∞ (es decir, una apro-

ximación Markoviana) y utilizando el tensor de Green no retardado (6.13), podemos

llegar al siguiente resultado para las contribuciones resonante (es decir, con el campo

oscilando a la frecuencia de transición del átomo) y no resonante, respectivamente,

a los coeficientes de Heinsenberg (6.25). Los detalles de este cálculo pueden hallarse

en [21]. Los resultados son:

Cres
nk = − i

8π2~ε0

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dk||k||2d
(φ)2
nk rp(ω

′
nk)Θ(ω′

nk)e
−2k||zA(t) (6.28)

Cnres
nk =

i

8π3~ε0

∞∫

0

dξ

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dk||k||2d
(φ)2
nk

ω′
nkrp(iξ)

(ω′2
nk + ξ2)

e−2k||zA(t), (6.29)

donde hemos utilizado la notación compacta

d
(φ)2
nk = dnk ·

(
cos2 φ cosφ sinφ −i cosφ

cosφ sinφ sin2 φ −i sinφ
i cosφ i sinφ 1

)
· dnk , (6.30)
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y definimos la frecuencia con un corrimiento de Dopler complejo

ω′
nk = ωnk + vk||(sin θ cosφ− i cos θ) . (6.31)

La función escalón de Heaviside que aparece en la Ec. (6.28) se debe tomar sólo sobre

la parte real de ω′
nk.

Sin perdida de generalidad, el sistema de coordenadas puede elegirse de modo

que la componente y de la velocidad sea nula. La direccion de la velocidad atomica v

queda entonces determinada solamente por el angulo θ entre v y el eje z. Dependiendo

de θ, la frecuencia ωnk puede tener un corrimiento con una componente a lo largo

de eje imaginario, lo cual es inusual. El efecto Doppler puede entenderse como el

acortamiento/alargamiento del intervalo temporal entre el paso de dos frentes de

onda consecutivos por un cierto punto de observación, debido al movimiento relativo

entre la fuente de ondas y dicho punto de observación. En nuestro escenario, la fuente

es el dipolo atómico a tiempo t − τ en el pasado, y el punto de observación es la

posición del átomo a tiempo t. En el caso en el que el átomo se mueve de forma

paralela a la superficie hay frentes de onda reales propagándose en la dirección de

movimiento, mientras que en el caso de movimiento perpendicular, en el régimen no

retardado, sólo hay ondas evanescentes a lo largo de la dirección de movimiento. Las

mismas no poseen un frente de onda bien definido y por lo tanto la intuición t́ıpica del

efecto Doppler no se aplica. Aśı como las ondas evanescentes están caracterizadas por

un vector de onda complejo, el corrimiento Doppler que encontramos en el caso del

movimiento vertical tiene una componente a lo largo del eje imaginario. Lógicamente,

lo mismo ocurre en cualquier dirección intermedia, con la componente imaginaria

del corrimiento Doppler volviéndose más pequeña a medida que uno se acerca al

movimiento paralelo, en el cual se anula por completo. Por último, vale la pena

enfatizar que como estamos utilizando la forma no-retardada del tensor de Green,

todos los resultados que encontremos serán válidos siempre y cuando el átomo se

mantenga dentro de la zona de campo cercano.

Las expresiones (6.28) y (6.29) para las contribuciones resonante y no resonante

a la dinámica interna de un átomo moviéndose frente a un semi-espacio son válidas

para un movimiento rectiĺıneo en cualquier dirección arbitraria. Sin embargo, estos

resultados provienen de una expansión en serie de potencias (ver Ref. [21]) cuyo radio

de convergencia es v/(zA(t)ωnk), por lo que debe cumplirse la condición v<zA(t)ωnk

para que estos resultados sean válidos. Esto significa que la velocidad macroscópica

debe ser siempre menor que la velocidad ‘microscópica’ que caracteriza a la dinámica

interna.
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Los corrimientos y tasas para el fenómeno de Casimir-Polder estático pueden ser

re-obtenidos reemplazando las frecuencias primadas, es decir, con corrimiento de Dop-

pler, por sus contrapartes sin corrimiento ωnk, lo cual es equivalente a considerar sólo

términos de orden cero en la velocidad relativa. Para velocidades finitas, las integrales

en (6.28) y (6.29) pueden ser resueltas numéricamente. En el caso de movimiento pa-

ralelo, debido a la simetŕıa rotacional del sistema, los corrimientos y las tasas vaŕıan

sólo cuadráticamente con la velocidad del átomo. Para otras direcciones, la variación

es lineal, por lo que las correcciones dinámicas a los corrimientos y tasas estáticos

son significativamente mayores si el átomo se mueve de manera perpendicular a la

superficie.

Debido a que vamos a necesitarlos más adelante, terminaremos esta Subsección

dando los resultados para la tasa de decaimiento y el corrimiento no-resonante pa-

ra el caso de un átomo descripto como un sistema de dos niveles, isotrópico y que

está inicialmente en su estado fundamental:

Γ
(θ=π

2
)

0 =
d2

2π2~ε0

∞∫

0

dω

∞∫

0

d2k|| k||e−2k||z0Im rp(ω)δ(ω + ω10 − k||v cosφ), (6.32)

Γ
(θ 6=π

2
)

0 ≃ − 3d2v cos θ

8π2~ε0z4A (t)

∞∫

0

dω
Im rp(ω)

(ω + ω10)2

=
3d2v cos θ

8π2~ε0z4A (t)

∞∫

0

dξ
ξ2 − ω2

10

(ξ2 + ω2
10)

2
rp(iξ), (6.33)

δω0 ≃ − d2

8π2~ε0z3A (t)

∞∫

0

dω
Im rp(ω)

ω + ω10

[
1− 3

4

v2(1 + 3 cos 2θ)

(ω + ω10)2z2A (t)

]
(6.34)

= − d2

8π2~ε0z3A (t)

∞∫

0

dξ
ω10

ω2
10 + ξ2

rp(iξ)

[
1− 3

4

v2(ω2
10 − ξ2)(1 + 3 cos 2θ)

(ω2
10 + ξ2)2z2

A
(t)

]
.

Notemos que en este caso las tasas implican una excitación espontánea del átomo.

En el caso paralelo, el proceso siempre es resonante, debido a la función delta que

aparece al tomar el ĺımite de tiempos largos (ver [17]).

6.3.2. Fuerzas de Casimir-Polder y de Fricción

Luego de haber resuelto la dinámica interna del átomo para una velocidad arbitra-

ria pero fija de su centro de masa, estamos en condiciones de resolver la dinámica New-

toniana del átomo para valores fijos pero arbitrarios de sus frecuencias de transición
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y tasas de decaimiento/excitación espontánea. La fuerza que determina la dinámica

de Newton del átomo puede ser descompuesta en Fv, su proyección en la dirección de

movimiento, y una componente ortogonal. Mientras que aquella desacelera al átomo,

la última cambia su dirección de movimiento. Como estamos interesados en los efec-

tos disipativos, estudiaremos a la fuerza en la dirección del movimiento del átomo,

calculada como la derivada direccional del campo en la dirección de la velocidad (es

decir, la proyección del gradiente en la dirección de v). El campo eléctrico que se

necesita para calcular la fuerza (6.17) ya ha sido determinado en (6.23). Insertándolo

en al expresión para la fuerza y aplicando orden normal, llegamos a

Fv(t) =
iµ0

π

∞∫

0

dτ

∞∫

0

dω ω2e−iωτ∇v〈d(t) · ImG
(1)(rA, r

′
A
, ω) · d(t− τ)〉+ h.c. . (6.35)

La ecuación anterior muestra expĺıcitamente la dependencia de la fuerza con las fun-

ciones de auto-correlación del dipolo atómico. Dentro de la aproximación de Markov,

la función de correlación que necesitamos puede inferirse via la hipótesis de regresión

cuántica de Lax [58,59] y resulta

〈d(t)d(t− τ)〉 =
∑

nk

dnkdkn pn(t) e
[iωnk− 1

2
(Γn+Γk)]τ , (6.36)

donde pn(t) ≡ 〈Ann(t)〉 es la población del estado atómico |n〉. Insertando la Ec. (6.36)
en la expresión para la fuerza (6.35), y restringiéndonos al régimen no retardado,

encontramos que la fuerza de fricción se descompone en contribuciones asociadas a

los distintos niveles de enerǵıa del átomo, cada una pesada por la población pn de ese

nivel:

Fv(t) =
∑

nk

pn(t)Fnk(t) . (6.37)

Los sumandos están dados por:

Fnk(t) = − 1

4π3ε0

∞∫

0

dω

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dk||k||3e−2k||zA(t) d
(φ)2
nk (6.38)

× (ω + Ω′
kn) cos θ +

1
2
(Γ′

n + Γ′
k) sin θ cosφ

(ω + Ω′
kn)

2 + 1
4
(Γ′

n + Γ′
k)

2
Imrp(ω) ,

donde Ωnk incluye los corrimientos en enerǵıa calculados anteriormente (6.26),

Ωnk = ωnk + δωn − δωk , (6.39)
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y los corrimientos y tasas de decaimiento primados llevan corrimientos Doppler:

Ω′
nk = Ωnk − vk|| sin θ cosφ , (6.40)

Γ′
nk = Γnk − vk|| cos θ . (6.41)

Como ya mencionamos anteriormente, nos concentraremos a partir de ahora en el

caso en el que el átomo está en su estado fundamental a t = 0, es decir, pn(0) = δn,0,

y sólo consideraremos su primer excitado al calcular la fuerza, de modo que Fv(t) =

F01(t): es decir consideraremos que el átomo es un sistema de dos niveles, modelo

que se utiliza frecuentemente en la literatura. Simplificaremos la notación, dejando

de escribir los sub́ındices referentes a los estados inicial y final, de modo que Ω ≡ Ω10

y Γ ≡ 1
2
(Γ0 + Γ1). La fuerza total que actúa sobre el átomo puede descomponerse en

un término resonante - que proviene del polo en la integración sobre ω - y un término

no resonante:

F res
v (t) = − 1

4π2ε0
Re

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dk|| k||3e−2k||zA(t) d(φ)2

× (cos θ − i sin θ cosφ) rp(−Ω′ + iΓ′)Θ(−Ω′), (6.42)

F nres
v (t) = − 1

4π3ε0
Re

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dk||k||3e−2k||zA(t) d(φ)2

× (cos θ − i sin θ cosφ)

∞∫

0

dξ
Ω′ − iΓ′

(Ω′ − iΓ′)2 + ξ2
rp(iξ) . (6.43)

Debido a la función escalón de Heaviside, la fuerza resonante sólo es finita si la enerǵıa

con corrimiento de Doppler ~vk|| es lo suficientemente grande como para superar el

gap entre el estado fundamental y el primer excitado. La fuerza de fricción resonan-

te proviene de una excitación tipo Cherenkov del átomo y está exponencialmente

suprimida debido a la restricción en k|| impuesta por la Θ [17]. Por esta razón, des-

preciaremos este término y nos enfocaremos en la fuerza de fricción no-resonante en

lo que sigue.

La dependencia en velocidad de esta fuerza no resonante (6.43) proviene de dos

lugares de distinta naturaleza. Por un lado, hay una dependencia en v que surge del

corrimiento Doppler de las frecuencias Ω′ y las tasas de decaimiento Γ′, que llamare-

mos dependencia expĺıcita. Por otro lado, δvCnk también depende de la velocidad, y

esta dependencia impĺıcita está inclúıda en la frecuencia y la tasa sin corrimientos (Ω

y Γ) mediante los coeficientes

Cnk = Cnk|v=0 + δvCnk , (6.44)
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dados en (6.25). Considerando ambos tipos de dependencia podemos escribir la fuerza

sobre el átomo hasta orden lineal en v, y resulta

Fv(t) ≃− 3d2

8π2ε0z4A (t)

∞∫

0

dω
(ω + Ω) Im rp(ω)

(ω + Ω)2 + Γ2
(6.45)

×
[
cos θ +

2v Γ(1 + cos2θ)

zA(t)[(ω + Ω)2 + Γ2]
−(δvC∗

01 + δvC10) cos θ

]

=− 3d2

8π2ε0z4A (t)

∞∫

0

dξ
Ω(Ω2 + Γ2 + ξ2) rp(iξ)

(Ω2 + Γ2 − ξ2)2 + 4Ω2ξ2

×
[
cos θ +

2vΓ(1 + cos2 θ)

zA(t)[(ω + Ω)2 + Γ2]
− (δvC∗

01 + δvC10) cos θ

]
.

El primer sumando da la fuerza de Casimir-Polder estática proyectada en la dirección

de movimiento. El segundo sumando contiene la dependencia expĺıcita en la velocidad,

y el tercero la impĺıcita.

Como una manera de conectar nuestros dos enfoques entre śı, y de anclar nuestros

resultados a resultados previos, deduciremos en primer lugar la fuerza de Casimir-

Polder estática hasta orden d2, a partir de la expresión (6.45). Para hacerlo, omiti-

remos la tasa de decaimiento aśı como las correcciones δω0 a la frecuencia desnuda

ω10, y tomaremos v = 0. Si el átomo está preparado de forma isotrópica, es decir, si

dx=dy=dz≡d, obtenemos

F
(2)
CP(t) = − 3d2 cos θ

8π2ε0z4A (t)

∞∫

0

dω
Imrp(ω)

ω + ω10

= − 3d2 cos θ

8π2ε0z4A (t)

∞∫

0

dξ
ω10 rp(iξ)

ω2
10 + ξ2

. (6.46)

El coseno proviene de la proyección de la fuerza en la dirección de movimiento. Si la

trayectoria del áromo es elegida de modo que se dirija hacia el plano, y por lo tanto

cos θ < 0, la proyección de la fuerza de Casimir-Polder en la dirección de la velocidad

es positiva, como debeŕıa ser.

La primer contribución no trivial en v a la fuerza de fricción, de acuerdo a la Ec.

(6.45), está dada por

Ffr(t) ≃ − 3d2

8π2ε0z4A (t)

∞∫

0

dω
Im rp(ω)

ω + Ω

[
vΓ1(1 + cos2 θ)

zA(t) (ω + Ω)2
− (δvC∗

01 + δvC10) cos θ

]

(6.47)

= − 3d2

8π2ε0z4A (t)

∞∫

0

dξ
Ω rp(iξ)

Ω2 + ξ2

[
vΓ1(Ω

2 − 3ξ2)(1 + cos2 θ)

zA(t) (Ω2 + ξ2)2
− (δvC∗

01 + δvC10) cos θ

]
.
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Llegados a este punto, es pertinente hacer algunas aclaraciones. Primero y más

importante, notemos que la expresión anterior es correcta sólo hasta orden d4 debido

a que sólo hemos determinado hasta orden d2 la dinámica interna del átomo, que

entra dentro de la fuerza. Por otro lado, la dependencia impĺıcita con la velocidad

sólo contribuye a la fuerza para el caso no paralelo, pues está pesada con un factor

cos θ. Por último, notemos que aunque la contribución principal en órdenes de v es

lineal, este orden lineal en la fuerza es de orden cuártico en el momento dipolar. Si

sólo considerásemos términos de orden d2, la fuerza de fricción se anulaŕıa a orden

v, debido a que Γ1 = δvC01 = 0. Puede mostrarse que a nivel d2 para movimiento

paralelo, la fuerza no resonante es estrictamente nula para todo orden en la velocidad

atómica. Para cualquier otra dirección de movimiento, el orden dominante en v a

orden d2 resulta:

F
(2)
fr (t) ≃ 15 d2v2

16π2ε0z6A (t)

∞∫

0

dξ
ω10(ω

2
10 − 3ξ2)

(ω2
10 + ξ2)3

rp(iξ)(1 + cos2 θ) cos θ ,

es decir, es cuadrática en la velocidad atómica.

De lo calculado hasta aqúı podemos encontrar una primera respuesta a la pregunta

inicial de si la fricción cuántica seŕıa cualitativamente diferente en un movimiento no

paralelo. Hasta segundo orden en la constante de acoplamiento, la respuesta es que

śı. Mientras que la fuerza a orden d2 está exponencialmente suprimida (como vimos

arriba y ha sido mostrado en la Ref. [17]), un átomo en movimiento no paralelo

experimenta una fuerza que no está suprimida, sino que depende cuadráticamente de

la velocidad. Miremos con un poco más de detalle el origen de esta discrepancia. A

nivel d2, la integral temporal que aparece en la fuerza para movimientos paralelos

tiene la forma

Re

∞∫

0

dτ e−i(ω+Ω−k||v)τ = δ(ω + Ω− k||v) . (6.48)

Como ilustramos anteriormente, esta condición de resonancia fuerza una restricción

en el vector de onda que luego genera una supresión exponencial. Para el caso del

movimiento vertical, sin embargo, la integral temporal que entra en la fuerza de

fricción a orden d2 es

−Im

∞∫

0

dτ e−[i(ω+Ω)+k||v]τ =
ω + Ω

(ω + Ω)2 + (k||v)2
. (6.49)
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En lugar de una condición de resonancia aguda en el sistema comóvil, forzada por

una delta de Dirac, encontramos aqúı una Lorentziana cuyo ancho está dado por

la velocidad. La Lorentziana es, evidentemente, cuadrática en v. Esta consideración

básica revela también la manera en la que aparece el orden lineal en v en la fuerza de

fricción Markoviana a orden d4: alĺı aparece la misma Lorentziana, pero con un ancho

que está dado por la suma de la velocidad y las tasas de decaimiento espontáneo del

átomo. Las últimas, entonces, aumentan el grosor de la Lorentziana de manera lineal.

Notemos que esta diferencia cualitativa entre la fricción en movimientos paralelos y

verticales está ı́ntimamente relacionada con la naturaleza evanescente de las ondas en

el régimen de campo cercano.

Por último, notemos que en la expresión (6.48) no resulta evidente cuál es el sentido

de la fuerza. Un análisis más cuidadoso de dicha ecuación revela que la integración de

(ω2
10−3ξ2)/(ω2

10+ξ
2)3 entre cero e infinito se anula idénticamente, pues la contribución

positiva de las frecuencias imaginarias chicas equilibra exactamente la contribución

negativa de las frecuencias imaginarias grandes. Como rp(iξ) es estrictamente positivo

y monótonamente decreciente, la integral total sobre frecuencias imaginarias resulta

positiva. Para trayectorias en las que el átomo se mueve hacia el plano (cos θ < 0),

la proyección de la fuerza de fricción en la dirección de la velocidad es negativa y

contrarresta el movimiento.

6.4. Teoŕıa de perturbaciones dependientes del

tiempo

En esta Sección utilizaremos la teoŕıa de perturbaciones dependientes del tiempo

para calcular la fuerza de fricción cuántica que actúa sobre un átomo que se mueve a

velocidad constante en una dirección arbitraria frente a un plano dieléctrico. Segui-

remos de cerca el enfoque usado en las Referencias [15, 17]. Para ello modificaremos

levemente el marco matemático que hemos introducido en la Sección 6.2. En primer

lugar, nuestros cálculos a partir de ahora serán realizados en la representación de in-

teracción, y no en la de Heisenberg. Inspirándonos en los niveles atómicos 1s y 1p del

átomo de hidrógeno, tomaremos ahora que los estados de menor enerǵıa del átomo

serán el estado fundamental |g〉 y tres estados excitados degenerados |η〉. El vector
unitario η se debe tomar de un conjunto {η} que forma una base ortonormal real.

Como antes, llamaremos ω10 a la frecuencia de transición desnuda entre los niveles,

y consideraremos que el átomo interactúa con el campo EM a través de su momento
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dipolar eléctrico d̂(t), cuyos elementos de matriz no nulos en la representación de

interacción son 〈g| d̂(t) |η〉 = ηde−iω10t y 〈η| d̂(t) |g〉 = ηdeiω10t.

Como mencionamos en la Sección 6.2, asumiremos que para t < 0 el átomo

está estático a una distancia z0 de la superficie, y que para t > 0 su distancia a

la superficie vaŕıa como zA(t) = z0 + vt cos θ. Al igual que en el enfoque Markoviano

que discutimos en la Sección anterior, asumiremos aqúı zA(t) se encuentra siempre

dentro de la zona de campo cercano, sin importar si el átomo se mueve hacia la su-

perficie o se aleja de ella. De aqúı que el operador de campo eléctrico pueda escribirse

como [15, 17]

Ê(rA) =

∫
d2k||

∞∫

0

dω ik âk||ωψk||ωe
ik||·r||

A
(t)−iωt−k||zA(t) + h.c. (6.50)

Aqúı, âk||ω, â
†
k||ω

son operadores de creación/destrucción bosónicos (que correspon-

den básicamente a las transformadas de Fourier 2D de los operadores f †
e (r, ω) de la

Sec.. 6.2), y ψk||ω son las amplitudes de plasmones complejas, cuyos módulos cuadra-

dos son:

|ψk||ω|2 = (~/(8π3ε0k
||))Imrp(ω) . (6.51)

Notemos que difieren en un factor
√
4πε0 con respecto a las referencias que men-

cionamos anteriormente. Esto se debe al uso de diferentes sistemas de unidades:

aqúı usamos unidades SI mientras que en aquellas referencias se utilizaron unida-

des Gaussianas.

Asumiremos que el estado inicial del sistema es el átomo en su estado fundamental

y ningún fotón, es decir, |ψ(0)〉 = |g; vac〉. Como en [17], expresaremos el estado

conjunto del átomo y el campo (campo cuyas excitaciones están mediadas por la

presencia de la placa, es decir, no son realmente fotones libres, como ya mencionamos)

en una expansión perturbativa en la constante de acoplamiento d. Hasta tercer orden,

está dada por

|ψ(t)〉 ≃
(
1 + c

(2)
0 (t)

)
|g; vac〉+

∑

η

∫
d3κ

(
c
(1)
1 (t) + c

(3)
1 (t)

)
|η;κ〉

+
1

2

∫
d3κ1

∫
d3κ2 c

(2)
2 (t) |g;κ1, κ2〉 , (6.52)

donde los coeficientes c
(p)
n (t) denotan las amplitudes de transición para estados con n

fotones en el p-ésimo orden perturbativo, y pueden ser obtenidos utilizado las técni-

cas habituales de la teoŕıa de perturbaciones de la mecánica cuántica. Necesitamos
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computar el estado hasta tercer orden para poder evaluar la fuerza hasta cuarto or-

den en la constante de acoplamiento. Arriba hemos utilizado la notación compacta

κ = {k||, ω}, y las integrales
∫
d3κ =

∫
d2k|| ∫∞

0
dω.

El valor de expectación en el estado |ψ(t)〉 del operador fuerza a lo largo de la

dirección de movimiento, F̂v = v · F̂ /v = sin θF̂x + cos θF̂z, está dado por

Fv(t) =2Re
∑

η

{∫
d3κ 〈g; vac| F̂v |η;κ〉

[
c
(1)
1 (t) + c

(2)∗
0 (t)c

(1)
1 (t) + c

(3)
1 (t)

]

+
1

2

∫
d3κ d3κ1 d

3κ2 〈η;κ| F̂v |g;κ1, κ2〉 c(1)∗1 (t)c
(2)
2 (t)

}
, (6.53)

válido hasta cuarto orden en la constante de acoplamiento. Los elementos de matriz

relevantes del Hamiltoniano de interacción son

〈g; vac| ĤAF |η;κ〉 = id(η · k)ψκ (6.54)

× e−i(ω10+ω)t+ik||·r||
A
(t)−k||zA(t) ,

〈η;κ| ĤAF |g;κ1, κ2〉 = id(η · k1)ψκ1 (6.55)

× ei(ω10−ω1)t+ik
||
1
·r||

A
(t)−k||1 zA(t)δ3(κ− κ2) + (1 ↔ 2) ,

〈η; vac| ĤAF |g;κ〉 = id(η · k)ψκ (6.56)

× ei(ω10−ω)t+ik||·r||
A
(t)−k||zA(t) ,

donde δ3(κ − κ1) = δ2(k|| − k
||
1)δ(ω − ω1). Los elementos de matriz relevantes del

operador fuerza pueden ser computados fácilmente. Obtenemos

〈g; vac| F̂v |η;κ〉 = −idk||(η · k)fφθψκ (6.57)

× e−i(ω10+ω)t+ik||·r||
A
(t)−k||zA(t) ,

〈η;κ| F̂v |g;κ1, κ2〉 = −idk||1 (η · k1)fφ1θψκ1 (6.58)

× ei(ω10−ω1)t+ik
||
1 ·r

||
A
(t)−k||1 zA(t)δ3(κ− κ2) + (1 ↔ 2) ,

con fφθ = − cos θ + i sin θ cosφ.

6.4.1. Dinámica atómica interna

En esta Subsección evaluaremos las amplitudes de transición relevantes c
(p)
n (t),

necesarias para evaluar la fuerza a cuarto orden en teoŕıa de perturbaciones. El coe-
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ficiente c
(1)
1 (t) está dado por

c
(1)
1 (t) = − i

~

t∫

0

dt′ 〈η;κ| ĤAF(t
′) |g; vac〉 (6.59)

=
id(η · k)∗ψ∗

κ

~(ω10 + ω′)
e−ik

||·r0−k||z0
[
ei(ω10+ω′)t − 1

]
,

donde hemos definido la frecuencia compleja

ω′ = ω − vk|| cosφ sin θ + ivk|| cos θ , (6.60)

y r0 = (x0, y0).

El coeficiente c
(2)
2 (t) está dado por

c
(2)
2 (t) = − i

~

∑

η

∫
d3κ

t∫

0

dt′c
(1)
1 (t′) 〈g;κ1κ2| ĤAF(t

′) |η;κ〉 (6.61)

=−d
2(k1 · k2)

∗ψ∗
κ1
ψ∗
κ2

~2
e−i(k

||
1+k

||
2 )·r0−(k

||
1+k

||
2 )z0

[
ei(ω

′
1+ω

′
2)t − 1

ω′
1 + ω′

2

(
1

ω10 + ω′
1

+
1

ω10 + ω′
2

)

+
e−i(ω10−ω′

1)t − 1

(ω10 − ω′
1)(ω10 + ω′

2)
+

e−i(ω10−ω′
2)t − 1

(ω10 − ω′
2)(ω10 + ω′

1)

]
,

con las frecuencias con corrimientos separados

ω′
j = ωj − vk

||
j cosφ1 sin θ + ivk

||
j cos θ . (6.62)

El coeficiente c
(2)
0 (t) está dado por

c
(2)
0 (t) = − i

~

∑

η

∫
d3κ

t∫

0

dt′c
(1)
1 (t′) 〈g; vac| ĤAF(t

′) |η;κ〉

= − id2

4π3~ε0

∞∫

0

dωImrp(ω)

∫
d2k|| k

||e−2k||z0

ω10 + ω′

×
[
e−2k||v cos θt − 1

−2k||v cos θ
− e−i(ω10+ω′)t−2k||v cos θt − 1

−i(ω10 + ω′)− 2k||v cos θ

]
(6.63)

Este coeficiente involucra el corrimiento en enerǵıa del estado |g; vac〉 y la tasa del

proceso |g; vac〉 → |η;κ〉. En el ĺımite de velocidades chicas, el primer término dentro

de los corchetes crece como t, mientras que el segundo, siendo la suma de una función

oscilatoria modulada y un término que no depende del tiempo, puede despreciarse.

De modo que podemos aproximar c
(2)
0 (t) como

c
(2)
0 (t) ≃ − it

~
δEg − t

Γg
2
, (6.64)
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y entonces 1 + c
(2)
0 (t) ≃ exp[− it

~
δEg − tΓg

2
], donde δEg es el corrimiento en enerǵıa

y Γg es la tasa de la transición. Realizando una nueva expansión del integrando de

(6.63) en potencias de k||v y realizando al integración sobre momentos, obtenemos

δEg ≃ − d2

8π2ε0z30

∞∫

0

dω
Im rp(ω)

ω + ω10

[
1− 3

4

v2(1 + 3 cos(2θ))

(ω + ω10)2z20

]
, (6.65)

y

Γg ≃ −3d2v cos θ

8π2~ε0z40

∞∫

0

dω
Im rp(ω)

(ω + ω10)2
. (6.66)

Estas expresiones para el corrimiento y la tasa coinciden con las Ecs. (6.33) y

(6.34) obtenidas mediante el enfoque Markoviano, con la pequeña diferencia de que

en ellas aparece la altura instantánea zA(t), en lugar de la altura inicial z0 que aparece

aqúı. Notemos que la tasa (6.66) se anula en el caso del movimiento paralelo, lo que

resulta consistente con la tasa exponencialmente chica hallada en las Refs. [15, 17].

Finalmente, computamos el coeficiente c
(3)
1 (t), expresándolo como una suma de

dos contribuciones c
(3)
1 (t) = c

(3)
1,0(t) + c

(3)
1,2(t). El sub́ındice 0 en el primer término

denota contribuciones via vaćıo, y el sub́ındice 2 en el segundo término denota aquellas

contribuciones provinientes del sector de dos fotones. Están respectivamente dadas

por:

c
(3)
1,0(t) = − i

~

t∫

0

dt′c
(2)
0 (t′) 〈η;κ| ĤAF(t

′) |g; vac〉 (6.67)

=
d(η · k)∗ψ∗

κ

~

t∫

0

dt′ei(ω10+ω)t′−ik||·r||
A
(t′)−k||zA(t′)t′

(
Γg
2

+
iδEg
~

)

y

c
(3)
1,2(t) =

i

2~

∫
d3κ1d

3κ2

t∫

0

dt′c
(2)
2 (t′) 〈η;κ| ĤAF(t

′) |g;κ1κ2〉 (6.68)

=
id3

~3
ψ∗
κe

−ik||·r0
∫
d3κ1

(η · k1)(k1 · k)∗|ψκ1 |2e−2k
||
1 z0

ω′
1 + ω′

×
{[

1

ω10 + ω′
1

+
1

ω10 + ω′

] [
ei(ω10+ω′+2ivk|| cos θ)t − 1

ω10 + ω′ + 2ivk|| cos θ
− ei(ω10−ω′

1+2ivk|| cos θ)t − 1

ω10 − ω′
1 + 2ivk|| cos θ

]

+
1

(ω10 + ω′)(ω10 − ω′
1)

[
e−2vk|| cos θt − 1

2ivk|| cos θ
− ei(ω10−ω′

1+2ivk|| cos θ)t − 1

ω10 − ω′
1 + 2ivk|| cos θ

]}
.
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6.4.2. Fuerzas de Casimir-Polder y de fricción: segundo or-

den

La primera contribución no nula a la fuerza es de segundo orden en el acoplamien-

to, y está dada por el término de la Ec.(6.53) que contiene solamente al coeficiente

c
(1)
1 (t). Obtenemos

F (2)
v (t) = 2Re

∑

η

∫
d3κ 〈g; vac| F̂v |η;κ〉 c(1)1 (t) (6.69)

=
d2

2π3ε0

∞∫

0

dω

∫
d2k||k||2e−2k||zA(t)Imrp(ω)

× Re

[
fφθ

ω10 + ω′

(
1− e−i(ω10+ω−vk|| cosφ sin θ)t

)]
.

El segundo término dentro de los corchetes resulta en una contribución oscilatoria

modulada a la fuerza, y se promedia a cero luego de promediar en el tiempo. El primer

término, por otro lado, da una contribución no nula, y su forma expĺıcita puede ser

evaluada en el ĺımite de velocidades chicas. Para ello es conveniente introducir las

variables adimensionales s = k||zA(t) e y = v/[zA(t)(ω10 + ω)]. Entonces la fuerza

puede ser re-escrita como

F (2)
v (t) = − d2

2π3ε0

cos θ

z4
A
(t)

∞∫

0

dω
Imrp(ω)

ω10 + ω
(6.70)

×
2π∫

0

dφ

∞∫

0

ds
s3e−2s(1− 2ys cosφ sin θ)

(1− ys cosφ sin θ)2 + (ys cos θ)2
.

En el régimen adiabático, en el que la frecuencia caracteŕıstica del movimiénto ma-

croscópico v/zA(t) es mucho más chica que la frecuencia de transición del átomo ω10,

podemos tomar y ≪ 1 y expresar la fuerza como una suma de dos contribuciones

F
(2)
v (t) = F

(2)
CP(t) + F

(2)
fr (t), donde

F
(2)
CP(t) = − 3d2

8π2ε0

cos θ

z4
A
(t)

∞∫

0

dω
Imrp(ω)

ω10 + ω

= − 3d2

8π2ε0

cos θ

z4
A
(t)

∞∫

0

dξ
ω10

ω2
10 + ξ2

rp(iξ) (6.71)

es la proyección de la fuerza de Casimir-Polder estándar a lo largo de la dirección de

movimiento, evaluada en la posición instantánea del átomo. En el último paso hemos
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realizado una rotación de Wick hacia frecuencias imaginarias ω → iξ. Este resultado

perturbativo coincide perfectamente con la expresión (6.46) que hemos obtenido me-

diante el enfoque de Markov. Notemos que para el movimeinto paralelo (θ = π/2) esta

proyección se anula, lo cual era de esperarse. En el caso del movimiento totalmente

vertical (θ = 0, π), F
(2)
CP(t) cambia de signo, lo cual se debe simplemente al cambio de

signo en el vector velocidad. El otro término de la fuerza F
(2)
fr (t) is está dado por

F
(2)
fr (t) =

15d2v2 cos θ(1 + cos2 θ)

16π2ε0z6A (t)

∞∫

0

dω
Imrp(ω)

(ω10 + ω)3
(6.72)

=
15d2v2

16π2ε0z6A (t)

∞∫

0

dξ
ω10(ω

2
10 − 3ξ2)

(ω2
10 + ξ2)3

rp(iξ)(1 + cos2 θ) cos θ .

Esta expresión coincide con la Ec.(6.48), obtenida mediante el enfoque Markoviano.

Notemos que F
(2)
fr (t) = 0 para el movimiento paralelo, en concordancia con los re-

sultados de trabajos previos (ver, por ejemplo, Refs. [15,17]) donde se mostró que la

fricción cuántica es infinitesimalmente pequeña a segundo orden en la constante de

acoplamiento.

6.4.3. Fuerzas de Casimir-Polder y de fricción: cuarto orden,

v́ıa vaćıo

Computaremos a continuación la fuerza al orden siguiente, que es el cuarto orden

en la constante de acoplamiento. Para ello seguiremos un enfoque similar al que

puede encontrarse en el Apéndice C de la Ref. [17]. Consideraremos primero la parte

de (6.53) que involucra la amplitud mixta c
(2)∗
0 (t)c

(1)
1 (t) y la parte de c

(3)
1 (t) via vaćıo,

Ec. (6.67). Integrando por partes y utillizando la Ec. (6.59), podemos escribir a c
(3)
1,0(t)

como

c
(3)
1,0(t) =c

(2)
0 (t) c

(1)
1 (t)− id(η · k)∗ψ∗

κ

~(ω10 + ω′)
c
(2)
0 (t)e−ik

||·r0−k||z0 (6.73)

+

(
−1

~
δEg + i

Γg
2

)
d(η · k)∗ψ∗

κ

~(ω10 + ω′)2
e−ik

||·r0−k||z0 [ei(ω10+ω′)t − 1].

Combinando el primer término de la Ec. anterior con c
(2)∗
0 (t)c

(1)
1 (t), obtenemos−Γgtc

(1)
1 (t),

y la fuerza a orden cuatro correspondiente resulta

F
(4)
v,0 (t) = −ΓgtF

(2)
v (t), (6.74)

que, combinada con la fuerza a segundo orden F
(2)
v (t), representa la pérdida de pro-

babilidad del estado fundamental. El sub́ındice 0 en F
(4)
v,0 (t) denota que se trata de la

contribución v́ıa vaćıo.
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La contribución a la fuerza del segundo término de (6.73) es

− d2

2π3ǫ0

∞∫

0

dωImrp(ω)

∫
d2k||(k||)2e−2k||z0−k||vt cos θ (6.75)

× Re

[
fφθ

ω10 + ω′

(
it

~
δEg + t

Γg
2

)
e−i(ω10+ω−k||v cosφ sin θ)t

]
.

Este término es, como función del tiempo, una función oscilatoria modulada, y se

anula luego de realizar un promedio temporal.

La contribución a la fuerza del tercer término de (6.73) es

d2

2π3~ǫ0

∞∫

0

dωImrp(ω)

∫
d2k||(k||)2e−2k||zA(t) (6.76)

× Re

{(
−1

~
δEg + i

Γg
2

)
fφθ

(ω10 + ω′)2

}
+ t.o.m.,

donde ‘t.o.m’ denota términos oscilatorios modulados, similares a los que aparecie-

ron en (6.75), que se anulan luego de promediar temporalmente. Para poder evaluar

(6.76), reescribimos la segunda ĺınea en función de las variables adimensionales que

introdujimos más arriba, s = k||zA(t) y y = v/[zA(t)(ω10 + ω)], y realizamos una

expansión en potencias de la velocidad.

A orden y0, obtenemos una corrección de orden d4 a la fuerza de Casimir-Polder

(6.71),

F
(4)
CP(t) =

3d2δE
(0)
g

8π2~ε0

cos θ

z4
A
(t)

∞∫

0

dω
Imrp(ω)

(ω10 + ω)2
. (6.77)

donde δE
(0)
g es el término que no depende de la velocidad del corrimiento δEg de-

finido en (6.65). Notemos que esta corrección es idénticamente nula para el caso de

movimiento paralelo.

A orden y1, obtenemos una corrección de orden d4 a la fuerza de fricción (6.72)

F
(4)
fr (t) = −3d2Γgv(1 + cos2 θ)

8π2~ε0z5A (t)

∞∫

0

dω
Imrp(ω)

(ω10 + ω)3
. (6.78)

Recordando la definición de la tasa Γg en la Ec. (6.66), conclúımos que F
(4)
fr (t) va

como v2 y se anula para el movimiento paralelo.
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6.4.4. Fuerzas de Casimir-Polder y de fricción: cuarto orden,

v́ıa dos fotones

La pieza final de la fuerza a cuarto orden en d tiene dos contribuciones. Una de

ellas surge de la parte de c
(3)
1 (t) que involucra el sector de dos fotones, es decir, c

(3)
1,2(t),

y la otra proviene de la coherencia entre los sectores de uno y dos fotones, el último

término de la Ec. (6.53). Denotamos estas contribuciones como F
(4)[03]
v,2 (t) y F

(4)[12]
v,2 (t),

respectivamente. El sub́ındice 2 en F
(4)
v,2 (t) denota contribuciones del sector de dos

fotones. Resultan

F
(4)[03]
v,2 (t) =

d4

4πǫ0~3
Re

∫
d3κ1d

3κ2|k1 · k2|2|ψκ1 |2|ψκ2 |2
e−2(k

||
1+k

||
2 )zA(t)

ω′
1 + ω′

2

×
[

k
||
1fφ1θ

ω10 + ω′
1 + 2ivk

||
2 cos θ

+ (1 ↔ 2)

] [
1

ω10 + ω′
2

+ (1 ↔ 2)

]
+ t.o.m.,

y

F
(4)[12]
v,2 (t) =

d4

4πǫ0~3
Re

∫
d3κ1d

3κ2|k1 · k2|2|ψκ1 |2|ψκ2 |2
e−2(k

||
1+k

||
2 )zA(t)

ω′
1 + ω′

2

×
[
k
||
1fφ1θ

ω10 + ω′
2

+ (1 ↔ 2)

] [
1

ω10 + ω′
2

+ (1 ↔ 2)

]
+m.o.t..

Los términos oscilatorios modulados se anulan luego de promediar en el tiempo, y

los descartaremos en lo que sigue. Notemos que las dos ecuaciones anteriores tienen

la misma estructura, excepto por el primer factor entre corchetes. Si definimos a su

suma como Σ(4)(t) = F
(4)[03]
v,2 (t) + F

(4)[12]
v,2 (t), obtenemos

Σ(4)(t) =
d4

4πǫ0~3
Re

∫
d3κ1d

3κ2|k1 · k2|2|ψκ1 |2|ψκ2 |2 (6.79)

× e−2(k
||
1+k

||
2 )zA(t)

ω′
1 + ω′

2

[
1

ω10 + ω′
2

+ (1 ↔ 2)

]

×
[
k
||
1fφ1θ

(
1

ω10 + ω′
1 + 2ivk

||
2 cos θ

+
1

ω10 + ω′
2

)
+ (1 ↔ 2)

]
.

Para poder evaluar la Ec. (6.79), procederemos de la misma manera que lo hicimos

en las subsecciones anteriores: definimos las variables y1 = v/[zA(t)(ω10 + ω1)] y y2 =

v/[zA(t)(ω10 + ω2)], y realizamos una expansion en potencias de y1 e y2, obteniendo

Σ
(4)
0 (t) = − 3d4

128π3~ε0

cos θ

z7
A
(t)

∞∫

0

dω1dω2 Imrp(ω1)Imrp(ω2)

× (2ω10 + ω1 + ω2)
2

(ω1 + ω2)(ω10 + ω1)2(ω10 + ω2)2
. (6.80)
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El sub́ındice 0 en Σ
(4)
0 (t) denota orden cero en la velocidad. Es decir que es una

corrección a la fuerza de Casimir-Polder (6.71) proveniente de procesos que involucran

la emisión o absorsión de dos fotones. La corrección a la fuerza lineal en la velocidad,

que proviene de los términos proporcionales a y11y
0
2 e y01y

1
2, se anula idénticamente:

Σ
(4)
1 (t) = 0. La siguiente corrección no nula es cuadrática en la velocidad, (proviene

de los términos proporcionales a y12y
0
2, y

0
1y

2
2, y y11y

1
2) y resulta en una fuerza de la

forma Σ
(4)
2 (t) ∝ v2 cos θ/z9

A
(t) , donde el factor de proporcionalidad es una complicada

integral sobre ω1 y ω2, y no lo reportaremos aqúı. Notemos que para movimiento

paralelo (θ = π/2) tanto Σ
(4)
0 (t) como Σ

(4)
2 (t) se anulan idénticamente, en acuerdo

con los resultados encontrados en la Ref. [17].

6.5. Conclusiones

En la Tabla 6.1 resumimos nuestros resultados para las correcciones inducidas por

el movimiento a la dinámica interna (nivel de enerǵıa y tasa de transición) de un

átomo en su estado fundamental, y a la fuerza que actúa sobre ese mismo átomo. En

esta tabla, el movimiento no paralelo está representado por su caso más extremo, es

decir, movimiento perfectamente vertical del átomo hacia la superficie. Los resultados

para este movimiento son contrastados con aquellos para el escenario paralelo. En

ambos casos, los enfoques Markoviano y de teoŕıa de perturbaciones dependientes

del tiempo coinciden al orden dominante en las correcciones a los corrimientos de

los niveles (comparar Ecs. (6.34) y (6.65)) y las tasas de decaimiento (comparar

Ecs. (6.32), (6.33) y (6.66)). Notemos que el enfoque Markoviano predice una tasa de

decaimiento infinitesimalmente chica para el caso paralelo, mientras que esta cantidad

es idénticamente nula en el enfoque perturbativo. En cuanto a la fuerza de fricción,

los dos enfoques coinciden a segundo orden en el acoplamiento entre el átomo y el

campo. Por ejemplo, los dos predicen una fuerza nula para el caso del movimiento

paralelo (comparar Ecs. (6.48) y (6.72)). En contraste, los dos enfoques difieren a

cuarto orden en el acoplamiento, independientemente de la dirección del movimiento.

Por ejemplo, dentro del enfoque Markoviano la fuerza es lineal en v para cualquier

dirección, mientras que de acuerdo a la teoŕıa de perturbaciones la fuerza experimenta

un cambio cualitativo desde una dependencia tipo v3 para el caso paralelo, a un

comportamiento como v2 si el movimiento es vertical.

A esta altura no estamos en condiciones de decidir si alguno de los dos resultados

está errado (y, de ser aśı, por qué razón) o si simplemente se aplican a diferen-

tes reǵımenes temporales. Tanto el enfoque Markoviano como el perturbativo están
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Markov Pert.

corrimiento ||
(

v
ω10zA

)2 (
v

ω10zA

)2

corrimiento ⊥
(

v
ω10zA

)2 (
v

ω10zA

)2

tasa || exp. chica 0

tasa ⊥ v
ω10zA

v
ω10zA

fuerza || d2 exp. chica 0

fuerza ⊥ d2
(

v
ω10zA

)2 (
v

ω10zA

)2

fuerza || d4 (
v

ω10zA

)(
Γ1

ω10

) (
v

ω10zA

)3

fuerza ⊥ d4
(

v
ω10zA

)(
Γ1

ω10

) (
v

ω10zA

)2

Cuadro 6.1: Correcciones inducidas por el movimiento a la dinámica de un átomo
en su estado inicial moviéndose frente a un cuerpo macroscópico, y a la fuerza de
fricción que actúa sobre el mismo. Comparamos en la tabla los resultados obteni-
dos por medio de los dos enfoques diferentes que hemos utilizado a lo largo de este
caṕıtulo, mostrando la manera en la que los corrimientos, tasas y fuerzas dependen
de la velocidad del átomo v, de la frecuencia de transición atómica desnuda ω10, de la
superficie de separación entre el átomo y la superficie zA, y de la tasa de decaimiento
espontáneo Γ1. Aqúı ⊥ hace referencia a un átomo moviéndose hacia el cuerpo. Los
resultados obtenidos v́ıa las ecuaciones maestras de Markov (“Markov”) y v́ıa teoŕıa
de perturbaciones dependientes del tiempo (“Pert.”) coinciden a nivel del corrimiento
y de la tasa de decaimiento, aśı como para la fuerza a orden d2, pero difieren para la
fuerza a orden d4.
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basados en aproximaciones que restringen su respectiva aplicabilidad. Los resultados

Markovianos no pueden aplicarse en escalas temporales más cortas que los tiempos de

autocorrelación del campo electromagnético, pues en esta escala temporal los efectos

de memoria llevan a un comportamiento transitorio que no puede resolverse aplicando

la aproximación de Markov. Sin embargo, estos tiempos cortos – fracciones del tiempo

de vida del estado excitado del átomo – son el dominio de la teoŕıa de perturbaciones

dependientes del tiempo. En este sentido, no debeŕıa sorprendernos que los resultados

Markovianos y los de la teoŕıa de perturbaciones no coincidan, pero seŕıa deseable en

un futuro poder trazar la transición de un régimen al otro, o verificar los resultados

respectivos por medio de un tercer método teórico o un experimento.

Finalmente, recordemos que la motivación original de este Caṕıtulo era encontrar

un sistema en el que se facilitara la medición experimental de la fuerza de fricción

cuántica, que está fuera del alcance de las técnicas actuales. Mirando los resultados

que hemos resumido en la Tabla 6.1, podemos concluir que existe de hecho un cam-

bio cualitativo en la dependencia de la fuerza con la velocidad cuando pasamos del

movimiento paralelo al vertical. Mientras que a segundo orden en el acoplamiento la

fuerza de fricción cuántica es exponencialmente chica para el movimiento paralelo,

hallamos que vaŕıa cuadráticamente con la velocidad en el movimiento vertical. Más

aun, este comportamiento fue encontrado tanto mediante el enfoque Markoviano como

mediante la teoŕıa de perturbaciones. Si también consideramos términos de cuarto or-

den en el acoplamiento, el enfoque Markoviano sólo predice un cambio en el prefactor

numérico de la fuerza al cambiar del movimiento paralelo al vertical, mientras que la

teoŕıa de perturbaciones dependientes del tiempo sugiere un incremento de un orden

de magnitud. Sin embargo, debemos reconocer que aun para estimaciones extrema-

damente optimistas de los parámetros, como por ejemplo v=103 m/s, ω10=10THz,

Γ1 = 109 s−1 y zA = 1nm, en el mejor escenario posible (el caso que resulta en la

mayor predicción para la fricción cuántica, de entre los resultados que mostramos en

la Tabla 6.1),

Ffric ∝
(

v

ω10zA

)2

FCP , (6.81)

es decir que la fuerza de fricción resulta de sólo un 1% de la fuerza de Casimir-Polder

estática, y por lo tanto continúa eludiendo su detección.
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Parte IV

Conclusiones
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El objetivo principal de esta Tesis fue estudiar una de las consecuencias de las

fluctuaciones del vaćıo: la fricción cuántica. Existen muchos trabajos en la literatura

donde se aborda este problema de manera teórica, en diferentes sistemas y utilizando

diversas técnicas de cálculo. Los resultados obtenidos no siempre coinciden en sus

predicciones para la dependencia de la fuerza de fricción con la distancia, la velocidad

relativa, y otras magnitudes relevantes de cada sistema. Al no existir aún la posibilidad

de detectar la fuerza de manera experimental, no es posible determinar qué resultados

son correctos y por qué fallan los demás, si es que lo hacen, o si simplemente se aplican

a distintos reǵımenes temporales, por ejemplo.

Con esto en mente, durante la mayor parte de este trabajo (Caṕıtulos 3, 4 y 5) he-

mos aplicando los métodos funcionales que veńıan siendo utilizados dentro de nuestro

grupo de trabajo. El objeto principal de estudio fue la acción efectiva in-out, cuya par-

te imaginaria es proporcional a la probabilidad de decaimiento del vaćıo, conteniendo

por lo tanto información sobre los efectos disipativos en el sistema. A lo largo de esta

Tesis mostramos una forma en la que la fuerza de fricción puede obtenerse a partir

de la parte imaginaria de la acción efectiva. Utilizamos, además, el formalismo de ca-

mino temporal cerrado para corroborar dicha relación, y para relacionar a la fricción

cuántica con los efectos de decoherencia. En el Caṕıtulo 6 utilizamos otros métodos

de cálculo, ampliamente presentes en la literatura: ecuaciones maestras Markovianas

y teória de perturbaciones dependientes del tiempo.

Trabajamos en los dos sistemas mayormente considerados a la hora de estudiar la

fricción cuántica: la Parte II de esta Tesis trata el problema de dos placas moviéndose

con velocidad relativa, y en la Parte III una de las placas se reemplaza por un átomo

polarizable.

Comenzamos nuestro estudio en el Caṕıtulo 3 (Ref. [22]) con el modelo más simple

posible, en el que el campo de vaćıo es un campo escalar no masivo. Los grados de

libertad internos de las placas se comportan como osciladores armónicos cuánticos

que no interactúan entre śı, pero interactúan de manera lineal con el campo de vaćıo.

Este acoplamiento es el que induce, al poner a las placas en movimiento relativo, la

creación de fotones virtuales que excitan a los osciladores que conforman el material,

produciendo disipación.

A la hora de realizar el cálculo, sin embargo, procedimos en el orden inverso: inte-

gramos primero los grados de libertad de las placas, obteniendo en la acción para el

campo de vaćıo un término efectivo no-local que contiene la influencia de los espejos.

Este potencial efectivo tiene una estructura que depende, entre otras cosas, de la ve-

locidad relativa entre las placas. Al integrar también sobre los grados de libertad del
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campo de vaćıo, pudimos obtener una expresión para la acción efectiva en el espacio

de Minkowski. Mostramos que la misma desarrolla una parte imaginaria cuando la

velocidad relativa entre las placas no es nula. Este resultado, al indicar la presencia de

disipación en el sistema, nos señaló que deb́ıa existir una fuerza externa actuando so-

bre la placa móvil, manteniéndola en un movimiento rectiĺıneo uniforme. Mostramos

cómo calcular la fuerza de fricción a partir de la acción efectiva, y encontramos que,

hasta orden cuadrático en el acoplamiento entre cada placa y el campo de vaćıo (or-

den g4 en total), la misma está exponencialmente suprimida para velocidades chicas,

resultado consistente con lo hallado mediante otros métodos en la literatura.

Paralelamente, utilizamos el formalismo de Schwinger-Keldysh para calcular el

valor medio del tensor enerǵıa-momento en el estado asintótico de vaćıo. Escribimos

el propagador CTP del campo libre, y calculamos su corrección (al orden más bajo

en el acoplamiento entre el campo y las placas) debida a la presencia de las placas.

Con este resultado pudimos evaluar el valor medio de t13, obteniendo aśı la fuerza

disipativa que actúa sobre la placa móvil. Encontramos que este resultado coincide

con aquel obtenido mediante la acción efectiva en el espacio de Minkowski.

Luego, en el Caṕıtulo 4 (Ref. [24]), estudiamos un sistema similar pero modificando

nuestro modelo para hacerlo más realista. Con este fin, utilizamos el campo de Max-

well completo Aµ para describir al campo electromagnético, y consideramos dos placas

de grafeno, un material real que resulta accesible experimentalmente, y que exhibe

propiedades inusuales. Para modelar las placas utilizamos un modelo microscópico

para describir las excitaciones de baja enerǵıa del grafeno, que se comportan como

fermiones de Dirac en 2 + 1 dimensiones. Procediendo de la misma manera que en

el Caṕıtulo 3, calculamos la parte imaginaria de la acción efectiva in-out y la fuerza

de fricción. Lamentablemente, encontramos que la misma se anula de manera exacta

para velocidades relativas más chicas que la velocidad de Fermi. Aun para velocidades

más grandes, que ya no seŕıan experimentalmente accesibles, la fuerza sigue siendo

demasiado chica como para poder ser detectada. Sin embargo, la estructura de bandas

del grafeno (y por lo tanto sus propiedades ópticas y de transporte) puede ser fácil-

mente manipulada externamente. Esto nos permite tener la esperanza de encontrar

algún conjunto de parámetros externos que permitan aumentar considerablemente la

magnitud de la fuerza de fricción. Estudiaremos esta posibilidad en trabajos futuros.

En el Caṕıtulo 5 (Ref. [23]), volvimos al sistema que consideramos en el Caṕıtulo

3, pero cambiamos la placa móvil por un átomo polarizable, modelado como una

part́ıcula puntual cuyo grado de libertad interno es un oscilador armónico cuántico,

que interactúa con el campo de Klein-Gordon de vaćıo. El campo de vaćıo, que a
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su vez ineractúa con la placa, actúa como mediador de la interacción entre ésta y

la part́ıcula. Integramos los grados de libertad de la placa y del campo de vaćıo, y

obtuvimos la acción de influencia para la part́ıcula, que contiene toda la información

de su interacción con el entorno (el vaćıo y el espejo). Integramos también el grado de

libertad de la part́ıcula, obtenido la acción efectiva in-out para el sistema completo,

y la fuerza de fricción.

Pero no estábamos interesados solamente en calcular la fuerza de fricción sobre el

átomo, sino que también estudiamos la decoherencia sobre su grado de libertad in-

terno, inducida por su interacción con el vaćıo y con la placa (a través de aquél). Para

ello volvimos al formalismo de Schwinger-Keldysh. Calculamos la acción de influencia

CTP para el grado de libertad interno de la part́ıcula, y a partir de ésta obtuvimos la

funcional de decoherencia. Luego consideramos dos historias distintas bien definidas,

en las cuales el estado del átomo tuviera la misma frecuencia pero distinta amplitud

(o también la misma amplitud pero distinta fase), y estimamos el tiempo de deco-

herencia luego del cual esas dos historias seŕıan clásicamente distinguibles, y todo

patrón de interferencia desapareceŕıa (en, por ejemplo, un experimento de interfero-

metŕıa de Rayleigh). Sabiendo que el tiempo de decoherencia propio de la interacción

con las fluctuaciones cuánticas del vaćıo es infinitamente grande (de lo contrario no

existiŕıan estados cuánticos en la naturaleza, pues no puede apagarse la interacción

con el vaćıo de fondo), encontramos que la presencia de la placa puede disminuirlo

considerablemente, para velocidades relativas finitas entre ésta y la part́ıcula, siendo

el tiempo de decoherencia más chico cuanto más grande la velocidad. Para velocida-

des chicas, posiblemente alcanzables experimentalmente, el tiempo de decoherencia

decae prácticamente a cero cuando la frecuencia de los modos caracteŕısticos de la

placa es similar a la de la part́ıcula.

De lo anterior podemos sacar dos conclusiones importantes: en experimentos en

los que sea clave retener la coherencia del estado del átomo, colocarlo frente a una

placa dieléctrica o metálica no afectará su coherencia mientras se mantenga en reposo.

Si existe un movimiento relativo entre el átomo y la placa, para que aquél no sufra

decoherencia deben mantenerse velocidades bajas y elegir el átomo y el material que

conforma el espejo de modo que sus modos de oscilación no estén en resonancia. Ahora

bien, por otro lado, uno podŕıa querer detectar experimentalmente la decoherencia

sobre el átomo. Una razón detrás de esto es que constituye una forma indirecta de

medir los efectos de las fluctuaciones de vaćıo sobre el sistema, siendo el tiempo de

decoherencia otra manera de cuantificar la disipación.
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Por último, en el Caṕıtulo 6 (Ref. [25]), continuamos con el estudio de un áto-

mo polarizable moviéndose frente a un plano dieléctrico. Motivados por hallazgos

recientes en los que se encontró que las correcciones a la dinámica interna del átomo

aumentan significativamente cuando la dirección del movimiento no es paralela a la

superficie del dieléctrico, decidimos calcular la fuerza de fricción que actúa sobre un

átomo que se mueve frente a un semi-espacio. Realizamos los cálculos utilizando dos

enfoques diferentes, distintos a los métodos funcionales que veńıamos usando: ecua-

ciones maestras Markovianas, y teoŕıa de perturbaciones dependientes del tiempo.

Estos métodos ya hab́ıan sido utilizados en otros trabajos para estudiar, por ejemplo,

el caso del movimiento paralelo, dando lugar a algunas discrepancias. Estos métodos

arrojaron resultados prometedores, pues predijeron fuerzas de fricción significativa-

mente mayores para el movimiento perpendicular al plano. A pesar de esto, aun en el

caso más optimista la fuerza de fricción continúa siendo demasiado chica como para

poder ser medida.

Si bien a lo largo de esta Tesis no encontramos ningún sistema que pudiera per-

mitir medir la fuerza de fricción cuántica en el corto plazo, śı encontramos efectos

muy interesantes que nos permitieron entender con mayor profundidad este fenómeno

único. No sólo encontramos una nueva manera de calcular la fuerza de fricción, sino

que la calculamos por primera vez en un sistema semiconductor de gran relevancia

actual como el grafeno. Confiamos en que considerando materiales más generales de

la familia del grafeno (todos ellos accesibles experimentalmente), la posibilidad de

aplicar un campo externo o un pulso láser, podremos aumentar significativamente la

magnitud de la fuerza de fricción, y posiblemente reducir el umbral en el que apa-

rezca. Además, mostramos que la decoherencia puede ser una v́ıa alternativa para

detectar la fricción, ya que estos fenómenos están intŕınsecamente relacionados, y

comprobamos que considerando movimientos más generales también podemos lograr

un aumento considerable en la magnitud de la fuerza.
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[8] J Robert Johansson, Göran Johansson, CM Wilson, and Franco Nori. Dynamical

casimir effect in a superconducting coplanar waveguide. Physical review letters,

103(14):147003, 2009.
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