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RESUMEN: En la presente tesis estudiamos la teoria de dinamo en diferentes regime-
nes de interés astrofisico. La teoria de campo medio, utilizada para obtener el coeficiente de
generacion de energia magnética por efecto de la turbulencia, es generalizada para incluir
efectos cinéticos. Para el caso particular del Sol, construimos un modelo basado en los
perfiles medidos de rotacién diferencial con el fin de explicar las caracteristicas globales del
campo magnético.' Con el fin de individualizar las causas de las irregularidades observadas y
de introducir correttamente estos efectos en el modelo, llevamos a cabo un estudio detallado
de los datos existentes sobre el campo magnético solar. Presentamos estudios de correlacién
de amplitud y fase, asi como reconstruccion del espacio de fases a partir de la serie temporal
del nimero de manchas solares. También realizamos una descomposicién en modos bi-
ortogonales de la distribucion espacial y temporal del area cubierta por las manchas, y
de los campos magnéticos observados en la superficie solar. Los resultados de todos estos
estudios son utilizados como indicadores de la fuente de las irregularidades e introducidos
finalmente en el modelo. Finalmente, presentamos simulaciones numéricas tridimensionales
con el fin de verificar la validez de la mencionada generalizacién de la teoria. Segun el caso,
los resultados pueden ser aplicados en regiones convectivas estelares, en regiones pequenas

de discos de acrecion y discos galacticos, o en estrellas compactas.

Palabras clave: Astrofisica — Dinamo — Hidrodindmica — Magnetohidrodindmica — Sol:

campos magnéticos — Estrellas: campos magnéticos — Simulaciones numéricas




DYNAMO EFFECT AND MAGNETIC FIELD GENERATION IN
ASTROPHYSICS

ABSTRACT:: In this thesis we study the dynamo theory in different regimes of as-
trophysical interest, The mean field theory, used to obtain the magnetic energy generation
coefficient by effect: of the turbulent motion, is generalized to include kinetic effects. In
the particular case of the Sun, we build a model based on measured profiles of differen-
tial rotation to explain the global features observed in its magnetic field. To identify the
sources of the observed irregularities, and to introduce these effects in the model, we carry
out a detailed study of the existing data of the solar magnetic cycle. We present studies
of amplitude and phase correlation, as well as reconstruction of the phase space from the
time series of the sunspot number. Also, we carry out a bi-orthogonal decomposition of
the temporal and spatial distribution of the area covered by sunspots, and of the observed
magnetic field in the solar surface. The results obtained are used to identify the source of
irregularities and have been introduced in the model. Finally, we present direct simulations
in three dimensions to validate the results obtained in the extension of the theory men-
tioned above. Depending on the case, the results can be used in stellar convective regions,

in small regions of accretion disks, or in compact stars.

Keywords: Astrophysics -— Dynamo — Hydrodynamics — Magnetohydrodynamics -— Sun:

magnetic fields — Stars: magnetic fields — Numerical simulations
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Capitulo 1

t [ Y J
Introduccion

Uno de los fenémenos mas llamativos en astrofisica es la presencia de campos magnéticos
en la mayoria de los objetos astronémicos. Tal es el caso en: (i) muchos de los planetas
del sistema solar (incluyendo la Tierra), (i) estrellas de virtualmente todos los tipos espec-
trales (incluyendo desde luego el Sol), (741) varias de las galaxias estudiadas, (iv) el medio
interestelar, y (v) discos de acrecién. Las intensidades de campo magnético observadas
varian desde 1 ;Gauss en la Via Lictea hasta 10'2 Gauss o mas en estrellas de neutrones.
Mas ain, la evidencia observacional sugiere que el campo magnético es una componente
inevitable de cualquier objeto astrofisico rotante que posea una parte en estado liquido o
gaseoso. Por ejemplo Jipiter, con un nicleo liquido conductor y un periodo de rotacién
cercano a las 10 horas, tiene un campo magnético del orden de 10 Gauss. En comparacién,
el campo magnético de la Tierra es de 1 Gauss. En el caso estelar, el Sol presenta un campo
medio dipolar de 1 Gauss con fluctuaciones en su superficie del orden de 10 Gauss, y un
periodo de rotacién cercano al mes. Otras estrellas del mismo tipo espectral, con periodos

de rotacién entre pocos dias y algunos meses, tienen campos magnéticos en el rango de 102

a 10* Gauss.

El origen de dichos campos magnéticos no puede ser primigenio, ya que en la mayoria de

los casos los tiempos caracteristicos de disipacion por efecto Joule son mucho mas cortos que
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los tiempos de vida de los objetos. Evidencia geolégica muestra que el campo magnético
terrestre tiene al menos una edad de 3 x 10° anos. El tiempo de disipacién, del orden
del cuadrado de la longitud caracteristica del objeto (el radio del nicleo terrestre es de
3,48 x 108 cm) e inversamente proporcional a la difusividad magnética (2 x 10* cm?/s),
es en este caso de solo 2 x 10® afios. En el caso solar el tiempo de disipacién es mucho
mayor, pero un campo fésil no puede explicar la compleja dindmica e inversién de polaridad

observada cada 22 anos.

Hasta principios del siglg pasado se creia que el campo magnético terrestre podia ser ex-
plicado a partir de efectos de magnetizacion permanente en el nicleo. La idea fue propuesta
originalmente por Gilbert en el tratado De Magnete a principios del siglo XVII. Hoy sabemos
que tanto el origen del campo magnético de la Tierra como el de otros objetos astrondmicos
no puede ser explicado en esta forma, ya que en muchos objetos se observan temperaturas
por encima de la temperatura de Curie en la que los materiales ferromagnéticos pierden
su magnetizaciéon permanente [Mof78|. El origen del campo magnético continud entonces
siendo un misterio, hasta que Larmor [Lar19] en 1919 propuso que la generacién del campo

se debia a corrientes inducidas por el movimiento de fluidos cargados.

Si bien puede considerarse esta propuesta como el inicio de las modernas teorias de
dinamo, el problema del origen de los campos magnéticos que observamos en el Universo
dista de estar resuelto, y es actualmente una de las dreas de investigacion mas activas en
astrofisica. Hoy, la teoria del dinamo es la rama de la mecdnica de fluidos que intenta
explicar el origen de estos campos y su evolucién, a través de la conversidén espontinea
de energia cinética en magnética. Para su tratamiento se combinan diversas areas de la
fisica tedrica, tales como la dindmica de fluidos turbulentos, el electromagnetismo, la fisica

estadistica, y el estudio de sistemas dindmicos comple;jos.

Luego de la idea de Larmor, las bases de la teoria de dinamo fueron desarrolladas por
Cowling, Parker, y Braginsky entre otros, y hacia mediados de siglo se comprendia que el

acoplamiento entre el campo de velocidades del fluido y el campo magnético podia explicar



al menos cualitativamente la dindmica del campo magnético terrestre y del ciclo solar. Sin
embargo, nuestra comprension del efecto dinamo mejor¢ significativamente a partir de 1960,
gracias a la teoria de campo medio de M. Steenbeck, F. Krause y K.-H. Radler [Kra80], y con
la posterior apariciéon de computadoras que permitieron las primeras simulaciones directas
del sistema de ecuaciones [Men81]. Con la ayuda de esta teoria muchos de los ingredientes
necesarios para la generacion de campos magnéticos fueron puestos de manifiesto, como por
ejemplo la necesidad de flujos turbulentos helicoidales. Sin embargo, muchos otros aspectos
de la teoria son aPn motivo de debate, tal'es como la validez de aproximaciones utilizadas
en su deduccién, ia. naturaleza de los valores medios de los campos, o el rol de los efectos

no lineales.

El campo magnético solar es probablemente uno de los mejor estudiados, en virtud de
su proximidad a nuestro planeta. Su com;;rensién puede dar indicios importantes para el
desarrollo general de la teoria. La dindmica del campo magnético solar es muy llamativa,
ya que presenta un comportamiento variable con un periodo medio cercano a los 11 afios
[Sch43). Muchos eventos relacionados con la actividad magnética solar (como el nimero de
manchas en la superficie) son conocidos y observados en forma sistemética desde la época
de Galileo. El estudio de la dindmica del campo magnético solar, ademas de aportar a la
comprensién del efecto dinamo en general y los campos magnéticos estelares en particular,
tiene un valor practico agregado. Al ser el Sol la estrella mas cercana a nuestro planeta,
su actividad magnética afecta fuertemente nuestro entorno a través de las tormentas geo-
magnéticas. Estas tormentas son a su vez causantes de corrientes parasitas en oleoductos y
gasoductos, afectan las érbitas de satélites de baja altitud, y producen alteraciones sensibles
en nuestras comunicaciones. Por este motivo, existe en este problema un interés practico

concreto por obtener una mejor capacidad predictiva sobre la actividad magnética solar.

En la presente tesis, estudiamos la teoria de dinamo en diferentes regimenes de interés
astrofisico. Esta teoria se basa en la aproximacién magnetohidrodindmica, que describe
globalmente el movimiento de fluidos conductores y campos magnéticos, y es cominmente

usada en problemas astrofisicos e industriales. La aproximacion, que describimos en el
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Capitulo 2, expresa principios de conservacién fundamentales, como los de masa, momento,
y energia. Sus ecuaciones son la de movimiento del fluido y una ecuacién de induccién

resultante de la combinacidn de las leyes de Faraday y de Ohm.

En el caso mas general, la teoria de dinamo requiere la resolucién de la ecuacién
de Navier-Stokes para el movimiento del fluido acoplada con la ecuacién de induccién
magnética. Este sistema de ecuaciones acoplado y en derivadas parciales (dinamo mag-
netohidrodindmico) es fuertemente no lineal, y su comportamiento puede ser estudiado por
teorias de clausura [Kra80, l§0u76] o bien por resolucién numérica directa [BraOla, Men89J.
Cuando el campo magnético es suficientemente intenso, o la densidad de portadores de
carga en el fluido es baja, la conductividad del fluido deja de ser is6tropa y la ley de Ohm
debe ser modificada. Este es el caso en objetos compactos como estrellas de neutrones
y enanas blancas, donde el efecto Hall es relevante [Sha97]. En este marco, presentamos
una teoria cuyos resultados se aplican tanto al caso magnetohidrodinamico clasico como a
aquellos objetos donde el efecto Hall es dominante [Min02b, Min03a]. En el Capitulo 2,
para ambos sistemas de ecuaciones desarrollamos una teoria general de clausura que per-
mite obtener el coeficiente de generacion de energia magnética por efecto de la turbulencia
(efecto ). En el caso magnetohidrodindmico, los resultados coinciden con los resultados

obtenidos por la teoria cldsica de M. Steenbeck, F. Krause y K.-H. Radler.

Al estudiar el comportamiento global del campo magnético de una estrella, resulta
impracticable realizar simulaciones directas del conjunto completo de ecuaciones, en virtud
del alto nimero de Reynolds involucrado. Sin embargo, en estos casos se justifica una
aproximacion cinematica, en la cual el campo de velocidades es impuesto y solo se resuelve
la ecuaci6n para la induccién del campo magnético [Dik99]. En el caso paradigmatico
del Sol, existe una gran cantidad de datos para los perfiles del campo de velocidades,
obtenidos recientemente y con muy buena precision a partir de técnicas de heliosismologia.
En el Capitulo 3, en el entorno de esta aproximacién (dinamo cinemdtico), construimos un
modelo basado en el efecto o y los perfiles medidos de rotacion diferencial solar con el fin

de explicar las caracteristicas globales del campo magnético observado [Min01b, Min02a).



La causa de las irregularidades del ciclo solar forma parte de los problemas pendientes en
la teoria de dinamo. ;Se deben por ejemplo a un proceso de auto-organizacién y pueden ser
explicadas utilizando unos pocos grados de libertad? ;O son originadas por los movimientos
desordenados en las capas mas externas de la estrella y por lo tanto debidos a la turbulen-
cia convectiva? En el primer caso, un modelo de baja dimensionalidad en presencia de un
atractor cadtico podria explicar las irregularidades observadas [Kno95]. En el segundo, en
cambio, la complejidad seria debida a la interaccién de muchos grados de libertad en forma
irreducible [Chog%]. Con el fin de individualizar las causas y de introducir correctamente
estos efectos en nuestro modelo, en el Capitulo 4 llevamos a cabo un estudio detallado de
los datos existentes sobre el campo magnético solar. Presentamos estudios de correlacién
de amplitud y fase [Min02c], asi como reconstruccién del espacio de fases a partir de la
serie temporal del nimero de manchas solares [Min00]. También realizamos una descom-
posicion en modos bi-ortogonales de la distribucidn espacial y temporal del drea cubierta
por las manchas [Min02d], y de los campos magnéticos observados en la superficie solar.
Los resultados de todos estos estudios son utilizados como indicadores de la fuente de las

irregularidades e introducidos finalmente en el modelo presentado en el Capitulo 3.

Si bien resulta impracticable realizar simulaciones completas del dinamo estelar, la si-
mulacién directa de una pequena region de la estrella es en cambio factible y util para
comprender los mecanismos fisicos que intervienen en el problema. Asimismo, las simu-
laciones directas pueden ser utilizadas para verificar los resultados obtenidos a partir de
clausuras o truncaciones del sistema completo. En el Capitulo 5 presentamos simulaciones
numéricas tridimensionales con el fin de verificar la validez de la teoria desarrollada en el
Capitulo 2 y utilizada en los capitulos siguientes, tanto en el caso magnetohidrodinamico
como en el caso donde el efecto Hall es relevante. Segiin el caso, los resultados pueden ser
aplicados en regiones convectivas estelares, en regiones pequenas de discos de acrecién y
discos galdcticos, o en estrellas compactas. Finalmente, en el Capitulo 6 presentamos las

conclusiones de la tesis y discutimos las potenciales aplicaciones de los resultados.
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La presencia de campos magnéticos en objetos tan variados del universo sugieren la
necesidad de una teoria general para la creacién y dindmica del campo magnético en as-
trofisica. Esta teoria deberia ser aplicable en objetos rotantes, turbulentos, y carentes
de simetria. Si bien la aparicién de poderosas técnicas matematicas y la introduccion de
nuevas ideas en los ultimos afios llevé a un rapido progreso en nuestra comprension sobre la
generacién de campos magnéticos, es indudable que atin carecemos de una técnica integral
satisfactoria. La presente tesis aspira a ser una pequeiia contribucién a la construccién de

dicha teoria.



Capitulo 2

¢ , ,
Fundamentos de la teoria de dinamo

2.1 Introduccion

El origen de los campos magnéticos observados en astrofisica no tiene una explicacién
sencilla. Los planetas y las estrellas no pueden ser ferromagnéticos, ya que su interior se
encuentra muy por encima de la temperatura de Curie. Tampoco puede ser un fenémeno
transitorio, dado que por ejemplo existe evidencia geoldgica de que el campo magnético de
la Tierra es muy antiguo [Pro94]. También se ha encontrado evidencia en meteoritos que
perinite extender la historia del campo magnético solar hasta las etapas mas tempranas de

formacién de la estrella [Pri00].

Los campos tampoco pueden ser primigenios. El tiempo de difusién electromagnética
por disipacién Joule en objetos de escala astrondmica es en muchos casos menor que la edad
media de estos objetos. Ademads, un campo magnético suficientemente intenso en etapas

tempranas del universo, dejaria huellas de anisotropia que deberian ser detectables hoy.

Por lo tanto, se necesita una teoria que explique la generacién de un campo magnético

muy intenso en forma autoconsistente (en forma espontdnea o eventualmente a partir de

9



10 Fundamentos de la teoria de dinamo

una pequefia semilla), y que sea capaz de mantener dichos campos con las intensidades

observadas por tiempos del orden de la vida media de los objetos astronémicos.

La busqueda del origen del campo magnético en objetos astrofisicos ha llevado a su vez
a la busqueda subsidiaria de los elementos en comun presentes en dichos objetos. En todos
puede observarse rotacion, y en muchos de ellos existe evidencia de movimientos turbulentos
en el plasma del que estan compuestos. Asi, se inicié una bisqueda de un mecanismo que,
a través de fuerzas electromotrices generadas por el movimiento del plasma, se oponga
al decaimiento libre del cappo magnético causado por disipacion éhmica. La propuesta
original, hecha por Larmor en 1919 [Lar19], puede ser considerada el inicio de la teoria de

dinamo.

En el presente capitulo nos concentraremos en los aspectos tedricos del problema, desde
la teoria clasica utilizada en los casos terrestre y solar, hasta su adaptacion a objetos mas
extranos como discos de acrecién y objetos compactos. La preguntas basicas a responder
son: ;Existen movimientos de fluidos conductores tales que puedan amplificar y mantener
indefinidamente un campo magnético macroscopico? ;Puede un objeto astrofisico generar
su propio campo magnético por este mecanismo? Es interesante remarcar que en este
capitulo nos ocuparemos de las propiedades que debe tener un flujo para que el dinamo sea
efectivo. En este marco la teoria que presentaremos serd lineal, y es usualmente conocida
como dinamo cinemdtico. En los capitulos subsiguientes veremos de que manera el campo
magnético puede modificar esta configuracién, lo cual constituye un problema mas complejo

al que nos referiremos como el dinamo autoconsistente.

La conversion efectiva de energia cinética en magnética puede mostrarse con un disposi-
tivo sencillo, conocido como el dinamo homopolar [Bul55). Consideremos un disco de metal
que gira con velocidad angular constante w en un campo magnético uniforme B perpen-
dicular al mismo (Figura 2.1.a). Por la ley de induccién de Faraday sabemos que entre el
centro y el borde del disco se genera una diferencia de potencial V = w®/2m, donde ® es

el flujo magnético a través del disco.- Podemos proveer un camino para la corriente entre
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(a) (b)

J

L
Fig. 2.1: (a) El disco de Faraday; un disco de material conductor gira con velocidad

angular constante en un campo magnético externo uniforme. (b) El dinamo homopolar; el

cable en reposo estd enrollado en el mismo sentido que la rotacién del disco.

el borde y el centro del disco mediante una espira enrollada alrededor del eje de rotacion
del disco (la espira no gira con el disco). Todo el sistema puede ser caracterizado por una

inductancia total L y una resistencia R (Figura 2.1.b).

Si inicialmente fluye una corriente I por la espira, que a su vez genera el flujo & que

atraviesa el disco, podemos escribir la ecuacién del circuito equivalente como

. wM
LI+RI=V = —%—I (2.1)

donde M = ®/I es la inductancia mutua. Para w > 27R/M la ecuacién (2.1) tiene

soluciones en las que la corriente I crece exponencialmente.

Este es un ejemplo sencillo de un dinamo autoexcitado. Dada una pequena corriente
inicial (/p), el sistema continia produciendo corriente y campo magnético a expensas del
trabajo mecénico realizado para mantener constante la velocidad angular de rotacién del
disco. Dos aspectos fundamentales de este ejemplo van a ser ingredientes de todos los
dinamos que estudiaremos: el dispositivo de la Figura 2.1 carece de simetria de reflexion y

presenta rotacion no uniforme. Carece de simetria de reflexién ya que si invertimos el sentido
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en el que esta enrollado el cable, la corriente decae exponencialmente, independientemente
de cual sea el valor de w. La carencia de simetria de reflexién serd importante también
en los flujos astrofisicos. Sin embargo, el signo inicial de I (o B) puede cambiarse sin que
esto modifique los resultados. Por otro lado, la rotacién no uniforme estd presente en la
conexion entre la espira y el disco: mientras el disco rota, la espira esta en reposo. Veremos

que este es también un ingrediente fundamental en dinamos estelares y galdcticos.

iSin embargo, no existen: discos ni cables conductores en astrofisica! ;Cual es el camino
para la corriente en este cago? La asimetria estructural del dinamo homopolar tampoco
es facil de generar en objetos que no presentan fuertes asimetrias, puesto que son aproxi-
madamente esféricos. Si existen dinamos astrofisicos, los movimientos internos del plasma
deben compensar esta carencia aparente de asimetria. La pregunta que nos haremos es:
ipuede un cuerpo simétrico (como un nicleo planetario, o la regién convectiva de una es-
trella) amplificar y mantener un campo magnético a través del movimiento del fluido en su

interior?

2.2 Electromagnetismo e hidrodinamica

Con el fin de estudiar los campos magnéticos en planetas, estrellas y galaxias, es una
buena aproximacién despreciar efectos relativistas. Si U, L y T denotan respectivamente
velocidades, longitudes y tiempos caracteristicos del sistema, consideraremos U, L/T < c,
donde c es la velocidad de la luz. La permeabilidad magnética u de los medios materiales
que estudiaremos difiere muy levemente de la unidad, y en consecuencia consideraremos
1 = 1. En este caso podemos despreciar las corrientes de desplazamiento y considerar una
forma reducida de las ecuaciones de Maxwell en funcién del campo magnético B, el campo

eléctrico F, y la corriente J como

C
J=_-VxB, (2.2)
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10B
car T TVXE, (2.3)
V-B=0, V- -E=d4np, (2.4)

donde la ecuacidn (2.2) es la ley de Ampére y la ecuacidn (2.3) es la ley de Faraday [Lan80).
La relacion entre estos campos y el campo de velocidades del fluido U estd dada por la ley
de Ohm J = oE/, donde E’ es el campo eléctrico en el sistema de referencia solidario al
fluido. La transformacién de los campos en esta aproximacién es E' = E + U x B/c, por

¢
lo que la ley de Ohm se escribe

UxB
c

J=0o(E + ) . (2.5)

El término E + U x B/c representa la intensidad efectiva del campo eléctrico que crea la
corriente de conduccion en un medio en movimiento. Es importante notar que al pasar de
un sistema a otro, hemos transformado F manteniendo constante J. El motivo es que la
transformacién de la densidad de corriente conduce a términos de orden mas alto en U/c y

son por lo tanto despreciables en esta aproximacion.

Reemplazando la ecuacién (2.5) en (2.3) obtenemos la ecuacién de induccién que describe

la evolucién del campo magnético, el cual se acopla con el campo de velocidades del fluido

%=Vx(UxB)+nV2B, (2.6)

donde n = c?/(4wo) es la difusividad magnética.

Es conveniente escribir el campo magnético en unidades de velocidad dividiéndolo por
Vdmrp, donde p es la densidad del medio. De este modo los campos U y B quedan en
pie de igualdad. En lo subsiguiente escribiremos el campo magnético de esta forma y lo

denotaremos simplemente como B.

La ecuacién de induccién (2.6) se complementa con la condicién V- B = 0 y con una

ecuacién para el movimiento del fluido. Considerando al fluido incompresible (V-U = 0), la
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dinamica del campo de velocidades del fluido U estd dada por la ecuacién de Navier-Stokes

incluyendo la fuerza de Lorentz debida al acoplamiento del fluido con el campo magnético,

ou P B?
—=-(U-VYU+(B-V)B-V|—+— ) +vVU. (2.7)
ot p 2
Aqui, P es la presion del fluido y v es la viscosidad cinematica. Como en general estudiare-
mos casos con densidad constante o con perfiles conocidos, en lo subsiguiente consideraremos

P = P/p y eliminaremos la densidad de la ecuacién de movimiento.

L
Comparando la magnitud del término (U - V)U con el término de difusién, podemos

definir el nimero de Reynolds R = UL/v. Las ecuaciones (2.6) y (2.7) conforman el
sistema de ecuaciones magnetohidrodindmicas (MHD), que describe la dindmica acoplada
del campo y la materia. Es importante remarcar que la fuerza eléctrica no juega ningun rol
relevante en la dindmica, ya que su amplitud es de orden U?/c? comparada con la amplitud

de B. Los campos J y FE pueden ser calculados posteriormente a partir de las ecuaciones

(2.2)y (2.3).

Cuando el medio es un conductor perfecto (n = 0), la ecuacién (2.6) predice que las
lineas de campo magnético estdn congeladas al fluido (teorema del congelamiento de Alfvén
[Alf42]). Cada punto de la linea se mueve solidaria al fluido, y en este caso podemos
considerar las lineas de campo en un conductor perfecto como lineas materiales. A partir
de la ecuacidn (2.6) también se puede definir un nimero adimensional similar al nimero de
Reynolds, llamado nimero de Reynolds magnético Ry = UL/n. Un nimero de Reynolds
magnético pequeio, denota que la difusién del flujo domina por encima de la adveccién por
el campo de velocidades. En general, en astrofisica R, Ry > 1 (Tabla 2.1) y la aproximacién

de congelamiento del campo se satisface con buena aproximacion.

Cuando describimos las propiedades fisicas de un medio continuo, es conveniente tra-
bajar con elementos de volumen diferencial en lugar de idealizaciones tales como puntos
y lineas. Asi, consideraremos a un tubo de flujo como un manojo de lineas magnéticas

(Figura 2.2.a). Del teorema de Alfvén se sigue que en un conductor perfecto cada punto del
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L U v i R Ry
[cm] [ems™!] [em?s7!]  [em? 57!
Nucleo terrestre 3,5x 108 4x 1072 1072 3 x 10? 10° 5 x 1012
Sol, regién convectiva 2 x 10'° 10° 0,3 107 5x10% 2 x108
Discos de acrecién 108 5% 105 3x102 5x103 101 101

Tabla 2.1: Numeros de Reynolds para diferentes objetos astrofisicos. La longitud carac-
teristica en objetbs esféricos esta dada por su radio. En el caso de los discos se considera

su espesor [Zel83[

tubo de flujo se mueve solidario con el fluido. Mas ain, el flujo mismo del tubo es también

invariante bajo la accién del campo de velocidades,
d
a/SB-a!S_o. (2.8)

La conservacién del flujo magnético es una consecuencia de la propiedad material de las
lineas magnéticas y de la conservacién de masa. Este resultado tiene un impacto profundo
para el dinamo, dado que nos dice de que manera un campo magnético puede ser amplificado
por el movimiento de un conductor perfecto. Es necesario que el drea de la seccién del
tubo disminuya para que la intensidad del campo crezca de forma tal de mantener el flujo
constante. En un fluido esto se puede hacer simplemente estirando el tubo por accién del
campo de velocidades (Figura 2.2.b). Este proceso amplifica la intensidad del campo, pero
sin embargo el campo magnético generado tiene menor longitud de correlacién que el campo
original. Al residir en escalas mas chicas, el campo creado serd, en un medio no ideal, mas

sensible a la disipacion.

Ademas del flujo magnético, existen otros invariantes en un conductor perfecto asociados
con la topologia de los campos magnético y de velocidades. Uno de ellos es la helicidad

magnética

Hm=/A~BdV, (2.9)
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(a) (b)

Fig. 2.2: (a) Un tubo de, flujo magnético, considerado como un manojo de lineas de
campo, de seccién A. (b) El mismo tubo estirado por efecto de un campo de velocidades.
Al deformarse, la seccién se reduce a un valor A’ y la intensidad del campo magnético debe

crecer de forma tal de mantener el flujo constante.

donde A es el potencial vector definido segin B = V x A. Otros invariantes cuadraticos

de los campos determinados por las ecuaciones (2.6) y (2.7) son la energia total del sistema
E= / g((ﬂ + B dv, (2.10)
y la helicidad cruzada
K=/U-BdV, (2.11)

Ahora tenemos los ingredientes para preguntarnos si existen flujos que sean capaces de
amplificar y mantener un campo magnético en forma consistente. En el régimen cinematico
varios ejemplos sencillos fueron propuestos [Her58, Bac58, Pon73]. Uno de los arquetipos
mas elementales fue propuesto por Vainshtein y Zeldovich [Vai72], y es conocido como
el dinamo STF (Stretch-Twist-Fold). Un toro con flujo magnético F' es estirado hasta
duplicar su longitud (Figura 2.3), luego retorcido y finalmente doblado para recuperar
la configuracién original con cuatro veces mas energia magnética. Estrictamente, para

recuperar la configuraciéon original se necesita un poco de difusion, de forma tal de poder
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Fig. 2.3: El dinamo STF: Un toro con flujo magnético (a) es estirado hasta duplicar
su longitud (b), lggego retorcido (c), y finalmente doblado. para recuperar la configuracién

original (d).

reconectar el campo magnético en el punto en el que se cruzan los tubos. Asi, la disipacion
juega también un rol en el problema del dinamo al permitir la formacién de estructuras con
mayor longitud de correlacién. Es importante notar que este mecanismo, al igual que los

deméas mecanismos de dinamo, es intrinsecamente tridimensional.

2.3 Teoria de campo medio

i Que propiedades deben satisfacer las soluciones del sistema de ecuaciones (2.6)-(2.7) para
considerar que tenemos un dinamo? Las dos primeras condiciones son las de autoconsisten-
cia y de persistencia. Por autoconsistencia entendemos que todos los campos y corrientes
deben ser creados por el movimiento del fluido. Por persistencia, que los campos deben ser
amplificados y que su amplitud debe mantenerse indefinidamente, o al menos durante un

tiempo largo comparado con el tiempo caracteristico de disipacion.

Al considerar el problema en la aproximacién del dinamo cinematico, estudiamos las
propiedades que debe tener un campo de velocidades para que se satisfagan las condiciones
anteriores. En muchos de los objetos astrofisicos donde se observan campos magnéticos,

existe también evidencia de movimientos turbulentos. Los elevados nimeros de Reynolds
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que son tipicos en flujos astrofisicos (ver por ejemplo la Tabla 2.1), si bien no demuestran
la existencia de turbulencia, son un dato indicativo en ese sentido. En el Capitulo 5 pre-
sentaremos otras evidencias observacionales al respecto. Si bien la experiencia diaria sugiere
que la turbulencia es muy efectiva para destruir y difundir estructuras, en la Tierra y en el
Sol el origen del campo magnético estd fuertemente asociado a movimientos turbulentos en
el niicleo terrestre y la zona convectiva solar respectivamente. Parker [Par55] fue el primero
en proponer un mecanismo por el cual movimientos turbulentos podrian amplificar campos
magnéticos. El punto crucial es la induccién generada por lo que Parker llamé movimientos
¢
ciclénicos del fluido en objetos rotantes. Si este efecto ocurre en combinacién con rotacién
diferencial, resulta ser un mecanismo poderoso de dinamo. Asi, los ingredientes principales
del dinamo homopolar (falta de simetria de reflexién y rotacién no uniforme) reaparecen

en el dinamo magnetohidrodinamico.

La comprension del efecto dinamo mejoré significativamente a partir de 1960, gracias
a la teoria de campo medio de M. Steenbeck, F. Krause y K.-H. Ridler [Ste66, Kra80].
Esta teoria, a pesar que muchas de sus aproximaciones son discutibles, brindé una forma
general y sencilla de cuantificar la efectividad de un flujo turbulento para generar campo

magnético.

La idea basica de la teoria de campo medio es estudiar solo la dindmica del campo
magnético macroscépico en un medio conductor en movimiento turbulento con un campo
de velocidades prescripto. La teoria parte de las ecuaciones MHD e introduce la definicién de
un valor medio, obteniendo ecuaciones con términos de fuente que describen el acoplamiento
con los campos fluctuantes en pequeiias escalas. Asi, la teoria sigue la idea de las clausuras
utilizadas en la ecuacién de Navier-Stokes para introducir el tensor de esfuerzos de Reynolds
[McC90]. Su equivalente en esta teoria es el valor medio de la fuerza electromotriz generada

por las fluctuaciones turbulentas de los campos.

Consideraremos las ecuaciones MHD (2.6) y (2.7). En un régimen turbulento, todos los

campos descriptos por estas ecuaciones varian irregularmente en el espacio y en el tiempo.
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Dado un campo F, definimos su valor valor medio F como el valor de expectacién de F
en un conjunto estadistico. Su parte fluctuante f estd definida por f = F — F. Con estas
definiciones, la operacion de tomar el valor medio de un campo conmuta con las derivadas

espaciales y temporales, y se satisfacen las relaciones de Reynolds dadas por

F=F+f (fi=0, (Ff)=0,

F)=F, (F+G)=F+G, (FGY=TG, (2.12)

donde ( ) denota el valor medio de los campos encerrados y G es otro campo turbulento.

Por ejemplo, en el caso paradigmatico solar podemos observar campos medios y cam-
pos fluctuantes tanto magnéticos como de velocidades. El campo magnético medio tiene
un periodo temporal de 22 afos, y una longitud caracteristica del orden del radio solar.
Los campos fluctuantes tienen tamafios caracteristicos de las manchas solares (10 km) y
tiempos de correlacién del orden de un mes. En el campo de velocidades podemos ob-
servar granulos (con didmetros de 1.000 km y escalas temporales de algunos minutos),
supergranulos (didmetros de 30.000 km y tiempos de vida del orden de un dia), celdas gi-
gantes (con longitudes caracteristicas de 150.000 km, la profundidad de la zona convectiva,
y tiempos caracteristicos del orden de un mes), hasta movimientos con longitud de correla-
cién del orden del radio solar como la rotacién diferencial y el flujo meridional [Pri84]. En

el Capitulo 3 estudiaremos con mas detalle el caso solar.

En lugar de promediar sobre un conjunto estadistico, podemos definir valores medios
espaciales o temporales. Del ejemplo anterior vemos que en el caso solar se pueden definir
los campos medios integrando en el tiempo en escalas del orden de un afno. En ese caso,
algunas de las relaciones de Reynolds se satisfacen solo aproximadamente. En adelante,
consideraremos que la operacién de promediar satisface las propiedades (2.12) sin detallar

su definicion precisa.
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Considerando B = B+ by U = U + u en la ecuacién de induccién (2.6) obtenemos

0 /— — = — — —
a(B+b)=V><(U><B+u><b+U><b+u><B)+n\72(B+b). (2.13)
Tomando valor medio en esta ecuacién y usando las reglas (2.12) obtenemos la ecuacién
para B
0B S —
W=V><(U><B)+V><(u><b)+17v23. (2.14)
¢
El término (u x b) es una fuerza electromotriz £ asociada a los movimientos turbulentos.
La tarea consiste en obtener una expresiéon para esta fuerza electromotriz en funcién de

B. En el marco de la teoria cinemdtica, consideraremos para ello que las propiedades

estadisticas del campo fluctuante u son conocidas.

Restando la ecuacién (2.14) de la ecuacién (2.13) obtenemos la ecuacién para la evolucién
del campo fluctuante b. Los términos que involucran a U pueden eliminarse mediante un

cambio de sistema de referencia, y la ecuacion queda

%=Vx(ux§+uxb)—Vx(uxb)+nV2b. (2.15)

Nuestra intencién es determinar b a partir de esta ecuacién, para luego reemplazarlo
en £. Para ello necesitamos realizar aproximaciones que simplifiquen el problema. En
este paso se usa cominmente la llamada eprozimacién de primer orden (FOSA), en la
cual se considera que los campos turbulentos son pequefios y se desprecia el término de
segundo orden en las magnitudes fluctuantes. Esta aproximacién requiere que el nimero
de Reynolds magnético R)s sea pequeiio, ya que en este caso la difusién asegura b < 1.
Sin embargo, esta condicién no se satisface en la mayoria de los problemas de interés (ver
Tabla 2.1). Otra opcién es que el nimero de Strouhal S = ur/L sea pequeiio, donde T es el
tiempo caracteristico de correlacién de la turbulencia. Si bien en el régimen turbulento es de

esperar que S sea de orden uno, al menos esta aproximacion provee una forma de clausurar



2.3. Teoria de campo medio 21

la ecuacién (2.15). Consideramos entonces el caso Rjs > 1 y despreciamos también la

difusién en la ecuacién (2.15). El resultado es
—sz(uxF) : (2.16)

Aproximando la derivada temporal en esta ecuacién por la inversa del tiempo de correlacién
7, y reemplazando el resultado en la expresién de la fuerza electromotriz obtenemos £ =~

-r(uxVx(ung)).

Como la fuerza electromotriz debe ser una funcién lineal de B, y suponemos que existe
una gran separacién de escalas entre los campos medios y los fluctuantes, (u x b) debe
poder escribirse como una serie rdpidamente convergente & = a;;B; + Bijx6B; + - - -. El
subindice ¢ denota la componente cartesiana z;, y 0, es la derivada espacial respecto a
la coordenada zx. Bajo las aproximaciones realizadas en la ecuacién (2.16) solo los dos
primeros términos en esta serie son no nulos. Los coeflcientes a;; y Bijx son densidades
tensoriales para conservar las propiedades vectoriales de la ecuacién (2.14). Utilizando la

expresion de £ y las relaciones de Reynolds (2.12) obtenemos

@ij = T€im (W0jum) , (2.17)
Bijx = —Teax (wu;) (2.18)

donde ;i es la densidad tensorial de Levi-Civita.

En el caso en el que la turbulencia es is6tropa, podemos escribir a;; = adi; ¥ Bijk = Peijk

para obtener

a=—§(u-qu) , (2.19)

B = %(u cu) . (2.20)
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Fig. 2.4: Esquema de la accién de la difusion turbulenta introducida en el campo medio

por el efecto 3, y de la creacién de nuevo campo medio por el efecto a. (a) El campo
magnético B y su valor medio B en un instante inicial. (b) Los mismos campos luego de

ser advectados. L

Finalmente, reemplazando en la ecuacién de induccién para el campo medio (2.14) obtene-
mos

0B

5 =V*([UxB+aB)+(n+pV'E. (2:21)

La ecuacién (2.21) es usualmente conocida como la ecuacién del dinamo. En general
a y B deben ser tensores, aunque la convencién aqui utilizada es la mas usual. En los
casos de interés esta aproximacidn no se satisface ya que la turbulencia en objetos rotantes
puede llegar a ser fuertemente anisétropa. Ademas, los intensos campos magnéticos en estos
objetos convierten a a y a 8 en funciones de la intensidad del campo, a través de la accién
de la fuerza de Lorentz sobre el campo de velocidades u. Algunas de estas correcciones
seran introducidas en los capitulos siguientes. Sin embargo, es llamativo que ain en su
forma mas sencilla la ecuacién (2.21) predice al menos cualitativamente la dindmica del

campo magnético medio.

El primer término a la derecha de la ecuacién (2.21) describe simplemente la adveccién
del campo B por el campo de velocidades medio, en la misma forma que el campo magnético
total es advectado por el campo de velocidades en la ecuacién de induccién (2.6). La
difusividad 7 en la ecuacién (2.21) se ve modificada por el nuevo coeficiente 3, y como

generalmente 7) es pequefio (ver Tabla 2.1), el campo medio se difunde mucho mas rdpido
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Fig. 2.5: Un tubo de flujo magnético bajo la accién de un movimiento helicoidal. El flujo
genera campo helicoidal que a su vez genera una corriente, en este caso opuesta al campo

original (linea de puntos).

que B. El mecanismo responsable de esta rapida difusién es el mezclado turbulento (ver
Figura 2.4). La turbulencia naturalmente anuda las lineas de campo magnético, y luego
de promediar el resultado es que el campo medio se esparce por la adveccion del campo de

velocidades fluctuante.

La fuerza electromotriz @B en (2.21) es usualmente conocida como efecto a [Kra80).
Los desplazamientos de las lineas de campo no son enteramente aleatorios. Para que « sea
distinto de cero, el flujo debe tener helicidad. De hecho la helicidad cinética de un flujo es
H.=[u-VxudV,yaes directamente proporcional a la helicidad media. Esta magnitud
es un pseudoescalar y por lo tanto cambia de signo frente a reflexiones. Asi, si & es no
nulo debe existir una direccién privilegiada en el flujo. En objetos astrofisicos la estrati-
ficacién de densidad y la rotacién son probablemente los responsables de esta asimetria.
Elementos de fluido ascendentes (descendentes) se expanden (contraen) al ajustarse a la
densidad ambiental. La fuerza de Coriolis los hace rotar en direcciones opuestas, por lo
que el tubo de flujo advectado adquiere una estructura helicoidal en valor medio (Figura
2.4). Entonces, la interpretacién del nuevo término es que los movimientos helicoidales en
el campo microscopico turbulento generan campo magnético macroscépico. Nuevo campo

B es generado a partir de V x B, es decir, a partir de rollos en el tubo de flujo, en la
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misma forma en que lo hacian los eventos ciclénicos de Parker (Figura 2.5). Por lo tanto,
el punto fundamental para el funcionamiento del dinamo magnetohidrodindmico es que la
rotacion de un objeto rompe la simetria de reflexién y la turbulencia en su interior adquiere

helicidad.

2.4 Efectos cinéticos

¢
El marco teérico cominmente usado para describir mecanismos de dinamo en escenarios
astrofisicos es el magnetohidrodinamico. En el caso del dinamo terrestre y solar, la teoria
del dinamo MHD ha resultado exitosa, modelando correctamente la dindmica de los campos
magnéticos observados. Es de esperarse que la teoria MHD pueda ser utilizada con el mismo

éxito en otros dinamos planetarios y en estrellas no degeneradas.

Sin embargo, cuando la frecuencia de colisiones en el plasma es suficientemente pequefia,
existen ciertos efectos cinéticos que no pueden ser despreciados. Siempre que un conductor
se encuentra en un campo magnético exterior B, la relacién entre densidad de corriente y el
campo eléctrico (2.5) se ve modificada segiin J; = oy Ex, donde el tensor conductividad o
es funcién de B [Lan80]. Cuando la frecuencia de colisiones es grande, la anisotropia intro-
ducida por el campo magnético en la conductividad puede ser despreciada y la aproximacién

MHD es vilida.

El primer paso para crear una teoria mas apropiada en otros escenarios es la inclusién en
la ley de Ohm de efectos de dos fluidos (iones y electrones). De estos efectos cinéticos, los
mas relevantes para el dinamo son en muchos casos el efecto Hall y la difusién ambipolar. En
un plasma parcialmente ionizado, la difusién ambipolar es importante en aquellos escenarios
en los cuales la densidad de dtomos neutros es lo suficientemente grande como para que
se reduzca la frecuencia de colisiones entre electrones e iones. El efecto de la difusion

ambipolar en el problema del dinamo fue estudiado en detalle por Zweibel [Zwe88]. En
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la presente seccion estudiaremos el impacto del efecto Hall en el proceso de generacién de

energia magnética [Min02b, Min03a).

Cuando la densidad de portadores de carga en el plasma es baja, la frecuencia de
colisiones puede ser menor que la frecuencia de Larmor. En este caso debemos considerar

la ley de Ohm con efecto Hall,

UxB JxB 4
- + + =17,
cy nec c

E = (2.22)

donde n es la densidad de particulas cargadas y e es la carga del electrén. El efecto Hall,
representado por el término J x B, es una de las manifestaciones mas importantes de la
diferencia de velocidad entre las especies. Para un plasma neutro de electrones e iones, la
corriente J es de hecho una medida directa de la velocidad relativa entre estas especies. La
inclusién del término de Hall en la ecuacién de induccién (2.6) lleva al sistema de ecuaciones
Hall-MHD. En un conductor perfecto, las lineas de flujo en este caso estin congeladas al

flujo de electrones en lugar del campo de velocidades neto.

Los objetos astrofisicos en los cuales el efecto Hall es relevante son ampliamente cono-
cidos en la literatura. Entre otros, tiene una profunda influencia en la dindmica de campos
magnéticos en nubes moleculares [War99a]. Se sabe que en discos de acrecion (especial-
mente en discos protoestelares) el efecto Hall afecta la inestabilidad magnetorrotacional
responsable de la generacién de turbulencia [War99b, Bal01]. Norman y Heyvaerts [Nor85]
también encontraron que el efecto puede ser relevante durante las etapas tempranas de for-
macion estelar. El efecto Hall es importante en estrellas degeneradas y objetos compactos
como enanas blancas [Mus95] y estrelles de neutrones [Sha97, Pot99]. También puede
ser relevante en la generacion y evolucién de campos magnéticos en el universo temprano

[Taj92).

La relevancia del efecto Hall en estos objetos astrofisicos puede mostrarse estudiando los

cocientes entre los términos de induccién, Hall y de disipacién en la ley de Ohm generalizada.
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B n an H/O H/I
[Gauss] [em™3]  [em™3)

Regién convectiva solar  10* 10% 9,3x102® 32x107% 1,6x 10~

Discos de acrecién

protoestelares 10~2 10° 1013 102 4x 104
en novas enanas 10° 108 106 102 1
Estrellas de neutrones: 102 10% 1,2 x 1038 108 1

Tabla 2.2: Cocientes entrelel término inductivo (I), de disipacién de Ohm (O), y de Hall
(H) para diferentes objetos astrofisicos. Se da también la densidad de electrones n, de
neutros ny y la intensidad media del campo magnético B [Kip91, Tam93, Viat96, Pri00].
El efecto Hall es claramente despreciable en el caso solar, pero no en estrellas de neutrones

[Hol02] o discos de acrecién [San02].

Denotando los términos en la ecuacién (2.22) de izquierda a derecha por I (inductivo), H

(Hall), y O (Ohm), podemos armar cocientes adimeénsionales

H w,

o Xe 2
o v’ (2:23)
H w,

— ¢ 2.

I l/eRM ( 24)

La frecuencia de ciclotrén electrénica w, y la frecuencia de colisiones v, estin dadas por

eB
= — 2.25
We me ( )
4melnn
ve=—"21, (2.26)

donde m es la masa del electrén. A partir de la ley de Ohm (2.22) podemos también definir

una longitud caracteristica Lyqu, por debajo de la cual el efecto Hall es relevante. En un
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Fig. 2.6: (a) El disco de Faraday, y (b) el disco de Faraday con efecto Hall.

=

plasma de hidrégeno completamente ionizado, Ly = cUs/(wpU), donde Uy = B/ /4mp
es la velocidad de Alfvén, w,; = \/Wn: es la frecuencia i6nica del plasma, y m, es
la masa del proton. En el caso general, el valor de Ly,; puede obtenerse a partir de las
ecuaciones (2.23) y (2.24). La Tabla 2.2 muestra los valores de los cocientes (2.23) y (2.24)
para diferentes objetos astrofisicos. En el Capitulo 5 haremos un andlisis detallado de estos

numeros en algunos objetos particulares.

A pesar de la relevancia del efecto Hall en muchos de estos objetos, hasta el momento
sus consecuencias en la generacion del campo magnético no han sido consideradas, salvo por
algunos estudios en geometrias particulares [Hei83, Gal94]. ;Cémo se modifica el dinamo
al considerar el efecto Hall? Consideremos nuevamente el caso mas sencillo del dinamo
homopolar. En el disco la diferencia de potencial que se genera introduce, al cortocircuitar el
borde y el centro del disco, una corriente radial de orden U/c (Figura 2.6.a). En presencia del
efecto Hall, aparece una nueva componente de la corriente simultdneamente perpendicular
al campo eléctrico y magnético. Asi, la corriente tiene también una componente azimutal
que genera nuevo campo magnético perpendicular al plano del disco y que por lo tanto puede
aumentar o disminuir el flujo total y la induccién magnética (Figura 2.6.b). A diferencia
del dinamo homopolar clésico, en este caso la orientacién de B es también importante para
decidir la suerte del campo ma;gnético, y el dinamo puede resultar siendo tanto favorecido

como inhibido.
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En la presente seccién calcularemos el coeficiente o en la aproximacién de campo medio
incluyendo el efecto Hall. La aproximacién de primer orden (FOSA) utilizada en la seccién
anterior requiere que el numero de Reynolds Ry o de Strouhal S sean mucho menores
que la unidad. Estas condiciones no se satisfacen en la mayoria de los casos de interés en
astrofisica, como en el Sol o en las galaxias. Utilizaremos entonces una clausura alternativa
conocida como aprozimacidn reducida (RSA), propuesta recientemente [Fie99, Bla99] y que

resuelve algunos de estos problemas.

El sistema de ecuaciones; Hall-MHD estd conformado por la ecuacién de Navier-Stokes

(2.7), y la ecuacién de induccién (2.6) modificada por la ley de Ohm generalizada (2.22),

6:9—? = Vx[(U-¢€V x B) x B]
2
36_’{ = Ux(VxU)+(VxB)xB—V<P+%-), (2.27)

junto con las condiciones V- U = V - B = 0. En la ecuacién de induccién modificada

€ = Lyau/L, donde L es una longitud caracteristica del sistema.

Con el fin de obtener correcciones al efecto a, consideramos sin pérdida de generalidad
el caso ideal » = n = 0. Estamos interesados en encontrar si este sistema puede generar
un campo magnético macroscopico a partir de una semilla en escalas pequenas. Por lo
tanto, consideraremos un estado inicial ug, by como una solucién de las ecuaciones (2.27)

en ausencia de campo macroscopico. Ahora perturbamos el sistema con

B +b+b

= U+U+’U.o, (228)

donde la barra denota (como en la seccién anterior) campos de gran escala promediados
espacial o estadisticamente, y donde u y b son perturbaciones de pequena escala. Mientras
que ug y bo son campos en la microescala en ausencia de B, b es la perturbacién cuando B

estd presente y no es necesariamente isétropo. Todos los campos magnéticos microscopicos
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son de valor medio nulo, mientras que sus productos pueden no serlo. Reemplazando en
la ecuaciones (2.27), tomando valor medio y usando la ecuacién de induccién para by,
obtenemos una ecuacién para la evolucién del campo magnético macroscdpico

aa—?=Vx[(U—GVXE)x§]+(Vx(u3xb+uexbo)), (2.29)

donde u® = u —:eV x b es la velocidad de los electrones. Los términos cuadraticos en b
y u en la ecuacidn (2.29) fueron despreciados, como se hace habitualmente en teoria de
campo medio. Esta aproximacién no va a ser valida cuando el campo magnético crezca
hasta valores finitos. Sin embargo, la aproximacién utilizada (RSA) es menos restrictiva
que FOSA ya que solo requiere que b, u < B permitiendo by 3> B. En FOSA, la intensidad
del campo fluctuante total b+ by debe ser menor que la del campo B, lo que no se satisface
en astrofisica ya que la intensidad del campo microscdpico crece mas rapido que la del

campo medio [Kul92).

También podemos derivar una ecuacion para el campo magnético perturbado de pequena
escala b restando la ecuacién de induccién generalizada a la ecuacién (2.29). Aqui podemos
despreciar los términos que contengan derivadas espaciales de los campos medios ya que las
variaciones en escalas grandes son despreciables en la dindmica de la microescala. También
podemos ignorar los términos promediados ya que por las relaciones de Reynolds (2.12) no

contribuiran a la ecuacién de B y por lo tanto tampoco al efecto . Finalmente obtenemos
—sz(quF—boxﬁ). (2.30)

Con las mismas aproximaciones y escribiendo la presién como P = P+p+py, la ecuacién

de Navier-Stokes para el campo fluctuante resulta

%:(beo)xﬁ—(ﬁ-V)uo—Vp. (2.31)
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De la divergencia de la ecuacién (2.31) obtenemos al mismo orden p = —bg - B para la
perturbacién de pequena escala de la presidn, la cual al ser reemplazada en la ecuacion

(2.31) da por resultado

Ou — —

Et— = (B . V) bo - (U . V) Ug (232)
Con el fin de obtener una expresion para a clausuramos la ecuacién (2.29) aproximando

las derivadas temporales en (2.30) y (2.32) por la inversa de un tiempo caracteristico de

correlacion 7. Esta hipétesig, aunque comun en la teoria de campo medio, no tiene por el

momento confirmacién experimental o tedrica de su validez. Mininni, Gomez y Mahajan

[Min03a] presentaron una extension de esta clausura independiente de 7.

Asumiendo turbulencia isétropa y eliminando términos proporcionales a U en las ecua-
ciones de pequena escala mediante un cambio de sistema de referencia, la ecuacién de
evolucién para el campo medio B se escribe

0B — —_ = =
-a—t=Vx[(U—erB)xB+aB], (2.33)
donde el término aB describe la contribucién de la microescala a la generacién de campo

magnético, con
a=g(—(ug-qu3)+(bo-beo)—e(bo-Vxqug)) . (2.34)

Los resultados de la teoria de campo medio clasica (2.19) pueden recuperarse a partir de
la ecuacién (2.34) en el limite € — 0. En ese caso u§ — u, y la ecuacién (2.34) se reduce a
a=7(— <up-Vxug>+ < by-Vxby >)/3. El primer término corresponde a la teoria de
Krause y Radler. El segundo término corresponde a una correccion de saturacidon magnética
al efecto a obtenida por primera vez por Pouquet, Frisch y Leorat [Pou76) utilizando una
clausura EDQNM del sistema de ecuaciones MHD. En el caso en el que by < B, la expresién

se reduce a (2.19).
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Ademas de esta correccion, nuestra expresion mas general difiere del resultado clasico
en dos aspectos: reemplaza la helicidad cinética por la helicidad del flujo electrénico, y
contiene un término extra debido a la corriente Hall en la microescala. Una consecuencia
no trivial de este resultado es que mientras que la expresion de Frisch, Pouquet y Leorat se

anula en un estado alfvénico puro u = +b [Gru94], la ecuacién (2.34) no lo hace.

Para cuantificar la diferencia introducida en el coeficiente a por el efecto Hall, asumire-
mos € = 1, y que los estados iniciales ug, by son estados de equilibrio de las ecuaciones

Hall-MHD conocidos como doble-Beltrami [Mah98]. Las dos condiciones de Beltrami

‘ll,o—VXbo = bo/a

bo +V x Ug = d’u.o , (235)

expresan leyes fisicas sencillas: los electrones (sin inercia en la aproximacién MHD) siguen
las lineas de campo, mientras que los iones siguen las lineas de campo modificadas por su
vorticidad. Los pardmetros a y d miden la helicidad magnética y la helicidad cruzada gene-
ralizada, y describen completamente el estado del sistema. A diferencia de otras familias de
equilibrios MHD propuestos en la literatura, tales como Grad-Shafranov o estados de rela-
jacion de Taylor, estos equilibrios no requieren ninguna simetria exacta (Grad-Shafranov),

ni que U y VP sean despreciables (Taylor).

Las condiciones doble-Beltrami (ecuaciones [2.35]) son acompaifiadas por la ecuacién de
Bernoulli V(po + u3/2) = 0, donde py es la presién de equilibrio. Estas ecuaciones admiten
soluciones que son la suma de dos flujos de Beltrami (V x by = A by) con escalas espaciales
determinadas por la inversa de Ay = —r/2+ \/m (donder =1/a—dy s=1-d/a).
Para el dinamo, nos interesa el caso en el cual existe separacién entre ambas escalas, lo
que requiere 72 > 4s. La escala mas grande puede asociarse con la longitud caracteristica
del sistema, y la mas pequefia con una escala caracteristica de la turbulencia. Para reflejar

las condiciones iniciales apropiadas para un dinamo, consideraremos a los campos iniciales
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Fig. 2.7: (a) Cociente u./uo; las regiones vacias corresponden a zonas donde las escalas
se vuelven complejas. (b) Amplitud de F'. (c) Regién donde la condicién de separacién de

escalas se satisface.

solo de pequena escala (A\~! denotard la pequefia escala), dados por V x by = Aby y

Uy = (/\ + l/a)bo

Una de las consecuencias fundamentales del efecto Hall es la de reemplazar la velocidad
neta del fluido por la velocidad electrénica en la expresion de . Considerando las condi-
ciones de Beltrami y los campos iniciales, podemos escribir la razén entre ambas como

ug 1

- . 2.
uy Aa+1 d38)

En las etapas iniciales del dinamo, el valor de esta fraccién es relevante para determinar la
diferencia en « causada por el efecto Hall. La Figura 2.7.a muestra este valor en funcién
de los pardmetros a y d que describen el equilibrio. Cuando |a| y |d| son grandes, u§ ~ 0
implica que el efecto o es inhibido. Por otro lado, cuando |a| es pequefio, u§ aumenta

considerablemente, aunque el movimiento neto del fluido sea pequeno.
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Usando las condiciones del equilibrio podemos escribir @ = 7F(a,d) (ug - V x uy) /3,
con F(a,d) = [l — (1/a+ N)/a)(1/a + A)~2. La Figura 2.7.b muestra la dependencia de
la funcién F' con los parametros a y d, mientras que la Figura 2.7.c muestra las regiones
donde la condicién de separacién de escalas se satisface. La regidon donde el efecto o es
reducido corresponde a valores grandes de |a| y |d|, ya que en este caso el efecto Hall reduce
la amplitud del flujo de electrones a valores mucho menores que el del movimiento neto
del fluido. Cuando |a| es pequeifio nuevamente encontramos una gran diferencia entre el
movimiento del ﬂ?ido y el de los electrones, pero ahora u§ es mucho mayor que u. En este

caso, el efecto a se vuelve mas efectivo.

La inclusiéon del efecto Hall tiene un impacto profundo en el dinamo. Al reemplazar el
campo de velocidades del fluido por el de los electrones, permite amplificar o inhibir el efecto
a. Este resultado es relevante para explicar la generaciéon de campo magnéticos en discos
de acrecion y estrellas compactas, entre otros objetos. Si bien la teoria de campo medio
utilizada requiere de muchas aproximaciones y solo permite estudiar el caso cinematico, sus
resultados pueden ser utilizados para construir modelos semiempiricos de dinamos estelares
y galacticos. En el Capitulo 5, mediante simulaciones directas del sistema de ecuaciones
MHD y Hall-MHD, podremos verificar la validez de algunas de las predicciones de esta

teoria.



Capitulo 3

El dinamo solar

3.1 Introduccion

El Sol es la estrella mas cercana a la Tierra. Aunque en una primera aproximacion parece
hallarse en estado estacionario, el Sol es una estrella activa y en su superficie se generan
gran cantidad de fendmenos transitorios, tales como: manchas, prominencias, fulguraciones,
vientos con componentes rapidas y lentas y aceleracion de particulas. Estos y otros procesos
no estacionarios son causados por los intensos campos magnéticos generados por el mismo

Sol.

Las manchas solares son, por la facilidad con que pueden observarse, el indicador mas
antiguo disponible de cambios en el Sol. Existen registros de avistamientos de manchas a
ojo desnudo en el ano 350 A.C. por Teofrasto de Atenas, y desde el afio 164 A.C. se conocen
registros en China. Wittmann [Wit87] compilé un completo catdlogo de observaciones a
ojo desnudo. Las mayoria de las observaciones tempranas estan relacionadas con motivos

cabalisticos:

35
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“En el Sol se veia algo que parecia un gran nimero de golondrinas. Desa-
parecieron después de varios dias. Este portento fue interpretado por Wang Yin

como el presagio de la abdicacién y la muerte de los emperadores Min y Huai.”
Jin-Shu, Zhi. China, 27 de febrero de 299 D.C.

“Una mancha tan grande como un huevo de gallina fue observada en el Sol. Al
poco tiempo el emperador murié.”

¢
Jin-Shu, Zhi. China, 7 de noviembre de 359 D.C.

“En el afio 225 durante el califato de Al-Mu’tasim aparecieron manchas negras
cerca del centro del Sol. Esto tuvo lugar el martes 19 de Rajab del afio 225 (25
de mayo de 840 D.C.), y a los dos dias grandes calamidades ocurrieron. Como
Al-Kindi testificé, esta mancha persistié en el Sol por 91 dias, y al poco tiempo

Mu’tasim murid.”
De los escritos de Ibn Jaafar B. Al-Muktafi. Oriente medio.

También Henry Hudson en 1590 observé manchas en el Sol cuando se encontraba cerca
de las costas de Africa, y Kepler en 1607 reporté con gran detalle la observacién de una
mancha solar. Sin embargo estos datos son discontinuos en el tiempo y carecen de la
veracidad de los registros posteriores a la invencién del telescopio. En occidente, existen
registros aislados del numero de manchas desde 1610, cuando Galileo Galilei dirigié por
primera vez un telescopio hacia el Sol. Galileo inicié sus observaciones del disco solar en
el verano de ese afo y las plasmoé en varios dibujos que envié a Maffeo Barberini, después

conocido como el Papa Urbano VIII (Figura 3.1).

En aquella época las manchas fueron consideradas por algunos como nuevos planetas
o como nubes opacas de humo emitidas por la combustién del Sol. Cerca del afio 1700

comienzan a registrarse en forma anual y desde 1750 existen datos mensuales. A partir del
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Fig. 3.1: Dibujo de la superficie solar por Galileo Galilei. Pueden observarse las manchas
solares. Este diagrama corresponde a una serie de nueve que Galileo realizé entre el 3 y el

11 de mayo de 1612 (biblioteca Vaticana).
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ano 1818 se registra el numero de manchas en forma diaria. Sin embargo los datos mas
confiables recién comienzan en el afio 1848. Ese afio el astrénomo suizo Johann Rudolph
Wolf introdujo un nuevo indice como una mejor estimacién del nimero de manchas visibles

en un hemisferio del Sol. El nimero de Wolf estd dado por
R=k (10g+ f) (3.1)

donde f es el nimero de manchas individuales, ¢g el nimero de grupos de manchas, y k£ un
factor de correccién utilizad? para ajustar las diferencias entre los observadores, telescopios
y condiciones de avistaje. Por las razones citadas, los datos previos al afio 1820 tienen
una incerteza de aproximadamente un factor 2, con valores alin mayores para los datos
anteriores a 1750. Los datos posteriores a 1850 son considerados confiables, con un error

para los datos actuales menor al 5% [Fou90].

Sabemos hoy que las manchas solares son zonas mas frias de la fotésfera formadas por la
concentracién del flujo magnético. La acumulacién de lineas de campo inhibe la conveccién
en la base de la fotésfera e impide el flujo de calor perpendicular a las lineas, razén por
la cual la regién es comparativamente mas fria que su entorno. En el drea central de
la mancha (umbra), mas oscura y con un radio tipico de 10.000 a 20.000 km, el campo
magnético es esencialmente radial y alcanza valores de hasta 4.000 Gauss. La temperatura
en el centro es de 3.700 K, aproximadamente 2.100 K mas frio que en el resto de la fotdsfera.
Rodeando a la umbra, la penumbra estd formada por filamentos claros y oscuros de 5.000
a 7.000 km de largo y 300 a 400 km de ancho. Estos filamentos trazan lineas magnéticas
oblicuas y progresivamente tangentes a la superficie solar, a medida que nos alejamos de
la umbra. Muchas manchas desaparecen a los pocos dias de formarse, pero algunas mas

grandes sobreviven por varios meses.

Puede observarse cierta periodicidad en el nimero de manchas en funcién del tiempo
(Figura 3.2). El primero en descubrir esta variacién fue Schwabe en 1843 [Sch43], que estimé
el periodo del ciclo en 10 afos. Cinco afios después, Wolf reconstruyé las series anuales hasta

el ano 1700 y con estos datos confirmé la existencia del ciclo solar y determiné su duracién
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Fig. 3.2: Numero de Wolf diario R desde 1820 hasta el afio 2000. Se observa claramente
¢
el ciclo solar, con un periodo medio cercano a los 11 anos, asi como una fuerte componente

irregular (Observatorio de Greenwich).

media en 11,1 anos. También describié un comportamiento irregular, con fluctuaciones en
el periodo y en la intensidad de los maximos. Esta periodicidad temporal va acompanada
por una variaciéon periddica en la zona donde se generan las manchas. La mayoria aparecen
confinadas en dos franjas entre el ecuador y +35° de latitud. La latitud media varia en
el tiempo: las primeras manchas de un nuevo ciclo aparecen después del minimo con una
latitud media de 28°, luego de 6 anos la latitud media es de 12° y a los 11 anos llega a 7°
[Har92]. Este comportamiento se distingue claramente en los diagramas de mariposas de
Maunder, que muestran la latitud y el drea de las manchas en funcién del tiempo (Figura

3.3.a). Los detalles de la construccién de este tipo de diagrama se veran en el Capitulo 4.

En 1908 Hale encontré evidencia de la presencia de campos magnéticos en las manchas
solares, observando la separacién de lineas espectrales por efecto Zeeman [Hal08]. Hasta
aquel entonces se desconocia la existencia de campos magnéticos fuera de la Tierra y el
descubrimiento suscité gran curiosidad e interés. Las manchas generalmente se forman de
a pares con polaridades de campo magnético opuestas, y luego se mueven lentamente hacia
el ecuador y los polos alejandose entre si. La mancha precedente (la primera en la direccién
de la rotacién solar) esta usualmente localizada en una latitud ligeramente menor que su

companera, de forma tal que el segmento que une ambas manchas forma un angulo con la
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Fig. 3.3: (a) Diagrama de mariposas de Maunder. El grafico muestra el drea cubierta
por manchas en funcién de la latitud y el tiempo desde 1874 (Greenwich). Una rotacion de
Carrington corresponde a un periodo de 27,28 dias, y su cero al 9 de noviembre de 1853. (b)
Distribuciéon de campo magnético en la superficie solar a partir de magnetogramas solares de
los tltimos dos ciclos y medio (Kitt Peak). Areas rojas corresponden a regiones de polaridad
positiva y azules a polaridad negativa. Puede observarse la inversién de polaridad en los
polos, y en las machas al final del ciclo. Comparar con la distribucién de manchas en los

iltimos dos ciclos.
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direccion del ecuador. El dngulo aumenta con la latitud, desde 4° para pares de manchas
cerca del ecuador, hasta 10° cerca de los 35° de latitud. Este resultado observacional es

conocido como la ley de Joy.

Once afios después, Hale descubrié que la polaridad magnética de los pares de manchas
en cada hemisferio se invertia luego de cada minimo de actividad (ley de polaridad de Hale).
La posterior invencién del magnetdgrafo [Bab55] permitié la medicién del campo magnético
solar y el descubrimiento de la inversién del campo dipolar cada 11 anos. Hoy sabemos
que tanto el ciclode 11 afos de las manchas solares como otros aspectos observables de la
atmosfera del Sol, tales como las radiaciones de longitud de onda corta, el viento solar o la
produccién de particulas energéticas, son manifestaciones de un ciclo de 22 ahos asociado

con los campos magnéticos y conocido como ciclo de Hale.

La Figura 3.3.b muestra un diagrama de mariposas construido a partir de magnetogra-
mas. Puede observarse claramente la inversion del campo en los polos, asi como la inversién
de polaridad de las manchas al final de cada ciclo. La actividad magnética de un nuevo ciclo
comienza entre 2 y 3,5 anos antes del minimo del ciclo anterior, con la aparicién de regiones
bipolares en una banda de latitud entre 40° y 60°. Las primeras manchas aparecen entre
0,5 y 1,5 afios después. El campo magnético solar se invierte 2 afios después del maximo de
actividad, y las ultimas regiones bipolares del ciclo aparecen dos afos después del minimo
[Har92]. Esto permite definir un ciclo de actividad extendida, con una extensién temporal

de unos 15 afios, y una superposicién media entre ciclos de alrededor de 5 anos.

La formacién de pares de manchas puede ser explicada en términos magnetohidrodina-
micos a partir de un modelo sencillo propuesto por Babcock y modelado posteriormente
por Leighton [Bab61, Lei69]. Supongamos que el Sol tiene un campo magnético dipolar,
mantenido por un mecanismo todavia no especificado. Cualquier rotacién diferencial pre-
sente en la zona convectiva solar (debida a la redistribucién de momento angular por la
turbulencia) generard campo magnético toroidal B, (Figura 3.4). Consideremos entonces

un tubo de flujo intenso generado en esta forma, y sumergido en la zona convectiva. Si
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Fig. 3.4: El dinamo de Babcock-Leighton. (a) Las lineas del campo magnético dipolar son

arrastradas por la rotacién diferencial solar. (b) El Sol gira mas rapido en el ecuador que
en los polos, y la diferencia de velocidad genera campo toroidal By al enrollar las lineas.
(c) Al inestabilizarse, los tubos de flujo toroidales generan las manchas en la superficie. La

posterior migracién y difusion invierte el campo dipolar dando origen a un nuevo ciclo.

se encuentra en equilibrio con el ambiente, su presién total P + B2 4/2 debe ser igual a la
presion atmosférica Py. Por lo tanto, la presién del fluido dentro del tubo P es menor
que Py, y la densidad dentro del tubo debe ser también menor que la externa. El tubo
siente entonces un empuje y sube a la superficie por flotacion magnética [Par55]. Al subir,
se expande y retuerce por accion de la fuerza de Coriolis. Al cruzar la fotésfera inhibe
localmente la conveccién, dando de esta manera origen a las manchas. Este mecanismo
sencillo, que forma la base de los dinamos conocidos como de Babcock-Leighton, explica
correctamente muchos fenémenos observados, como el angulo medio que forman los pares

de manchas emergentes.

En los ultimos anos, la cantidad y calidad disponible de datos solares ha aumentado sig-
nificativamente. Las observaciones del campo de velocidades, asi como de diversos eventos
relacionados con campos magnéticos [Fer01, Fer02], han permitido mejorar el entendimiento
del ciclo de actividad solar. Por este motivo, el Sol es un caso paradigmdatico para la

prueba de las teorias de dinamo, y para la comprension del comportamiento de los campos
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magnéticos estelares en general. Ademas de este interés tedrico, existe un interés practico
en el problema ya que el campo magnético solar afecta las condiciones en la Tierra, por

ejemplo a través de tormentas geomagnéticas.

Se han desarrollado muchos modelos teéricos que relacionan la actividad magnética solar
con el ciclo de manchas [Lei69, Par93, Dur95, Cha96, Dur96, Dur97, Dik99]. Algunos de
estos modelos describen adecuadamente las caracteristicas regulares del ciclo, tales como
las inversiones de ‘polaridad y los diagramas de mariposas. A su vez, los modelos involucran
diferentes mecanigmos para explicar la generacion de los campos magnéticos, como por
ejemplo el efecto o [Cha96], dinamos de Babcock-Leighton [Lei69, Dik99], o inestabilidades
de tubos de flujo magnético en la base de la zona convectiva [Fer94, Cal95]. Sin embargo,
muchos problemas todavia no encuentran una solucion satisfactoria. En particular, la causa

de las irregularidades observadas en el ciclo solar es todavia desconocida.

Las llamativas propiedades del ciclo solar descriptas previamente sugieren que, a pesar
de las irregularidades causadas en la fotésfera por la turbulencia convectiva, el campo
magnético estd organizado y evoluciona espacial y temporalmente en forma coherente. Un
modelo del dinamo solar debe explicar al menos el periodo medio del ciclo y su intensidad, la
inversion de polaridad del campo magnético, y la migracién del la actividad magnética hacia
el ecuador a medida que el ciclo progresa. En el presente capitulo presentamos un modelo
cinemdtico del dinamo solar [Min01b, Min02a] y estudiamos las caracteristicas regulares
del ciclo magnético. El modelo tiene la particularidad de utilizar perfiles de velocidad
solar obtenidos a partir de observaciones. Los efectos no lineales presentes, debidos a la
supresion de la turbulencia por el campo magnético, son responsables de la saturacién del
ciclo y del acoplamiento entre modos. Este modelo serd utilizado en el capitulo siguiente

para el estudio de las irregularidades del ciclo.
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3.2 Dinamos cinematicos

El problema completo del dinamo solar consiste en la resolucién de la ecuacién de in-
duccién para la evolucién del campo magnético acoplada con la ecuacién de Navier-Stokes
para el campo de velocidades. La complejidad de este sistema estd mas alla de las ca-
pacidades tedricas y computacionales en nuestros dias. Mientras que en el caso terrestre
el nimero de Reynolds es Io suficientemente moderado como para permitir simulaciones
directas [Gla95, Kag97, Chr98], en el caso estelar esto es imposible. Solo pueden simula-
rse pequenas regiones convectivas, y ailn en este caso las aproximaciones simplificatorias
que deben hacerse son excesivas. Sin embargo, estos intentos han mostrado que el mecan-
ismo del dinamo autosostenido es capaz de mantener campos magnéticos intensos contra
el decaimiento resistivo de la corriente [Men81, Cat99, Bra0la]. El problema completo del

dinamo sera estudiado en detalle en el Capitulo 5.

En el estudio de los dinamos estelares es por lo tanto necesario avanzar en forma conjunta
con la teoria y las simulaciones, de tal forma de obtener truncaciones y aproximaciones que
permitan la resolucién del sistema y la correcta identificaciéon de los mecanismos fisicos
que intervienen. La aproximacién mas utilizada es la del dinamo cinematico, segin la
cual el campo de velocidades se considera conocido (preferentemente obtenido a partir de
observaciones) y la ecuacién de induccién se resuelve para estudiar si estos flujos pueden
amplificar y sostener campos magnéticos. Para ello es necesario una clausura tedrica o
empirica de la ecuacién de induccidn, con el fin de considerar el acoplamiento entre los
campos en diferentes escalas, y otros mecanismos como los de saturacién del dinamo. En
el caso del dinamo solar, la geometria de interés corresponde a la de una esfera rotante.
Para escribir la ecuacién de induccién (2.6) suponemos entonces simetria alrededor del
eje de rotacién (axisimetria) y separamos el campo magnético en componentes toroidales
y poloidales: B = B¢q3 + B, donde B, = V x (qu{;) y Ap es la componente toroidal
del potencial vector. Todas las cantidades son independientes del angulo longitudinal ¢.

Considerando el campo de velocidades conocido y dado por la expresién U = u,(r, )7 +
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ug(r,0)8 + rsinfw(r, 8)¢, podemos escribir las componentes de la ecuacién de induccién

como

0By, 1 0 0 0 0
5% - { o (ru,By) — 20 (ueBy) + — [ 59 (singA )]
-5 [wsmﬁa (rA, )}} +7 (V - rzsin0> By
84, _ '1[ 8 1
ot T [U'E (r4) + 060 (sm GAP)] +aBy+n (V r2sin 9) 4 (32)

donde w describe la rotacién diferencial solar.

La ecuacién de induccién para B, contiene términos proporcionales a w y A,. Estos
términos describen la conversién de campo poloidal en toroidal por efecto de la rotacién
diferencial (ver Figura 3.4), conocida como efecto w. La conversién del campo toroidal
en nuevo campo poloidal es mas problemdtica. Un mecanismo promisorio es el efecto ¢,
descripto en el Capitulo 2. Este efecto introduce en la ecuacién de induccién un nuevo
término proporcional a aB. En el caso solar, veremos que o es despreciable comparado
con w en la ecuacién para By, por lo que la nueva contribucién solo aparecera en la ecuacién

para A, (esta aproximacién es usualmente conocida como dinamo aw).

Sin embargo, la intensidad estimada del campo magnético solar en la base de la zona
convectiva (aproximadamente 10* Gauss) no resulta muy compatible con las aproximaciones
utilizadas en la teoria de campo medio. En particular, no existe consenso sobre el mecanismo
de saturacion del dinamo. Algunos autores sostienen que el efecto a es inhibido antes de
alcanzar tales intensidades del campo [Cat96a]. Existen ciertos modelos, conocidos como
dinamos de interfase [Par93], que solucionan algunos de estos problemas. Otros autores
utilizan mecanismos alternativos para regenerar el campo poloidal, tales como los dinamos
de Babcock-Leighton en los cuales la conversién es andloga al efecto o aunque opera en
escalas espaciales mas grandes [Dik99], o los modelos basados en inestabilidades de tubos

de flujo magnético en la base de la zona convectiva [Fer94, Cal95).
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Fig. 3.5: Frecuencia angular de rotacién solar en funcién del radio (R: radio solar) para
tres diferentes latitudes, medido por el MDI (SOHO). El ancho de las lineas mide el error
en las observaciones. El nicleo gira con velocidad angular aproximadamente constante. La
region en la base de la zona convectiva donde los gradientes son mas fuertes es conocida

como tacoclina.

El modelado matematico de estos efectos es similar, mediante la introduccién de un
término de fuente en la ecuacién de induccién para A,. La diferencia en los mecanismos
esta dada fuertemente por la distribucion radial del término de fuente. Asi, hemos agregado
un nuevo término en la ecuacion (3.2), cuya amplitud es controlada por el pardmetro «, para
modelar la conversién de campo toroidal en poloidal. Aunque usamos la notacién « para
este término, al igual que en la teoria de campo medio, por el momento no consideraremos
ningin modelo en particular para explicar su origen. Como nuestro modelo considerara
valores medios radiales, podremos olvidarnos de la ubicacién espacial de la fuente y extraer

conclusiones aplicables en varios de estos escenarios.

La resolucién del sistema de ecuaciones (3.2) requiere del conocimiento de los cam-
pos u,, up y w. En este capitulo consideraremos las caracteristicas medias de los campos
de velocidades, dejando para el capitulo siguiente las componentes turbulentas. Consid-

eremos primero la dependencia espacial de la rotaciéon diferencial w. EIl Sol gira con un
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periodo aproximado de 27 dias. Sin embargo la rotacién no es uniforme, en la super-
ficie el periodo del ecuador es aproximadamente 4 dias menor que el de los polos. Estas
propiedades también cambian con la profundidad. Observaciones heliosismolégicas sugieren
que el nicleo solar gira aproximadamente como un cuerpo rigido. El gradiente latitudinal
observado en la rotacidn solar es pequerio en la base de la zona convectiva, mientras que en
su parte superior el perfil se mantiene aproximadamente independiente del radio (Figura
3.5). El cambio en el perfil de rotacién se produce en una zona muy delgada en la base
de la zona convec{tiva, conocida como tacoclina. Su ancho es menor al 10% del radio solar
(Re = 6,96 x 10 cm). Se considera que esta es la regién donde opera el dinamo; alli la

intensidad del campo magnético es de aproximadamente 10* Gauss.

En la superficie, el perfil de rotacién diferencial estd dado por observaciones directas

(Figura 3.6) y puede ajustarse por la expresién
w () = a + beos® (A) + ccos® (0) (3.3)

donde @ = 2,913 x 10~ %rad s™!, b= —0,405 x 107 rad s}, ¢ = —0,422 x 1076 rad s~!,
y 0 es la colatitud [Bec99]. Estos nimeros dan, para un elemento de fluido en el ecuador,

una velocidad ug 2 2 x 10° cm s~

Aunque en la superficie solar ha sido observado un flujo meridional hacia los polos, el
flujo de retorno en la profundidad de la zona convectiva es desconocido. Por simplicidad,
asumimos el flujo meridional incompresible aunque estratificado, con el flujo de masa dado

por la siguiente funcién de corriente (Figura 3.7)

Y (6,7) = —ppsin? (8) cos? (8) [r™ (T — Tmin) (Tmaz — 7)) (3.4)

con p = 2,5, ¢ = 1 para ajustar el flujo de velocidad meridional observado en la superficie
[Cam98]. Consideramos el perfil de densidad en la zona convectiva como p(r) = por~™",
y asumimos n = 0,5, Trin = 0,6Rg ¥ Tmar = Re, donde Ry es el radio solar [Dik99)].

Por lo tanto, las componentes de la velocidad meridional u, y u, estin dadas por u =
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Fig. 3.6: Perfil de rotacionidiferencial w(0) en la superficie solar.

p~! V x (¢ @). Notar que la amplitud de la velocidad meridional es controlada por la
razén ¥y /po. El valor de este pardmetro es elegido de forma tal que la velocidad meridional

méxima en la superficie coincida con la observada en el Sol, cercana a 10 m s~! [Cam98].

Considerando la evidencia observacional que sugiere que el dinamo actia en una capa
delgada en la base de la zona convectiva, reducimos las ecuaciones del dinamo (3.2) a
ecuaciones unidimensionales en latitud. Mediciones heliosismicas sugieren que el flujo de
velocidad meridional varia en la direccién radial mas suavemente que el campo magnético
y que el perfil de rotacién diferencial. Por lo tanto, extraemos las componentes del flujo
meridional fuera de las derivadas radiales y los aproximamos por sus valores medios en el
radio. La velocidad radial media obtenida a partir de la expresién (3.4) es positiva en el
ecuador, cambia su signo en latitudes medias y es negativa en los polos, siendo una funcién
par del angulo latitudinal. La velocidad media latitudinal es menor que la velocidad media
radial, y se anula en el ecuador. En ambos hemisferios la direcciéon de este campo apunta

hacia los polos y por lo tanto es una funcién impar de la latitud.

El gradiente radial de la rotacién diferencial solar es maximo en la base de la zona
convectiva. En esta regiéon también se acumulan los campos magnéticos mas intensos, de
aproximadamente 10* Gauss. El gradiente azimutal es casi nulo en esta regién, mientras que

en las partes mas altas el perfil se vuelve independiente del radio (Figura 3.5). Con todas
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Fig. 3.7: Funcién corriente (0, r) del flujo de masa meridional adoptado para ajustar el

flujo de velocidad en la superficie solar. Las lineas continuas y de puntos denotan signos

opuestos.

estas caracteristicas de los campos en mente, para obtener un modelo unidimensional pode-
mos reemplazar las derivadas radiales restantes en los campos y en la rotacién diferencial

por 1/Lg, donde Ly es la profundidad de la tacoclina.

Para escribir las ecuaciones en forma adimensional, definimos variables con la ayuda
de un tiempo caracteristico 7o &~ 1 ano y una longitud caracteristica Ly ~ 0,1Rg. Las

ecuaciones (3.2) resultan

% = - (ur + e%) By.— Eitg% + (wcose — sineg—‘;) A, +
+wsin06£p + RlM (_sire;ﬁ + € cotﬁ% + 6258032- - 1) By
% = —(u,+ecot9u9)A,,—euo%%’l—i-aB,,,+
+ ﬁ (_si::;e + € cowaﬁo + 6263_; - 1) A, (3.5)

donde Ry = L%/(Ton), € = Lo/Re = 0,1, up y u, son los valores radiales medios del flujo

meridional y w es la rotacién diferencial en la superficie, en unidades de Ly y 7.
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Cuando la energia magnética se vuelve comparable a la energia cinética, los efectos
dindmicos no pueden ser despreciados. Es una practica comin introducir términos no
lineales en la ecuacién de induccién para modelar la saturacién del dinamo debido a la
supresion de la turbulencia por la fuerza de Lorentz cuando el campo magnético es sufi-
cientemente intenso. En este modelo introducimos la reaccién del campo magnético en el

campo de velocidades microscépico (y por lo tanto en el efecto ) como

a = a(B) = 1+§Tpg sin(6) cos(f) , (3.6)
donde el perfil de latitud fue elegido para ajustar las estimaciones de helicidad cinética
a partir de observaciones solares [Kuz99], y donde By es un paridmetro libre del modelo
relacionado con el valor de saturacién del campo magnético. La saturacién de la forma
(1+ B3/B)~! [Cha96, Dik99, Fie99] asegura que la produccién de campo poloidal se anula
cuando el campo toroidal se acerca a cierto valor. Simulaciones de tubos de flujo sugieren

que esto ocurre para intensidades de B, entre 10 y 10° Gauss, y estos son los valores

utilizados para estimar By en el modelo.

Los valores de a y 77 pueden estimarse en el &mbito de la teoria de campo medio a partir
de pardmetros tipicos solares, considerando =~ . Choudhuri [Cho92] estima el valor
de a entre 3 cm s™! y 30 cm s™!, mientras que Dikpati y Charbonneau [Dik99] estiman
n=3 x 10" cm? s~!. El valor estimado de « justifica la aproximacién del dinamo aw, ya

que puede verse claramente que a < ug.

3.3 Modelos de dinamo solar

El sistema de ecuaciones (3.5) fue integrado numéricamente usando un esquema de diferen-
cias finitas centradas con 500 puntos de grilla en latitud, y un método predictor-corrector
para evolucionar en el tiempo, con un paso temporal de Tp/500. Como estamos interesados

en obtener soluciones del tipo solar, los perfiles de rotacién diferencial y flujo meridional
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utilizados son los descriptos en la seccién anterior y corresponden a los mejores ajustes

posibles a las observaciones.

La Figura 3.8 muestra los resultados de la integracién numeérica usando una velocidad
meridional maxima en la superficie de 15 m s7!, n = 5,4 x 10! cm? s7!, @ = 5,7 cm
s7!, y By = 2,2 x 102 cm s~!. El valor de la velocidad meridional usado es cercano a la
velocidad observada en la superficie solar [Cam98], mientras que el valor de la difusividad
n corresponde a estimaciones del valor turbulento 3 obtenido en el Capitulo 2, pues la
difusividad molecular es despreciable en la zona convectiva solar [Dik99]. Los valores de
a y 71 estdn dentro del rango de las estimaciones tedricas. El valor de By da un valor de
saturacién del campo magnético de aproximadamente 10* G, considerando una densidad

media de 1,41 g cm~3. La solucién muestra un periodo de aproximadamente 12 afios.

La Figura 3.9 muestra el resultado de integrar el modelo con el mismo perfil de velocidad
meridional, n = 6 x 10" cm? s, y o = 4,5 cm s™!. En este caso el periodo es cercano a

10,5 anos.

Consideraremos este ultimo ejemplo como una solucién de referencia para el andlisis
posterior y el del capitulo siguiente. Se puede observar un ciclo magnético con un periodo
cercano a los 22 afios, con una inversién del campo poloidal cada 11 afios y 3 anos después
del maximo de intensidad toroidal, lo cual estd en buen acuerdo con las observaciones
[Har92]. También se observa la migracién de la actividad magnética hacia el ecuador a
medida que el ciclo progresa. Los dos ejemplos son similares al caso solar, aunque los
maximos de actividad magnética tienen lugar en latitudes muy altas en comparacién con

las mariposas solares.

La fase relativa entre las componentes toroidales y poloidales resulta también de interés.
El desfasaje entre los maximos de cada componente es cercano a m/2, como se espera de
las observaciones [Har92]. Asimismo, se supone que el campo toroidal esta en fase con las
manchas solares [Sti76], por lo que las lineas de nivel de esta componente dan una idea de

los diagramas de mariposas del modelo. La intensidad del campo toroidal es de 10* Gauss,
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Fig. 3.8: Lineas de nivel de: (a) campo magnético toroidal (diagrama de mariposas), (b)
potencial vector toroidal A,, y (c) campo magnético radial, en un plano latitud-tiempo
paran =54 x 10" ecm? s7!, a =5,7em s}, y By = 2,2 x 10® cm s~!. Lineas continuas y

punteadas indican polaridades opuestas. El valor maximo del campo toroidal es 10° G.
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Fig. 3.9: Lineas de nivel de: (a) campo magnético toroidal, (b) potencial vector toroidal, y
(c) campo magnético radial, en un plano latitud-tiempo paran = 6 x 10! cm? s7, @ = 4,5

cm sl y By = 2,2 x 10® cm s™!. El valor maximo del campo toroidal es 10* G.
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mientras que el campo poloidal tiene una intensidad del orden de 10 Gauss, ambos valores

coincidentes con las mediciones.

La velocidad del flujo meridional tiene una influencia profunda en la determinacién
del periodo del ciclo, mientras que la amplitud de a no. Esto estd en buen acuerdo con
resultados obtenidos con otros modelos [Dik99]. Una de las dificultades presentes en este
modelo es la presencia de actividad magnética en latitudes altas. En el caso solar, la regién

de intensa actividad magnética se restringe a latitudes menores a los 35°.

El dinamo tienen un mddo periédico con una amplitud dada, ya que un aumento en
la amplitud del campo magnético reduce o por medio de la saturacién no lineal. En
estas ecuaciones, el término no lineal es asi responsable de fijar el sistema en un modo
oscilatorio estable. El sistema tiene oscilaciones de relajacién que estin en buen acuerdo
con las observadas en el niimero de manchas. Para verificar esta afirmacién y estudiar las
oscilaciones de relajacién, reconstruimos el espacio de fases a partir del nimero de Wolf y

lo comparamos con el modelo.

Con el fin de reconstruir el espacio de fases, realizamos un embedding [Min00, Min01a]
de la serie temporal del nimero de manchas diario (Figura 3.2). Dado que la magni-
tud de interés en el ciclo solar es el campo magnético, debemos obtener un estimador de
su amplitud a partir de los datos disponibles. Asumiendo que el nimero de manchas es
aproximadamente proporcional al cuadrado de la intensidad del campo magnético toroidal
[Lei69, Sti76, Tob95, Sch99)] obtenemos una serie temporal para la intensidad de campo
magnético medio por medio de los siguientes pasos: (a) tomamos la raiz cuadrada del
nimero de manchas, y (b) cambiamos el signo de la serie en cada minimo [Bra53]. Como el
ntimero de manchas diario tiene un nivel considerable de fluctuaciones de alta frecuencia,
suavizamos la serie temporal utilizando un filtro en frecuencias en el que todas las frecuen-
cias con amplitudes menores que 2% de la amplitud del fundamental son eliminadas. Luego
reconstruimos el espacio de fases B vs. dB/dt a partir de la serie resultante utilizando un

embedding diferencial [Min98, Gil98], donde las derivadas temporales fueron calculadas uti-
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Fig. 3.10: Espacio de fases de la serie temporal observacional (R), y reconstruido a partir

de las simulaciones (B?).

lizando diferencias finitas centradas. La Figura 3.10 muestra el espacio de fases usando un

paso de 200 dias en el calculo de la derivada por diferencias finitas.

Se puede observar un ciclo limite con ligera forma rectangular, superpuesto a un fuerte
comportamiento irregular. La dindmica es lenta en los lados verticales y rapida en los
horizontales. Esta forma rectangular y la diferencia de velocidad en el flujo en diferentes
regiones de la trayectoria esta asociada con el crecimiento rdpido y el decrecimiento lento
observado en el ciclo solar (ver Figura 3.2). El nimero de manchas alcanza su méximo en

aproximadamente 4 anos, mientras que tarda 7 en alcanzar el minimo.

Con el fin de realizar una comparacion de la trayectoria en el espacio de fases y nuestras
simulaciones, aplicamos el mismo método al valor medio en latitud de la intensidad de
campo magnético toroidal. La trayectoria en el espacio de fases asi obtenida se muestra
también en la Figura 3.10. El sistema dindmico tiene una solucién atractora que ajusta co-
rrectamente la forma del ciclo limite promedio, y que comparte algunas de las caracteristicas

principales encontradas en la serie temporal de los datos: (a) las diferentes escalas tem-
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porales en diferentes porciones de la trayectoria, y (b) la forma rectangular del ciclo. De
hecho, la diferencia en las escalas temporales y la forma rectangular del ciclo aumenta a

medida que la difusividad n del modelo se reduce.

La serie temporal del nimero de manchas tiene también un comportamiento irregular
que no es explicada por nuestro modelo, como puede observarse en la trayectoria en el
espacio de fases. Sin embargo, el modelo que presentamos en este capitulo modela correcta-
mente muchas de las componentes regulares del ciclo solar. Presenta un periodo magnético
de 22 anos con evolucién esgacial que asemeja los diagramas de mariposas de Maunder. El
campo magnético toroidal se genera en latitudes medias y migra hacia el ecuador, aunque la
latitud en la cual el campo alcanza su madximo es mayor que en el caso solar. La intensidad
del campo toroidal es de 10* Gauss, mientras que la del campo poloidal es de 10 Gauss,
en buen acuerdo con las observaciones. Ademads, el campo tiene oscilaciones de relajacién,
alcanzando su maximo en un tiempo menor que el que tarda en llegar al minimo. En el
préximo capitulo estudiaremos las causas de las irregularidades presentes en el ciclo solar,

y utilizaremos los resultados para extender el modelo.



Capitulo 4

Irregularidades en el ciclo solar

4.1 Introduccion

Si bien el ciclo de once anos estudiado en el capitulo anterior emerge con evidente claridad
en la serie temporal de manchas solares, una inspecciéon mas cuidadosa muestra que la serie
no es estrictamente peridédica y que presenta fluctuaciones, tanto en su periodo como en la
intensidad de los maximos. El mdximo en cada ciclo puede variar hasta un 100% respecto
del ciclo anterior, mientras que el periodo muestra fluctuaciones tipicas entre ciclos de 2

anos (ver la Figura 3.2).

Ademas de esta variacion en la serie temporal, el ciclo solar presenta irregularidades
en la distribucién espacial de las manchas y de otros eventos asociados con la actividad
magnética (ver la Figura 3.3), con asimetrias en la actividad entre los hemisferios norte y
sur, y fluctuaciones en las latitudes de aparicion de las primeras y uiltimas manchas de cada

ciclo.

Las observaciones diarias del nimero de manchas comienzan poco antes del afio 1820.
Sus areas y latitudes de aparicién, datos necesarios para la construccién del diagrama de

mariposa de Maunder, estan disponibles desde 1874. En los iultimos afos la cantidad de

57
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Fig. 4.1: Ilustracién de las crénicas de John de Worcester. Es el primer dibujo conocido
de un avistamiento de manchas solares, fechado en el 8 de diciembre de 1128. Muestra dos
manchas en el disco solar, la mayor en el hemisferio superior y otra menor en el inferior. El
hecho que pueda distinguirse la umbra y la penumbra en el dibujo de las manchas sugiere

que su tamano debe haber sido excepcionalmente grande [Sou70].

observaciones relacionadas con la actividad magnética solar crecié significativamente, per-
mitiendo la construccién de diagramas de mariposas magnéticas (Figura 3.3.b) y brindando
datos precisos sobre las propiedades de los movimientos en el interior del Sol. Sin embargo,
la disponibilidad de estos datos se reduce a las tiltimas dos o tres décadas, mientras que para
el estudio de las irregularidades es necesario contar con series temporales extensas. Por ello,
las manchas solares siguen siendo el unico indicador confiable de la actividad magnética

solar en periodos largos de tiempo.

Se han realizado numerosos esfuerzos para extender hacia el pasado la informacion
brindada por el nimero de Wolf diario (Figura 3.2). El valor medio anual del nimero de
manchas se conoce en forma continua desde el ano 1700. Desde un punto de vista histérico,
se han hecho recopilaciones de antiguos avistamientos a ojo desnudo [Wit87] (ver un ejemplo

en la Figura 4.1), y de las observaciones realizadas desde la invencién del telescopio [Edd80].
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Fig. 4.2: Nﬁmer? de Wolf anual R desde 1611 hasta el afio 2000. Los datos anteriores a
1700 correspondeﬁ a reconstrucciones llevadas a cabo por Eddy [Edd80]. La disminucién en

la actividad solar durante la segunda mitad del siglo 17 corresponde al minimo de Maunder.

Estos ultimos datos permiten extender la serie temporal en forma discontinua hasta el afio

1611 (Figura 4.2).

Una de las caracteristicas mas llamativas de esta serie, es la presencia de un extenso
periodo en el cual la actividad magnética se vio reducida drasticamente, durante la segunda
mitad del siglo 17. Este periodo es conocido como minimo de Maunder. Si bien el nimero
de manchas en este periodo tiene una gran incerteza, otros indicadores también sugieren que
el Sol ha tenido varios periodos con una reduccidn significativa de su actividad magnética

[Bee98].

Diferentes observaciones muestran que los rayos césmicos que llegan a la Tierra tienen
una anticorrelacién con el nimero de manchas solares. La explicacién de este resultado es
bastante simple, ya que si el campo magnético del Sol es mas intenso (durante el méximo
de actividad) resulta comparativamente mas dificil que las particulas cargadas lleguen a la
Tierra. El flujo de rayos césmicos (en las energias que se necesitan para formar 4C) es
un 20% menor cerca del mdximo de actividad solar que durante los minimos. Cuando las
particulas colisionan con 4tomos estables de '2C y 3C presentes en la atmésfera terrestre,

forman '4C radiactivo que decae con una vida media de 5730 afios. La medicién de 4C
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absorbido en 4rboles o en hielo permite extender la historia del ciclo solar a épocas mucho
mas remotas (del orden del tiempo de decaimiento de los isétopos), para los cuales no hay
registros sistematicos del nimero de manchas. Estudios de ¥C y !°Be sugieren que otros

minimos de actividad similares al de Maunder han ocurrido en el pasado [Wag01].

La formacién de “C y Be no es la inica consecuencia en la Tierra de la actividad
magnética solar. Una vez que emerge a alturas coronales, el campo magnético se aglutina en
las llamadas regiones activas, las cuales confinan un plasma de 2-3 x 10® K y son observables
en rayos X blandos. Su dinégnica y calentamiento son gobernados por el campo magnético,
y son proclives a sufrir violentas inestabilidades que se manifiestan en eventos llamados
fulguraciones solares [Fer0l, Fer02]. En las fulguraciones se generan rayos X duros, se
aceleran particulas cargadas, y se producen eyecciones de masa coronal. Estas tultimas,
al llegar a la Tierra, causan interferencias en comunicaciones radiales, auroras boreales y
australes, y la expansién de la alta atmdsfera terrestre. Este tipo de eventos han sido por
ejemplo responsables de la caida de la estacion espacial Skylab en 1980, varios anos antes

de lo previsto.

Mientras que los modelos de dinamo cinematico explican las caracteristicas medias del
ciclo solar, la causa de sus irregularidades permanece todavia desconocida. Dos mecanis-
mos han sido propuestos en la literatura para explicarlas: caos o estocasticidad. En ambos,
se introducen efectos nuevos en la ecuacién del dinamo cinemdtico con el fin de generar
las irregularidades. En cierta forma, se agrega empiricamente informacion de la fisica del
problema, que fue despreciada al simplificar el sistema del dinamo magnetohidrodinamico
para obtener la aproximacién cinematica. En cierto sentido, estos intentos pueden verse
entonces como un paso hacia la resolucién del problema completo del dinamo, que tratare-
mos en el capitulo siguiente. La pregunta de fondo es: ;Puede modelarse la dindmica de
las irregularidades con unos pocos grados de libertad, o es necesario tener en cuenta toda la

complejidad de la turbulencia convectiva solar, y por lo tanto infinitos grados de libertad?
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En el escenario caético [Jen91, Kno95], un conjunto de ecuaciones simplificadas da una
regla determinista para las variables que muestran dindmica compleja. Generalmente, esto
se hace mediante la introduccién de términos o ecuaciones que modelan el efecto de la
fuerza de Lorentz en el campo de velocidades. Aunque existen algunos modelos descriptos
por ecuaciones diferenciales en derivadas parciales [Jen91], la complejidad introducida en el
problema por efecto de los términos no lineales fue estudiada en forma extensa en modelos
truncados [Ze183,; Kno95, Kno98]. Sin embargo, se sabe que la introduccién de grados
de libertad adicic@nales en estos sistemas altamente truncados, usualmente destruye las

propiedades del atractor cadtico [Wei84, Cat96b, Tob97].

Hasta el momento no se ha encontrado evidencia definitiva de la presencia de caos de
baja dimensionalidad en la dindmica del nimero de manchas, debido principalmente al
numero insuficiente de datos en la serie temporal [Car94, Pal99]. Algunos estudios [The86,
Ddm93] muestran que los algoritmos cominmente usados para buscar atractores caéticos
de baja dimensionalidad en series temporales (por ejemplo, estimadores de exponentes
de Lyapunov), pueden converger en forma espirea cuando se aplican a series temporales
limitadas. También se encontré que otros indicadores, como el aumento en el error de la
prediccién con el aumento del horizonte predictivo, pueden ser observados en sistemas con

un esqueleto determinista y componentes estocasticas [Rue90, Eck92].

Como escenario alternativo, en trabajos recientes se ha presentado la idea de un dinamo
solar excitado por ruido [Cho92, Hoy93, Cha00, Min00]. La complejidad espacial y temporal
de las celdas convectivas en el Sol da origen naturalmente a un proceso estocdastico que afecta
el comportamiento del dinamo. En la aproximacién de campo medio, las fluctuaciones
del campo juegan un rol preponderante ya que la teoria es en esencia estadistica [Cho92,
Hoy93, Oss96]. En otras teorias, como la de Babcock-Leighton, la idea de estocasticidad
es introducida en forma directa por la naturaleza de los mecanismos fisicos involucrados
[Cha00]. En este marco, las irregularidades espaciales y temporales pueden ser descriptas
como resultado del proceso estocastico asociado a la erupcién de los tubos de flujo magnético

que generan las manchas. En ambos casos, el forzado estocastico es una forma de modelar la
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interaccion del sistema determinista con modos en la microescala que no fueron considerados

en la clausura de las ecuaciones.

Actualmente los modelos no lineales no consideran estos efectos, e intentan explicar el
comportamiento irregular utilizando atractores cadticos de baja dimensionalidad. Por otro
lado, los modelos estocdsticos consideran las fluctuaciones de los campos, pero las ecua-
ciones deterministas utilizadas para describir la evoluciéon los campos medios son usual-
mente lineales [Hoy94]. En muchos casos las ecuaciones son severamente truncadas, preser-
vando solo ondas arménica.g viajeras o las primeras autofunciones del sistema linealizado
[Hoy93, Oss96]. En casos en los que efectos no lineales son considerados, las ecuaciones son
integradas en geometria plana [Cho92, Oss96], o solo es estudiada la evolucién temporal

[Min00, Min01aJ.

Dada la intensidad del campo magnético en la base de la zona convectiva, los efectos no
lineales no puede ser despreciados en el caso del dinamo solar. Tampoco el rol de los efectos
estocasticos es despreciable. Muchas irregularidades observadas en el ciclo solar, como las
asimetrias presentes en la actividad de los hemisferios norte y sur, fueron interpretadas
por diferentes autores en términos de comportamiento caético [Tob95, Bee98], o estocdstico
[Oss96]. Otros fenémenos solo han podido ser reproducidos correctamente considerando
componentes estocasticas, como la correlacién observada entre amplitud y fase en el niimero
de Wolf [Cha00]. Finalmente, los minimos prolongados de actividad como el de Maunder,
parecen tener su explicacién natural en efectos no lineales, ya que resulta dificil producir
periodos largos de actividad reducida en modelos lineales con forzado estocastico. En
este contexto, Moss ha presentado un dinamo no lineal forzado por ruido con minimos de
actividad similares al de Maunder [Mo0s92]. Aparentemente, toda la complejidad presente
en la dindmica solar puede ser descripta en forma correcta mediante una superposicién

adecuada de efectos dinamicos y forzado estocastico.

En este capitulo presentamos un anélisis detallado de las observaciones disponibles del

ciclo solar, utilizando modernas técnicas matematicas. En una primera parte (Seccién 4.2)
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analizamos la correlacion entre amplitud y fase de series temporales, y en una segunda parte
(Seccidn 4.3) investigamos las correlaciones presentes en series espacio-temporales como los

diagramas de mariposas.

La correlacion entre amplitud y fase en la serie temporal del nimero de Wolf es conocida
desde principios de siglo. Utilizando el concepto de sefial analitica de Gabor, analizamos esta
senal con el fin de cuantificar esta correlacién y estudiar sus propiedades. Los resultados
sirven para validar o refutar modelos, pero la extensién de la serie no es suficiente para

descartar la existéncia de un atractor cadtico.

A pesar de la mayor informacién contenida en los diagramas de mariposas, hasta el
momento no se han hecho estudios detallados de la complejidad presente en estas senales
espacio-temporales. Utilizando una descomposicién bi-ortogonal de los datos, buscamos
evidencia de caos o estocasticidad en los diagramas de mariposa de Maunder y en los
modernos datos obtenidos a partir de magnetogramas. Finalmente, los resultados de estos
andlisis son utilizados para modelar las irregularidades, (Seccién 4.4) tomando como base

el modelo presentado en el capitulo anterior.

4.2 Correlacién amplitud-fase

Los intentos por descubrir la causa de las irregularidades han generado una gran cantidad de
resultados cualitativos que conciernen a la forma y las caracteristicas generales del nimero
de Wolf. Asi por ejemplo, en casi todos los picos de la serie temporal se encontré un aumento
rapido y decrecimiento lento. En 1935, Waldmeier [Wal35] descubrié una correlacién entre
la amplitud del ciclo y su extensién: ciclos de mayor amplitud duran menos que los ciclos
mas débiles, principalmente debido a que los ciclos mas intensos alcanzan el maximo de
actividad en un tiempo mas corto. En 1978, Dicke [Dic78, Dic79] observé que los ciclos

cortos son seguidos por ciclos mas largos, como si el Sol “recordase” la fase del ciclo.
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Mas recientemente, Hoyng [Hoy93, Hoy96] mostré que el salto en la fase y la amplitud
del ciclo se mantuvieron fuertemente correlacionados por mas de 300 afos. Para ilustrar
el efecto encontrado por Waldmeier, Hoyng utilizé la amplitud maxima de cada ciclo, y su
extension temporal para estimar el cambio en la fase. Esta correlacion es correctamente
explicada por la teoria de campo medio, que también predice una dependencia lineal entre
el logaritmo de la amplitud y el salto en la fase entre maximos [Hoy96]. De hecho, los datos
observacionales parecen realizar un paseo al azar alrededor de la funcién de correlacién

predicha por la teoria.
L

Estas propiedades fueron utilizadas recientemente por Palus y Novotna para mostrar en
la dindmica del ciclo solar la existencia de un oscilador no lineal subyacente [Pal99]. Para
determinar la amplitud y fase de la serie temporal de manchas en cada instante, los autores

utilizaron el concepto de sefial analitica de Gabor [Gab46, Gil98].

En senales arménicas, la fase crece linealmente con el tiempo. En un sistema no lineal, el
crecimiento de la fase no es uniforme y depende en general de la amplitud. Cualitativamente,
podemos describir la evolucién de la amplitud A y de la fase ¢ de un sistema no lineal por

la ecuacion

F(A)=w—-wyp, (4.1)

donde wp es la frecuencia media de la serie temporal, w = d¢/dt es la frecuencia, y la

funcién F(A) considera la dependencia de la frecuencia con la amplitud [Ros96, Far81].

No es posible en general dar una definicién de fase que resulte valida para cualquier
sistema no lineal. Al realizar analisis de senales, la fase y amplitud son usualmente definidas
por medio de la sefial analitica de Gabor. La senal analitica x(t) de una sefal real arbitraria

s(t) estd dada por la funcién compleja

x(t) = s(t) +i5(t) = A(t)e®® | (4.2)
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donde la funcién §(t) es la transformada de Hilbert de s(t),

5(t) = %P.v. [ / s(r) d'r] (4.3)

t—T1

Aqui P.V. significa valor principal de Cauchy, y en la ecuacién (4.2), A(t) es la amplitud
instantanea y ¢(t) la fase instantdnea. En este marco, la frecuencia instantédnea w(t) puede
ser naturalmente definida como la derivada temporal de ¢(t) [Gil98]. Este método permite
obtener la amplitud y la fase de cualquier sefial escalar s(¢). La introduccién de una
representacion coxglpleja de la senal puede ser interpretada como la extension de la notacién
usada com\'mment;e en Optica y electromagnetismo para describir una onda monocromatica,
y ha encontrado interpretacién fisica directa en deteccién fotoeléctrica [Man65, Bal68], y

dindmica no lineal [Ros96].

Otras definiciones alternativas de amplitud y fase generalmente pueden darse después
de reconstruir el espacio de fases a partir de la sefial [Pik97). En este sentido la sefial
analitica de Gabor permite obtener amplitud y fase directamente a partir de las series

experimentales.

En el caso solar y tal como lo senaldramos al comienzo de esta seccién, Hoyng [Hoy96]
encontré una correlacion entre amplitud y salto de fase tomando para el calculo un punto
por periodo. Al considerar las seiiales instantdneas (para todo punto de la serie temporal) la
diferencia en la fase es reemplazada por su derivada temporal w. Para estudiar la correlacién
por este método, utilizamos la serie anual de manchas desde el afio 1700 (Figura 4.3.a).
Con el fin de remover ruido de alta frecuencia aplicamos a los datos un promedio con una
ventana de 13 puntos y luego otro de 3 puntos. La transformada discreta de Hilbert (4.3)
puede ser computada aplicando a los datos un filtro espectral con respuesta unitaria en
amplitud y de /2 en la fase para todas las frecuencias. A partir de la sefial transformada
podemos obtener la amplitud y fase instantdneas utilizando la ecuacién (4.2). La frecuencia
instantdnea w estd dada por la derivada temporal de la fase. Para evitar el aumento del
ruido introducido por esta operacion, usamos para su calculo una regresion lineal robusta

con una ventana de 7 muestras [Pre86]. Finalmente, las series temporales de amplitud y
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Fig. 4.3: (a) Nimero de Wolf anual R desde el afio 1700 hasta el afio 2000. (b) Senales
¢

de amplitud A (negro) y frecuencia w (gris) obtenidas con la sefial analitica de Gabor.

frecuencia fueron filtradas mediante un promedio con una ventana de 13 puntos. El mismo
procedimiento fue utilizado en el anélisis de la sefial por Palus y Novotna [Pal99]. La Figura

4.3.b muestra las series temporales obtenidas.

La amplitud instantinea corresponde a la modulacién de la serie temporal original.
Como puede observarse, amplitud y frecuencia estin anticorrelacionadas: cuando una es

maxima la otra es minima. El calculo de la correlacién cruzada

o - L ABw(

T TA@)dt Jw(t)dt’ (4.4)

entre la amplitud A y la frecuencia w, da por resultado —0,54. La Figura 4.4 muestra la
frecuencia instantdnea en funcién del logaritmo de la amplitud. Considerando la relacién
(4.1) y los resultados de Hoyng que predicen una relacién lineal entre estas variables [Hoy96),

podemos escribir
log(A) =yw+4. (4.5)

La Figura 4.4 también muestra el mejor ajuste posible a los datos, con v = -3,9 £ 0,8,
§=15+0,5y SD =0,3 (SD: desviacién estandard). Los datos en la Figura 4.4 parecen

realizar un paseo al azar alrededor de la funcién de correlacién predicha por la teoria.
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Fig. 4.4: Logaritmo de la amplitud A y frecuencia w instantdneas. En gris se muestra el

mejor ajuste lineal a los datos.

Para el cdlculo de los errores en vy y § consideramos que las observaciones anteriores
a 1820 tienen una gran incerteza, mientras que las mas recientes tienen un error de 5%
[Fou90]. Estos resultados muestran que tanto la correlacién entre amplitud y salto de fase
como la relacién (4.5) tienen soporte observacional y tedrico. Por lo tanto, la fase y amplitud

en los modelos del dinamo solar deberian tener el mismo comportamiento.

La comparacién de la correlacion observada contra la generada por modelos del ciclo
solar sirve asi como prueba de los mismos. Estas propiedades fueron recientemente us-
adas para validar resultados cualitativos de un modelo de dinamo solar forzado con ruido
[Cha00]. El formalismo matemdtico de Gabor permite realizar comparaciones cuantitativas
con los modelos tedricos. En particular, usando este método Mininni, Gémez y Mindlin
[Min02c] compararon la correlacién de un modelo con esqueleto determinista basado en las
ecuaciones del dinamo y con forzado estocastico [Min00], contra otro en el cual la dindmica
del ciclo solar es explicada mediante un proceso puramente estocdstico [Bar80]. Ambos
modelos generan series temporales de manchas similares a las observadas. Sin embargo,

los resultados muestran que mientras el modelo con esqueleto determinista genera series de
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amplitud y fase con una correlacién cruzada ente amplitud y fase de —0,56 y valores de v y
d similares a los observados, el modelo estocdstico no presenta anticorrelacién ni satisface la
relacién (4.5). Utilizando un formalismo distinto, Ossendrijver y Hoyng [Oss96] compara-
ron la correlacién generada por un dinamo con esqueleto determinista y forzado estocastico
contra modelos donde las irregularidades son generadas por caos de baja dimensionalidad.
Los resultados muestran que la correlacion observada no puede ser generada correctamente

por los modelos cadticos sometidos a la prueba.

Durante los dltimos aﬁos! la teoria de sistemas dindmicos ha dado un mensaje claro: el
comportamiento complejo puede ser el resultado de reglas deterministas sencillas. Sin em-
bargo, esto no significa que cualquier sistema complejo pueda ser entendido en esta forma.
Las preguntas criticas en este caso son: ;Existe una regla sencilla detris de una serie tem-
poral compleja? ;Cémo podemos validar o refutar modelos que muestran una dindmica
compleja? Esta tltima pregunta es particularmente importante en los casos en los que
la dinamica del sistema puede ser cualitativamente reproducida tanto por paradigmas es-
tocasticos como deterministas. Este es precisamente el caso en el ciclo solar, y la serie
temporal observacional no es lo suficientemente extensa como para responder estas pregun-
tas con los métodos utilizados cominmente. Las propiedades de correlaciéon entre amplitud
y fase, relacionadas con propiedades morfolégicas del ciclo solar, pueden ser utilizadas con
este fin. El método aplicado a diversos modelos muestra que los sistemas con un esqueleto

determinista y forzados por ruido pueden explicar estas propiedades satisfactoriamente.

4.3 Series espacio-temporales

En la seccién anterior hemos visto que las bisquedas de evidencia de caos en las series
temporales no dieron resultados concluyentes. Curiosamente, no se han realizado intentos
con los datos espacio-temporales a pesar la mayor cantidad de informacién contenida en

estas series. Hasta el momento, la distribucién espacial de manchas solares [Gok92] o de
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campo magnético [Ste86] solo fue usada para la bisqueda de relaciones de dispersién, pero

no con el fin de caracterizar la complejidad de la dindmica.

Por otra parte, recientemente se han desarrollado una gran cantidad de herramientas
para el estudio de la complejidad de series espacio-temporales en sistemas extensos. Ha-
cia 1990, la descomposicién bi-ortogonal (DBO) fue propuesta como una descomposicién
apropiada para fenémenos regulares complejos [Aub92, Krm97]. La descomposicién de
una senal espacio-temporal da por resultado un conjunto ortogonal de modos espaciales
y temporales acoplados entre si. Estos modos son empiricos y estin definidos como los
autovectores de un operador lineal construido a partir de los datos. La proyeccién obtenida
es Optima, en el sentido de que los modos estin ordenados por su energia en lugar de (por
ejemplo) su nimero de onda. Como resultado, cualquier proyeccién en los primeros modos

captura la mayor energia posible del patrén [Hol96).

En esta seccion presentamos una descomposiciéon en modos bi-ortogonales de la dis-
tribucién espacial y temporal del area de las manchas solares desde el ano 1874. El analisis
muestra claramente un ciclo determinista con un fondo estocdstico, sin evidencia de caos

de baja dimensionalidad [Min02d].

Dada una serie espacio-temporal u(z,t) (que en general puede ser compleja), donde
z € X y t € T son respectivamente las variables espaciales y temporales, podemos definir

un operador lineal U : H(X) — H(T) tal que
Vo H(X)  (U9)H) = [ ulz, (@) ds, (46)
y su operador adjunto Ut : H(T) - H(X) dado por

Vye HT)  (UM)(z) = /T ' (z, )9(t) dt (4.7)
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En esta seccidn la daga denota al operador adjunto, y el asterisco al complejo conjugado de
la senal. Asumiendo que U es un operador compacto, su espectro es entonces un conjunto

numerable de puntos singulares y la sefial u(z,t) puede ser escrita como

w(zf) = 3 by @ (t) , (48)
k=1

donde ay, ¢r y ¥ son .elementos de la descomposicién espectral del operador U. Mas

especificamente, son soluciones del problema de autovalores dado por las ecuaciones
{

(UU k) (z) = ajér(z) , (4.9)
(UUe)(8) = aje(t) - (4.10)
Los autovalores oy y autofunciones ¢x y ¥, satisfacen también las condiciones

a>a>-->0, limax=0, (4.11)

k—o0

(6ks 1) = (n, ¥1) = 6y (4.12)

donde (f, g) es el producto interno entre las funciones f y g. La convergencia de la ecuacién

(4.8) es en norma.

La serie (4.8) representa la DBO de la seiial u(z,t), y las funciones ¢x(z) y ¥x(t) son
llamadas respectivamente autofunciones y trazas temporales de la descomposicién. También
son comunmente llamadas topos y cronos, ya que corresponden a los modos espaciales y
temporales de la descomposicién. Al utilizar conjuntos de datos finitos y discretos, la suma
en la ecuacién (4.8) se extiende hasta un ndmero finito. En este caso, las ecuaciones (4.9)
y (4.10) también se reducen a un problema de autovalores y autovectores para las matrices
cuadradas UU' y UtU, donde U es la matriz (en general no cuadrada) construida con los

datos.
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Para computar la DBO de la distribucién latitudinal y temporal de manchas solares,
utilizamos el nimero de manchas medido por el Observatorio Real de Greenwich desde mayo
de 1874, con el fin de construir una serie real u(z,t). Estos datos incluyen informacién de
la posicion, momento de aparicidon y area de las manchas. Los datos que se muestran en
el diagrama de mariposas de Maunder (ver la Figura 3.3.a) corresponden al cémputo del
area cubierta por manchas en cada rotacién solar en 50 franjas alineadas en latitud con
proyeccién de area constante. Por lo tanto, u(z,t) es el drea, z es la latitud, y t el tiempo

en unidades de rotacién de Carrington.

Para estudiar la dindmica del ciclo solar seria preferible trabajar con mediciones directas
del campo magnético. Sin embargo, el nimero de manchas es la unica serie espacio-temporal
con extension suficiente como para permitir el estudip en tiempos largos. En este contexto es
importante remarcar que existe numerosa evidencia que indica que la distribucién espacial

de manchas esta en fase con el campo magnético toroidal en el interior del Sol [Sti76)].

Siguiendo las aproximaciones usuales en la teoria del dinamo, construimos una serie
espacio-temporal que sirva como aproximacién de la dindmica del campo magnético toroidal
de la siguiente forma: (1) tomamos la raiz cuadrada del drea de las manchas [Kug99], (2)
cambiamos el signo entre mariposas sucesivas [Bra53], y (3) asignamos diferentes signos en
las alas de mariposas en hemisferios opuestos [Bab61]. El resultado se muestra en la Figura
4.5. Para suavizar cambios abruptos en el signo en el borde de las mariposas y el ecuador,
aplicamos un promedio a primeros vecinos en la serie. Posteriormente confirmamos que
este filtro no afecta los resultados que a continuacién se muestran. Con el fin de verificar
que esta serie temporal da informacién correcta de la dindmica del campo magnético, se
aplicé también la descomposicion a la serie de magnetogramas obtenida para los ltimos

dos ciclos (Figura 3.3.b) y se compararon los resultados.

Al tener los datos 50 puntos espaciales, la DBO discreta consiste en 50 modos, cada
uno indicado por un valor de k, y con sus amplitudes asociadas a;. Las autofunciones

&« (z) describen la topologia espacial de cada modo, y las trazas temporales 1 (t) describen
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Fig. 4.5: Campo magnético toroidal inferido a partir de los datos del diagrama de mari-

posas. Rojo y azul indican polaridades opuestas.
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Fig. 4.6: Campo magnético toroidal reconstruido usando los dos primeros modos de la

DBO. Comparar con la Figura 4.5.
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su evolucién temporal. Estos modos son empiricos y en general no son armonicos. Mas
aun, los modos son en esencia estadisticos y por lo tanto no son autofunciones del sistema
dindmico subyacente. Sin embargo definen una base ortogonal (ver la ecuacién [4.12]) y son

optimos en el sentido definido previamente (ecuaci6n [4.11]).

La Figura 4.6 muestra los diagramas de mariposas reconstruidos usando solo los dos
primeros modos (k = 1,2) de la DBO del campo magnético inferido. Estos dos modos
describen de manera notable las propiedades medias del ciclo solar. En otras palabras, una
truncaciéon de segundo orden de la serie es una aproximacién muy buena de la dindmica
del ciclo solar. Muchas de las propiedades del ciclo solar pueden ser identificadas en esta
version truncada, tales como la ausencia de manchas en latitudes altas y la migracién hacia
el ecuador de la actividad magnética. Los dos modos contienen el 84,4% de la energia total
del sistema, donde la energia del modo k estd definida simplemente como el cuadrado de

su amplitud ay.

El diagrama de mariposas puede ser interpretado como el resultado de la superposicién
de dos estructuras espaciales oscilantes, con amplitudes y fases aproximadamente constan-
tes. Ambas estructuras, descriptas por los dos primeros topos, son antisimétricas respecto
del ecuador. Las trazas temporales asociadas a estos modos tienen un periodo de 22 afios,
dando asi origen al ciclo solar. También puede observarse en la amplitud de los dos primeros
cronos un aumento rapido y decrecimiento lento, que es un indicador claro de dinamica no
lincal. Estas trazas temporales muestran una diferencia de fase casi constante de 7/2, y la
alternancia de los maximos de cada modo da lugar a la migracién de actividad magnética

hacia el ecuador.

Los modos estan ordenados por energia decreciente, siendo la energia del primer modo
siete veces mayor que la del segundo. Aqui se encuentra la mayor ventaja de la DBO: los
modos se ordenan por sus energias en lugar del nimero de onda, permitiendo facilmente

la identificacion de los modos mas relevantes para reconstruir la dindmica. El resto de los
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modos (k > 2) tienen amplitudes mucho menores que los dos primeros. Por ejemplo, la

energia asociada al tercer modo es 21 veces mas pequeiia que la del primero.

Los modos principales son antisimétricos respecto al ecuador, pero como la magnitud
observada es el nimero de manchas (definida positiva), estos modos dan lugar a mari-
posas simétricas. Los modos 3 y 4 son simétricos respecto al ecuador, y producen una
ruptura de la simetria previamente descripta. Sin embargo, todos los modos simétricos solo
contienen 9,6% de la energia del sistema, y los cronos correspondientes a estos modos no
muestran ninguna periodicidad. Esta tendencia se mantiene en la descomposicion de los
datos obtenidos a partir de magnetogramas, aunque en forma menos marcada debido a la

menor estadistica.

La Figura 4.7 muestra el espectro Fourier de los cronos correspondientes a los tres
primeros modos. En los primeros dos cronos se puede identificar claramente un pico co-
rrespondiente a un periodo de 22 afos, y otro cercano a los 7 anos. Este pico estd asociado
al aumento rapido y decrecimiento lento en el nimero de manchas durante el ciclo solar,
caracteristica que es preservada en las trazas temporales. Los picos de 7 y de 22 anos
pueden ser también identificados en la descomposicién de los datos obtenidos a partir de

magnetogramas.

Ademas del pico en 22 afios y del pico menor en 7 aios, ninguna otra propiedad puede
ser observada en el espectro. Tampoco existen indicadores de la presencia de subarménicos
en los datos. El espectro de los cronos restantes (k > 2) no muestra ninguna periodi-
cidad. Mas aiin, tests de autocorrelacién no muestran correlacién en los 22 anos, ni en
sus armoénicos o subarménicos. Por lo tanto, pueden ser caracterizados simplemente como
ruido. Para las trazas temporales correspondientes a los dos primeros modos, el coeficiente

de autocorrelacién

_ S (t — 7)dt
(f ¥e(t)dt)®

Ci(7) (4.13)
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Fig. 4.7: Espectro de potencia para los primeros tres modos. Los picos correspondientes

a periodos de 7 y de 22 anos estdn marcados. El modo 3 no muestra ninguna periodicidad.

muestra correlacion positiva en 7 &~ 0 y 7 &~ 422 anos, mientras que la autocorrelacién es
negativa para 7 &~ +11 afios (Figura 4.8). La autocorrelacién de los cronos restantes cae
inmediatamente por debajo de 0,2, lo que implica una fuerte componente estocastica en la

serie temporal.

La ausencia de subarménicos del ciclo de 22 anos en los espectros es una clara evidencia
de la ausencia de caos de baja dimensionalidad, al menos en las escalas temporales que

pueden ser analizadas con estos datos. La periodicidad de los dos primeros modos y la
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Fig. 4.8: Coeficientes de correlacién: (a) para los primeros dos modos, (b) modos 3 y 4.

Los coeficientes de autocorrelacion de los modos 5 al 50 son similares.
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correcta reconstruccion de los diagramas de mariposas sugieren que los aspectos globales
del ciclo solar pueden ser modelados con la superposicién de dos modos deterministas, con
la misma frecuencia y con un desfasaje de 7/2. Estos resultados pueden ser utilizados para
construir modelos basados en la superposicién de las estructuras observadas y un fondo
estocdstico. Los resultados pueden ser también utilizados para validar o refutar modelos

del ciclo solar.

Es posible en principio obtener mas conclusiones sobre el rol de estas irregularidades en
la fisica solar, modelando las mismas como un forzado estocdstico sobre un modelo tedrico
del dinamo que describa adecuadamente la componente determinista. En la préxima seccién
utilizaremos estos resultados en conjuncién con el modelo presentado en el Capitulo 3 para

continuar el estudio de las irregularidades.

4.4 Modelos de dinamo con estocasticidad

Como fue mencionado previamente, los intentos por modelar la dinamica irregular del ciclo
solar estan asociados con caos de baja dimensionalidad o con efectos estocdsticos. Los
estudios realizados sobre las series temporales no dieron resultados definitivos respecto
de cual es la explicacion correcta, dada la insuficiente cantidad de datos. Sin embargo,
ciertas caracteristicas del ciclo, como la correlacién entre amplitud y fase, sugieren que
la explicacion correcta para estas propiedades estd asociada con fendmenos estocasticos.
Asimismo, el andlisis espacio-temporal presentado en la seccién anterior sugiere la misma

conclusién.

i Cuadl es el origen de estos fendmenos estocasticos? En las capas mas externas del Sol
el gradiente de temperatura es lo suficientemente intenso como para que el transporte de
calor por conduccién sea insuficiente, y los elementos de fluido se ponen en movimiento
para transportar el exceso de calor a la superficie. El fluido en esta regidon se encuentra

en estado de turbulencia convectiva. Los elementos ascendentes (calientes) y descendentes
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(frios) generan celdas con diferentes longitudes de correlacién y tiempos caracteristicos.
En la teoria de campb medio, las hipétesis ergddicas usadas al definir el promedio de los
campos automdticamente da origen a coeficientes estocasticos en las ecuaciones del dinamo.
El valor medio sobre un conjunto estadistico es reemplazado por el valor medio espacial
(estrictamente hablando, un valor medio sobre un nimero finito de celdas convectivas).
Debido al nimero limitado de celdas, las fluctuaciones alrededor del valor medio no son
despreciables [Cho92, Hoy93]. Mas ain, de acuerdo a observaciones recientes [Kuz99] y a
estimaciones tedricas [Cho92, Oss96], la amplitud de las fluctuaciones puede ser mayor que

los valores medios de los campos.

En el caso particular del dinamo solar, los movimientos convectivos juegan un rol crucial
en el efecto a. La complejidad espacial y temporal de las celdas turbulentas puede ser
naturalmente descripta agregando una componente estocastica al campo de velocidades,
que a su vez introducird estocasticidad en el efecto a y en las componentes del campo

magnético.

Las propiedades observadas en el espacio de fases reconstruido a partir de las series
temporales [Min00], la correlacién entre amplitud y fase [Min02c], y la descomposicién bi-
ortogonal de los datos [Min02d], sugieren que la dindmica del ciclo solar puede ser modelada
mediante un oscilador de relajacion forzado por ruido. De hecho, los analisis sugieren que
las ecuaciones del dinamo forman el esqueleto determinista responsable de la relajacién del
sistema a un modo de oscilacién estable, mientras que las irregularidades en el ciclo pueden
ser explicadas considerando fluctuaciones que simulen la interaccién del sistema con grados

de libertad no contenidos en el modelo [Min02a].

Aunque en principio todos los pardmetros pueden fluctuar con componentes estocasticas,
las variaciones en « son las mas importantes ya que el coeficiente controla la amplitud del
término no lineal. Ademas, a puede tomar signos opuestos en diferentes celdas, mientras que
por ejemplo la difusividad total 7 es una cantidad definida positiva. Finalmente, en otros

modelos de dinamo se ha observado que fluctuaciones en a dan por resultado la correlacién
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correcta entre amplitud y fase del ciclo, mientras que fiuctuaciones (por ejemplo) en la

velocidad meridional dan por resultado una correlacién errénea [Cha00].

En el marco de nuestro modelo, introducimos una separacién de a en una parte media

o y una una componente fluctuante da = r€. Por lo tanto,
a=aoq+71E, (4.14)

donde £ es una variable estocastica gaussiana con dispersién unitaria. El pardmetro r es

entonces la dispersion estadistica de a.

i Cuadles son las propiedades de correlacién de las fluctuaciones en a? El efecto a esta
ligado al campo de velocidades en la regién convectiva solar. Alli podemos encontrar difer-
entes estructuras: celdas convectivas de diferentes tamafos caracteristicos, con didmetros
desde 1.000 km (granulos) hasta didmetros de 30.000 km (supergranulos), y celdas gigantes
con longitudes caracteristicas del orden de la profundidad de la zona convectiva. El efecto
« estd asociado a la helicidad del flujo, y por lo tanto requiere que la simetria de refiexién
se rompa por algiin mecanismo o fuerza externa. La fuerza responsable de esto es la fuerza

de Coriolis debida a la rotacién del Sol.

El nimero de Rossby es el pardmetro adimensional que cuantifica la importancia de la

fuerza de Coriolis en la dinamica del fluido:
(4.15)

donde U y L son respectivamente la velocidad y la escala espacial caracteristica de los flujos

de interés, y (2 es la frecuencia de rotacion solar (= 1/27 dias).

La fuerza de Coriolis es importante cuando el nimero de Rossby es pequeno. Con-
siderando Rs =~ 1 podemos calcular cual es la escala mas pequefia que sufrira el efecto
de esta fuerza. Para movimientos convectivos con velocidades de unos pocos metros por
segundo, obtenemos que la longitud a partir de la cual la fuerza es relevante es de aproxi-

madamente 150.000 km. Esta escala corresponde al tamano de las celdas gigantes (Figura
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Fig. 4.9: El Sol visto por el interferémetro Michelson-Doppler (MDI) a bordo del SOHO:
(a) supergranulos (su tamaifio es aproximadamente el de la Tierra), y (b) celdas gigantes
(mas grandes que Jupiter). Los tonos de gris indican la velocidad de elementos de fluido

moviéndose en la direccién del observador (NASA /Marshall Space Flight Center).

4.9), y es la escala mas pequena en la que las fluctuaciones en el valor de o pueden estar

correlacionadas.

Considerando estos resultados, asumimos una correlacién espacial para el ruido de 2x10°
km; £ es constante en cada celda, y su valor es cambiado al azar cada 30 dias (el tiempo de
vida medio de estas estructuras). A modo de ejemplo, la Figura 4.10 muestra el resultado

de integrar el sistema (3.5) con o dado por la ecuacién (4.14) y r = 11,25 m s~.

Las fluctuaciones impuestas tienen mayor intensidad que ap (da/c, = 2,5). Esto da
como resultado grandes variaciones en la amplitud del término fuente. Por ejemplo, en una
celda dada existe una probabilidad alta de que el signo de « sea opuesto al valor medio corre-
spondiente a ese hemisferio. Esto esta en buen acuerdo con observaciones [Kuz99], y estima-
ciones teéricas (Choudhuri [Cho92], y Ossendrijver y Hoyng [Oss96], estiman da/aq = 3).
Aun para fluctuaciones fuertes, las soluciones no se apartan mucho del ciclo atractor, siem-

pre que el tiempo de correlacién sea mucho menor que el periodo del ciclo.
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Fig. 4.10: Campo magnético toroidal, para fluctuaciones da con una correlacién temporal
de 30 dias y espacial de 2 x 10° km, y r = 11,25 m s~!. El ciclo es estable frente a la
perturbacion, aunque su periodo y amplitud se vuelven irregulares. Se puede observar la

asimetria entre hemisferios.

La presencia de una componente estocastica en a introduce naturalmente irregulari-
dades temporales y espaciales en el diagrama de mariposas. Las caracteristicas del ruido
(su correlacién espacial y temporal) no introducen grandes cambios en la medida que el
tiempo de correlacién sea bastante menor que el del ciclo. También aparecen asimetrias
entre los hemisferios norte y sur, junto con fluctuaciones en la linea divisoria de polaridad
en el ecuador, dando origen a regiones aisladas de polaridad invertida en el diagrama de

mariposas.

Con el fin de comparar cuantitativamente las irregularidades generadas por las ecua-
ciones del dinamo forzadas con ruido con la de los datos observacionales, estudiamos las
propiedades estadisticas del ciclo en ambos casos. Previamente, deben hacerse algunas
hipétesis para vincular el campo magnético generado por el modelo con el numero de man-
chas. Considerando nuevamente el nimero de manchas como proporcional al cuadrado del
campo magnético toroidal [Lei69, Sti76, Tob95, Kug99], tomamos el valor medio espacial
del cuadrado del campo toroidal, y normalizamos la amplitud de la serie temporal resul-
tante de forma tal que su valor medio coincida con el valor medio del nimero de manchas.

La serie asi generada muestra un aumento rapido y un decrecimiento lento en el nimero
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Periodo Dispersion Maximo Dispersion

[afios] [afios] [manchas] [manchas]
Modelo 10,6 1,1 120 36

Ciclo solar 10,7 0,8 113 40

Tabla 4.1: Valores medios del periodo y de la amplitud de los maximos con sus correspon-
dientes dispersiones, para los datos observacionales (nimero de manchas diario), y para el

sistema dinamico forzado por ruido.

de manchas, con un periodo medio de 10,6 anos, que coincide aproximadamente con el

observado en el caso solar.

La Tabla 4.1 muestra los valores medios y dispersiones obtenidos para los datos ob-
servacionales y para el sistema dinamico forzado con ruido. Todas las dispersiones que se

muestran en la tabla han sido ajustadas con un tnico pardmetro libre (7).

Otro indicador usado en el estudio de las irregularidades en el ciclo solar son las
asimetrias en la actividad entre hemisferios. La asimetria entre el hemisferio norte y el
sur ha sido estudiada por varios autores [Car93, Oli94, Oli96, Wat96], y su existencia y
caracteristicas estidn razonablemente bien establecidas. Esta asimetria es medida por el

coeficiente de asimetria [Car93]

N-§
= 4.
AS = =3 (4.16)

donde N y S denotan el drea cubierta por manchas en el hemisferio norte y sur respectiva-

mente.

Las asimetrias observadas han sido interpretadas por diferentes autores en términos
de comportamiento cadtico [Tob95, Bee98], o de forzado estocdstico [Oss96]. En nuestro

modelo estidn presentes tanto efectos dinamicos no lineales como de estocasticidad.
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Fig. 4.11: Coeficiente de asimetria AS generado con el modelo. Los minimos de actividad
estan indicados por barras grises verticales. La asimetria generalmente tiene picos en los

minimos, en coincidencia con las observaciones.

A partir del andlisis de las observaciones tanto Carbonell, Oliver y Ballester [Car93],
como Watari [Wat96] concluyeron que la asimetria es probablemente el resultado de un
proceso estocastico. El estudio de la serie también mostré que el coeficiente de asimetria
tiene usualmente maximos cerca de los minimos de actividad [Oss96]. Analisis detallados
de la serie temporal de asimetria AS encontraron evidencia estadistica de una modulacién
en tiempos largos, como asi también un ciclo con un periodo de 12,1 anos y una fuerte

componente aleatoria [0O1i94, Oli96].

El forzado estocdstico (4.14) en las ecuaciones del dinamo (3.5) excita naturalmente
asimetrias entre los hemisferios norte y sur. Para comparar las asimetrias observadas con
las generadas por nuestro modelo, computamos el indice AS usando el campo magnético
toroidal del modelo, repitiendo el procedimiento anterior para generar el nimero de manchas

en cada hemisferio.

La Figura 4.11 muestra una fraccién de 300 anos de la serie temporal AS resultante. Los

periodos de minima actividad magnética son indicados con barras verticales. Al igual que
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en las observaciones, la asimetria tiene usualmente picos cerca de estos minimos. La Figura
4.12 muestra el espectro Fourier del coeficiente de asimetria obtenido al considerar la serie
temporal completa, con una extension de 400 anos. Una modulacién en tiempos largos
puede ser identificada, y también se puede observar un ciclo cercano a los 12 anos. Las

componentes de alta frecuencia del espectro no muestran ninguna caracteristica particular.

Estos resultados estan en buen acuerdo con las observaciones y pueden ser explicados de
la siguiente manera. La naturaleza estocdstica de las asimetrias es el resultado directo del
forzado estocastico en las ecuaciones dindmicas, y la correlacién del ruido es consecuencia
de la integracidn espacial y temporal. En este contexto, parece natural que la asimetria
resulte mas notoria durante los minimos, cuando la contribucién de la parte determinista

de la solucion es comparativamente mas pequena.

Por otro lado, la aparicién de picos en el espectro requiere una discusiéon mas detallada.
La intensidad de la condicién inicial usada en el modelo es simétrica respecto del ecuador.
Sin embargo, la introduccién de ruido enciende sobretonos mucho menos intensos que el
modo fundamental, pero con paridad mixta. La saturacién no lineal en las ecuaciones del
dinamo acopla estos modos de alta frecuencia y paridad mixta con el modo fundamental,
generando como resultado un ciclo determinista controlado por la interaccién de los mo-
dos en las ecuaciones dindmicas. El resultado final es la serie temporal de asimetria AS
con componentes deterministas y componentes fluctuantes. En este contexto es importante
remarcar que el rol del forzado estocastico no se reduce simplemente a introducir irregular-

idades en la solucidn, sino que ademads afecta el acoplamiento no lineal entre modos.

Finalmente, podemos comparar los resultados del modelo con los obtenidos en la descom-
posicién bi-ortogonal de los datos en la seccién anterior. Para ello aplicamos la DBO sobre
la serie espacio-temporal de campo magnético toroidal generada por el modelo. Cuando
el sistema no es perturbado por ruido, el 100% de la energia de la descomposicién se en-
cuentra en modos asimétricos, y los dos primeros modos contienen el 96% de la energia

total. El resto de los modos corresponden a correcciones de pequeiia escala, mientras que
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Fig. 4.12: Espectro de potencia para el coeficiente de asimetria AS generado con el modelo.

Puede observarse una modulacién en bajas frecuencias y un ciclo cercano a los 12 anos.

sus correspondientes cronos son arménicos del ciclo de 22 anos. Los cronos de los primeros

dos modos se encuentran desfasados en 7/2, como en la DBO de las observaciones.

Al considerar el efecto del forzado estocdstico, los dos primeros modos contintan siendo
antisimétricos, con el 86,6% de la energia total del sistema. Sus correspondientes cronos
tienen oscilaciones de relajaciéon con un periodo de 22 aiios, y mantienen el desfasaje en
m/2 entre ambos. El resto de los modos muestran fluctuaciones estocasticas, aunque en este
caso una periodicidad débil puede ser todavia identificada en los modos 3 y 4. La Figura
4.13 muestra los diagramas de mariposa reconstruidos con los primeros dos modos. Aunque
cualitativamente la forma de los topos obtenidos a partir del modelo se parecen a los de los

datos observacionales, la actividad magnética toma su maximo en latitudes mas altas.

Todos los modos simétricos tienen el 90,8% de la energia total. La Tabla 4.2 resume
la comparacién entre las distribuciones de energia de la DBO de los datos y del modelo

tedrico.

Al igual que los dos primeros cronos en la DBO de los datos, el espectro Fourier de

los cronos obtenidos a partir del modelo tienen una periodicidad de 22 anos y otra en 7
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Fig. 4.13: Campo magnético reconstruido a partir de los primeros dos modos de la DBO

del modelo. Comparar con las Figuras 4.6 y 4.10.

Serie espacio-temporal Primeros dos modos Modos asimétricos
[energia] [energia]
Modelo sin forzado estocéstico 96% 100%
Modelo con forzado estocéstico 86,6% 90,8%
Observaciones 84,4% 90,4%

Tabla 4.2: Porcentajes de energia total obtenidos en la DBO de los datos observacionales
y a partir del campo magnético toroidal generado por el modelo. Al introducir el forzado

estocdstico, la distribucién de energia se asemeja a la observada.

anos. La variacion sistematica de la amplitud de los varios parametros del modelo muestra
que la intensidad de este pico estd asociada al término de saturacion no lineal en el efecto
. Ademds del pico cercano a los 22 anos y del pico menor en 7 anos, ninguna otra
propiedad puede ser observada en el espectro. Tampoco existen indicadores de la presencia

de subarménicos, como en los datos observacionales.

La existencia de este pico de 7 anos en los datos ya habia sido reportada anteriormente
por Bracewell [Bra85] al analizar las series temporales con otros métodos; Bracewell también

considerd su presencia como evidencia de efectos no lineales en el dinamo solar. Los re-
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sultados obtenidos a partir de nuestro modelo sugieren que el mecanismo de saturacién de
la turbulencia por accién de la fuerza de Lorentz es el responsable de de la aparicién de
este pico. Mas aun, sus caracteristicas son modeladas correctamente por la dependencia

funcional elegida para la saturacién (ecuacién [3.6]).

En resumen, el modelo presentado en el Capitulo 3 puede ser extendido para considerar
las irregularidades, utilizando la informacién obtenida del andlisis detallado de las obser-
vaciones del ciclo solar. El modelo resultante consiste en un esqueleto determinista dado
por las ecuaciones del dinamo cinematico y un forzado estocastico que aspira a simular la
complejidad presente en los movimientos turbulentos de la region convectiva solar. Este
modelo explica correctamente las caracteristicas medias del ciclo, asi como la dispersién
observada en las fluctuaciones de amplitud y periodo. Otras caracteristicas morfolégicas

del ciclo, como las asimetrias entre hemisferios, también son explicadas por el modelo.

Creemos que el andlisis detallado de las observaciones, y la comparacién cuantitativa
con los modelos de dinamo solar, serviran para construir un modelo tedrico que explique

también otros aspectos del ciclo y que tenga ademas capacidad predictiva.



Capitulo 5

Dinamos magnetohidrodinamicos

5.1 Introduccion

A pesar de sus limitaciones, la teoria cinematica del dinamo es una teoria exitosa, puesto que
nos permite conocer las condiciones generales bajo las cuales el campo magnético puede ser
amplificado y sostenido por el movimiento de fluidos conductores. Sin embargo, muchas de
las aproximaciones realizadas en su formalizacién (la teoria de campo medio, por ejemplo)
son de dificil o imposible justificacién. Ademas, la aproximacién cinematica no explica en
forma consistente de que manera el crecimiento del campo magnético alcanza la saturacion.
La dindmica no lineal del dinamo requiere la resolucién del sistema acoplado para los campos

magnético y de velocidades, considerando el acoplamiento debido a la fuerza de Lorentz.

Los modelos presentados en los Capitulos 3 y 4 intentan resolver algunos de estos pro-
blemas. El término no lineal introducido en el Capitulo 3 (ecuacién [3.6]) es un modelo
empirico para la saturaciéon del dinamo por efecto de la fuerza de Lorentz. Y el forzado
estocastico del Capitulo 4 intenta simular la complejidad introducida por el campo de

velocidades turbulento en la regién convectiva solar.

87
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La teoria del dinamo ha evolucionado en forma sostenida durante los tltimos treinta
anos. Las nuevas observaciones han permitido la construccién de modelos semi-empiricos
razonables para los casos solar y terrestre. En el Sol ciertos descubrimientos observacionales,
como el de la tacoclina, solucionaron muchos problemas relacionados con la forma en que
los campos magnéticos se acumulan por tiempos largos. Sin embargo, todavia se desconoce

si el campo magnético observado solo se genera alli, 0 en toda la regién convectiva [Nor92).

De la discusién presentada hasta aqui, es evidente que existen dos formas de aproximarse
al problema del dinamo. La primera consiste en mejorar los conceptos de campo medio,
y aplicar los conocimientos obtenidos de las observaciones en la construccién de modelos
realistas (por ejemplo, para el caso solar). Este fue el camino seguido en los capitulos previos
de esta tesis. La otra forma se centra en el estudio de las propiedades fundamentales del
dinamo, mediante la resolucién numeérica del sistema completo de ecuaciones. Estos dos
caminos no son excluyentes y se complementan mutuamente. La teoria de campo medio
realiza muchas aproximaciones que no son validas en varios escenarios de interés. Ciertos
problemas, como el de la saturacién no lineal del dinamo, todavia no encuentran un marco
tedrico adecuado. Las simulaciones numéricas directas de las ecuaciones del dinamo (las
ecuaciones de induccién y de movimiento del fluido) arrojaron en los tltimos anos resultados

importantes que mejoraron significativamente la comprensién del problema.

Pero no solo la teoria de campo medio presenta serias limitaciones, las simulaciones
numeéricas también. La mayor limitacién de las simulaciones directas reside en la necesidad
de recursos extremos de calculo para poder llevarlas a cabo. Un estudio rutinario de dife-
rentes casos, asi como simulaciones que abarquen tiempos largos o en el rango correcto de
pardmetros astrofisicos, resultan virtualmente imposibles. Las ecuaciones solo pueden ser
integradas en geometrias sencillas y para nimeros de Reynolds moderados. Habida cuenta
de los elevadisimos valores del nimero de Reynolds para objetos astrofisicos tales como
estrellas, discos de acrecién o galaxias, no es posible realizar en la actualidad simulaciones
MHD de estos sistemas. En este sentido, parece evidente que la teoria y las simulaciones

deben avanzar juntas para resolver los problemas presentes. Un buen ejemplo de la inter-
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accion entre teoria, observaciones y simulaciones, es el dinamo de interfase propuesto por
Parker [Par93]. Este consiste en un modelo de campo medio para el dinamo solar basado
en recientes observaciones heliosismoldgicas y simulaciones numéricas como las citadas pre-

viamente.

En una simulacién numérica, se puede estudiar en forma directa las condiciones para
que el campo magnético sea amplificado por accién del movimiento del fluido, asi como la
posterior evolucién dindmica de los campos. En este capitulo segﬁimos este camino y realiza-
mos simulaciones directas del sistema turbulento MHD y Hall-MHD. En el primer caso, las
simulaciones pueden ser utilizadas para enriquecer la teoria de campo medio MHD invocada
en la mayoria de los dinamos estelares. Los resultados de las simulaciones Hall-MHD
permiten verificar los resultados obtenidos a partir de la generalizacion de la teoria MHD
presentada en el Capitulo 2, y se aplican en escenarios donde el efecto Hall es relevante,

tales como discos de acrecion, estrellas de neutrones, o enanas blancas.

Los dinamos estudiados en simulaciones directas tienen propiedades muy diferentes a las
de los dinamos cinematicos que hemos presentado. El campo generado por estos ultimos
corresponde al valor medio y es espacialmente suave, mientras que en las simulaciones
directas el campo es en general intermitente. En los flujos turbulentos suele existir un
transporte continuo de la energia total desde las escalas mas grandes a las mas pequenas
(cascada directa), ademds de una transferencia de energia magnética hacia las escalas mas
grandes cuando opera el mecanismo de dinamo. En cambio, en los modelos de campo medio
solo estd presente la transferencia de energia magnética de las escalas pequenas a las mas

grandes, una peculiaridad debida al efecto a.

Puede encontrarse evidencia de regimenes turbulentos en una gran variedad de objetos
astrofisicos, tales como el medio interestelar [Arm95, Min96], la regién convectiva solar
[Esp93, Kri02], regiones HII [Jon99], o discos de acrecién [Gam99]. La revisién de la
literatura existente sobre turbulencia muestra que el problema tiene una gran importancia

practica, pero que a la vez nuestro grado de comprension es insuficiente. En este capitulo
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necesitaremos de muchas herramientas de la teoria de fluidos asociadas a este problema, ya
que la simulacién directa del dinamo es el estudio mismo de las condiciones bajo las cuales
un flujo turbulento puede amplificar y sostener campos magnéticos. Como nos interesan
los resultados en funcién de la comparacion con la teoria del dinamo, centraremos nuestra
atencion en una geometria sencilla. Otros autores han construido modelos mas realistas de
dinamos, considerando por ejemplo efectos de compresibilidad y de estratificacién [Men89,
Cat99]. Por el mismo motivo, y para no perder el centro de atencién en el efecto dinamo, las
herramientas y definiciones propias de un flujo turbulento serdn introducidas en la medida
que sean necesarias, priorizando los aspectos conceptuales. Algunas de estas herramientas,
como la formulacidn estadistica para los valores medios de los campos, ya fueron presentadas

en el Capitulo 2.

Los conceptos de isotropia, homogeneidad y estacionareidad, vinculados respectivamente
a las simetrias de rotacion, traslacion espacial y traslacién temporal, se refieren aqui a
los valores medios de todas las cantidades fisicas respecto de un conjunto estadistico de
realizaciones. Asi por ejemplo, en-un estado estacionario, el valor medio estadistico de la
energia permanecerd constante en el tiempo. Pero en cada realizacion la energia sufrira
desviaciones. En general, todas las variables fisicas sufriran fluctuaciones fuertes alrededor

de sus valores medios debido a la intermitencia [McC90).

En todo este capitulo, las simulaciones que presentamos se realizan en una caja ciibica de
longitud L = 1. Para cada longitud caracteristica £ en esta caja, definiremos su nimero de
onda como la inversa de la longitud & = 1/£. Para el estudio de las propiedades del régimen
turbulento, es conveniente estudiar la distribucién de energia en el espacio Fourier para cada
escala. El andlisis en el espacio Fourier simplifica la interpretacion del problema, al darnos
una imagen sencilla de la forma en que los diferentes modos interactian y redistribuyen
las fluctuaciones en el sistema. Ademas, en el espacio Fourier los operadores de derivacién
espacial de las ecuaciones del dinamo se convierten en productos. Esta ventaja operativa

es explotada por el método que utilizaremos para la resolucién numeérica del sistema.



5.2. Simulaciones directas 91

La cascada directa de energia mencionada previamente tiene lugar en el espacio Fourier.
En el espacio real, donde la energia es (en valor medio) constante en todo punto, la cas-
cada se manifiesta como la transferencia de energia de los vértices mas grandes a los mas
pequenos. A partir de este hecho, y bajo ciertas hipétesis de universalidad, Kolmogorov
[Kol41la, Kol41b] demostré que el espectro de energia de un flujo turbulento en el caso
hidrodindmico estd dado por la ley de potencias E(k) ~ k~5/3. Las simulaciones que pre-
sentamos en este capitulo cubren un rango de escalas demasiado corto como para determinar
exactamente la existencia de una ley de potencias en los espectros de energia, aunque en las
escalas mas grandes los espectros de energia cinética y magnética coinciden aproximada-
mente con la ley predicha para turbulencia desarrollada por Kolmogorov. Los nimeros de
Reynolds utilizados son los mas altos permitidos por la resolucion de la grilla espacial, de
forma tal que las escalas mas pequeifias del sistema (las escalas de disipacién cinética k,
y magnética k,) estén perfectamente resueltas. Las expresiones correspondientes a estas

escalas para el régimen turbulento serdn detalladas en las Secciones 5.3 y 5.4.

5.2 Simulaciones directas

La primera simulacion directa de un dinamo turbulento fue realizada por Meneguzzi, Frisch
y Pouquet [Men81] en una caja ciibica con condiciones de contorno periédicas. Si bien la
resolucidn era limitada y los nimeros de Reynolds moderados, los resultados mostraron que
un flujo turbulento isétropo y homogéneo puede amplificar significativamente una pequeiia
semilla de campo magnético. Estos autores estudiaron el efecto de un campo de velocidades
helicoidal, y de otro sin helicidad cinética. Mientras en el primer caso los autores encon-
traron que se generaba un intenso campo magnético de gran escala, en el segundo caso
el campo magnético obtenido era intermitente espacial y temporalmente, y mayormente

concentrado en las escalas pequenas.
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Posteriormente diferentes trabajos obtuvieron resultados que cualitativa y cuantitativa-
mente son comparables a los esperados por la teoria de campo medio. Actualmente existen
modelos mas realistas que consideran fluidos compresibles [Bra0la], medios estratificados
[Men89, Cat99], o pérdida de helicidad por las paredes [Bra0lb]. Estos modelos son ttiles
para estudiar un fragmento pequefio de una region convectiva estelar o de un disco de
acreciéon. El alto nimero de Reynolds en estos medios no permite que la simulacién se

extienda a todo el objeto.

Las simulaciones permiten estudiar la validez de algunas predicciones hechas por la teoria
y extraer conclusiones que serian imposibles por otros medios. En esta seccion describimos
el cédigo tridimensional que utilizamos para integrar numéricamente el sistema MHD y Hall-
MHD incompresible [Min03b]. En el caso MHD los resultados del c6digo son similares a los
obtenidos por otros autores [Men81, Bra0Ola]. Las simulaciones con efecto Hall permiten
profundizar el estudio del impacto de efectos cinéticos en el dinamo, iniciado en el Capitulo

2.

El sistema de ecuaciones a resolver estd dado por la ecuaciéon de Navier-Stokes para el
movimiento del fluido, y la ecuacién de induccién para el campo magnético. Siguiendo la
notacién utilizada en el Capitulo 2, escribimos por comodidad nuevamente el sistema de

ecuaciones MHD y Hall-MHD en forma compacta como

aa_l: — V x[(U - eV x B) x B]+nV?B
2
Y —(U-V)U+(B-V)B—V(P+%->+u\'72U+F, (5.1)

junto con las condiciones V- U = V - B = 0. Las ecuaciones (5.1) corresponden al
sistema MHD cuando € = 0, y al sistema Hall-MHD en cualquier otro caso. Como en los
capitulos anteriores, 7 es la difusividad magnética, v la viscosidad cinematica, y los campos
magnético y de velocidades estan expresados en unidades de una velocidad caracteristica U.

En la ecuacién de Navier-Stokes se agregé un término F' que describe a una fuerza externa
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solenoidal (V - F = 0) actuando sobre el fluido. En este capitulo utilizaremos el término

dinamo Hall-MHD cuando € # 0, en contraposicion al dinamo cldsico o MHD.

El sistema de ecuaciones (5.1) tiene tres invariantes ideales cuadrdticos (magnitudes

conservadas exactamente cuando 7 = v = 0):

E = %/(U2+B2)dv, (5.2)
1

H, = 5/A-de, (5.3)

K, = %/(B+ew)-(A+eU)dV. (5.4)

Aqui E es la energia total, H,, es la helicidad magnética, y K, es la helicidad hibrida.
Siguiendo la notacién utilizada en capitulos anteriores, A es el potencial vector definido
por B =V x A. En el sistema MHD (e = 0), el dltimo invariante es reemplazado por la

helicidad cruzada presentada en el Capitulo 2,
1
K=§/B-Udv. (5.5)

Como mencionamos en ese capitulo, estos invariantes estdn asociados a propiedades
topologicas que caracterizan al flujo. Por ejemplo, la helicidad magnética H,, mide el
nimero de enlaces en las linea de campo magnético [Mof78]. Mientras que en un flujo
turbulento la energia sufre una cascada directa, la helicidad magnética sufre una cascade

inversa, transportandose en forma continua de las escalas mas pequeiias a las mas grandes

[Fri75).
En el caso no ideal, los invariantes cuadraticos evolucionan en el tiempo en forma pres-
cripta por las ecuaciones (5.1). Por ejemplo, la energia total evoluciona segin

dE

== / (U-F - %) dv, (5.6)

donde w = V x U es la vorticidad del fluido, y la densidad de corriente en este sistema de

unidades esta dada simplemente por J = V x B. Esta ecuacion expresa un balance sencillo
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entre ganancia y pérdidas: la energia es inyectada en el sistema por la fuerza externa F
(de hecho, el primer término a la derecha de la ecuacién es la potencia entregada al sistema
por la fuerza), y es disipada en las escalas mas pequenas por la vorticidad del fluido y por
accién de la ley de Joule. En este balance, existe en general un término de flujo de energia
a través de las paredes del recinto, que para condiciones de contorno adecuadas (como
las condiciones de contorno periédicas que utilizaremos) resulta nulo. Cuando la potencia
entregada equipara a la potencia disipada, se alcanza un estado estacionario en el que la

energia total media se mantiene constante.

La ecuacién (5.6), junto con las ecuaciones para la evolucién de los demds invariantes,
proveen una forma de comprobar la convergencia del cédigo. Con este fin, los términos a

la derecha y a la izquierda de la igualdad son comparados durante toda la simulacién.

El sistema de ecuaciones (5.1) es integrado en una caja con condiciones de contorno
periddicas. Las derivadas espaciales se calculan utilizando un método pseudo-espectral
[Orz72], con la regla de los dos-tercios para controlar errores de truncacién en la transfor-
mada Fourier [Can98). Las ecuaciones son discretizadas en el tiempo utilizando un método
de Runge-Kutta de orden 2. La presién total Pr = (P + B2/2) se calcula en cada paso
en forma autoconsistente. Aplicando la divergencia en la ecuacién de Navier-Stokes y uti-
lizando que V - U = 0, obtenemos una ecuacion de Laplace para la presion en funcién de

los campos de velocidades y magnético
ViPr=V.[(B-V)B~(U-V)U]. (5.7)

La resolucion de esta ecuacion en el espacio Fourier en cada paso de integraciéon da por

resultado la presion instante a instante y asegura la incompresibilidad del fluido [Can98].

Para satisfacer la condicidon de divergencia nula del campo magnético, la ecuacién de

induccién es reemplazada por una ecuacién para el potencial vector

0A _

E-(U—erB)xB—V¢+nV2A, (5.8)
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donde ¢ se calcula en cada paso temporal para satisfacer la condicién V - A = 0 utilizando
un esquema similar al del cdlculo de la presién Pr. Esta eleccion particular de medida (que
no implica ninguna pérdida de generalidad en las soluciones de B), mejora la estabilidad

de las simulaciones dominadas por efecto Hall.

La fuerza externa F en la ecuacién de Navier-Stokes puede ser elegida arbitrariamente.
En particular nos interesa estudiar la dindmica de flujos helicoidales, ya que a en la teoria
de campo medio (ecuacidén [2.19]) es proporcional a la helicidad cinética media del fluido.
La fuerza F fue elegida de forma tal que sea autofuncién del rotor, lo que asegura que la

inyeccion de helicidad cinética es maxima. En particular, tomamos
F = Fy{[cos(ksy) + sin(ksz)]Z + [sin(ksz) + cos(ksz)]§ + [cos(ksz) + sin(ksy)]2} (5.9)

centrada en la escala de inyeccién k;. Luego la densidad de helicidad de la fuerza externa

satisface la relacién
(F-V x Fy =k (|F|?) . (5.10)

En el caso MHD también realizamos simulaciones con una fuerza F arménica que inyecta
helicidad cinética nula, aunque centrada en el mismo ks y con la misma potencia neta. En

este caso particular la helicidad cinética del fluido fluctia con valor medio temporal nulo.

Las simulaciones que se muestran en este capitulo se realizaron con v = = 0,05 y
con 64 x 64 x 64 puntos en la grilla espacial. En todos los casos, las simulaciones siguen
el siguiente esquema: primero se realiza una simulacion hidrodindmica en la que el campo
de velocidades inicial era nulo en todo punto del recinto. La evolucién del sistema bajo la
accion de la fuerza externa F continua hasta que el fluido alcanza un estado de turbulencia
estacionaria. Luego se introduce en el recinto una pequena fluctuacion magnética o semilla.
Para facilitar la comparacion, en todas las simulaciones que mostramos en este capitulo el
forzado externo actiia sobre las escalas mas grandes (k; = 3), y la semilla es generada

con un potencial vector arbitrario cuyo espectro Fourier estd dado por una delta de Dirac
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centrada en k; = 13. Esta eleccién del potencial vector corresponde a un campo magnético
inicial con un espectro de energia dado por una ley de potencias k* y con un pico en
k = 13. La helicidad magnética inicial de la semilla es nula. La relacién entre la densidad
de energia cinética E. y la de la semilla magnética E,, es E,, = 10~°E,, donde E. = (U?) /2
y Eqm = (B?) /2. Con esta configuracién, nos interesa estudiar si un campo de velocidades
turbulento puede amplificar una semilla magnética de pequeiia escala y generar un campo

macroscopico intenso.

La simulacion continta con la misma fuerza externa F hasta que el sistema alcanza
un nuevo estado estacionario. En los casos en que la energia magnética crece por efecto
dinamo y luego que la energia alcanza un valor de saturacién, la simulacién continia por un
tiempo largo (comparado con el tiempo de disipacién) para verificar que el campo magnético

generado es autosostenido y no decae por disipacion.

5.3 Dinamos MHD

La Figura 5.1 muestra el recinto de integracién con la intensidad del campo magnético en las
caras, para dos instantes en una simulaciéon MHD con flujo helicoidal. En la primer imagen
se observa la semilla magnética, con correlacién de pequena escala y baja intensidad. En la
segunda se muestra la densidad de energia magnética luego de varios pasos de integracién.
Claramente en la simulacién se genera un campo magnético intenso y de gran escala. El
crecimiento de la energia magnética se observa mas facilmente en la Figura 5.2, que muestra

la densidad de las energias cinética y magnética en funcién del tiempo.

En la etapa inicial, la energia magnética crece exponencialmente, mientras que la energia
cinética no varia. Esta etapa puede identificarse con el dinamo cinematico; en ella la
energia cinética no disminuye ya que la intensidad del campo magnético es atin pequena y
el efecto de la fuerza de Lorentz sobre el fluido es despreciable. Luego, el crecimiento de

la energia magnética se aparta del comportamiento exponencial, su efecto sobre la energia
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Fig. 5.1: Recinto de integracién con intensidad del campo magnético (B?)/? en las paredes
para el caso MHD. La imagen superior muestra la semilla magnética, mientras que la inferior

muestra la evolucién del campo magnético luego de varios pasos de integracion
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Fig. 5.2: Densidad de energia magnética E,, y de energia cinética E, en funcién del tiempo

para una simulacién MHD.

cinética se torna apreciable, y finalmente satura y alcanza equiparticién con el valor de la
energia cinética (ver la Figura 5.2). En ese punto se llega a un nuevo estado de turbulencia
estacionaria: la energia total fluctiia con valor medio constante, y la distribucién espacial
del campo magnético es intermitente. Ain ast, se puede observar la aparicién de un campo

magnético con una longitud de correlacién grande (comparable al tamaiio de la caja).

Ademas de observarse en la Figura 5.1, la emergencia de un campo magnético macros-
copico puede verse claramente en los espectros Fourier de energia. La Figura 5.3 muestra
los espectros de energia cinética y magnética para diferentes tiempos. Durante los primeros
pasos temporales, el espectro de potencia k* de la semilla es modificado significativamente
hasta que la energia magnética es distribuida uniformemente en todas las escalas espaciales.
Luego, la amplitud de los modos comienza a crecer con aproximadamente la misma tasa en
todas las escalas. Este resultado estd en buen acuerdo con simulaciones previas [Bra(la]
y con predicciones teédricas del dinamo MHD turbulento [Kaz68]. Finalmente, la energia
magnética en cada escala satura en un valor cercano al de la energia cinética, con algunas

regiones del espectro donde la energia magnética es ligeramente superior a la cinética.
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E(%)

Fig. 5.3: Espectro de energia cinética (linea gruesa) y de energia magnética (varios trazos

delgados) para diferentes tiempos en la simulacién MHD. La ley de potencias de Kolmogorov

se muestra como referencia.

En la simulacién que se muestra, la escala de disipacién cinética k, = ((w?) /v?)Y/4 se
encuentra en k, =~ 20. Es decir que la semilla magnética inicial tiene una correlacién espacial

mayor que la escala de disipacidn cinética, y todas las escalas relevantes en el espectro de

energia se encuentran correctamente resueltas.

Las densidades de helicidad cinética H. = (U - V x U), de helicidad magnética H,, = «--.

(A - B), y de helicidad de corriente H; = (B - J) se muestran en la Figura 5.4. Durante.* -

el proceso del dinamo se genera helicidad magnética con signo opuesto al de la helicidad - +-.

cinética. Por lo tanto, la helicidad magnética crece con el mismo signo que el efecto a* "

clasico, dado por & = —7 (ug - V X ug) /3 (ug es el campo de velocidades fluctuante, ver =..--

L IR

el Capitulo 2). Por otro lado, la helicidad de corriente H; crece con el mismo signo que la - -

helicidad cinética H,. Esto es razonable ya que la ecuacién (2.34) en el caso MHD (e = 0)
predice que la saturacion no lineal del efecto o al orden mas bajo en la microescala esta

dada por a = 7(— (up - V X ug) + (bo - V x bg))/3, donde ug y by son la contribucién de



100 Dinamos magnetohidrodindamicos

los campos en la microescala [Pou76]. Para alcanzar la saturacién, la helicidad cinética y

de corriente deben tener el mismo signo.

La generacién de helicidad magnética durante el proceso del dinamo estd asociada a la
conservacion de H,, en el caso ideal, y a la existencia de eventos disipativos necesarios para
que el dinamo funcione en las escalas mas pequeiias. Al aplicarse la fuerza externa solo
sobre la ecuacion de Navier-Stokes, la helicidad magnética neta se conserva, excepto por el

efecto de difusion magnética,

dHp
== —Zn/J BdV . (5.11)

Sin embargo, en las escalas mas grandes el efecto a puede cambiar la helicidad del campo
medio [See96]. Para la helicidad magnética del campo medio obtenemos, de la ecuacién
(2.21),

dH,

== 2 [ (B’ - ey T - B) av.. (5.12)

donde 74 es la difusividad magnética 7 mas la difusividad turbulenta 5. Como B’ es
siempre positivo, el primer término a la derecha es una fuente de helicidad magnética
macroscépica con el signo dado por el coeficiente a. La ecuacién (5.12) describe una trans-
ferencia de helicidad magnética de las escalas mas pequefias (consideradas en el efecto a)
a las escalas mas grandes, salvo por la disipacién magnética por efecto Joule. La teoria de
campo medio predice entonces que la helicidad del campo medio H,, crece con el mismo
signo que el coeficiente a y con signo opuesto a H, en buen acuerdo con lo observado en

la Figura 5.4.

Las simulaciones con una fuerza externa F' que no inyecta helicidad cinética media,
también muestran crecimiento de la energia magnética, aunque el campo generado es espa-
cial y temporalmente mas intermitente. En estos casos, la energia magnética crece con una
tasa menor y muestra fuertes variaciones temporales. Esto estd en buen acuerdo con resul-

tados tedricos que asocian la presencia de flujos helicoidales con el efecto dinamo [Kra80],
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Fig. 5.4: Helicidad cinética H,, helicidad de corriente H;, y helicidad magnética —Hp,
para el caso MHD.

y de clausuras que muestran que en ausencia de helicidad el dinamo es intermitente y de
pequena escala [Pou76). Simulaciones realizadas por otros autores dan resultados similares

[Men81).

5.4 Dinamos Hall-MHD

Antes de detallar las simulaciones del sistema Hall-MHD, reiteramos algunos de los resul-
tados obtenidos en el Capitulo 2. En presencia del efecto Hall, el efecto a es modificado
segun

a=<(—(ug-Vxug)+(bp-V xby) —e(by-V xV xug)), (5.13)

Wl

donde u® = u — €V X b es el flujo de velocidad electréonica de pequena escala.

En el Capitulo 2 utilizamos un conjunto particular de equilibrios para mostrar que el
efecto a se ve fuertemente influenciado por el efecto Hall, y que la eficiencia del dinamo

puede tanto aumentar como disminuir significativamente. La expresién de « (5.13) es no
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lineal en la intensidad del campo magnético y la densidad de corriente, ya que el flujo de
electrones sufre una separacién importante respecto del flujo hidrodindmico (es decir, de
protones) durante el crecimiento del campo magnético. Cuando el campo magnético es
pequeiio, el flujo electrénico es aproximadamente igual al flujo neto del fluido, y podemos
esperar que en una primera aproximacioén el dinamo MHD y el Hall-MHD se comporten en
forma similar. Pero al crecer la energia magnética, la helicidad cinética sera reemplazada

en su rol por la helicidad de los electrones.

La expresion (5.13) también es no lineal en la amplitud del efecto Hall ¢, ya que u§ es
lineal en €. Asi, el coeficiente a es cuadrédtico en € y la dependencia de la eficiencia del

dinamo con la amplitud del efecto Hall no sera necesariamente monétona.

Conviene relacionar el valor de € con los parametros fisicos que caracterizan a los ob-
jetos astrofisicos a estudiar. En las ecuaciones (5.1), ¢ = Lya.u/L, donde L es el tamao
caracteristico del sistema. Luego, € controla la relacién entre las escalas mas grandes del
sistema y la longitud por debajo de la cual el efecto Hall es relevante. En un plasma de
hidrégeno completamente ionizado, Lya = cUa/(wpU) (ver el Capitulo 2), y en el caso

general el valor de Ly, puede obtenerse a partir de las ecuaciones (2.23) y (2.24).

Por ejemplo, en un disco de acrecién protoestelar, considerando una densidad de neu-

tros ny ~ 10'3 cm™3

, una densidad de masa p = 2,33 nym,, equiparticién entre la energia
magnética y térmica U3 = 0,429 KTm, ! (mp: masa del protén, T: temperatura en gra-
dos Kelvin, K: constante de Boltzmann), y = 234nyn~'T'/2 cm? s~! [Bal01, San02],
obtenemos que H/O = 102. Por lo tanto el efecto Hall es mas importante que la difusién
Ohmica, y es relevante en este escenario. Considerando una longitud caracteristica de 1
UA (1 UA = 1,5 x 10" cm) y una densidad de electrones n &~ 10° cm™3 [Shu94] obtene-
mos H/I = 107%, o sea que Ly, ~ 10~* UA. En discos de acrecién en novas enanas la
densidad de neutros es ny =~ 10! cm™3, y para temperaturas tipicas de 1.500 K y una

longitud caracteristica de 10'° cm, obtenemos H/I =~ 1 y Lyau = 10'° cm [San02]. Otros

ejemplos donde el efecto Hall es relevante incluyen estrellas de neutrones, enanas blancas, y
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Fig. 5.5: Densidad de energia magnética E,, y de energia cinética E, en funcién del tiempo
para el caso MHD y para diferentes casos Hall-MHD: (a) ¢ =0, 0,5y 1, (b) e =0, 0,066 y
0,1. Cuando € = 1 la maxima energia magnética generada es un orden de magnitud menor

que en el caso MHD, mientras que si ¢ = 0,1 la energia magnética es 80% mayor que en el
caso MHD.

turbulencia en el universo primitivo (ver la Tabla 2.2). Aunque no podemos realizar simu-
laciones Hall-MHD con una resolucidn espacial realista como para describir correctamente
la separacién existente en astrofisica entre las escalas de disipacion, de Hall y del sistema, es
conveniente tener en cuenta estos nimeros para interpretar los resultados que se muestran

a continuacion.

Para comparar en forma cuantitativa la relevancia del efecto Hall en el mecanismo del
dinamo turbulento, presentamos seis simulaciones con diferentes valores de ¢: la simulacion
MHD (e = 0) y cinco simulaciones Hall-MHD con ¢ = 0,066, 0,1, 0,2, 0,5, y 1. El nimero
de onda kg, = 1/Lyau estd dado respectivamente por kyq = 15, 10, 5, 2, y 1. Cualquier
fluctuacién en los campos con nimero de onda mayor (escalas espaciales menores) que kgqu
sera fuertemente afectada por el efecto Hall. Como en la seccion anterior, la fuerza externa
actia sobre k; = 3, la semilla magnética estd inicialmente centrada en k, = 13, y la escala

de disipacion cinética corresponde a k, = 20.

La Figura 5.5.a muestra la evolucién de la energia cinética y magnética en funcién del

tiempo para la simulacion MHD y para dos simulaciones Hall-MHD con ¢ = 0,5 y 1. En
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los primeros instantes, la evolucién del sistema Hall-MHD es similar al caso MHD, y el
crecimiento exponencial de la energia magnética ocurre con la misma tasa en todos los
casos. Sin embargo esta etapa alcanza la saturacién mas rapido en el caso Hall-MHD, y
por lo tanto el sistema no llega a un estado de equiparticién entre las energias cinética y
magnética. Este resultado coincide cualitativamente con lo esperado a partir de la ecuacion
(2.34), que predice un cambio en la tasa de crecimiento a medida que la intensidad del

campo magnético aumenta.

La Figura 5.5.b muestra los mismos resultados para una simulacién con € = 0,066 y 0,1.
En este caso el sistema alcanza equiparticién, y para ¢ = 0,1 la energia magnética satura
en un valor que es aproximadamente 80% mayor que el valor MHD. Cuando ¢ = 0,066 la
energia magnética en la saturacidon se acerca al valor MHD. En este caso, kg.u = 15 es
menor que k, y cercano a la escala de disipacién k,. En virtud de estos resultados no es
sorprendente que a medida que € — 0 los resultados del dinamo Hall-MHD converjan a los

del caso MHD.

En las simulaciones Hall-MHD también puede observarse la aparicion de un campo
magnético macroscopico como resultado del proceso del dinamo. En la Figura 5.6.a se
muestra el espectro de energia cinética y magnética en diferentes instantes cuando € = 1.
Durante los primeros pasos temporales la evolucién es similar al caso MHD, con todos
los modos en el espectro creciendo con aproximadamente la misma tasa. Sin embargo, la
energia magnética de cada modo satura en un valor menor que el obtenido en la simulacién
MHD. Es de destacar que la razén E,(k)/E.(k) se mantiene aproximadamente constante

al alcanzarse el estado de saturacion.

El espectro de energia cuando ¢ = 0,1 puede observarse en la Figura 5.6.b. En este caso,
los valores de las energias cinética y magnética en las escalas intermedias son similares,
mientras que en las escalas mas grandes y pequenas la energia magnética es mayor que
la cinética. En este espectro se puede ver claramente la emergencia de un intenso campo

magnético macroscopico. La Figura 5.7 muestra la intensidad del campo magnético en
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Fig. 5.6: Espectros de energia cinética (linea gruesa) y de energia magnética para diferentes
tiempos: (a) e = 1, y (b) ¢ = 0,1. La ley de potencias de Kolmogorov se muestra como

referencia.

rodajas del recinto de integracién, para diferentes tiempos. Algunas de las propiedades
observadas en los espectros pueden identificarse en esta figura, como la aparicién de un

campo en escalas grandes a partir de una semilla en escalas pequenas.

A medida que la amplitud del efecto Hall aumenta, la intensidad de la corriente J
disminuye. Por lo tanto, la escala de disipacién magnética (dada por k, = ({(J2) /n?)'/*)
se reduce al aumentar € y la disipacién tiene lugar en escalas mas grandes. A su vez,
la helicidad media del flujo de electrones disminuye al aumentar €. Esta magnitud estd

directamente asociada a la amplitud del efecto a.

En las simulaciones, el efecto Hall parece inhibir la creacién de helicidad magnética
media observada en el dinamo MHD (Figura 5.8). En el caso MHD, la helicidad generada
alcanza un valor maximo que satisface | (A - B) |/ (B?) = 0,4. Sin embargo, en presencia del
efecto Hall la helicidad magnética oscila con | (A - B) |/ (B?) < 0,05 para las simulaciones
con ¢ = 0,5y 1. Aun en el caso en que el efecto Hall solo es relevante cerca de la escala

de disipacién (e = 0,066), la generacién de helicidad magnética se ve reducida en un 50%.
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(a) (b)
Fig. 5.7: Rodajas del recinto de integracién en diferentes tiempos. Los tonos de gris
marcan la intensidad del campo magnético (B?)!/2? en cada punto: (a) e =1,y (b) e =0,1.

Puede observarse la aparicién de un campo macroscépico en las ultimos imagenes.

Esta reduccién en la helicidad magnética media estd en buen acuerdo con resultados tedricos
que predicen que el dinamo MHD transporta helicidad magnética del campo turbulento al
campo medio, mientras que en presencia del efecto Hall la helicidad magnética solo es

advectada en el espacio [Ji99).

Una explicacién posible de esta menor acumulacion de helicidad media en presencia de
efecto Hall es la siguiente. Recordemos primeramente que el mecanismo de dinamo necesita
reconectar las lineas de campo magnético en escalas pequenas para poder funcionar (ver la
Figura 2.3). Por otra parte, la ecuacién (5.12) es perfectamente valida en el sistema Hall-
MHD. Por lo tanto, el dinamo debe crear igual cantidad de helicidad magnética en la escala
grande (con el mismo signo que el efecto @) y en las escalas pequenas (con signo opuesto).
Pero en presencia del efecto Hall, los eventos de reconexién en las escalas pequefias son mas
rapidos [Pri00] y disipan menos helicidad magnética [Fre93]. El exceso relativo de helicidad

en estas escalas (comparado con el caso MHD) sufre una cascada inversa hacia las escalas
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Fig. 5.8: Helicidad magnética en funcién del tiempo para e =0, 0,1, 0,5 y 1.

mas grandes [Pou76], donde cancela la helicidad macroscépica de signo opuesto. De hecho,
se puede observar en el espectro de helicidad que los signos de H,, en las escalas grandes y

pequenas coinciden con lo predicho por la teoria de campo medio.

Como se observa en los resultados presentados en esta seccidn, la eficiencia del dinamo
no es una funcién monétona de e (ver la Figura 5.5). En la Figura 5.9 resumimos los
resultados obtenidos a partir de varias simulaciones del sistema Hall-MHD. Esta figura
muestra el valor maximo alcanzado por la energia magnética en funcién de ¢, y la magnitud
de las diversas escalas caracteristicas del sistema en cada simulacién. Como referencia, se
muestra también el maximo valor alcanzado por la energia magnética en una simulacion

MHD bajo las mismas condiciones.

Claramente podemos identificar en la figura tres regimenes del dinamo Hall. (1) Dinamo
Hall masivo: cuando el efecto Hall domina en todas las escalas del sistema (kgau < ky) el
mecanismo de dinamo es fuertemente inhibido (drea blanca en la Figura 5.9). (2) Dinamo
Hall microscdpico: cuando la longitud Ly.; se encuentra entre la escala del forzado y de
la semilla (k; < knau < ks) el dinamo es mas eficiente que en el caso MHD (gris claro en

la Figura 5.9). (3) Limite MHD: cuando Ly, es la menor de las escalas caracteristicas del
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Fig. 5.9: Eficiencia de los dinamos Hall-MHD. La linea gruesa continua corresponde al
maximo valor de energia magnética alcanzado en las simulaciones en funcién del valor de
€, y la linea gruesa punteada indica el valor de referencia MHD. En la figura también se
indican las escalas relevantes en lineas delgadas: el nimero de onda de la semilla magnética
ks (———), el nimero de onda del forzado ks (—---—), y de Hall kgqu (—-—). Las regiones
sombreadas marcan los diferentes regimenes: dinamo Hall masivo (blanco), dinamo Hall

microscopico (gris claro), y limite MHD (gris oscuro).

sistema (kgau > k), el resultado tiende suavemente al dinamo MHD a medida de kgqu se

acerca a la escala de disipacién (gris oscuro en la Figura 5.9).

En el dinamo Hall microscépico, la intensificacion de la energia magnética obtenida en las
simulaciones llega a ser el doble de la obtenida en el caso MHD, mientras que en el régimen
del dinamo Hall masivo la energia generada cae hasta un orden de magnitud. El aumento
de la eficiencia en algunos casos por un factor dos es alentador, y cabe preguntarse como

escalard este resultado al aumentar la separaciéon de escalas. Si bien la resolucion espacial

100000000000 000000000000000000000000000000000 000010



5.4. Dinamos Hall-MHD 109

en las simulaciones numéricas no nos permite aumentar ain mas la separacién entre las
escalas relevantes, los resultados tedricos obtenidos en el Capitulo 2 utilizando equilibrios
doble-Beltrami sugieren que este factor de intensificacién puede aumentar en varios ordenes

de magnitud (Figura 2.7).

La dependencia observada en el nivel de saturacién con € tiene implicaciones importantes
en astrofisica. Dado que el valor de € estd determinado por pardmetros fisicos del objeto
(como por ejemplo la densidad de portadores de carga y el grado de ionizacién del plasma),
las estimaciones de la intensidad del campo magnético basadas en la teoria MHD pueden

estar alejadas de la realidad.

Los nimeros de Reynolds y la separaciéon de escalas utilizados en las simulaciones que
presentamos, se encuentran lejos de los valores observados en astrofisica. Sin embargo,
teniendo en mente esta limitacion podemos discutir potenciales aplicaciones de nuestros
resultados a sistemas reales. Como se indicé previamente, en un disco protoestelar H/O =
102 y H/I ~ 10~%. Esto indica que la escala de Hall es dos ordenes de magnitud mas
grande que la escala de disipacidon, pero menor que las escalas mas grandes del sistema.
Por lo tanto, es de esperarse que un mecanismo de dinamo funcionando en estos objetos
se encuentre en el régimen donde el efecto Hall solo domina en la microescala, y que de
por resultado una fuerte intensificacién del campo. En discos alrededor de novas enanas o
discos protoplanetarios, H/I =~ 1 o mayor (Tabla 2.2), y en este caso nuestros resultados

predicen para estos objetos una reduccién drastica en la eficiencia del dinamo.

Los resultados de las simulaciones MHD y Hall-MHD presentadas en este capitulo coinci-
den cualitativamente con lo esperado por la teoria de campo medio. Un anélisis cuantitativo
requiere mayor resolucién espacial, de forma tal de poder establecer una separacion clara
entre las escalas microscépicas y macroscopicas en la simulacién. Sin embargo, ain siendo
conscientes de estas severas limitaciones, nuestros resultados muestran claramente la pres-
encia de regimenes cualitativamente diferentes. En virtud de la imposibilidad tecnoldgica

(tanto en el presente como en el futuro cercano) de incrementar sensiblemente la resolucién
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espacial de las simulaciones, el analisis de los resultados obtenidos y su aplicacion en la con-
struccién de mejores modelos de clausura de las ecuaciones, parece el camino mas adecuado

para comprender el problema de la generacién de campos magnéticos en astrofisica.



Capitulo 6

Conclusiones

6.1 Una vision en perspectiva

El estudio del origen de los campos magnéticos observados en la mayoria de los objetos
astrondmicos es una de las dreas mas activas de investigacién en astrofisica. En casi todos
los objetos que presentan campos magnéticos, existe evidencia que sugiere que la regién de
generacion de los campos se encuentra en un estado turbulento. En todos estos objetos el
nimero de Reynolds es muy grande [Zel83], y en algunos casos existen observaciones que
permiten reconstruir el espectro de energia de las fluctuaciones del fluido [Arm95, Min96,
Esp93, Kri02]. En esos casos, el espectro de energia estd dado por una ley de potencias
(muchas veces coincidente con la ley de Kolmogorov) y la dindmica cubre un amplio rango

de escalas espaciales.

Otra caracteristica en comun de todos estos objetos es que son rotantes. Existe una
ruptura de la simetria de reflexién introducida por la rotaciéon del objeto alrededor de
un eje privilegiado. La aparente universalidad de los campos magnéticos junto con es-
tas propiedades dio origen a una teoria que explica la amplificacién del campo magnético

causada por el movimiento de un fluido conductor.

111
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Debido a que histéricamente la generaciéon de campos magnéticos estuvo intimamente
ligada a escenarios turbulentos, la teoria del dinamo heredé todas las limitaciones, incertezas
y problemas que rodean a las teorias de turbulencia en fluidos. El desarrollo formal de la
teoria comenzé a partir de 1960, cuando M. Steenbeck, F. Krause y K.-H. Radler presen-
taron la teoria de campo medio [Ste66, Kra80]. Aunque muchas de las aproximaciones
usadas por esta teoria son incorrectas y no encuentran justificacién en las observaciones, la
simplicidad y la validez de sus resultados han hecho que se convierta de todas maneras en el
punto de partida o de referencia de casi cualquier modelo. Con la ayuda de esta teoria, mu-
chos de los ingredientes necesarios para la generacién de campos magnéticos fueron puestos
de manifiesto, como por ejemplo la necesidad de flujos helicoidales. Sin embargo, varios

aspectos de la teoria son aun motivo de debate.

En muchos objetos, como la Tierra y otros planetas, el Sol y estrellas de diferentes tipos
espectrales, los modelos de dinamo construidos por diversos autores describen correctamente
muchas de las propiedades observadas. En algunos de estos objetos, como el Sol [Dik99,
Cha00, Min02a] y la Tierra [Gla95, Kag97, Kua97, Chr98] dificilmente otra teoria pueda
describir la dindmica de los campos con el detalle que se obtiene utilizando la teoria del
dinamo. En otros objetos, como las galaxias, todavia se discute si un mecanismo de dinamo
puede generar los campos observados o si otros efectos son responsables de su aparicién

[Kul92].

En la presente tesis, el estudio de la teoria cldsica del dinamo estd principalmente
centrado alrededor del caso solar. Alli aparecen la mayoria de los problemas cominmente
encontrados en otros objetos, con la ventaja de que la cantidad de observaciones disponibles
del ciclo solar permiten alcanzar un detalle mayor en los modelos. En este sentido, el Sol
es un excelente laboratorio para probar los avances en la teoria, los modelos numéricos,
y encontrar posibles fallas y limitaciones. En la tesis también hemos extendido el rango
de aplicabilidad de la teoria del dinamo del caso MHD a escenarios en los que el efecto
Hall es relevante. La inclusidn del efecto Hall tiene un impacto profundo en el dinamo.

El hecho de que en presencia del efecto Hall el campo magnético esté congelado al flujo
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de electrones y no al campo de velocidades hidrodindmico, permite amplificar o inhibir
(a veces de manera muy notoria) el mecanismo del dinamo. Esta generalizacién permite
aplicar la teoria en escenarios donde hasta el momento se aplicaba la aproximacién MHD, o
incluso donde la relevancia de los campos magnéticos era directamente despreciada. Estos
escenarios incluyen discos de acrecién, estrellas de neutrones, enanas blancas, y turbulencia

en el universo primitivo.

6.2 Dinamos cinematicos

En vista de las observaciones en las cuales la presencia de campos magnéticos va acompaia-
da por el movimiento de fluidos conductores, corresponde preguntarse si esos movimientos

son los responsables de la generacién del campo magnético.

iBajo que condiciones el flujo puede generar y amplificar el campo magnético? Con-
siderando la complejidad asociada a la resolucién completa de las ecuaciones del dinamo,
una aproximacién cinemdtica es la mas adecuada para responder esta pregunta. En esta
aproximacion, el campo de velocidades se considera conocido y se estudia la evolucién del
campo magnético bajo la acciéon del mismo, despreciando el efecto del campo sobre la

dindamica del fluido.

En el caso solar, las observaciones recientes permiten conocer con gran detalle los perfiles
de velocidad en su interior. Tomando como base estos datos, hemos construido un modelo
cinematico del dinamo solar, que incluye los resultados de la teoria de campo medio (el efecto
a y la difusividad turbulenta), y que considera el efecto de supresién de la turbulencia por
el campo magnético en forma semi-empirica. Este efecto es el responsable de la saturacién
del ciclo y del acoplamiento entre modos. En los resultados del modelo se puede observar
un ciclo magnético con un periodo cercano a los 22 anos y con una inversiéon del campo
poloidal cada 11 anos, 3 anos después del maximo de intensidad toroidal, lo cual esta en

buen acuerdo con las observaciones [Har92]. También se observa la caracteristica migracién
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de la actividad magnética hacia el ecuador a medida que el ciclo progresa. Utilizando
este modelo encontramos que la velocidad del flujo meridional tiene mayor impacto en la

determinacion del periodo del ciclo que la amplitud del efecto a.

Si bien los modelos cinemdticos explican correctamente la dindmica regular de los cam-
pos medios, la causa de las irregularidades observadas en el ciclo solar no ha sido ain clara-
mente establecida. Hemos realizado un andlisis detallado de las observaciones disponibles
del ciclo solar utilizando modernas técnicas matematicas. El andlisis se centra en la cor-
relaciéon observada en el nimero de Wolf entre amplitud y fase, y en la descomposiciéon
bi-ortogonal de la distribucién espacial y temporal del drea de manchas. Ambos estu-
dios sugieren que las irregularidades en el ciclo son correctamente explicadas por efectos
estocasticos, los cuales a su vez estan asociados a la complejidad de los movimientos tur-
bulentos en la zona convectiva. En la descomposicién bi-ortogonal de los datos no se hallé
ninguna evidencia de caos de baja dimensionalidad, al menos en las escalas temporales que

pueden ser analizadas con los datos disponibles.

Los resultados de estos analisis fueron utilizados para modelar las irregularidades uti-
lizando el modelo cinematico del dinamo solar. El modelo consiste en un esqueleto deter-
minista dado por las ecuaciones del dinamo cinematico, y un forzado estocastico que modela
empiricamente los movimientos turbulentos de la regién convectiva solar. Este modelo ex-
plica correctamente las caracteristicas medias del ciclo, asi como la dispersion observada en
las fluctuaciones de amplitud y periodo. Otras caracteristicas morfolégicas del ciclo, como
las asimetrias entre hemisferios, también son explicadas por este modelo. Creemos que el
andlisis detallado de las observaciones, y su comparacién cuantitativa con modelos tedricos
como el presente, permitirdn mejorar dichos modelos y explicar otros aspectos del ciclo,

como asi también adquirir una mejor capacidad predictiva.
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6.3 Dinamos magnetohidrodinamicos

La teoria cinemdtica del dinamo ha resultado exitosa en muchos objetos, en particular
cuando es aplicada al caso solar o en estrellas de otros tipos espectrales. En el caso particular
de la Tierra, el bajo nimero de Reynolds ha permitido también la realizacién de simulaciones
directas de las ecuaciones MHD, que muestran que la teoria del dinamo puede explicar

correctamente las inversiones del campo y otras caracteristicas dindmicas [Gla95, Chr98].

Debido a las limitaciones de la teoria, el estudio del dinamo requiere indefectiblemente
de simulaciones numéricas que permitan validar y extender los resultados obtenidos con
las clausuras del sistema de ecuaciones. En una simulacién numérica se puede estudiar
en forma directa las condiciones para que el campo magnético sea amplificado por accién
del movimiento del fluido, asi como la posterior evolucién de los campos. No obstante, es
importante aclarar que estas simulaciones se encuentran limitadas porque los recursos de
calculo actuales solo permiten alcanzar nimeros de Reynolds bastante mas bajos que los
imperantes en condiciones astrofisicas. En la tesis presentamos simulaciones directas del
sistema turbulento MHD y Hall-MHD, que pueden ser utilizadas para enriquecer la teoria
de campo medio MHD usada en la mayoria de los dinamos estelares y verificar los resultados

de la nueva teoria Hall-MHD.

Si bien los dinamos estudiados en simulaciones directas presentan propiedades diferentes
a las de los los dinamos cinematicos, muchas de las predicciones de la teoria de campo medio
pueden ser confirmadas por los resultados numéricos. En las simulaciones MHD con flujo
helicoidal, durante los primeros instantes la energia magnética crece exponencialmente y la
energia cinética no varia. Esta etapa puede identificarse con el dinamo cinemético; la energia
cinética no disminuye ya que la intensidad del campo magnético es pequeiia y el efecto de la
fuerza de Lorentz sobre el fluido es despreciable. Finalmente, la energia magnética satura
y alcanza equiparticién con el valor de la energia cinética. Las simulaciones con helicidad

cinética media nula también muestran crecimiento de la energia magnética, aunque el campo
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generado espacial y temporalmente intermitente. En estos casos, la energia magnética crece

con una tasa menor y muestra fuertes fluctuaciones temporales.

En las simulaciones Hall-MHD, la eficiencia del dinamo no es una funcién monétona de
la intensidad del efecto Hall. Dependiendo de la amplitud de este efecto, la intensificacién
de la energia magnética obtenida en las simulaciones puede llegar a ser el doble que la
obtenida en el caso MHD, o puede también reducirse en un orden de magnitud. Andlisis
teoricos utilizando equilibrios doble-Beltrami sugieren que el factor de intensificacion puede
aumentar en varios ordenes de magnitud al aumentar la separacion entre las escalas espa-
ciales. La dependencia observada del nivel de saturacién con la intensidad del efecto Hall
tiene importantes implicaciones en astrofisica, ya que la relevancia del efecto Hall estd de-
terminada por parametros fisicos del objeto, tales como la densidad de portadores de carga

o el grado de ionizacion del medio.

Tanto la teoria de campo medio, los modelos de dinamos cinematicos, y las simulaciones
directas presentadas en esta tesis (asi como otros trabajos citados) muestran que bajo condi-
ciones muy generales un fluido conductor puede efectivamente amplificar y sostener campos
magnéticos. Los dos ingredientes necesarios en el flujo para que un dinamo opere eficiente-
mente son: helicidad y rotacién diferencial. Tanto la teoria como las simulaciones muestran
que la presencia de estos ingredientes son suficientes para tener conversion espontdnea de
energia mecdnica en energia magnética. La validez y generalidad de este tipo de resultados

le han dado un gran impulso a la teoria del dinamo.

Sin embargo, todavia subsisten muchos problemas. Las simulaciones muestran que en el
mejor de los casos el proceso satura cuando la energia magnética es del mismo orden que la
energia almacenada en los movimientos del fluido. Sin embargo, en astrofisica se observan
regiones en las que el campo magnético es aparentemente mas intenso que el campo de
velocidades. Otro de los problemas esta asociado con la naturaleza de la difusividad tur-
bulenta, de la cual dependen crucialmente los modelos de dinamo. Si un campo magnético

crece, deberia suprimir la turbulencia que lo alimenta, en parte por el mecanismo mismo de
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la difusion turbulenta. Las simulaciones muestran que ain bajo estas condiciones el dinamo
puede sostenerse, pero no se conoce a ciencia cierta que ocurre en escenarios con numeros

de Reynolds grandes.

Si bien en los ultimos treinta afios ha habido considerables avances en nuestra com-
prensién del fendmeno del dinamo, existen todavia muchas preguntas por responder. En
esta tesis hemos hecho aportes significativos a la teoria de campo medio, y al modelado
de los dinamos cinemadticos, con aplicaciones particulares al caso solar. Sin embargo, y en
vista de las limitaciones y de la cantidad de problemas presentes, la generacién de campos

magnéticos continuard siendo un desafio por muchos afios en astrofisica.
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