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Lz n2lfefca Transformecion de Laplece, utiilza exclnsivamen
te nt:egrales Ge niemarn v ewg propledcdes mis importantes
figursn er ol ‘retedo de Poetseh "lheor!e und nwendung der
Laplece-Trensformation”,

Una generalicacién inmedista, oconeiste en esdoptar integra
les de Rismann-Stieltjes y es e’ como la conridera B, V,
t.144er on Aivergace merorizs( /. generalization of Niriech
iet’s series and of Lapluce’s iniegrale by means of a Stielt
jes lategrsl- Transsotions of the imerican Mathematlcal So
clety- 929, ihe invers'on of the Laplage inte:ral and re
luted menent probleme Transaciions of the .meriesn kethema
1i0al bosclety- I954- oic,).

Utrageneralizacidn radicu, en referiree aolamente a integra
les Filemann pero reemplazando el faotor exponensial ¢ por
e‘Nuzzon esta forma y paralelaments con la Teorfa de Series
de Dirichlet, fud des:rrollads =n ~1" urso sobre series e
‘ntegralas D" {1925, 691 Loctor Key Pastor, guien ultimament
te conaiderara la generalizascidn que incluye a les dos ante
rioree ea dedir: la traneior=asiln que corresvonde a inte
yreles Riemann-StieliJee v son el festor exponencial £"A“)<.
Juestro trabnio veras sobre s8sta transtormaeldén generaliza
da, gue tiere ls ventaja ds occmprender a las Seriss de Ui
richlet y que sélo cumndo se imvonen & A/z) condiclones res
triotivas (como por ejemplo ,(:) deriveble ) se reduce a la

cl4eioa de Laplace por un oamb'’o de variabdble; pero aiin en




los casos en que nos hemoe vieto obligados a aceptar tales
condioiones,d!imos la demostracidén de los teoremas correspon
d1entes en 1. forma genersl, pues as! las consclus’ones se
~plican 81 previo gsarthio ds variadble : otras tr.nsformacio

nes como por clenplo las del tLivo “ermite,

Lejumos aqui oconstsnc’'s de nuestro sineero agradeeimiento
1l Cootor Julio Rey Pastorcua fué qulen nos proomso el tema

y ane an tedo momentc ros prestd su tan valiosa gufa ,

P T et a——
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CONV -NG3INIIa UNINQhBs

LT LR LY LT IR T X ¥ R F X TN

Lcs teoremas relativos & lu convergenais siwple y a la con
vergensla absoluta 4a las funsionss D, , estdn expuestos
brivementine 2n 2]l Tcgumen de la Tsor{: preliminar que figu
ra en lue notas finales, donde ee transer'ber temdbién, las
£8»muilas “2e la2 ehsciscs correspondl ntes ¢ y a 3 en lo
que respecta n la gonvergenclia uniforme, se recuerdsa allf
el teorema qu: la ssegjura en un 4ngulo que $iene por vér
tice un punto d8 conver<siac.u & .mple.

Nogotrog vit kla22 08 ~ar0d v ma cxtein 19var angina
uniforme y ecounslderaros inero i+ conv.r;ercic 42 funciones
Dl’ de variable compleja parabdlics, pues en ellas se pre
genta la pirtienl=r'Aad de ocoineidir 123 abeziene 4e& conver
genele 82l 7 uniforma ,

En 2lzuncs 4c loa teor:rags gue davoes, ls Asmostracién es
rarelela 2 lc va econceids prn 2 1s trenaformeeidén ordinearia
de Ieplsce e izualmante gancill<s a peesr Ae lc doble gene
ve.liz:216n 221 t'po Ae 'ntegrel y ds 1z excvonz-cial que f1i
%urs ¢n €l integrarde, resvltsn s8f,con el migmo esfuergo,

propiedsdes mas generules que coTprenden w acuellss y» co

nocidas eoro cuecos p.rticulures de estas .




TECREM.A

() Se-zﬁﬁ)dd(r)

0
converge ebsclulamente en -8 -x+y, , eonverge tarhién unifor-
mements en el senipl.mo x> X,

H)

81 lc integrsl

56"1"\(') dag) conv. absol. en z -x +*¥
0
’T) o<
_z) ()
da@) eonv, unif. en X > x,
0
Demosgtracién:

e h'pbtasle implica gre, d:4c um € zrb! irariamonte peanato,
existe un r, tal que

%

S‘B-ZOA@ddh)l <& r"fd 2N T,
Y
o sea %
_xo)(r) ara TOT1, >T
(1) S e ‘dd@”),(& r L 17 0
Tf
ahora bien
1, T2
_xA@)
je"b)()da(r) < J " \d ()l
T’ f1
v para x;xo
Y T
: _ X, A
fe'““) dat) | < * T da]




nue por (2) 3 menor ~ue € psrs r.>r>r,; por lo tanto

)
Ddary| ce
|

para toés : t:1 que H(2):x, y 97 consedusscls ge verifige la t‘!il.\

Toudin 5
81 Jd") V0 es decir, 8! es deorecient: desde uavalor de r sn adelante ‘
y converge = cero y -demfés existe A%ﬁ y 8 crecisnt~ desdes otro va L

oa

lor ds r en adelxnte, 1. integral l

‘zgﬁ)dﬁ)dr

(3)

0

converge uaiformemente en el semipleno x>0, con exelusién Aa un en
torno arbitrsriamente peguefio del origen .
H) ando pera r >F,

A'(r) eractente para r:2R,

-2 Al
T) S e ){)“ﬁq dr converge unif., paers x O, con exclusién de ’
4 un entorno arbitrarismente pequefo desl ori
gen.

Demostracidn.

Considcremos el punto )
3=X+LY donde x=>2C

y los ntm-ros w, y w, tales que

Rswi<w, v RZR,; nzuz

Veremos que el mbdulo s le integral entr~ W, y w, , desds un r en ade

lante es menor que £ . An efeoto se verifioca que

) “gte teorems puade reduvcirse a2l gcorrespondi:nte d» i: trensformeeibn or
A'ner'‘a de lLaplice por camb‘o de vartable,pero prefarimos demostrarlo
dtrestsmente pars d:r unid.d y sutonom{a s li exposioldn.sta observa
ctén vsle pars al giguiente tsorema y p:.ra algin otro,




w,, w,,

5 e-z}(r)o((f)df i J 6_)( A(r) [cosjACf)— Lseny)(f)J dr)dr -
w

1 wy

W,, W ‘
- xAfD)
_ je'x“f)ws y A @) “ff)df‘LJe @) sen yhr)d 7
w‘l

w4

S1 multiplicamos y 4ivicimos los integrandos por /‘(’r)u,on virtud 1

de¢l segundo teorema del valer medig:

w w
- l wy ’
Je_Z)‘(T)d(T)df:e_x ( )d(UJ‘) 4,_._. j}({) CO&))(’)d'f —
Atwy)
w, w,

donde W y W son dos puntos del interveloe (w, Wy )e

integrando, para vl >0

w w
S A’(T) Cos A(r) dr = ,5.?.‘[1%@- - f’y/ [Sen yﬂ (w')- sen )’1(%)
w, “1
Por lo tanto ‘

} fl'u) CoSJA(T)dT/‘ g

13 ‘

Andlogemente: w"
2
] A senj)(r)df <
|yl
w’
U.)_.L )( ) ) _
Sz A () - XA R - 2| _
Je nerce ) e Z_”’ " ”’J ]
“1 X (w)
Q—X o((w4)




Para 'Y, > ° es, segin la Hipbtesis: x(w)) o ; }/(ua)>K; coma A ()
es infinitamente oreciente, para todo x20 ¥y }ylzr, el médulo de es
ta integral o sea el mbédulo del resto tiende uniformemente a O.
(bt tenemos ag{ la convergencia uniforme para x20 , salvo la zona
-Y<y<Y
Pero por el toorem‘ﬁque dleca : S1 la integral convarge en un punto
T, converge uniformemente an un &ngulo menor que 7. , eon vértioce
en dicho punto y simétrico con respesto sl eje de las x , la zona res
tante puede sor inclufda en uno de estos éngulos, excepto a lo sumo
una parte arbitrariamente pequefia a la igquierda de ¢ > O,

Bl Teorana quade as{ dercvatrabc.

£n el ocaso particular en que la integral converja en el origen, por
ser o(r)>6¢ la convergenola simple es absoluta en todo el semiplano

¥y, por lo tanto uniforme en todo 81.

\
(*/ A e Teanwon Tined
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TEOREMA

11 afmvl>c, es decir,sl es decrsolente desde un valor de r en adelan
te y converge a L >0, y ademées existe A'ﬁ) erecisente psre r > R,

la integral oconverge uniformemente para x >7 , sledo ¢ positivo

paro arbitrariamente pequefio.

Hemostraoién
Repi tiendo el razonamiento del leorema anterior, llegamos a establs

nar la relacidn (1)

" 2 A () bhe A x ()

e Aw)ydr | < < - R I
v 'j} A w, )

W, ‘

boor

Como por Hipdtesis +7v >L , desde un valor de r en adelante, su md
dulo estd acotado y es, en partigular A wy, ¢ M . Luego, pa
ra todo x >~ >0y todo y tal que 'y/>Y >0, serd

((‘L(V,L . - /\ ([u,)
3 ) !'(') J + ) - ,1
€ A ir) q‘f RN L

~

| ! AN
P
H

es deecir, arditrariamente pequefio , puesto que A(f es infinitamente

crecienste. Como la integral converge para R(:) >0, elegido — , tal

Que 0<7<7, @son vArtice en 61 se puede considerer un éngulo de sonver
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TEOREMA

81 X'V ( para r >* , y son ¥y AG} funeiones ocontinuas, la integral

20

: QFZ)(T\:J 7((7)

v
0

converge uniformemente para x-> 0.

Demos tracidn

Considercmos la integral

Wy, ) Yy - .
j‘ e/‘l)\\T>L\7(l~(\‘, = Se“xk({\ \chj)ﬁ) -( ven v )‘T)J d x(i') )
ul.)4 w,
) ) ) fr
= gg-xxhC:s\Aﬁ>dX@~LJ‘&—XX\)3€ny)&)dXO)

LL\I L\)1

Aplicando a la primera integral del segundo miembro el Teorema segun
do del valor medio, demostrado en nuestros tradbajos de Seminario, ¢

integrando por partes: ,

Wy w
g e_Mﬂ'ccs ykéf' dax)= ¢ XA(W')S Cos M\T\ dxmn =
w G
f ! w
- e_x)(uw) :c’csy)my’\ ty fx(f) sen y Aw) dAr) =
L w, _

v,

aplicando nuevamente el segundo ‘ieorema del valor medio:

"

)
! -
wh

L w,

Wy

i1

! w

— A (wy)ees ydo)

LL/' u,’ j

e~ M) i__cos y)(w')- Alw') - Cc s yAw)A(w) -

e‘XMW’) [us 3“’) xA(r)

- x(wJQCoy)(w”)+d(wJposy)Uq)

et




de donde

Wy

! Se“l‘losylv)dd«)

Ur4

+ ’ aw)eesy ) (w")}

Cx e | ey @) @
) - .
-

£e

y por lo tanto
W,

56_ X)mcos))(r)dd\ﬂ

(.

c (’,J )(w,)[d (w') +:>((w,)]

(1)

1

S' W, y por lo tan%to, W 1lenden a o ,(w)y A (w') tienden & 0 por hi
pbtesis, y Mw)soo .

En eonsecuencia, para x>0 , la expresién (I) tiende a cero unifor
memente.

andlogamente, resulta que
w,

A
je-x (Y)Ser\j)@)dd(f)

Uy

tiende a cero uniformemente; luego:

~
A E) ,
e aAlr)
(4

convergze uniformements para x > 0O,

TEQREMA
S1 () =L>0 para ¥ - oo cumpliéndoce lns demis condicionea del

Teorema antericr, la intezral converge wniformemente para x > ¢ > O,

2

— o ——




En efecto es asf, pues en (I) ; %(w,)yx(w')tienden a L>O y resulta
wl/
J e"XNT)coo j)(r)dd(f)) {e

Wy

-X‘)(Uh) 1}1;

COFQLARIGS
sint)es, ademds estrictamsnte mondions 1z integral de Stisltjes se
transforme =n integral de Riemann y se deduce: ‘

19 ) La integral ¢
je-L)(ﬂd(Y)d{

0
converge uniformemente para x>0, si d(r)y (' son funciones eontinuas

y 2n)l 0 alado estrlotamende mondtons,
2°) La integral
{e'zm)d ) dy

AJ

0
converge uniformemente para x>7 >0, si O((f)y)(f) son funociones eonti

puas y A(){ L> 0 , siendo estrictamente monétons.




7

X OREMA o0
'Z)G)’&)dr

S1d(r) y A(') son derivables para r>0 y la |€ A

]
tisne un campa de oconvergencia uniforme ( que en particular puede
ser abeolute ) siendo J 20 la absoiss de eonvergencia uniforme, si
ademis A'(r) es oreciente y > K>0, 4¢sde un r-R en adelante, se
verifica:

I°) 81 ¢>0 1a
<

je-zﬁ(ﬂ (X(Y)d r

0
converge uniformemente psra x 29 ,

2°) 81 ¢:0y Xo)—opara r r-« la

X

‘Ie‘%A@hx&)dr

(
converge uniformemente para x> 0 con exeepsién de un entorno ar

bitrariamente pequefio del origen.

Demos traocién Wi

- % Af)
Considerenos la iniegral S e A dr

w,
mul tiplicando y dividiendo por}%ﬁ,aplioando el segundo Tecrema del va

lor medio, integrando por partes y tomando médulos, setiens:

w,

! +4i Ie—Z/A(T)dr(r)dT

W )‘l L) e
I x Wy J

j e-zhﬂdhqdf < ;L_ a Xr) |
A(WJ _

[

s Y
Wy u,’

w,

: 2L
< ——%L~—S M | +e w,'| + JJe d“)dw
%] K I )\

_x)(uh\£d<

S1 x >4 N0 , seré con meyor razén |z|>7>0, yi
w,

Je-ﬂf”d'mw}

W

Xy
{ e-i Mﬂd\Y)dT

1 ,L1

- X Awy)
< 1k %eTXAwmithﬂ+e XAl [ (w,)]+

J




N

_2A) ,
Aplicando el Lema que dice " Sila IC a @)y oonverge para x ;> 0

Alr ¢
es |a((f)l<k, e’ ) = 3los doa primeros términos son menores quek "M

y por lo tanto Infinitéeimos para x>¢'y (w,.»~ } el,tersero es ol

1
resto de la integral que, por iipdtesia, scnverge uniformemrentes para

x > q «Luvego el restode nuestra intagral j%‘zﬂq(’)\;((r) dr tien
de a oero uniformemente. e

La primera parte queda as{ demostrads.

St 23 an samhio ¢ - 0, debemos imponsr 1a condicién |z]2 ¢> 0 por el

factor - - y, sdemfis x © 9 = O gue, agregades a 1la de Hipltesisv )0/

I%]
aseguran lu convergencia uniforme en la regién resultante,

o - -
C <1”_/
-~ ’//,/’
S
1 L
TRORNMA
S1 la integral oo o <
- . ) % A(e
je 2')(1) o((T)o')(T):‘:N_ Sd(;‘)de ZMA: ,.i» ¢ )dd(r)
0 0 C
ronvarge 'niformemente vare x >0 > 0, la integral
5 e XM Ay d o)
o
[en que Aw) - j‘ «(r) CM(Y) J también converge uniformemente

[
para x 27 siempre gue ,A’_r},-(K.

|




@®724Lraciin,

“unstarramos 1: ‘ntelrel cym convsr-rencie wniforma quersmos probar ,

en ol intervalotw w, ) ® integremos por partes:
Wy w, w, ﬁ
Je"”)("ﬁcr)dﬁ(r) =-4 e'zmﬂ(m/ " %J e 4 a6 -
W, W, W, w,
—2 A(w,) -2 (W) -2 )
c-de Alw)+Ll e Alw)+4 Je 7 dAe)
Z Z Z
W,
iomando mddulos:
w,
(1) ‘ Je‘““)ﬁ(r)d)fr)]\(
W
-2A0)
4 -x)( w,) Y C e d/)(r)]
Ot [T P LI R
w,
Fsra x 2T a9 oy -
w - ZAf
’ SoAwy T (W) dAe
-2 (" <A le K+e ¥ J
Je A die) | € d[ 3
w,

Lomo por 2158tesls a8 (00, los dos primaros t&rminos tisndan unifor

veamente a Q para W yw, 3 ; al tercretérrino tiende a cero uni

formemente, pues. por hipdétesis, converze uniformerente ls intezral:

o

je'“"’amd)m
0
Por lo tanto w,
J e e do
w,

tiende a cero uniformements v @l ieorems queds demrostrado.
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SUY oo

e "'Mr)oc(r) d )

0
cenvergny unilormurBRL® pais X 20 ¥ le lntesral

7

A(r):Jd(r)d)w — 0

0

antonzad la Integryl
o0

Je"“)“) Awyd e

0

t:mbi4n sonverje un!formemante gura x >0, oon excepoién de un peque
A0 3ntorno del orizan.
Demos tractba.,

Kkszonsndo en for-e anfloz:i s lu dsl Teors~e antsrior, se llegs a la

3?:9.».:’.")-_ ) W,
Wy,
- x A, “xA(w) -2)()
5 -z)(r)lq ) d Aty |2| X )IH(W”)I+\_IZ] e ' w,))+J. fe d(r)d)(r)
w,
U‘)4

Para [z\z? >0y x=20 e8:

Wy

J e

w,

T[ (w)| + | A (W] + H ’d(r)d)ml

1
§ L

=230 )4 A(r)) <

axcreeidén que ds asuerdo con las oondio'ones As 'ipHtesis, tiandes a
caro uniformenents.

Luego la intepgrel A

je‘l)m Aw) dAfr)

0

converzs uniformemente paru x>0 , excepto 8l entorno del origen qe
corrssponde & la condlcidén impuesta |z]aj° » ¥ como f es arbitrarie

mente pequefio, el entorno exclufdo también lo es .
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TECREXA
S1 oo, es daeir os¥orectente desde un valor #e r en adalante ¥ con-

verze hacla C vy o (0) # , la integral ‘

oo

J e Vuny dae)

,, |

eonverge uniforrsemente en el semiplano x>0 ,con exclusién de un *
entorno arbitreriamente peave”c de) crigen. (Demostracifin aplisando el

Criterio de Dirichlet )

Derostracién -

- (
La {ntezral J e 22 d A es sonvergsrte para [z[>j>

0

Mul tiplicando por A@)/C el integrando, resulta:

J‘e_x/\(f)d(r)d)(r)

(
que Lambién converge de acuerdo con el Criterio 4de Dirichlet: Y

P 54 ia invegral 5cﬂ0dr converze, v £ mal-i;:1%z2a ol iat:grando

por el faotur decreeienio bn$(3 » 12 nuevs integrsl ten-

bién converge.”

Intezrando por rartes se tiene: -
o0 -2 A
- 2A(m 26
e X" Tamadnm so € X0 1 e P dur)
2 z
6 -2 A0) A 0
e x(r) o y(0)
Bl médulo d4s 5 / tionde a ')L, para todo 1>0
&

st méAvlo 4el otro término:

o0 R, o0 ) [

g | -2Ae) A _z)(r)dd )| + ‘z)‘r)d o< L z Jdd )= A2 Kra(R)

% Se da) <E|“€ r | e ofr <3 ‘K+Kl 0] m[ J
() 0

Luego:

o0

[ - L)(ﬂzxmo\ A M\

S

< fara fodo /Z):() ‘\ijO.

e

0




0
- Alr
st A YL >0 la integral | € )y dA6)  gonverge
(3]
absolutamente para x=h >0 y por lo tanto la convergencis es

uniforme en el semiplano x>h . En efecto es as{ pués:
O

- Je A0 gy d A)

S ) 6—2 ;\(f)d (T') d 16)

o 0
Como:
(]
-~ X A0)
56 d e
( 86 oconvergente para x:-h >c¢
81 muiiipriiosy wor OF)—>VX>0 » 31 integrando,

la Srtegral que resultu ee seiin ol grivii'y e -l:l convergerte,
luego la integral dada convarge abasolutamente para x-h>o0 y en

conseouencia uniformemente.

*n el 'eorema ( 2 ), 6i 82 splics e¢ste procsdiriento:demubatrasé

la convergencia vniforrs 3 1a
o

j@‘z)&)ah)d)ﬁ)

para x>h >0 , ee deoir , sxclu!da una

fsia a la darcecha 43l el2 7y .




TROrEks -
Y
81 la intearal 0 " © o) dr

oconverge uniformemente pars x >q¢ >U, ¥ existe ,\'(r) tal que k ¢ )’(r)<x *

la irtegral R
- xA
je 8 mA(r)dﬂ(r)

¢ Y

converge también uniformemente pars x>¢, siendo !«(r)=ja(r)d Ve

[
Darcetrretin.

v- - - . 3 . LT
A3 S VI S IR UF AN SUP PAeNs ‘

L
- )
j‘e““ Al d A) |
W,
es tan pequefia comou 89 quiere, paral, yw, sufic'sntamanta grandes.
En efascto intogrands por partas:
w
Wy wL {4 Pa
R -z Aly) | Y

50’ " (y)ﬁ(r)dh(r): ¢ --v’/q(r)l FLoe" Vaw) dr

-2 ' / z
wy Yy W,
v tomando mbdvlos:

“y - x A lwy) - x AMw))
- x Al , ’ (
l j e M nmdam] e & | Aw)] 4 - | Alw)] 4
2] 12}
W,
Wy
lZl \ J (Y) vl Y

Wy

Aplioando el Teorema qua 4ice: "S! la integral D) converge para un ni- H

mero resl x50 , v exiete Hd’(ﬂ( s, también eonverge para X, la inte-

grai  foHOu 0 A v oem ag) o(e““’%A’m)p-ra r o> o0 "
e8: 0
( 1’) (Y) S \
p) = ¢l @ by
\ /

¥y resulta la suma de lee doe primercs términos menor que:




X Alwy)
: [A( uy
2 € Alw,)]= 2 i SR
| 2] ‘ 1Z | eX](W,)

uniformemente para x>{ p teniendo en cusnta las condiciones que por

Fivdtaris debe cumplir A") ., Eltercer término tlende & cero unifor

vismiente por Hipdtesis, por lo teato &1 Teorems esti Aemostrsdo.

S1 no se impone la existencis 6¢ Ar) , splisando el Lema que hemos de
© @)

j e d Al)

0
v Alr) " resulta la convergencia gimple de

mostrudo, que dige "Sla integral

z:q

converge en
or [a(r)|<K e

la integral de Tesis para x > g o

COROi.ARIQ
81 §-0 y Alr)—U, la convergencls vniforme £e verifion en todo el

semiplano x 20 = © salvo en un pequefio entornr del origen,

En afscto: enla expreesidn (I), e! }zlif erbitrariamente pequefio, los
dos primeros términos tienden a cero por la econdicién A(r)> 0 ,

y 21 tercer término, por la convergencies exigida en Hipdtesis

T+O' “MA&

St 17 *ntezranl

,Je‘zka)a{nciﬁ(w
0

converge uniformemente para >

X > ¢ > Q; tambilén oconverge uniforme




nents pare x» > 9> 9, la integral

N

je‘“”’ﬁmdlm

¢

£iendo: f
A(r):jo(md)(r\
¢
v ¥ < A0S 1

y L (r) de varlacidn acotada, de acuerdo con las condiciones de Hi

pbtesis.,

Deasios tracion

Consideremos la integral entre W, y w, , & intsgremos por partes:

w
2
(A)L w,,

<2 A(r) (

P Amdr & A, +

J_ e-L2(0
-2 J Z

«(r) dA(r)

y wenlendo ¢ cugata que

. Ar)
Alr) - oLe(r ' ﬂ'("))

la denostl'aciin ec cortintia en forma 1déntics m la Aal Teorema snte

r{ior.

CCLOLALRIQ
Si =0 y a{r}— 0 , laconvergencia uniforme también se verifil
ca en todo el semlplang x 27 - 0 , salvo un p2quafio entorno 48l o

rigsne.
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TSOREMA

S 1a integr:1

=

Y
J&L “da(n

/]
couvarge ualtormermente pare x >d> 0 , siendo:

a(r) = 0 (6 10! )(r))

tambiin converge viiformemente para x >d¢ la integral

oo
-2 Alr
Je * )ozfr)dA(r)
0
DMOS T CTON
¢n efegto: wh,
. " A6
2 -2 A(r) -2 Al)
Y . e 1 le dal(r
o 2 T)d(r)d)(,): 2 a ) + 2 )
wl
w, w,
o 1o tantes
Wy,
wl
Wy
lo((u.h)’ [ (wa)] 4 e-z,)(v‘)dd(r)
161 A (W) [ x| el AM) | %)
2| e ;

v ¢! ‘mcremn aueda demcstrslo, vves de scucrdo c:n 1:s condiciones
e FipGtasls , los trag tleminge son (‘s Aesde un «/, en"»delante pa

re todo x2 T .




CONV: ROENCIA Dis INTHGRAL:S D) CON V-GIABLE

CO¥FL=JA PARABOLICA

Coro yu snticipamos,ver mos que: Cadu 1: funoldn
o0

-2 A
} (l) z e dd(f)
0
de variable compleja parabdlica, la abscisa de convergencia unifor

me coinglde con la de con rgensia a'wple ,

‘ara llegvr . 4smostrarlo, nos fuv& necasar'o Acmostrar primero, el

Lema de Perron generalizado, gna Atce as!:

L P TR 1 T X L 2 X L X X K2 T L & K& K L2 1 4

“walquiera que sea ol valor d4e l: varisble ecompleja parabdlieca :

Z x+Jvy , se verifica:

X A(r)

hl&ﬂ“&e'zj'”J: rDe

n efcoto: siendo complejos parabblicos, setiene :

Mdd 2= Mdd (x+jy) = |x]

forotrs psrie : @ o () 5 e_z)(")@ 1)
e = -




¢ |

Luego :

" [gbe_z,)m] CMdd s e'”ma@l(r)

(1) ,
Modz 99‘”(”

vy, 4e acverdo ocon el médulo adoptado, resulta, segln que x sea posi

tivo o negativo

Mold [Q e-z}@')J - @ €~"7‘(r)

51 en cambio, se adoptars como -“efinieidn 4- méad:lo:

(21 : +v7*#jz
o8 )
@e_zlff): -3 e'z (T)Q’/{(T)
k (;De_zl(r))__ lz“e-x)(r)‘g Ar)
¥, 600

e,mr) _ e-”") (4- 112 jJ)

¥, por consiguiente

_xAr) 2
e’-z)\(f)\:e A ey




&

resmplazando en (2)

S @eil)ml: J vy 0 vy D0

Ty 90

S 9.4
1 98 x>0 o8 &36 negativa y los demés fectores positivos;

teniendo en cventa el signo menos, resulta positivo el wvalor.

31 es x<0 @8 W e.x)&) positiva v el eizno de x corn el menoe

cue anteceds, da més .,

Como los doe primeros factores son > A os:

(e

2 AN)

| e
ccccecccealecncecnee

rasawos entonces al Teorema que nos interesa: " Si la intezral

oC

S e-z)(r)d a(r)

0

converge en un punto 1z, , converge uniformemente en el semiplano

R(x) > Rix)

Demostracién.

trimer caso g, =0




Farea estudiar 1la convergencia debemos ¢aloul:r el mddulo del resto:

F Ar)
S e"Z dagr)

r

cue integrando por pertes resulta:

‘CT f . _z2Alr)

% _
_2An) 9D e
6-1?1@ daw): &ir e a (r)
P
F
P
v sv mbédnle
T
() - zAlr)
t _x% (@) ~xA ) + Jd(.—) Je )
Q-Lmdd(r)\é Jagie” e
F
I
500 _z,)(r’d
“omo por hipétesis Y e o (r) converze en el origen
y en ese punto @'0)0):4 » €8t0 implica gue : {
o i
d () converge ¥ en sonsenuensia 1 ICId{ﬁ l<’f
0 P

pars p_ R , ¥ teniendo en cuenta cue la exponencial (que es la Gniea
que depende de £ ) es menor que uno para todo £ 4@ psrte real positi
va, 61 prim:r términoc es 'niformemente menor que ¢ para Rez)> 0

%1 valor absoluto del segundo término se o0aleula aplicando el Lema de

ferron, {Con sizne - porque consideratos x>0 )

! C} ALY q C1
Mod S o((r)%e'w)‘;'&ﬁ%e-“)z - ¢ (g}e.,\(r)x: ¢ )e-‘).(r’)"
° j / B
I P p - ~

- Mo x
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S pard * >
Como laue exponenclivles 80i mcnores que wRe, 28t2 térming 2s tumbién

suficienetemente pe-uefio psre p’> p, y x positivo o nule.

Luego el resto esarbitrariamente psquefo v por lo tanto la integral

converze uniforremente en 8l semipleno ?R(z)zo

Segundocaso >0
siendo z. fo » Por medio de 1ls eustitucidédn - 2+ 2 s 12 in '

tezral dada s: reduce a :

- oA ,
e - -

¢
X2

¢

e 2 M dam

igta integrul converge vn'formemente en e) seriplano J‘?(z) > @(lo)

qus resvlta ser el d4e gsonvergencl. :ysvi—ta de ls integral dada ,
Yllj-of‘ me




LU AGONYA-ORNG L2

Seoccasvcece= () ccavcrve-oe

setablaoemos aauf, las defimnic'enss de 1) tracemver
gezc'ia y ds nltraceavergeasia estricta para lss fum
cliomes D} » COMO, Una exteasiém 59 las cerrespendien
tes pars earlaes de Lirighlet. - ceatimuaciém, cemel
dsrsmes ¢ jemples de fumcienes ?} “ue RO S¢E GOAVEr
gentes, pere ol ultr:ceaverzentes, ceam respecte a su

cegoncs do imtervules ceavenientemente elegides.

<7

ondiii . ool
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Recordando que en el estudio de las Series de Diriocllet, se llama:

I ibeciss Ce uitrezcnvorgencis <e .

(1) }(s):g ane—)"s

al extremo :nferior de los nivreros d tales que, aximte uns suce-

3:6n de 3)mas parziclss de la ser'e anterior:

™y ’) s
(2) ]ka(s) : g dn €

qQus convsrgs valforrermute e¢n ¢ada rec'nto i ve :ntsrlor al senie

plano «x >gq .

22 .beisa de ultiraccnvergeacis zetricta de la mtema sarie (1) R

—-——

4l extremng nferlor de los numiros d tales que existe una suee-

81> 43l tipo (2) que satisfece esas Tismas cundicioner y , adends,

8o verlfios:

! ™m -m
) K+t K =0
k —> o
)\mkﬂ
¥y
!’ ,X'mkn -
1 _
k- )Mk

Fara« los ‘clegrelas I} , extandemos 2aton def’'n’'clones en la siguien-

te forma:

56 lliumu sbeilesw de ultragonversencie Adx

—

oC

f(z/): e 21 Dd o (r)

0




3

al afnsrg T-extr.a , 3'9ndo agtoe J  telas ue exleta vds guUOY-

81dz de las Integralgs

?" Al
j(b): je-b r)dd(r') ﬂ,:'f,.?,’....
r"' ¢

qQve convergen mnifarmensnts en todo #l aamiplano x >0 .

St , sdemAs ss verifican las eondiciones:

i~ fh“ “ S - J
n /\(Jom,)
y (3)

- Alpne) _
n = oo )/\Y")

la ghc'sa J que asl resvita, se ll-—e A8 “ltraconverzencia estricta.

------——-n..O-‘--g—»-\n-.'-----

Ahors bisr, aef como ia ser‘s:

1= A+ 4-d4+ - ..

no cocverge, perc zzrupendy sur tdrminos convenienterente:

(A-1D)+(H=-D)+

rceulta scnvergente, VErerce vn clerplc en aua, una integral D) »

no convergentie, pusse sin emtargo, vn ssmipl=sno de¢ vl trasonvergencia.

Coneidereroue el caso en gue:

X(ﬁ:f y oL(r) = e cen vy




Luego:
2@ -Tx v )
5(1):56 dd(r>=J6 d (e7senr) -
o v
oo oa

-T2 r -Tlf
. le e senrdry e € Cosrdr

v

converge para R (z) > 4 puesto que:
oQ

J e-(z-’) {s eny dr
0

o

_ D r7
Se (2= cosr dr

[

convergen para R(g}41 ) > 0.

Dero para 2 -4 , #e reducen a:

oo

o0
Senv dr 5 Cos vy dr
b 4

o v

cuya euma no oonverge

32




Ahéra bien,sl se considerar las sucesiones de funciones:

T
-3:+.2,k4TC

)
5 (1) = J(Senr-rcosr)dr (k04,2 ... ..

k,
0 1:—+lk,1l
f (1) = SenT -cosr =2
k,
J
L1 K, (1) =%
k‘—>oo
b)
n+ak, T
5 (4) = (Sen T+ Cos r) dr (ka,fo,""':
k&
]
Ttak,
5. (4):5enr-005r = 2
ky
o}
l');"oo )tkLm )
2
o)

lnlg

3]

Eka(’)‘- J(scnr+<‘,osr)dr <k3:o,4,m....)

2k T




a)
Trakm
./k”“) (sen v +eosr) dr (k

y 0, 4,2, . )

<

i
’ I 4-2,\’,., jt

- -4

Es decir, sntonoes, que,la !ntegral dnda no eonverie en el punte £- 4

pero en asch'a en #1 e vl'rasonverzentis con resdeato o nsda vas Ae
lns rucs='onss de ‘ntervsloe:!

1) £+lk'r( T+2KTT 2Kk .{./[1-2,'(7'( ‘+¢.
2

Oteérvese zue an ante 0as0 ls nltrsconvergencie ss ss’ricta, puves se

verir’can lag esadictlonze (3), en #fanin:
-N
1fn. rty v o8 on este caso, por sjemplo para la suoe-
n - oo A f'?"”)

8ién ba)

| [1+1(k+0ﬂ]-(x+zk1)
1'm

_Il 27
K« Tta(ket) X

1rm

k >o0 2 (ker) X

y A Pae)
1f, ) es en lz misma sucesidn b)

(pn)

S A SOA w2l
k-0 T+ 2K k%@ K*lkn/




Paras R(®)< / ,» la integral osoneiderada no converge, pero puede
verue “Lue valBuenr susesionse de lnro,valos, con o rezparcts ¢ loe gvnlaz
résuiia ultlruceuvsrisnte.,

a4) ejemplo counsideradc, queds inclufdo en la funcién més general:

<

e-z Y d [6’,\(0 sen ;\(f)J

que pnede Lratarse en forma andlozge, resultando eéntoncea susssicnea
de ‘rtersnlos, en gus loz velcres (T) , sorreapanden o A(r) ¥ no

P .
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G e o Eme e e ®

TXCFS3ION DEANY TE SUS DERIVADAS [ RACCIUNKMKIAS

P X R Ry R P Y il L L L L L R X X T N e i Sy gy

in 1z Tworié de lee funcionee D), uno 4e los pro=-
Llemus funds- sr:itales Que se prssengan 88 el de la

inversibn,cue corslst  en: Dsda vra Tuneion D

o A
- )
[2) je M dag)
0

¢luCurt ke ik ex.rasidn de o) en fanoidén dofuyvﬁ(ﬁ -
Hosotroe, pura lus inteyrales de Lunlace-Stieltjes
zensralizsdus, remos resvalto sl protblema, sunoniene
o wriveros. gue Xﬂ)ea cuniinua v estrictamente cre-
“zlente,lusgo ivponisndole solamente ta segunda ~ondi-
eiédn.

cvedurfs por estudisr el ceso sn cve Af) no es estric-
teinente creciente; eatu podria resolverss, consideran-
d0 uns sVCeeidr Ge i'uncicnes Xn&) estriotsmente cre-
clentes y talce quz)&ﬂel&h epilcar la invers£idn & o=
Gs vra de alles y luego paser al limice.

Yedlente v pioocliilents que 298 ha 8ldo sugericdo

rer el Toctisr Trarco ferisles Lerdngua., Leri sregol-

er en forra més ampliu este problema, utiligamos las




lawegrstes Mg Lebes ne-Otickttleg, nue remiten generalizar
todse leg demis férmules de la Inversidn,

Pars intngroles ordinarlas de Laplace-Stielties, Widdar en
gn memoria® . gernuralization of Tirtetlet’s Saries and of
Laplace’s integrals by mesana of Stieltjes integral®

{ Trsnsaotions of the Americsn Mathemstical Sosiety=31l
1623~ pag. 69L)1lsga a la rormvla de la inversiion medtlante
lalegralee fe Yourier; nosotros hemos ensaysdo ess camino
pura los Intagreles D) » 91n lograr un regultado satisfec-
torto.

Ung vez ortentide ) noﬁwférmula de la ‘nversidén, encontra-
~29 en un teorsrepedterior , la expres!sn deo sus derivadas

fracsionarias de klemann de orden /< ’
\

L X T X ¥ X T ——-C‘—- ......




TRORBY A

pada f(z):/ 200 sne) (1)

qae 0oaverze pars x) ¢, donde )/h)an continua, satrictuments ere

clante y,h@;a; la rﬁnciéncdh} de variaaildon acotada, estdoxpresads
b7 oL

per ¢
F2A0) ay
x(2) = //;~“’£
...9/7¢
bH=~ P

pare h)e .

Demontracifbn

Por cor)@)eonttnua v ectrictemente ereciente, hacliendo ) %/:- 4 ,

exlete la (unoién i{mveres« ?':fYQJ trrrZfn corginus y estrictamen

tes oreciente . Sustitivendo en (1)

][(2) = y - "wc/o([;&(’“)j

sueeto zue £(s) o8 un: funcién %1' por 1e condicién de existeneis,
dabe aerci(z) de vcriccién cootada, como fecimos més arriba (e eon
tinza! v por lo tanto O(Z}Q@&] tsacbién lo em .

Apllesrdo la {érmula d2 ls frverelfn ecnocids para eetr integral ,

HY LA

Q1
Sa

. .
LINe .

4 o0
,
Gemd. t ey -0

. : ¥
M 01383120 LA

«(2) -
bt P

(ue s le que querf{srcs “ercetrar ,
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£Y A(Mro es ccr..tnue, el teoreme es tertién viiido, stribuyende s la

frnotén invers:, em los intervalos de dlsoontinnidzd A(r~)¢ke A(rY)

33 A(¥) 81 v-lor cenetirts r=r, .,

-5
4 —- - - -

"nirodnglnoe anror com yu habf.rus anticlpudo, integrales de Lebes

suceStielties .

iecordemos queiindala inte ral

b
() S .g(t) do(t)
<]




81 se haoe

o (£) = w A (1) ereaente
t = ¢ (w
y existle «,
(2) jﬂgom]du

o

1

2

-umi fatagrel Ffe Lobsague, la (L) oslste por Jeffatcidn, como
intezral de ..ehesgu»-Stleltiez, Como se sabe =25 condicién su-

iciento para qus exieta (2) que f((w)) sea acotsda y medibls.

Ahora bien; suponemosllas funcionssdar) y A(r tules gua:
lx &) ae monbt 2, lo que oo rest~ings en nuda la generalidad ,
pues la ova ccng'Aorurcs conuarmente, dé verisoidén ascoiada, pue-
de exrreearces 901y d1iierencla ds dos cresientes,.3uponsemoe ade-
mie cue:

«(0)=0 ¥ Ye0)C o

26 ) (1 es infiniteamente crscieate y A(0):0 .,

81 considAere-ae l: inte-rel:

¢

Y [(,0( u)]
e du
0
-2 Afp(w)
existr co0 Integrel (Ld, pres f[Q(uﬂ=€r Ao zcvardo con las
¥

cundiciures impuestes a A¢) @b acoteds y wediblie, luego ha-
crendu el cwatriv &L var’etlc

o (M=
T - (.P(U)

(H Tarhife existe covo ‘ntesrel (7 por

mn
[¢5
~
{
1—

*nt -rr-ndo mondtono,



1z {ntegral

e—zl(r) da (e

0
axiste segin bemoe diclo, cumo intesral Lebzszwe-Stislties,
Obgarvasa ave o) aar dfr) crealente ~8 enfleteants, puves aunque

aes Alsgontinue:

—_——

1
1
1
1
| ——— SE—— i
]
I
'

como =8 mondtona y s3otada; 31 nimero de saltos pusde ser a lo
sumo mirersble, por lo tantc da Tedids nula, Areanreclable on

la intszral de Lebeazuefv tomtiés V) por ssr wondton: 1. furcidn)
srigtirdn entono+e, nfiritss funclones que :ue23a adoptar como
irversa, cegin el velor atribvido ¢4 clcha inverss si1 loe puntos
corragoondientes ad@hepipor s lemplo sl promedio 33 los valores

de r tales gua a(ﬂ;C“).Soa;u Inmecian f=cf(u) an: de ellas,

fodemos esoribir:




%2

que como sabemos &8s coreciente y ses una de sus infinitas inversass:

Ww = \F ((U)

Luepo:
-zWw
e-z)(ﬂdd (r) = e d. l.P(W) g f(z)

¢ 0

ests as vri inhtegiral ordinarle de Luplace-Stielties, por lo tanto

8s Villds la form:iia de inversidn oonocida:

h+io
2w
\Jf)( (W) : ! . §(z)e dz
AT z
h-toe
o S4a:
h+voo [ ]
2 A |g(w)
™ 1 f(Z)e d
\PP\W(M“: 270 z -
h-too
o8 decir:
h+teo
z A(r)
A (z) e
o ) =—7x1 o z dz
h-coo

que o8 la férmula buecuda,

- oo ----------o--- L L LY X ¥ ¥ X T ¥ 3




PLETVAR Y w0 i T vy or)

Pumpwvonragceman -o---- SO B m

81 el Tuorema que figura u« oonilnumeoidn, utilizamos las derivsdes
genaralizadas de Hlominn Lieuvilla, sobres las cuules hemns lafdo

laa pohliceciones:

4. Marcheud- “"Sur les ASrivées et sur les 21ff4rsnses Aes fonctions
ds variablesd résliea” ( journal ds athénatlques pures et apnliquées
1527 - neg, *37)

6. V.. Svitne ' Tie freotlonal Jeptvetive of implscs integral”

( Duke Yathamatlcal Journsl -3« 1Gil-. pagx, L7)

Tranansritimge un guelnto Tooweon 1 Lo ooty s L paimerc que

nod Intarasa:

41 antor s=stalllesds nrimerag, laz gondlconss nog:25u-izs v suficlien-
tan norc le oxietmneln de derivadias cunlint.n Lnots el ordem O,
enterc u No, ¥ “u exoresidn sor una integral definlda,

Sonat?ira a 22 Jerivada como mne Intsiral As ardsu nsgatieo, deéb-
pires keler transformwde Ta ctpreathn de le tntazral de orden (>0
de wurera c.e pusda conserver un gent'do nurndo sa reemplsza. por

w nfimeroc no positivo,

T4 ot gper e inturre) v Axvivede cenerstizedn  onys primera

1hew jar-c: Asblia a Lelbnliz, fbau 7700 praciasdss ror Léouville

4 aauee Lalo ot RUamarnn, hedte Gltimo Llawe inteiral de oredena> 0

X-8

@ B mdr: A |25 b dr
Ia f(x)- }:?;) & J [ (o) f




,"VW

r , ﬂeukrmna
dondo (d)dssignt 1w functon’ de eepiuila ecpocte.

T&) -
Cusan@z A =< =ntevo, | ar »7 reevlsifo ohtenido sl (ndegrar’
£({x) « veces ounsglutivis a pursir Jde a.

J!]’.ne
L& Jderiveds de osdea d{d>o> el auta»PHor 1a veleeldn:

(n-a)

])a(u()f(x) . D(”)I

=

f(x):j%; Ia(n-d) f(x) (n>a)

qus e8 cinfespendlenic del dntéro n v se reduce s la derivada
ordinarisa para o entaro,
81 sa tratura Cs dslnir cirestxrnivae la de=rivads de orden (f ,

cono inbagrel &2 ordny -0 , polrlamcs;

X-a

IL f(x):._i_& t-“_15(x-t)dt

us Jiverde . por lu wnitiu,trete da  der oftrs erpresién 2 la
tntegrsl du order O , Esre cve qureerve serittdc |, cuando X <O

slempre ¥IX wuw ia Jarivada aen cortinma, se ir pnade coneiderar

. F

“ ) e
JZ”&(x):I(mf(x):_L £ "o (1h) ar

3 X&U

cume una 'ntagral de orden ragativeo

donde:




yo-Seae™
¢ (x,bt): i ¢ f(x-k[t)

élendo 6,4 oconstantes y k .corstertes ree!*ivre crecientes.,
Srnunclis y éemuestrs:

Ls condicidn necesaris y sufioiente parsa que I(x) continua en
(a; a‘) eudmiia &1 es8to intervalio derivadaz continuas husta ls

de orisn « iLactiuBive 33 Hud

t u-lq(xi)it

ses u:lfornenente converzente en tedo Intervelo !nterlor al dado.

Lieuville ( Juurnal =ze¢.relyt.can.2l; define:

o

(b (-nf o ae
(X) = —— (x+0)
0, fwers )

'raara (u £ -4

C.V.L.Smith en la mamoria cltada, adopta como d9f4inipién:

v

1) fon-

X

_']_ (u'_x>-\){(u)m¢1dbb
F(t-v)
X




fero en la f£8érmila que apliecamos en nuestro neso para sl Teorema

que conusideramos o3 la de l[iemann
w

Du;gd(W):L_ d(t)(w-t)€'4atl'
r(s)

0 J7>o wpo

L L R R et 0---------

T:ORENA

S1 la intogral
2.

_2 A
(1) yr(>~): Je d o)

0
‘or’s )\(f) os ¢conlinve vy veirictasents crectanltes, converge para

X> c’ tsvs tofc EO> 0 €r verifisg quse:
h+te

D-fo((r): . }(Z)emo’z

e ATL Zfﬁ-l

(o]

d2

- (oo
para r_ >0

y ?>°o
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donde Lﬁ d(%>ea 1a derivadas fracclonerle Je ..cdsnn en T
expressds sexin eahemof por:

o

Lab-gd(fb)?—l—— q(r)(J;-f)f_'d r
Q)

2145 gus por %Yifbtasia es M):u continua Yy estrisamanis croolsnte,

existe la funcio'n inVG:fSa f:(P'(u,) tam bi€n continua yesTricfamenfc crea'en*e.
Suhgtituysndo aa (1) -

oQ

JQ(Z,) -_j e " d« [(p(u)J

v

dcndo<iﬁﬂuﬂ em Ad¢ verlaolén aoctada por serle o(r) .
Apliosndo &) Teorems que ii1dder expons en Au memoria™A genersliza-
tion of Diricrlet 6 Seriles and of Laplsce’s integrala by meana of

8 Stieltjes intezrsl” (Iransactions c¢f Americsn Mathematical Sceciety
31 -1529« o9z, o94) que dice:
"21 ia iategral -

5 e-SLCI «(t)

0
gunVorss Dare W>ﬁ; v 8t ¢ 28 na constunte poaitive, mayor que 9.

ap?

e 400

) Qws 5‘(5) de - ’D_?o(((i»
27 L SR“ w

w >0

§ 7
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~LGUNOS C:.3uS EN (Un St DET-RVINA 1L CAMPO

i I

LUE ANALITICIDAD DE D’

Como es sabldo, tode fintegral As “aplace-Stieltjes gene
fulizade, define una funcidén "olomurfa an sn eemiplano
de convergencia; en alzunos ccsoe, el campo de analiti
cidud puede amplisrse, llegando &« scomprender ces' todo
el plano, como se ve en los teoremas siguientes , ame

incluyen una generalizecidin del Teorema ds _auau .

--------O--------




CGbe s
£ o (r)  ef vme fumctide de varfasciiom adot:da en tode imtervale f1
mite C<r<Rycelmcidente con Y (@) prr r2k , tal acue Y(7)
88 arslf{t c: sA la Tog oM Irl2k v as anvls en ol ‘afin‘te, y Ar)

e vme funciém positive iwfipiterente rroe’ontc, entonoes la fumcidna

O
-2 A(7)
(i) )((z)=Je/ d o (v)
0
es amnlitic. va tode 6l planv certude ¢ le )srze Sel semiste rsal

negstive.

Demes trsc oA,

'_e:‘_,et_.f-.u:rj-) UE LAY LES, aw e,
) ol
-Z,X(T) -—2') 6’)
r
%(z):d(r)e} +2Jd(r)e d Amr)
N O 0
4l primer términe sy zruls 8° suporirez cue X (v)-0 , ys que
()= V)0,
Lol v 2
hed ~C

b): 2 ot e dim
J

0

Tescorpensmos ahera el imtervale de imtecrscién y rraulta

B k N ) _
2) fm:zg jd(we'“(”fwar mee‘z “’oumj
f .

L v K

coire U () an wpel’ Loz v omule wn 9l ‘afiaite 9 jcun teerema am-
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