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Resumen:

Dada una familia de conjuntos, el grafo interseccién de esta familia es
generado colocando un vértice por cada conjunto de la familia y dos vértices
son adyacentes si y sélo si los conjuntos correspondientes se intersecan.

El grafo clique de un grafo G (se denota como K(G)) es el grafo inter-
seccién de los cliques (cada uno de ellos es un subconjunto de vértices de G
que induce un subgrafo completo maximal de G) de G. Por lo tanto, K es
un operador que transforma un grafo en otro grafo.

Si aplicamos t veces este operador K a un grafo G, el grafo resultante
(denotamos como K*(G)) es isomorfo a G, G se llama grafo t-self-clique (si
t = 1, se abrevia como self-clique).

Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan de a
pares tiene interseccién no vacia.

Un grafo es llamado clique-Helly si la familia de los cliques del grafo
verifica la propiedad de Helly.

Presentamos aqui una condicién suficiente relacionada con el grado mi-
nimo §(G) y el girth g(G) de un grafo G para que algunas potencias pares
de este grafo sean grafos self-clique. A través de esta condicién conseguimos
una nueva familia de grafos self-clique. También presentamos otra familia de
grafos self-clique generados a partir de los grafos bipartitos que poseen una
matriz de adyacencia reducida simétrica. Ademds presentamos una caracte-
rizacién de los grafos self-clique para los grafos clique-Helly. Esta caracteri-
zacion indica que un grafo G posee una matriz clique Ag quasi-simétrica si
y sélo si G es un grafo self-clique y clique-Helly. A su vez conjeturamos que
en lugar de “una matriz clique quasi-simétrica”, puede ser reemplazada por
“una matriz clique simétrica” en la caracterizacién anterior. A continuacién
presentamos dos condiciones suficientes para encontrar grafos 2-self-clique.
Las familias de grafos 2-self-clique que surgen de estas condiciones estdn con-
tenidas en la clase de los grafos clique-Helly y una de ellas es una extensién
de la familia descripta por Escalante en [33).

Los grafos arco-circular son los grafos interseccién de arcos alrededor de
un circulo. Un grafo arco-circular que tiene una representacién de arcos
alrededor de un circulo y a su vez estos arcos verifican la propiedad de Helly,
se denomina arco-circular Helly.

Presentamos también en esta tesis, una caraterizacién de los grafos clique
de los grafos arco-circular Helly. También probamos que los grafos clique de
los grafos arco-circular Helly son una subclase de los grafos arco-circular y
analizamos la relacién entre esta subclase con las otras ya conocidas. Ademés
analizamos algunas propiedades sobre la segunda iteracién de grafos clique
de los grafos arco-circular Helly.

Los grafos circular son los grafos interseccién de cuerdas dentro de un
circulo. Una subclase de los grafos circular es la de los grafos circular Helly,
aquellos que tienen un modelo de cuerdas que verifican la propiedad de Helly.



Presentamos una clase de grafos llamada dualmente circular Helly y
probamos que los grafos clique de los grafos circular Helly son exactamente
los grafos dualmente circular Helly y viceversa. Probamos ademas que estas
dos clases de grafos son distintas.

A continuacién, introducimos otros conceptos relacionados con los cliques
de un grafo, revisamos la definicién de los grafos clique-perfectos y presenta-
mos una familia de grafos altamente clique-imperfectos.

Por ultimo, presentamos algunas conclusiones que surgen de este trabajo
y las lineas futuras de investigacién en estos tdpicos, destacando algunos
problemas interesantes que permanecen abiertos.



Indice

Introduccién

1.1 Definiciones bésicas y notacién . . . . . . ... .. ..
12 Clasesdegrafos . . . .. ... .............
1.3 Complejidad algoritmica . . . . ... ... ......

1.4 Clases de grafos clique caracterizadas

Grafos t-self-clique
2.1 Grafos self-clique
2.2 Grafos 2-self-clique

Grafos clique de grafos arco-circular Helly

3.1 Preliminares . . . . . . . . . . . ... ... ...

3.2 Grafos clique de los grafos arco-circular Helly

Grafos clique de grafos circular Helly

4.1 Preliminares . . . . . . . . . . . e

4.2 Grafos clique de los grafos circular Helly
Grafos altamente clique-imperfectos

Conclusiones y problemas abiertos

13
13
25

31
34
35

43
45
48

56

59



Capitulo 1

Introduccion

Consideremos una familia finita de subconjuntos no vacios de algin con-
junto. El grafo interseccién de esta familia se obtiene representando cada
subconjunto por un vértice, mientras que dos vértices estdn conectados por
una arista si y sélo si los correspondientes subconjuntos se intersecan. Los
grafos interseccién han recibido especial atencién en los ltimos afios en el
estudio de teoria algoritmica de grafos y sus aplicaciones [15, 39, 71]. Algu-
nas clases conocidas de grafos interseccién son los grafos cordales, los grafos
de permutacién, los grafos de intervalos, los grafos arco-circular, los grafos
circular, los grafos clique.

Ahora bien, dado un grafo G, es natural pensar qué familias de sub-
conjuntos se pueden encontrar en G para generar otros grafos como grafos
interseccién a partir de estas familias.

Una posibilidad es considerar las aristas del grafo G como una familia
de subconjuntos de vértices. En este caso, cada subconjunto representa una
arista y estd compuesto por los dos extremos de dicha arista. Entonces el
grafo interseccién resultante es el grafo de linea de G que se denota como
L(G). Se puede pensar que L es un operador de grafos que transforma un
grafo en otro grafo.

También podemos considerar los cliques (cada uno de ellos induce un sub-
grafo completo maximal de G) del grafo G como una familia de subconjuntos
de vértices. El grafo interseccién resultante se denomina grafo clique de G y
se denota como K (G). Similarmente K se puede definir como un operador
de grafos.

Tanto L como K son operadores de grafos muy estudiados en la teoria de
grafos. Nuestro principal objetivo en esta tesis es el estudio del operador K.

Los grafos clique han sido estudiados en un nimero importante de traba-
jos. Los primeros avances en este tépico fueron presentados en [50, 91]. En
1995, Prisner [81] publicé un libro sobre grafos dindmicos, enfocando el es-
tudio de ciertos operadores de grafos, incluyendo el operador de grafo clique
K.

Un concepto esencial en teoria de grafos clique es la propiedad de Helly.
Una familia S de subconjuntos de un conjunto se dice que satisface la propie-
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

dad de Helly cuando cada subfamilia de S formada por subconjuntos que se
intersecan de a pares tiene una interseccién no vacia. Se dice que un grafo G
es clique-Helly cuando la familia de subconjuntos de vértices que inducen los
cliques de G satisface la propiedad de Helly. El grafo de la figura 1.1 se llama
grafo de Hajés y es el menor grafo en nimero de vértices no clique-Helly.

Figura 1.1: el grafo de Hajés.

Los grafos clique de los grafos clique-Helly ya han sido estudiados. Es-
calante [33] probé que el grafo clique de un grafo clique-Helly es nuevamente
un grafo clique-Helly, y por otro lado, cada grafo clique-Helly es el grafo
clique de algun grafo clique-Helly. Esta propiedad indica que la clase de
grafos clique-Helly es fija bajo el operador de grafo clique K. En [33], ademés
se mostré que si un grafo G es un grafo clique-Helly, entonces K(K(G)) es
un subgrafo inducido de G. Bandelt y Prisner [3] caracterizaron los grafos
clique-Helly que convergen al grafo trivial después de un nimero finito de
aplicaciones del operador de grafo clique K.

Szwarcfiter 98] describié una caracterizacién de los grafos clique-Helly,
derivable a un algoritmo de reconocimiento de tiempo polinomial para esta
clase.

Sea K7(G) la j-ésima iteracién de grafo clique de G, donde K!(G) =
K(G) y Ki(G) = K(K7"Y(G)), j > 2. Un grafo G es un grafo t-self-clique
(t € N) si t es el menor entero positivo tal que K*(G) es isomorfo a G (la
notacién es K*(G) = G). En (33}, este entero t es llamado como el periodo
de G bajo el operador de grafo clique K. Llamaremos grafos self-clique como
abreviatura de grafos 1-self-clique.

Los grafos arco-circular son grafos interseccién de arcos alrededor de un
circulo. Fueron introducidos a mediados de la década del '60, siendo Alan
Tucker (101, 102, 103, 104, 105, 106] quien aport$ los primeros resultados
tedricos.

Los grafos circular son grafos interseccién de cuerdas en un circulo. Fueron
presentados por Even e Itai [35) a comienzos de la década del ’70.

Es objetivo principal de esta tesis estudiar los grafos clique. Existen varias
lineas de investigacién alrededor de los grafos clique:
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1. Caracterizar los grafos que son grafo clique de algin grafo. En este
punto, existe ya una caracterizacién para la clase general de grafos
pero que no ayudé a encontrar un algoritmo polinomial para el re-
conocimiento [91]. Luego surgieron caracterizaciones para diversas
clases de grafos, es decir que se han caracterizado los grafos que son
grafos clique de algun grafo de la clase correspondiente. Algunas de
estas caracterizaciones derivaron en algoritmos polinomiales para el
reconocimiento. También se estudia el comportamiento del operador
clique en clases generales de grafos de interseccién y de 2-seccién de fa-
milias de conjuntos. En estos trabajos se muestran resultados generales
que engloban muchos de los obtenidos en clases particulares [41, 44].
La bibliografia para esta linea de investigacién es (3, 12, 14, 15, 19, 24,
33, 41, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 50, 52, 53, 63, 83, 82, 84, 91, 99).

2. Convergencia y Periodicidad. Se estudia también si a un grafo se le
aplica infinita veces el operador K. “;Qué es lo que sucede?” “;Con-
verge a un grafo, converge a un ciclo de grafos o diverge?” También se
puede restringir esta pregunta a una clase de grafos en particular. El
estudio del comportamiento de didmetros de los grafos clique iterados
también es un tema relacionado con este tdpico. Las referencias para
esta linea de investigacién son (2, 3, 10, 11, 17, 27, 33, 53, 63, 64, 65,
66, 67, 68, 75, 76, 77, 78, 79, 80].

3. Similar al punto 1, pero en este caso se busca caracterizar cudles son
los grafos que aplicando K resultan ser grafos que estdn en clases par-
ticulares de grafos. En (27, 34, 70, 85, 86, 87, 88] hay resultados de esta
linea de investigacién.

4. Estudiar operaciones en los grafos clique. Esto es analizar el efecto
de las combinaciones de algunos operadores binarios de grafos con el
operador de grafo clique, por ejemplo los operadores de unién, junta,
producto cartesiano y producto punto. Se pueden encontrar algunos
de estos resultados en (75).

Como algo complementario, estudiamos otros conceptos que surgen tam-
bién de los cliques de un grafo tales como conjunto independiente de cliques
y conjunto transversal de los cliques. Con ellos, se define una clase de grafos
llamados clique-perfectos [40] de una manera similar a la definicién de los
grafos perfectos pero con otros pardmetros.

En esta tesis, hemos obtenido varios resultados que consideramos intere-
santes. Aqui va un resumen de ellos.

1. Probamos una condicién suficiente para que algunas potencias pares de
un grafo sean grafos self-clique.

2. Encontramos una caracterizacién de los grafos self-clique para los grafos
clique-Helly basada en algunas propiedades de la matriz clique.
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10.

11.

12.

13.

14.

Construimos una familia de grafos self-clique a través de los grafos
bipartitos cuya matriz de adyacencia reducida es simétrica.

Probamos que los grafos self-clique de (1) y (3) poseen una matriz
clique simétrica.

Construimos una familia de grafos 2-self-clique que generaliza la de
Escalante.

Encontramos otra condicién suficiente para que un grafo sea 2-self-
clique.

Construimos un familia de grafos 2-self-clique que verifican (6) a partir
de cualquier grafo clique-Helly con al menos una arista.

Encontramos una caracterizacién de los grafos clique de los grafos arco-
circular Helly cuya formulacidén es similar a la de caracterizacién general
de Roberts y Spencer [91].

Probamos que los grafos clique de los grafos arco-circular Helly estdn
contenidos en la interseccién de los grafos arco-circular Helly, los grafos
arco-circular propios y los grafos arco-circular clique-Helly.

Probamos que la segunda iteracién de grafos clique de un grafo arco-
circular Helly G es, o bien un grafo completo, o bien un subgrafo in-
ducido de G. Este resultado es similar al de Escalante para los grafos
clique-Helly [33].

Probamos que los grafos clique de los grafos circular Helly son los grafos
dualmente circular Helly y dado un grafo dualmente circular Helly H,
siempre se puede encontrar un grafo circular Helly G tal que K(G) = H.

También probamos que los grafos clique de los grafos dualmente circular
Helly son los grafos circular Helly y dado un grafo circular Helly H,
siempre se puede encontrar un grafo dualmente circular Helly G tal que
K(G)=H.

Mostramos que la clase de grafos circular Helly es distinta a la clase de
grafos dualmente circular Helly.

Encontramos una familia de grafos altamente clique-imperfectos.

Los resultados descriptos anteriormente fueron presentados en los siguien-
tes trabajos.

e [8] A Sufficient Condition for Self-Clique Graphs, Electronic Notes in

Discrete Mathematics, (2001). Co-autores: A. Bondy, G. A. Durén, y
J. L. Szwarcfiter.
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e [9] On self-clique graphs and 2-self-clique graphs, en preparacién para
ser enviado a Discrete Applied Mathematics. Co-autores: A. Bondy,
G. A. Durén, y J. L. Szwarcfiter. Este trabajo contiene al resultado de

8].

e [30] Clique graphs of Helly circular-arc graphs, aceptado para su publi-
cacién en Ars Combinatoria, (1999). Co-autor: G. A. Durén.

e [69] Clique graphs of Helly circular graphs, en preparacién. Co-autor:
J. L. Szwarcfiter.

e [31] On clique-transversal and clique-independent sets, enviado para su
publicacién en Annals of Operations Research (2000). Co-autores: G.
A. Durdn, y J. L. Szwarcfiter.

Describimos a continuacién la forma en que estd organizado el presente
trabajo.

En este capitulo, se presenta a continuacién una lista de definiciones
bésicas y de la notacién que se empleard a lo largo del trabajo, un resumen so-
bre clases de grafos, una breve introduccién sobre complejidad de algoritmos
y una tabla con las clases de grafos clique caracterizadas hasta el momento.

En el Capitulo 2, trataremos sobre los grafos t-self-clique que son clique-
Helly.

El Capitulo 3 estd destinado a estudiar la caracterizacién de los grafos
clique de los grafos arco-circular Helly.

El Capitulo 4 estd destinado a estudiar la caracterizacién de los grafos
clique de los grafos circular Helly.

El Capitulo 5 estd destinado a estudiar otros conceptos que estdn rela-
cionados también con los cliques de un grafo.

En el Capitulo 6, presentamos algunas conclusiones que surgen de este
trabajo y las lineas futuras de investigacién en estos tépicos, destacando
algunos problemas interesantes que permanecen abiertos.

1.1 Definiciones basicas y notacion

Un grafo G es un par (Vg, Eg), donde Vi representa un conjunto finito
de vértices de G y Eg, un conjunto de pares no ordenados de vértices de G,
llamadas aristas. Sean n = |Vg| y m = |Eg|.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v,w) € Eg. Decimos
que v y w son los extremos de la arista. El vecindario de un vértice v en un
grafo G es el conjunto Ng(v) que consiste de todos los vértices adyacentes
a v en G. El vecindario cerrado de v en G es Ng([v] = Ng(v) U {v}. Si el
contexto no es ambigiio, se abrevian Ng(v) y Ng[v] como N(v) y N[v].

Un vértice v es universal cuando Ng(v) = Vg — {v}.

Un vértice v es aislado cuando Ng(v) = 0.
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El grado de un vértice v en G es la cardinalidad del conjunto Ng(v) y
se denota como dg(v). Similarmente, cuando no hay duda sobre el contexto
se puede abreviar como d(v). Denotamos §(G), el minimo grado entre los
vértices de G, y A(G), el méximo grado entre los vértices de G.

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene
el mismo conjunto de vértices de G y tal que dos vértices distintos son ad-
yacentes en G si y s6lo si no son adyacentes en G. El complemento es un
operador unario de grafos. Existen otros operadores binarios que vamos a
detallar a continuacién:

Unién: G,UG: es el grafo tal que Vg,ug, = V6,UVe, ¥ EG,ue, = Eg,UEg,.

Junta: G, + G es el grafo tal que Vg,1¢, = Vsiug, ¥ E6i+6. = Ee,ue, U
[V, X Vg,] donde Vg, x Vg, representa el conjunto de pares no ordenados
(‘Ul,’vg), con v, € Vg, y v2 € Vg,.

Producto Cartesiano: G; x G es el grafo tal que Vg, xg, = Vg, X Vg,
y para v, w; € Vg, y va,w2 € Vg,, (v1,v2) ¥ (w1, w2) son vértices
adyacentes en G, x G2 precisamente cuando (v,,w;) € Eg, y (v2, w2) €
Eg,.

Producto Punto: G, oG es el grafo tal que Vg,06, = Vi, xc, ¥ Sus aristas
se definen de la siguiente manera. Para v;,w, € Vg, y vo,ws € Vg,,
(v1,v2) y (wy, ws) son vértices adyacentes en G, 0 Gy si (i) v, = w, y
(ve,wz) € Eg,, o (ii) vo = wo y (v1,wy) € Eg,, o (iii) (v;,w,) € Eg, y
('Uz, 'LU2) € EGz-

Un grafo H es un subgrafo de un grafo Gsi Vy C Vg y Ey C Eg. Si
Vu = Vi, decimos que H es un subgrafo generador de G. Dado un conjunto
de vértices X C Vg, el subgrafo de G inducido por X es el subgrafo H
de G tal que Vg = X y Ej es el conjunto de aristas de G que tiene ambos
extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyeccién entre Vg y Vi
que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G & H.

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P =
v1,V2,...,Vk, donde (v;,vis1) € Eg, i =1,...,k — 1. Una cuerda en P es
una arista que une dos vértices no consecutivos de P. Un camino inducido
es un camino sin cuerdas. Denotamos por Py un camino inducido por &
vértices. La distancia entre dos vértices v y w en G es la longitud del
camino més corto entre estos dos vértices (se mide por la cantidad de aristas
que componen los caminos) y se denota como dg(v,w). Si el contexto no es
ambiguo, se abrevia como d(v, w).

Un circuito C en un grafo G es una secuencia de vértices v, va, . . ., Uk,
no necesariamente distintos, donde v, = v y (v;,vi41) € Eg, i =1,...,k—1.
Un ciclo en un grafo G es una secuencia de vértices C = vy, v, . . ., Uk, Ug+1,

donde vy,..., vk €s un camino, v, es adyacente a vk, vy = Vg4 Y k 2> 3. Una
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cuerda en C es cualquier cuerda del camino vy, vs,...,vx. Un ciclo es un ciclo
inducido si no posee cuerdas. Llamamos Cj al ciclo inducido por k vértices
(C3 es también llamado tridngulo). Cy es conocido como el agujero de k
vértices. El girth de G es la longitud del ciclo més corto, si G posee algin
ciclo. Lo denotamos g(G).

Un conjunto S es maximal (minimal) en relacién a una determinada
propiedad P si S satisface P, y todo conjunto S’ que contiene propiamente
a S (que estd contenido propiamente en S) no satisface P.

Un bloque en un grafo es una componente biconexa maximal.

Un disco de tamafio &k de un grafo G son los vértices que estdn a distancia
< k de algin vértice fijo de G.

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G
existe un camino de v a w.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son
adyacentes. Llamamos K, al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices M de un grafo G es un completo si el subgrafo
inducido por M es completo. Un clique es un completo maximal de G. El
subgrafo inducido por un clique es un subgrafo completo maximal que muchas
veces abusamos el término “clique” para llamarlo. Se denota la familia de
los cliques de G como C(G). La cantidad de cliques de un grafo G puede no
ser polinomial. Una arista es llamada multiclical si como subconjunto de
vértices estd contenido en por lo menos dos cliques distintos. Un pardmetro
bastante estudiado en un grafo G es el tamaifo de un clique méximo w(G),
definido como la cardinalidad de un clique maximo de G.

Un conjunto de vértices I de un grafo G es un conjunto independiente
si el subgrafo inducido por I no tiene aristas. Otro pardmetro muy estudi-
ado de un grafo G es su nimero de estabilidad «(G), definido como la
cardinalidad de un conjunto independiente madximo de G.

Un conjunto de vértices S de un grafo G es un conjunto dominante si
todo vértice de G estd en S o es adyacente a algun vértice de S.

Un coloreo de un grafo G es una particién de Vi, donde cada clase de la
particién es un conjunto independiente al que identificamos con un color. Un
k-coloreo es una particién de Vg en k conjuntos independientes. Si G admite
un k-coloreo, decimos que G es k-cromatico. El nimero cromatico de G
es el menor k para el cual existe un k-coloreo de G. Lo denotamos x(G).

Dado un grafo G y M, M,,..., M, sus cliques. Definimos Cg(v) =
{cligues M; de G/ v € M;} el conjunto de cliques que contienen a v, para
cada vértice v de G. La matriz clique Ag es la matriz de incidencia de los
cliques y los vértices de G. Esto es, las filas y columnas corresponden a los
cliques M; y vértices v; de G, tal que cada entrada (3,7) es 1 si v; € M; y 0
en caso contrario.

Un grafo G es un drbol si G es conexo y no tiene ciclos.

Un grafo G es un diamante si es isomorfo a K4 — {e}, para e cualquier
arista de K.

Un sol es un grafo G cordal con 2n vértices, n > 3, tal que Vi se puede
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particionaren W = {w,,...,wa} yU = {uy,...,u,} donde W es un conjunto
independiente y (wj,u;) € Eg siysélosii=joi=j+1 (mod n). Un sol
completo es un sol G en el cual U es completo. Un ¢-sol es un sol completo
de 2t vértices.

Dado un grafo G, definimos el grafo de lineas L(G), como un nuevo
grafo en el que los vértices son las aristas de G, y dos vértices en L(G) son
adyacentes si y sélo si las correspondientes aristas en G tienen un vértice en
comun.

Decimos que D = (Vp, Ep) es un digrafo, o un grafo dirigido, si Vp es
un conjunto de vértices y Ep es un conjunto de aristas direccionadas, esto
significa que Fp estd dado por un conjunto de pares ordenados de vértices,
es decir, (v,w) # (w,v) y para no prestar a confusién, denotamos (v,w) y
(w,v) como v & w y w — v, respectivamente.

Decimos que G es un multigrafo si se permite que entre un mismo par
de vértices se trace mds de una arista.

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad
de Helly. Una familia de conjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en conjuntos que se intersecan de a pares
tiene interseccién no vacia.

Una propiedad en grafos es hereditaria cuando se verifica que si un grafo
tiene la propiedad, cualquier subgrafo inducido de él también la tiene.

Definiciones no dadas aqui pueden encontrarse en (5, 39, 51].

1.2 Clases de grafos

Un grafo G es bipartito si su conjunto de vértices puede ser particionado
en dos conjuntos disjuntos y no vacios V| y V;, de modo de que no exista
ninguna arista entre vértices de V| ni entre vértices de V5.

Un grafo sin diamantes G es un grafo que no tiene, como subgrafo
inducido, a un diamante. También es equivalente decir que cada arista de G
como subconjunto de vértices estd contenido a exactamente un clique de G.

Un cografo es un grafo G que no tiene, como subgrafo inducido, a P;.

Un grafo G es H; cuando para cada par de vértices v, v, € Vi, 3C,,C; €
C(G) tal que v, € C; \ Ca y v, € C2 \ C.

Un grafo G se llama Ptolomaic si para cada cuatro vértices, u,v,w,t €
Vg, satisface dg(u,v) - dg(w, t) < dg(u,w) - dg(v,t) + dg(u,t) - dg(v, w).

Un grafo Desmontable (Dismantable) G es o bien un grafo trivial con
un tnico vértice o tiene un vértice dominado v (es decir Jw/Ng[v] C Ng[w])
tal que G \ {v} es Desmontable.

Un grafo se llama disco Helly si sus discos de distintos tamafos verifican
la propiedad de Helly.

Un grafo es clique-Helly si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly.

Un grafo G es Helly hereditario cuando cada subgrafo inducido de G
es clique-Helly.
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Consideremos una familia finita de conjuntos no-vacios. El grafo in-
terseccién de esta familia es obtenido representando cada conjunto por un
vértice, conectando dos vértices por una arista si y s6lo si los correspondientes
conjuntos se intersecan.

Es sencillo probar que todo grafo es un grafo interseccién de alguna fa-
milia.

El grafo overlap de esta familia se obtiene representando cada conjunto
por un vértice, conectando dos vértices por una arista si y sélo si los cor-
respondientes conjuntos se intersecan pero ninguno de los dos estd incluido
en el otro (diremos en este caso que los conjuntos se superponen). Es fécil
también demostrar que todo grafo es un grafo overlap de alguna familia.

Un grafo arco-circular es el grafo interseccién de arcos alrededor de un
circulo.

Un grafo circular es el grafo interseccién de un conjunto de cuerdas
dentro de un circulo.

Un grafo de intervalos es el grafo interseccién de intervalos de la recta
real. Un grafo de intervalos propios es el grafo interseccién de intervalos
propios de la recta real. Un grafo de intervalos propios minimales es
el grafo interseccién de intervalos propios de la recta real, cuyo nimero de
vértices = 2|C(G)| — |C(K(QG))|.

Un grafo de bloques es el grafo interseccién de los bloques de un grafo.

Un grafo UV es el grafo interseccién de caminos de un arbol.

Un grafo DV es el grafo interseccién de caminos de un 4rbol dirigido.

Un grafo RDV es el grafo interseccién de caminos de un arbol dirigido
con raiz.

Un grafo DE es el grafo arista-interseccién de caminos dé un érbol di-
rigido, donde se considera que dos caminos se intersecan cuando ellos com-
parten alguna arista.

Un grafo G es cordal (o triangulado) si G no contiene al ciclo inducido
C} como subgrafo inducido, para £k > 4. También es el grafo interseccién
de sub4rboles de un 4rbol. Un grafo G es Split cuando G y G son grafos
cordales. Otra definicién que se usa de grafos Split es que su conjunto de
vértices puede particionarse en clique y un conjunto independiente. Un grafo
G es fuertemente cordal si G es cordal y no contiene, como subgrafos
inducidos, a los t-soles, t > 3.

El grafo clique de G, K(G), es el grafo interseccién de los cliques de
G. Dada una clase de grafos H, definimos K (H) como la clase de los grafos
clique de grafos en H, y K~!(H) como la clase de los grafos cuyos grafos
clique estdn en H (éstos ultimos son llamados los grafos clique-inversos de
H).
Un grafo G es grafo linea si existe un grafo H tal que L(H) = G, o sea,
G es el grafo de lineas de H.

Un grafo overlap de intervalos (conocidos en la literatura como los
grafos overlap) es el grafo overlap de intervalos de la recta real.
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Un grafo G = (Vg, Eg) es de comparabilidad si es posible direccionar
sus aristas de modo de que el grafo dirigido resultante G' = (Vg, Dg) sat-
isfaga: u > v € Dg,v > w € Dg = u > w € Dg

Seaw = (m,...,m,) una permutacién de los niimeros 1, . .. ,n. Definimos
G|[r] como el grafo de n vértices, en el que dos vértices son adyacentes si y sélo
si el de indice mayor estd a la izquierda del de indice menor en 7. Diremos
entonces que G es un grafo de permutacién si existe una permutacién 7
tal que G sea isomorfo a G[r]. Los grafos de permutacién constituyen una
subclase de los grafos de comparabilidad.

Un grafo G es dualmente cordal si admite un 4rbol generador T, tal que
para cada subgrafo completo H de G, los vértices de Vi induce un subarbol
conexo en T

Un grafo G es dualmente DV si admite un arbol generador dirigido T,
tal que para cada subgrafo completo H de G, los vértices de Vy induce un
camino dirigido en T'.

Un grafo G es dualmente RDV si admite un 4rbol generador dirigido
T con raiz, tal que para cada subgrafo completo H de G, los vértices de Vg
induce un camino dirigido en T'.

La k-ésima potencia de un grafo G es el grafo G* cuyos vértices son los
mismos de G, y dos de ellos son adyacentes si y sélo si la distancia entre estos
dos vértices en G es a lo sumo k.

Una completa recopilacién sobre clases de grafos aparece en [15].

1.3 Complejidad algoritmica

Un problema algoritmico 7 (I, Q) consiste en un conjunto I de todas las
posibles entradas para el problema, llamado el conjunto de instancias, y de
una pregunta @ sobre esas instancias. Resolver uno de estos problemas con-
siste en desarrollar un algoritmo cuya entrada es una instancia del problema
y cuya salida es una respuesta a la pregunta del problema.

Decimos que un problema es de decisién cuando las posibles respuestas
a la pregunta son SI 6 NO. Por ejemplo, 7 podria ser el siguiente proble-
ma: “dado un grafo G, ; es arco-circular ?”. El conjunto de instancias es el
conjunto de todos los grafos y la pregunta es saber si el grafo dado es 6 no
arco-circular. El problema dado no sélo es de decisién sino que en particular
es un problema de reconocimiento. Es de sumo interés tanto desde el punto de
vista tedrico como de las aplicaciones estudiar problemas de reconocimiento
para las diferentes clases de grafos.

Un problema es de optimizacién cuando lo que se busca a través de la
pregunta es la solucién éptima para el problema formulado. Por ejemplo,
“dado un grafo G, ; cudnto vale x(G) 7"

Usualmente, los problemas de optimizacién tienen su variante de decisién.
En el caso del coloreo serd: “dado un grafo G y un entero k positivo, ; existe
un coloreo de G con menos que k colores ?”
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Diremos que un algoritmo es polinomial cuando el nimero de operaciones
que efectia estd acotado por una funcién polinomial en el tamafio de su en-
trada. Si el tamaifio de la entrada es n y la funcién polinomial es f(n),
decimos que el algoritmo tiene complejidad O(f(n)). Los problemas de de-
cisién para los que existen algoritmos polinomiales constituyen la clase P y
son llamados polinomiales.

Un problema de decisién es no-deterministico polinomial cuando cualquier
instancia que produce respuesta SI posee una comprobacién de correctitud
(también llamada certificado) verificable en tiempo polinomial en el tamaiio
de la instancia. Estos problemas de decision pertenecen a la clase NP.

Claramente, P C NP. Sin embargo, no se sabe si esta inclusién es
estricta: uno de los principales problemas abiertos en inform4tica teérica es
saber si P # NP.

Un problema de decisién pertenece a la clase Co-NP cuando cualquier
instancia que produce respuesta NO posee un certificado polinomial en el
tamafo de la instancia.

Sean m(I,,@1) y m2(l2,Q2) dos problemas de decisién. Una transfor-
macién polinomial de m; en 7 es una funcién f : I} — I, tal que se satisfacen
las siguientes dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D € I}, D produce respuesta SI para m; si y sélo
si f(D) produce respuesta SI para 5.

Una definicién esencial en la teoria de complejidad es la definicién de
problema NP-completo. Un problema de decisién 7 pertenece a la clase
NP-completo cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

e TE NP.

e Para todo problema 7’ € NP, existe una transformacién polinomial de
7' en .

Un problema de decisién 7 pertenece a la clase NP-hard cuando se satis-
face la siguiente condicién:

e Para todo problema 7’ € NP, existe una transformacién polinomial de
!
7' en .

La teoria de NP-completitud fue iniciada por Cook en 1971 {22]. All{f
probé que el problema de satisfactibilidad de la légica matemética es NP-com-
pleto, en un resultado que se conoce como el Teorema de Cook. Primero Karp
[69], y tiempo después Garey y Johnson [37], presentaron largas listas de pro-
blemas NP-completos en el campo de la combinatoria, la légica, la teoria de
conjuntos, la teoria de grafos y otras dreas de la matemadtica discreta.
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La técnica standard para probar que un problema m es NP-completo
es la siguiente: elegir en forma apropiada un problema 7’ que ya sabemos
que es NP-completo y luego probar que m € NP y que 7’ es transformable
polinomialmente en m. Si sélo probiramos esta segunda parte, habremos
probado que el problema 7 es NP-hard.

No se conoce ningin algoritmo polinomial para resolver un problema
NP-completo. Surge de la definicién de NP-completitud que si se encontrara
un algoritmo polinomial para un problema en esta clase, todo problema en
NP seria polinomial (y estaria probado, en consecuencia, que P = NP).

Como fuente de referencia en complejidad de algoritmos sugerimos con-
sultar [37).

1.4 Clases de grafos clique caracterizadas

CLASE A K(A) Ref.
Blogques Blogues 52
Clique-Helly Clique-Helly 33
Cordal Dualmente Cordal (14, 43, 99]
Clockwork Clockwork 63
DE Dualmente DE T 45
Disco Helly Disco Helly 3
Desmontable Desmontable 3
Dualmente Cordal Cordal N Clique-Helly | [14, 43]
Dualmente DE DE [45]
Dualmente DV DV 48, 84
Dualmente RDV RDV 10, 84
DV Dualmente DV 48, 84
H, Hy 24
Helly Hereditario Helly Hereditario 83
Intervalos Intervalos Propios 53
Intervalos Propios Minimales | Intervalos Propios 47
Intervalos Propios Intervalos Propios 53
Ptolomaic Ptolomaic 3]
RDV Dualmente RDV (10, 84]
Sin Diamantes Sin Diamantes [19]
Split Estrella

Fuertemente Cordal Fuertemente Cordal (3, 14]
Arbol Bloques 52
uv Dualmente UV 99

La tabla anterior contiene las clases de grafos clique caracterizada hasta
el momento, en los capitulos 3 y 4 presentaremos las caracterizaciones de los
grafos clique para los grafos arco-circular Helly y los grafos circular Helly
respectivamente.



Capitulo 2

Grafos t-self-clique

Los grafos self-clique han sido estudiados previamente en [2] donde una
familia de grafos con esta propiedad ha sido descripta. En [33], Escalante
probé que para los grafos clique-Helly no existen grafos t-self-clique con
t > 3 y mostré una caracterizacién de los grafos clique-Helly que son grafos
self-clique o 2-self-clique. También probé que existe un grafo G con periodo
t para cualquier entero positivo finito ¢t. En [34], Escalante y Toft presen-
taron algunos resultados relacionados a los grafos self-clique y probaron una
condicién necesaria (pero no suficiente) para que un grafo clique-Helly G sea
isomorfo a K*(G).

En las secciones 1 y 2 describiremos nuevas familias de grafos self-clique
y grafos 2-self-clique, respectivamente. En la seccidn 1, ademds presentamos
una caracterizacién de los grafos self-clique que son clique-Helly por medio
de sus matrices clique.

Los resultados de este capitulo fueron presentados en (8, 9].

2.1 Grafos self-clique

Una cuestién central relacionada con los grafos self-clique es la carac-
terizacién y reconocimiento de esta clase. No se conoce hasta el momento
una caracterizacién general de los grafos self-clique. El problema de re-
conocimiento de los grafos self-clique pertenece a NP, pués dado un grafo G
se puede determinar en tiempo polinomial si G tiene exactamente n cliques
[100] y ante una repuesta SI ( una biyeccién entre vértices y cliques de G),
se puede verificar en tiempo polinomial su correctitud. Desconocemos si este
problema es NP-Completo.

El problema de decidir si un grafo G dado es un grafo self-clique puede
ser facilmente reducido en tiempo polinomial al problema de isomorfismo
entre grafos. La reduccién es la siguiente: se puede verificar si G tiene
exactamente n cliques y adem4s los genera en tiempo polinomial [100]. Una
vez obtenidos los cliques, se puede generar K(G) en tiempo O(n?). Ahora
solamente hay que determinar si G & K(G). Para el caso general, esta

13
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reduccién no permite contestar de una manera eficiente si un grafo G es
un grafo self-clique, porque el problema de isomorfismo entre grafos para
grafos en general es un importante problema abierto. En cambio, se puede
encontrar algoritmos de tiempo polinomial para decidir si un grafo G es un
grafo self-clique, en el caso en que G pertenezca a una clase de grafos donde los
problemas de determinar la pertenencia en esta clase dada y el isomorfismo
entre dos grafos miembros de esta clase han sido resueltos eficientemente. Los
grafos planares [37]; los grafos de permutacién [39, 20]; los cografos [23] y los
grafos arco-circular [57, 106] son ejemplos de las clases que verifican ambas
propiedades. Cabe destacar que la resolucién del problema de reconocimiento
de los grafos self-clique puede no depender de la resolucién del problema de
isomorfismo.

Balakrishnan y Paulraja describieron en [2] una familia de grafos self-cli-
que. Un miembro de esta familia es el grafo mostrado en la figura 2.1.

Figura 2.1

Escalante [33] prob6 que un grafo clique-Helly G es self-clique o 2-self-
clique si y sélo si no existen dos vértices distintos v,w € Vg, tal que Ng[w] C
Ng[v]. Como un caso especial, en [33] se concluye que si G es sin tridngulos y
§(G) > 2 entonces G es self-clique o 2-self-clique. Adicionalmente, probé que
bajo las condiciones anteriores, G es self-clique si y s6lo si G es un circuito
simple. Este resultado ha sido extendido por Chia (18], caracterizando los
grafos self-clique donde todos los cliques tienen tamaio 2 salvo exactamente
uno. El problema de caracterizar los grafos self-clique sigue abierto, aunque
en esta tesis se resuelve este problema restringiendo a los grafos clique-Helly.
Finalmente, los grafos self-clique también han sido estudiado por Escalante
y Toft [34].

A continuacién, enunciamos el teorema de caracterizacién de los grafos
clique-Helly que son self-clique o 2-self-clique de Escalante. Esta caracte-
rizacién permite desarrollar un algoritmo de tiempo polinomial para el re-
conocimiento de estos grafos.

Teorema 2.1 ([33]). Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
grafo clique-Helly G:

1. G es un grafo self-clique o 2-self-clique.
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2. Bv,w € Vg, v # w tal que Ng[v] C Ng[w].
3. Bv,w € Vg, v # w tal que Cg(v) C Cq(w).

Nosotros proponemos aqui, una familia de grafos self-clique a partir de
la siguiente condicién suficiente: si 6(G) > 2 y g(G) > 6k + 1 entonces G?*
es un grafo self-clique, k > 1. La siguiente notacién es utilizada. Sea G un
grafo y v, w € V. Se denota P, ,, un camino entre v y w. Adem4s se denota
P¢,, las aristas de P,,. Sea T'(v) un 4rbol generador de caminos minimos
de G. Esto es, un arbol con raiz v que contiene exactamente los vértices de
G de manera tal que el camino en T'(v) entre v y cualquier vértice w es un
camino minimo P, en G. El nivel de un vértice w en T'(v) es la longitud
del camino P,,, en T(v). Este drbol T'(v) se obtiene aplicando el algoritmo
BF'S a partir del vértice v. Denotamos T (v) el 4rbol con raiz distinguido
obtenido de T'(v), borrando los vértices que estin en nivel > k. Denotamos
Dy (v) el subconjunto de vértices de G, con distancia a v < k. €laramente
Di(v) = Vr,(v)- En general, se dice que un 4rbol con raiz distinguido es
uniforme (con respecto a sus hojas) cuando todas sus hojas son del mismo
nivel.

Teorema 2.2. Sea G un grafo, donde §(G) > 2 y g(G) > 6k +1, k > 1.
Entonces G%* es un grafo self-clique.

Demostracion:

Sea G un grafo que satisface la hipdtesis para algun k > 1. La primera parte
de la prueba consiste en mostrar que cada miembro de C(G?*) es integrante
de la familia Dy = (Di(v))vev, (son discos de tamafio k) y viceversa. Con
este propdsito, examinamos D;(v) C Vg, para un entero j. Se denotan G;(v)
y G%(v), los subgrafos inducidos por D;(v) en G y G**, respectivamente. A
continuacién, describimos a Gj(v) y G¥(v).

Claramente, T};(v) es un 4rbol generador de G;(v), porque todos los vértices
de Tj(v) estdn a distancia a lo sumo j de v. Estudiamos la posibilidad de
que exista una arista e = (u,w) € Eg;() \ Er;(v). Sabemos que u y w deben
estar en el mismo nivel o en niveles consecutivos de T}(v), porque T};(v) es un
4rbol de camino minimo. Sea [ el mayor de los niveles de u y w. Agregando e
a Tj(v) se formaria un ciclo de longitud < 2/+1. Como g(G) > 6k+1, pode-
mos concluir que [ > 3k. Consecuentemente, esta arista e no puede existir en
niveles < 3k. Entonces G;(v) es un 4rbol y es isomorfo a Tj(v) con j < 3k.
En adicién, 6(G) > 2y g(G) > 6k+1 implica que T}(v), y consecuentemente
G;(v), son édrboles uniformes, para j < 3k. También podemos afirmar que
T3 (v) es un 4rbol uniforme.

A continuacién, examinamos G2*(v). Claramente, G3*(v) es un grafo com-
pleto para j < k, ya que la distancia en G entre dos vértices de D;(v) es



< 2j. Consecuentemente, Dy(v) (integrante de D) es un completo de G2*.
M4s adn, probaremos que Di(v) es un clique de G?*. Supongamos que no lo
es. Entonces existe otro vértice w € Vi \ Di(v), tal que w es adyacente en
G%* a todos los vértices de Dy (v). Sea [ el nivel de w en T'(v). Claramente,
! < 2k, de otra manera v y w no serian adyacentes en G**. Adem4s, | > k,
sino w € Dg(v). Se puede elegir un vértice u € Vg en el nivel k de T'(v)
y que no pertenezca a la componente conexa de w en T'(v) \ {v}. Sabemos
que esta eleccién es posible porque Tx(v) = Gi(v) es un é4rbol uniforme y
§(G) > 2. Claramente, u € Di(v), implicando que (u,w) € Ega. Consi-
deramos ahora un camino minimo Py, en G. Si F,, contiene a v entonces
P,y = Py, UP,,. En este caso, la longitud de P,, es | + k > 2k, lo cual
contradice (u,w) € Egx. Si P,, no contiene a v, y sabiendo que v y w
estdn en componentes distintas en T'(v) \ {v}. Entonces en P,,, existe al
menos una arista e = (a,b) € Eg \ Er(y,) que conecta distintos componentes
de T(v)\ {v}. Esta arista e tiene extremos a y b que son vértices que est4n en
niveles > 3k de T'(v). Sin pérdida de generalidad, podemos decir que a estd
mas cerca de u que b de u en P, ,,. Entonces P, = P, ,U{(a,b)}UP,,.Como
u estd en el nivel k de T'(v) y a en el nivel > 3k, esto significa que P, 4 tiene
longitud > 2k. Y por el mismo razonamiento, podemos afirmar que F,,,
tiene longitud > 3k — ! > 3k — 2k = k. Concluimos que P,, tiene longitud
> 3k + 1 > 2k, contradiciendo nuevamente (u,w) € Egz. Como consecuen-
cia, no existe tal w, lo cual asegura que Di(v) es un clique de G?* y por lo
tanto un miembro de C(G%).

En este parrafo, probaremos que un miembro de C(G?*) es un integrante de
Dy. Sea M un clique de G* (un miembro de C(G?*)). Sabemos que para
cada par v,w € M, existe un camino F,, de longitud < 2k en G. Denota-
mos como M*, el conjunto de vértices contenidos en todos los caminos P, ,,
para todo v,w € M. Claramente, M* O M y probamos que M* C M.
Sean v,w € M y u € F,,,. Tenemos que mostrar que u € M. Se elige
cualquier vértice z € M y se considera P,,. Como P,, y P,, son ambos
de longitud < 2k y g(G) > 6k + 1, sabemos que el subgrafo inducido en
G por Py, U P,; es un drbol. Adem4s la diferencia simétrica Py, ® Py,
define un camino entre z y w en G. Si u € P, entonces G contiene un
camino entre u y 2z de longitud < 2k, significa que (u, 2) € Egxx o u = 2. Si
u ¢ P, ,. Entonces u € P, ,, ® P, ;. Mostramos que P, ., &® P, ; tiene longitud
< 2k. Para empezar, sabemos que P, @ P, , tiene longitud < 4k. Como
w,z € M, existe un camino P, ; de longitud < 2k. Si P, ® P,; # Py,
entonces (Py ® P, ;) U P, ; define un ciclo de longitud < 6k, contradiciendo
la condicién sobre el girth de G. Consecuentemente, P, ® P, ; = P, ;. Esto
significa que P, , C P, ;, implicando que (u, z) € Egax 0 u = z nuevamente.
Como z fue elegido en forma arbitraria, esto significa que u es adyacente
a todos los vértices de M o es uno de ellos. Como M es un clique de G,
la primera opcién es descartada. Por lo tanto u € M y M* = M. Ahora
estamos listos para examinar el subgrafo G', inducido en G por M. Como



M* = M, entonces G’ contiene un camino P,,, de longitud < 2k, para cada
par v,w € M. Esto significa que el didmetro de G' es < 2k. Sabemos que
cualquier grafo H que tiene algin ciclo verifica g(H) < 2diam(H) + 1 [26].
Esto aplicado a G', si G’ tiene un ciclo, entonces g(G') < 4k + 1, una con-
tradiccién. Consecuentemente G’ es una foresta. Mds aiin, como para cada
par de vértices de G’ existe un camino que los conecta. Resulta que G’ es un
arbol. Sea v un centro de G’, como este 4rbol tiene didmetro < 2k, entonces
su radio es < k. Por lo cual G’ contiene un camino P,, de longitud < k,
para cada w € M. Consecuentemente, M C Dy(v). En el pédrrafo ante-
rior, probamos que D (v) es un clique de G?* y como M también lo es por
definicién, entonces M = Di(v) que es un integrante de Dy.

La conclusién es que los miembros de C(G%) son los de Dy y viceversa. Mds
adn, cada miembro de D; es distinto. Es decir si tomamos v,w € Vgy v # w
hay que probar que Dy (v) # Di(w). Si w ¢ Dy (v) entonces Dy(v) # Dy(w),
trivialmente. Supongamos que w € Dy (v) y elegimos un vértice u, ubicado
en el nivel £ + 1 en T(v) y tal que el camino P,, en T(v) contenga a w.
Esta eleccién es posible porque Tj41(v) es un &rbol uniforme y §(G) > 2.
Entonces u ¢ Di(v). Sin embargo, u € Di(w), porque la distancia entre w y
uen P,, es < k. Como consecuencia, Dy(v) # Dy(w).

La tltima etapa de la prueba es verificar que G* = K(G?%*). Se define la
biyeccién asignando cada vértice v € Vgar al clique Di(v) de G?*. Supon-
gamos que (v,w) € Egax. Sea P,, un camino minimo en G y u un centro
de P,,. Entonces v y w estdn a distancia < k de u en G. Lo cual im-
plica que u € Di(v) N Di(w), y significa que Di(v) y Di(w) corresponden a
vértices adyacentes en K(G?*). Para el otro sentido, cuando (v,w) ¢ Egax
entonces v y w estdn a distancia > 2k en G. Como consecuencia, G no puede
tener un vértice a distancia < k de ambos vértices v y w. Por lo tanto,
Dy (v) N Dy(w) = @, implicando que Di(v) y Di(w) no son adyacentes en
K(G%*). O

Cabe destacar que el resultado del Teorema 2.2 es lo mejor posible en el
sentido que si G tiene §(G) < 2 o g(G) < 6k + 1, entonces G* no es nece-
sariamente un grafo self-clique. Un grafo G formado por C; y otro vértice
adicional que es adyacente a exactamente a un vértice de C; es un ejem-
plo donde la condicién de grado del teorema no se verifica y se cumple la
condicién de girth con k = 1 (figura 2.2). Sin embargo, G2 no es self-clique
porque G? no se verifica la condicién de vecindario cerrado del Teorema 2.1
(Ng2[v] C Ng2[w]). Por otro lado, Cs es un grafo donde la condicién de
grado se verifica , la condicién de girth no se cumple para ningin k y CZ no
es self-clique (figura 2.3) porque C? tiene 6 vértices y 8 cliques.
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Figura 2.3: C?

También se puede apreciar que G?**! no es necesariamente un grafo
self-clique. Sin embargo, lo es para un caso especial donde G es un ciclo
de longitud > 6k + 4. Podemos observar el siguiente ejemplo de un miembro
de la familia que verifica las condiciones del Teorema 2.2. Con G = C7 (un
ciclo de longitud 7) y k = 1, entonces G? (figura 2.4) es un grafo self-clique.

Figura 2.4: G? = C?
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Es importante resaltar que la reciproca del Teorema 2.2 no es cierta, el
grafo de la figura 2.1 sirve como contraejemplo.

Antes de presentar la caracterizacién de los grafos self-clique de los grafos
clique-Helly, introduciremos una definicién de matriz quasi-simétrica.

Definicién 2.1. Una matriz M € {0,1}"*" es llamada una matriz quasi-
simétrica si el conjunto de vectores de las columnas es igual al conjunto de
vectores de las filas.

A continuacién presentamos el teorema de caracterizacién de los grafos
self-clique para los grafos clique-Helly.

Teorema 2.3. Un grafo G es un grafo self-clique y clique-Helly si y sélo si
G tiene una matriz clique Ag quasi-simétrica.

Demostracion:

=) Sea Vg = {v1,v2,...,V,}. Por hipétesis, G es un grafo self-clique, en-
tonces existe una funcién biyectiva f : Vg = C(G) tal que (v;,v;) € Eg <
f(w)N f(v;) # 0. Sean Cy = f(v1),Co = f(v2),...,Cn = f(vs), construimos
una matriz clique Ag de acuerdo a este orden de vértices y cliques.

Tomamos una columna t de Ag, sean iy,%,,...,% las posiciones de esta
columna que son 1’s y el resto son 0’s. Lo cual quiere decir que Cg(v;) =
{Ci,Ci,,...,Ci} es un subgrafo completo en K(G) y ademés es maximal
(clique). Si Cg(ve) no es maximal, entonces por ser G un grafo clique-Helly,
existe otro vértice v, tal que Cg(v) C Cg(v,), ahora por el Teorema 2.1,
concluimos que G no es self-clique, lo cual es una contradicién.

Por la funcién de isomorfismo f, {v;,,v,,...,v;,} es un clique en G, esto
significa que existe clique C, tal que C, = {v;,, vi,, - - ., v;, }, €s decir las posi-
ciones 1,1, ...,% de la fila s de Ag son 1’s y el resto son 0’s. Como todas

las columnas de Ag son distintas porque Cg(v;) # Cg(v;) si ¢ # j (G es
clique-Helly y self-clique, nuevamente por el Teorema 2.1) y la matriz Ag es

cuadrada, el conjunto de vectores de las filas de Ag es igual al de columnas
de AG.

<=) Sean v,,vs,...,v, los vértices de G que corresponden al orden de las
columnas de Ag y Ci,C,, ..., C, los cliques de G que corresponden al orden
de las filas de Ag. Definimos una funcién biyectiva f : {v1,vs,...,vn} —

{C\,Cs,...,Cr} con f(v;) =C; parai=1,2,...,n.

Primero vamos a probar que (v;,v;) € Eg & C;NC; # 0. Sea (v;,v;) € Eg,
entonces existe un clique C, tal que v;,v; € C,, esto significa que a;; =
at; = 1 en Ag. Por ser Ag una matriz quasi-simétrica, existe una columna
s tal que ais, = aj;, = 1, lo cual quiere decir que existe un vértice v, tal



que v, € C; N Cj, entonces C; N C; # 0. Si C; N C; # 0, existe un vértice
v, € C; N Cj, significa que a;; = aj, = 1 en Ag. Por ser una matriz Ag
quasi-simétrica, existe una fila ¢t tal que a;; = a,; = 1 y quiere decir que
existe un clique C, tal que v;,v; € C;. Entonces (v;,v;) € Eg.

A continuacién probamos que G es clique-Helly. Sea {C;,,C;,,...,C;,} un
conjunto de cliques de G que se intersecan de a pares. Por la funcién de
isomorfismo f, {v;,vi,,..-,v;} es un subgrafo completo de G y existe un
clique C; que lo contiene o sea que a;;, = @4, = - = ay;, = 1 en Ag.
Ahora por ser Ag una matriz quasi-simétrica, existe una columna s tal que
Qi 5 = Qiys = -+ - = @, 5 = 1, lo cual quiere decir que v, € C;, NC;,N---NC;,,
entonces C;, NC;, N---NC;, # 0. D

En principio, creemos que no es ficil aprovechar esta caracterizacién para
implementar un algoritmo polinomial de reconocimiento para los grafos self-
clique de los grafos clique-Helly.

El siguiente corolario se desprende del Teorema anterior y el hecho de que
una matriz simétrica es una matriz quasi-simétrica.

Corolario 2.1. Si G tiene una matriz cliqgue Ag simétrica, entonces G es
un grafo self-clique y clique-Helly.

Conjeturamos que la reciproca del Corolario 2.1 también es cierta. Esto
quiere decir que al Teorema 2.3 le podemos reemplazar “matriz clique quasi-
simétrica” por “matriz clique simétrica” en el caso que la conjetura sea ver-
dadera.

Conjetura 2.1. Si G es un grafo self-clique y clique-Helly, entonces G tiene
una matriz clique Ag simétrica.

Otra formulacién equivalente de la Conjetura 2.1 es “toda matriz binaria
quasi-simétrica, matriz cliqgue de algin grafo, es simetrizable mediante per-
mutaciones de filas y/o columnas”. Sin embargo, esta condicién no es cierta
para matrices binarias no clique como se ve en el siguiente ejemplo [90] (no es
matriz clique porque las columnas 5,6 y 7 que representarian 3 vértices, de-
berian ser adyacentes entre si pero no hay una fila que corresponda al clique
que los contenga):

0(0j0|0]|0]|1](1
0(0j0]0[1]|0]1
0(0j0]1({0|1]|0
0(1{0]|1]|1]|0(1
0j{0|1{1]|1(1]0
1/1(0[1]{0}0]0
1]0|1(0(1({0{0




Veamos que el grafo self-clique que est4 en la figura 2.1 posee una matriz
clique simétrica.

V1 |V2 V3 |Vg| Vs | Vs

M1 = {’U3,’U4,‘Us} 0|01 1 01
M2 = {’U2,’U3} 0 1 1 0 0 0
M3 = {‘U[, 'UQ} 1 1 0(0t0(0O
M4 = {’Ul,'U5} 110]1]0101]1]0
M5 = {‘Uq,'U5} 0[]0]0 1 110
Ms = {’Ul,’Us} 1 0 0 0 0 1

También el grafo self-clique C? de la figura 2.4 posee una matriz clique
simétrica.

Vi |V2|V3 | Vg | Vs | Vs | V7
M[ = {'Ul,vz,'lh} 1 1 o({0f|O0]oO 1
M2 = {‘Ul,'UQ,'U;;} 1 1 1 0j]0(0]0
M3 = {’U2,'U3,’Uq} 0|1 1(1]0]0(0
M4 = {‘U3,’U4,'l)5} 010 1 1 1 010
M5 = {'04,‘1)5,1)5} 01001 1 1 0
M5 = {’U5,’U6,'U7} 0j]0f(0f0O 1 1 1
M7 = {’Ul,'l)s,‘U7} 1{0(0]O0]|0O 1 1

Otras matrices clique simétricas para los grafo self-clique G| y G; de la
figura 2.8.

Ur [V2 (V3 |4

Ml = {'Uq,‘U']} 0[O0 1 1

M2 = {‘Us,'U7} 011 1 0

M;={vs,v7}|1]1[0]0

M4 = {‘Ul,'Uq} 1 0|0 1
Up | V2 | V3 | V4 |VUs |V V7
Ml = {‘Uq,'U7} 0(010(1 00 1
M2 = {’U5,'U7} 0]0j0f[0¢[1 0 1
M3 = {‘Us,'U7} 0(0]J0(0]O0 1 1
M4 = {’Ul,'U4} 1 0 0 1 0 0 0
Ms={va,us} |O0|1[0[0[1[0]0
Ms = {'U3, ‘Us} 00 1{0(0]1 0
M7 = {'Ul,'UQ,U3} 1|1 1({0]0]0(0O0

Finalmente presentamos una matriz clique simétrica para el grafo self-
clique de la figura 2.11. La diferencia con los grafos anteriores es que este
grafo no es conexo y cada componente no es un subgrafo self-clique.



Uy |V2 | VU3 | Vg |VUs|Vg|V7|Vs | Vg | V10| V11

M, = {vs,vs} |0|0]|0|[0O|O[1]0O[O0O|1[0]0
M2 = {‘07,‘010} 0(0|0O]O[O]O 11010 1 0
M; = {vg,0,1} |0|0|0|0]0]|0|0|1]0]| 01
M4 = {'Us,’U7,'Us} 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
M5 = {'Ug,'Ulo,'U“} 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
Ms={v,va} |1]0]|0[1]0[0|0]O0[0O[0]O
M;={vs,vs} |O0|1[0|1]|0[0[0O[0O]|0O|O]O
Mg={vs,vs} |0|0|1]|1]0|0|0|0[0O]O0]O
My = {vy,vs} 1{0j0|j0|1j0j0jOfO|O]|O
MlO = {’1)2,'1)5} 0 1 00 1 0[O0 010 0 0
My ={vs,0s}) |0]|0]|1|0|1|0]0[0|0|O]O

A continuacién, en la siguiente proposiciéon probamos que los grafos self-
clique del Teorema 2.2 poseen una matriz clique simétrica, por lo tanto son
grafos clique-Helly.

Proposicién 2.1. Sea G un grafo, donde §(G) >2 y g(G) > 6k+1, k> 1.
Entonces G* posee una matriz clique Agx simétrica.

Demostracion:

Colocamos los vértices de Vg« = Vg = {v1,v,...,v,} como columnas de
Agu y los cliques de G** que son Dg(v)), Dx(v2),. .., Di(vs) (fue probado
en la demostracién del Teorema 2.2) como filas de Agz«. Ahora una entrada
(1.,]) de Aczk el & v; € Dk(’U,') <~ dG(’U,',’Uj) <k<&uy € Dk('vj) & la
entrada (j,:) de Aga es 1. O

Vamos a presentar ahora otra familia de grafos self-clique que también
posee una matriz clique simétrica, pero antes vamos a introducir una definicién
de matriz de adyacencia reducida para los grafos bipartitos.

Definicién 2.2. Una matriz de adyacencia reducida de un grafo bipartito
G = (W, Vo, E) es una matriz Bg € {0,1}**, donde V| = {v;,vs,...,v},
V2 = {wl,wg,...,wt}, Y bi,j =1& (’U,‘,'U)j) € E.

A continuacién mostramos un grafo bipartito G (figura 2.5) y su matriz
de adyacencia reducida.
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V|
Wl
\'
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Wz
\'
3
wy | wWe
(] 1 1
V2 1 1
V3 0 1

Figura 2.5: un grafo bipartito G y su matriz de adyacencia reducida

Teorema 2.4. Sea G = (V, Vz, E) un grafo bipartito con |V| = |V2|, §(G) >
2 y posee una matriz de adyacencia reducida Bg simétrica. Sea G' el grafo
generado a partir de G reemplazando cada vértice w de V, de grado d por un
cliqgue K4, uniendo cada vértice de este clique con un vecino distinto de w.
Entonces, G' es un grafo self-clique y clique-Helly.

Demostracion:

La idea es probar que G’ tiene una matriz clique simétrica y por el Coro-
lario 2.1, G’ es un grafo self-clique y clique-Helly.

Sean v,,vs,...,v, los vértices de V| que corresponden al orden de las filas
de Bg y wy,wy,...,w, los vértices de V, que corresponden al orden de las
columnas de Bg. Bg simétrica significa que (v;,w;) € E & (vj,w;) € E.
Denotamos cada arista (v;,w;) como €;;. En G', cada w; es reemplazado
por un clique C; con dg(w;) vértices, si Ng(w;) = {vj,vj,,-..,v;} con
k = dg(w;), entonces C; = {w;jy, Wigy,- -, Wij,} Y €, = (v,,,w,m) € =
(Vias Wiga)s - -+ € = (v,,,,w, ) son arlstas de G'. Claramente, si €] ; es una
arista de G’ entonces €’ ; también lo es, porque €] ; es una arista de G’ e
es arista de G. Es fécﬂ Ver que wj,; €s un vertlce de G’ & €] ; es una arista

de G' & ¢€]; es uns arista de G’ & w;; es un vértice de G'.

A continuacién vamos a escoger una matriz clique A de G'. Sabemos que
cada €} ; es un clique en G’ porque no existe nlngun vértice en G’ que pueda
ser adyacente a v; y wj;, los extremos de e] - Entonces los cliques de G'
son Cy,Ca,...,Cy y los |E| € ’ . Las primeras n filas de A corresponden a
C,C,,... C,, y las |E| resta.nt&s a los ¢; ; ordenados en forma ascendente de
acuerdo a sus 2 subindices. Slmllarmente las primeras n columnas de Ag
corresponden a vy, 2, ...,V y las subsiguientes a los |E| w;; ordenados en
forma ascendente de acuerdo a sus 2 subindices.
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Para 1 <i,j < m, a;; =0, ya que ningin C; contiene a v;.

Paral<i<nyn+1<j<n+|E|, veamos que a;; = 1siy sélosia;; =1.
Supongamos a;; = 1, esto significa que existe un vértice w;, € C; que co-
rresponde a la columna j de Ag'. Ahora la fila j de Ag debe corresponder
a la arista e, porque hay tantos w;; como e; ; con exactamente los mismos
subindices. €], = (v;,ws,), por lo tanto a;; = 1. Por otro lado, si a;; = 1,
significa que existe una arista e}, = (v;, w;) que corresponde a la fila j de
Ag. Ahora la columna j de Ag corresponde a w; x por el mismo argumento
y sabemos que w;x € C;, entonces a;; = 1.

Paran+1 <14,5 < n+|E|, sia;; =1 entonces la fila 7 corresponde a una
arista €, = (vs,we,s) y la columna j al vértice we,, pués esta es la tnica
alternativa posible. Ahora por el mismo argumento del caso anterior, la fila
j corresponde a la arista €;, = (v, w,.) y la columna 7 a w,,. Entonces
aji = 1.

Con estos casos, probamos que Ag' es simétrica. O

Exhibimos un grafo bipartito G (figura 2.6) cuya matriz de adyacencia re-
ducida es simétrica. Realizamos la construccién de G’ usando el Teorema 2.4
(figura 2.7), mostramos una matriz clique de G’ que resulta ser también
simétrica.

\Y w
1 1
\ W
2 2
\Y w
3 3

W) | We | W3

m 1 1 1

V2 1 1 0

V3 1 0 1

Figura 2.6: un grafo bipartito G que tiene una matriz de adyacencia
reducida simétrica
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Uy (V2 (V3| W) | W2 | W13 | Wo1 | W22 | W3 | W33
¢ 01010 1 1 1 0 0 0 0
c2|0]10]0 0 0 0 1 1 0 0
c3 |0]10]0 0 0 0 0 0 1 1
e’Ll 1100 1 0 0 0 0 0 0
3'1,2 1100 0 0 0 1 0 0 0
e’1‘3 1]1]0(0 0 0 0 0 0 1 0
3'2.1 0(110 0 1 0 0 0 0 0
6'2’2 0|10 0 0 0 0 1 0 0
eg’l 0([0]1 0 0 1 0 0 0 0
eg,:, 0j]0]1 0 0 0 0 0 0 1

Figura 2.7: el grafo G’ y su matriz clique simétrica

2.2 Grafos 2-self-clique

Escalante present6 en [33] una familia de grafos 2-self-clique.

Teorema 2.5 ([33]). Todo grafo conezo sin tridngulos con grado minimo
> 2 es un grafo 2-self-clique, excepto para un ciclo (el cual es un grafo self-
clique).

En esta seccién, primero presentamos una familia méds general de grafos
2-self-clique que contiene propiamente a la familia descripta en [33] y luego
presentamos otra familia mds de grafos 2-self-clique.

Teorema 2.6. Sea G un grafo conezo con §(G) > 2 y S C Vi (es posible
que S = 0) tal que |Eg| — |Vg| # 3 ,cs(da(v) — 2) y G\ S es sin tridngulos.
Sea G' el grafo generado a partir de G reemplazando cada vértice v € S de
grado d por un clique K4, uniendo cada vértice de este clique con un vecino
diferente de v. Entonces G' es un grafo 2-self-clique.
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Demostracion:

Probaremos que las condiciones del Teorema 2.1 son verificadas por G'.
Primero, veamos que G’ es clique-Helly. Cada grafo que no es clique-Helly
debe contener al menos 4 cliques de tamafo > 3 que se intersecan de a pares.
Pero en G', cada clique de tamafio > 3 solamente interseca con cliques de
tamafio 2. Por lo tanto G’ es clique-Helly.

Ahora, probamos que Av,w € Vg, v # w tal que Ng[v] C Ng(w]. Los
vértices de G' pueden ser particionados en vértices de Vg \ S y vértices
pertenecientes a los cliques agregados de G'. Supongamos lo contrario y
consideramos los siguientes casos.

(a) v,we Vg\ S, sean w y u vértices adyacentes de v (dg/(v) > 2). Como
Ng/[v] € Ng/(w], u es adyacentes a w en G'. El vértice u ¢ Vg \ S,
porque sino, G\ S contiene un tridngulo. Entonces, u est4 en un clique
K4 agregado de G'. Pero, por construccién, u debe ser adyacente a sélo
un vértice de Vi \ S, lo cual es una contradiccién.

(b) veVe\Syw¢ Vs\S, sean wy u vértices adyacentes de v (dg'(v) > 2).
Por construccién de G', u no puede ser adyacente a w, lo cual es una
contradiccién.

(c) vé¢ Ve\Syw € Vz\S, sea u otro vértice que estd en el mismo clique Ky
de v agregado de G'. Por construccién de G, u no puede ser adyacente
a w, lo cual es una contradiccidn.

(d) v,w ¢ Vg\S, claramente v y w pertenecen al mismo K, agregado de G'.
Por construccién de G, v es adyacente a un vértice u en G' (u ¢ K,)
y u no es adyacente a w, esto es una contradiccién.

En consecuencia, por el Teorema 2.1, G' es un grafo self-clique o 2-self-
clique. Vamos a probar que G’ es un grafo 2-self-clique. Supongamos que
este grafo es self-clique. Entonces |Vg/| = |Vk(gn|. Por construccién, |Vg| =
|Ve| — |S] + 3 pes de(v). Ahora necesitamos contar el nimero de cliques de
G', los cuales son de tres tipos:

1. Los cliques de G\S: todos ellos son K> porque G\S no tiene tridngulos.
2. Los cliques Ky agregados de G', correspondientes a los vértices de S.

3. Los cliques formados por aristas que unen cada vértice de Ky (de tipo
2) con un vértice fuera de K. Estos cliques son Kj.

La suma de los cliques de tipo 1 y tipo 3 es igual a |Eg|, y tenemos |S| de
tipO 2. Entonces si IVGI - IS] + szS dG('U) = IVglI = IVK(G')I = |EG| + |S|
En consecuencia, |Eg| — |Vg| = X csde(v) — 2|S| = 3, cs(de(v) — 2), lo
cual es una contradiccién. O



CAPITULO 2. GRAFOS T-SELF-CLIQUE 27

Los siguientes grafos de la figura 2.8 son ejemplos para ver que la condicién
|Ec| — |Vs| # X_,es(de(v) — 2) no puede ser eliminada. Observamos que G|
y G, son grafos self-clique.

1L

G (5={}) ,

G, 5={v) G

Las figuras 2.9 y 2.10 ilustran dos ejemplos de esta familia de grafos 2-
self-clique.

G, (S={v.v} G

Figura 2.9
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G, (5={}) G

Figura 2.10

2

La figura 2.11 muestra un grafo self-clique que tiene dos componentes
conexas, una componente es G, de la figura 2.10 y la otra componente es
K(G,). Siempre se puede obtener un grafo self-clique a través de un grafo
2-self-clique de la misma manera.

Figura 2.11

Ahora presentamos la segunda familia de grafos 2-self-clique.

Teorema 2.7. Sea G = (Vg, Eg) un grafo, si Eg se puede particionar en
2 subconjuntos E, y E, tales que G, = (Vg, E)) resulta ser unidn de ciclos
disjuntos con g(G,) > 4, G; = (Vg, E3) un grafo clique-Helly con E; # 0
y la interseccion entre una componente coneza cualquiera de G2 y un ciclo
cualquiera de G, es a lo sumo de un vértice. Entonces, G es un grafo 2-self-
clique y clique-Helly.

Demostracion:

Es facil ver que cada arista de G, es un clique (K3) en G, y |E\| = |Vg|
porque G; es unién de ciclos disjuntos. Veamos que estos cliques siguen
siendo cliques en G. Sea (v,w) € E, (es una arista de algin ciclo de G,),
supongamos que no es clique en G, esto significa que existe un vértice u que
es adyacente a vy w en G. (u,v) y (u,w) no pueden estar ambos en E),
sino g(G,) = 3. En el caso que los dos estdn en E,, entonces v y w estdn
en la misma componente conexa de u en G, lo que contradice a la hip6tesis
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(la interseccién entre una componente conexa de Gz y un ciclo de G, es a
lo sumo de un vértice). En el caso de que sélo una de las 2 aristas est4 en
E,, podemos suponer que (u,v) € Es, sin pérdida de generalidad. Entonces
(u,w) € E), esto significa que u estd en el mismo ciclo de v y w, pero u
y v estdn en la misma componente conexa de G, porque son adyacentes en
G,. Contradice nuevamente a la hipé6tesis. Por lo tanto (v, w) también es un
clique en G.

Veamos ahora que G es clique-Helly. Los cliques de G son los cliques de G, y
los de G, . Dado que ambas familias verifican la propiedad de Helly y dado
que los cliques de G, tienen sélo 2 vértices, se tiene que la familia de cliques
de G cumple con la propiedad de Helly, entonces G es clique-Helly.

Probaremos que Av,w € Vg, v # w, Ng[v] C Ng(w]. Supongamos que
Jv,w € Vg, v # w, Ng[v] C Ng[w]. Entonces (v,w) € Eg. Si (v,w) € E),
entonces v y w estdn en el mismo ciclo C; en G, y v debe tener otro vértice
adyacente en C;. Llamamos u a este vértice y como u € Ng, [v] C Ng[v] C
Ng[w], entonces (u,w) € Eg. Pero (u,w) ¢ E| porque sino u, v y w forman
un ciclo de longitud 3 en G,. Tampoco (u,w) € E, porque sino u y w estén
en la misma componente conexa en G, y estdn en C;. Absurdo. Por otro
lado, si (v,w) € E,, entonces v y w estdn en diferentes ciclos en G,. Sea
{u,z,v} = Ng,[v] C Ng[v] C Ng[w], u y z deben ser adyacentes a w en Ga.
Entonces u y z estdn en la misma componente conexa de w en G y estdn en
el mismo ciclo de v en G, lo cual contradice la hipétesis. Entonces podemos
concluir que Av,w € Vg, v # w, Ng[v] C Ng[w].

Ahora por el Teorema 2.1, podemos afirmar que G es un grafo self-clique o
un grafo 2-self-clique. Vamos a mostrar a continuacién que en G hay més
cliques que vértices y por lo tanto G no puede ser un grafo self-clique. En
consecuencia, G es un grafo 2-self-clique.

En G, hay |E|| K2 y en G, hay por lo menos un clique ya que E; # 0.
Entonces [C(G)| = [C(G))| + |C(G2)| 2 |E1|+1 = |Vg| +1> |Vg]. O

Mostramos un grafo G que verifica las condiciones del Teorema 2.7 (figura
2.12).

./—0.——/0 0.0
G G

! 2

Figura 2.12



CAPITULO 2. GRAFOS T-SELF-CLIQUE 30

A continuacién, presentamos una subfamilia de la familia de grafos que
verifica el Teorema 2.7 a través del siguiente corolario que da una idea de
como se puede contruir grafos que verifican las condiciones del Teorema 2.7.

Corolario 2.2. Sea G un grafo clique-Helly con |Eg| > 1. Sea G' el grafo
generado a partir de k copias de G, G,,G.>,...,Gg, con k > 4, uniendo cada
vértice de G; con su copia de Gy, 1 i< k (Gxy1 = G,). Entonces, G' es
un grafo 2-self-clique y clique-Helly.

Demostracion:

Es facil ver que G’ verifica la hipétesis del Teorema 2.7. G’ se puede des-
componer en G2 = |J,«;<x Gi ¥ G1 que consiste de |Vg| ciclos disjuntos de
longitud k. G2 es claramente clique-Helly porque G es clique-Helly. La in-
terseccién de un ciclo de G y una componente de G, es a lo sumo un sélo
vértice. O

Mostramos un grafo miembro de esta subfamilia. (figura 2.13).

GV G
G G G

Figura 2.13



Capitulo 3

Grafos clique de grafos
arco-circular Helly

En este capitulo, se presenta una caracterizaciéon de los grafos clique de los
grafos arco-circular Helly. Probamos que los grafos clique de esta subclase de
los grafos arco-circular estdn contenidos en la interseccién de tres subclases de
los grafos arco-circular y analizamos propiedades sobre la segunda iteracién
de grafos clique de los grafos arco-circular Helly.

Los grafos arco-circular tienen aplicaciones en genética [96], control del
transito [97], disefio de compiladores [105], estadistica [58] y problemas de
almacenamiento [21]. El problema de caracterizar los grafos arco-circular fue
planteado por primera vez en [49] y discutido con més detalle en [60]. Pero fue
Alan Tucker [101, 102, 103, 104, 105, 106] quien aporté todo el basamento
tedrico inicial para esta clase de grafos, incluyendo una primera caracteri-
zacién en [102]. El reconocimiento de esta clase es polinomial. Tucker [106]
propuso un algoritmo de reconocimiento de complejidad O(n?), mientras que
Spinrad [93] simplificé el algoritmo de Tucker para el caso de que el grafo dado
pueda ser cubierto por dos cliques. Varios afios después, Hsu [57] encontré
un algoritmo més eficiente (complejidad O(m.n)). Uno de los principales
problemas abiertos en esta clase es determinar si existe algun algoritmo de
reconocimiento lineal en m y n. En [38], Gavril dio algoritmos de complejidad
polinomial para reconocer algunas subclases de los grafos arco-circular.

Un grafo G es arco-circular si existe un conjunto de arcos A (que lla-
mamos representacién) alrededor de un circulo y una correspondencia 1-1
entre vértices de G y arcos de A de manera que dos vértices distintos son
adyacentes si y s6lo si los arcos correspondientes se intersecan. Es decir, un
grafo arco-circular es el grafo interseccion de arcos alrededor de un circulo.
Los arcos son, o bien abiertos todos, o bien cerrados todos. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que ninguin arco cubre el perimetro total de
la circunferencia. La figura 3.1 muestra un grafo arco-circular y una repre-
sentacién arco-circular de él.

31
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Figura 3.1: Ejemplo de un grafo arco-circular con su representacién en
arcos alrededor del circulo.

Los grafos arco-circular admiten varias subclases interesantes:

1. Propios (PCA): un grafo G es arco-circular propio si existe una re-
presentacién arco-circular de G tal que ningin arco est4 contenido en
forma propia en otro. Tucker [103] propuso una caracterizacién y un
algoritmo eficiente para su reconocimiento, usando matrices de carac-
terizacién. El mismo autor también dio una caracterizacién para esta
subclase por medio de subgrafos prohibidos [104].

2. Unitarios (UCA): un grafo G es arco-circular unitario si existe una
representacién arco-circular de G tal que todos sus arcos tengan la
misma longitud. Claramente, UCA C PCA. En [104], el autor muestra
que esta inclusién es estricta y propone una caracterizacién para esta
subclase, usando subgrafos prohibidos. Esta caracterizacién conduce a
un algoritmo polinomial para el reconocimiento [95]. Golumbic también
muestra en [39] un grafo que pertenece a PCA pero no a UCA.

3. Helly (HCA): un grafo G es arco-circular Helly si existe una repre-
sentacién arco-circular de G tal que los arcos satisfacen la propiedad
de Helly. Gavril [38] dio una caracterizacién de esta subclase usando la
matriz clique de un grafo. Esta caracterizacién conduce a un algoritmo
eficiente para su reconocimiento. La representacién arco-circular de la
figura 3.1 es Helly, por lo tanto el grafo de la figura 3.1 estd en HCA.

4. Clique-Helly (CHCA): un grafo G es arco-circular clique-Helly si G
es arco-circular y clique-Helly. Szwarcfiter [98] describi6 una caracte-
rizacién de los grafos clique-Helly que conduce a un algoritmo polino-
mial de reconocimiento. Este método junto a un algoritmo para los
grafos arco-circular [106, 57] resultan en un algoritmo eficiente para el
reconocimiento de esta subclase.

Todas las subclases mencionadas, salvo CHC A son hereditarias. La clase
general de los grafos arco-circular también es hereditaria. En [29] (figura 3.2)
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se exhiben ejemplos minimales que pertenecen a todas posibles intersecciones
de estas subclases, excepto en una regién, la cual es vacia.

Figura 3.2

Una caracterizacién para la clase de los grafos clique ha sido formulada por
Roberts y Spencer [91], basado en el paper de Hamelink [50]. An siendo asf,
se desconocen algoritmos eficientes para el problema de reconocimiento. De
hecho, es un problema abierto saber si este problema es o no NP-completo.
Un problema de interés, en el contexto de teoria de grafos de interseccién
y especialmente en el estudio de los grafos clique, es cémo caracterizar los
grafos clique de clases especiales de grafos. Esta tarea ya ha sido hecha para
los 4rboles [52], los grafos de intervalos [53], los grafos clique-Helly [33], los
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grafos disk-Helly (3], los grafos cordales [106], etc. A pesar de esto, no se
conoce caracterizacién de los grafos clique de los grafos arco-circular ni de
sus subclases.

Este capitulo est4 organizado de la siguiente manera. En la Seccién 1,
se revisan algunos teoremas sobre los grafos arco-circular. En la Seccién 2,
presentamos un teorema de caracterizacién de los grafos clique de los grafos
HCA y se prueba que los grafos clique de los grafos arco-circular Helly
estdn contenidos en la interseccién entre los grafos arco-circular propios, los
grafos arco-circular clique-Helly y los grafos arco-circular Helly. También,
analizamos propiedades sobre K?(G) cuando G es un grafo HCA.

Los resultados de este capitulo fueron presentados en {30].

3.1 Preliminares

Primero, revisamos el teorema de caracterizacién general de los grafos
clique de Roberts y Spencer. Luego repasamos un teorema de Escalante que
asegura que la segunda iteracién de grafos clique de un grafo clique-Helly G
es un subgrafo inducido de G.

Teorema 3.1. Un grafo H es grafo clique si y sélo si existe una familia de
subgrafos completos F = {F\,..., F.}, la cual satisface:

1. La familia F cubre H.

2. La familia F verifica la propiedad de Helly.

Teorema 3.2 ([33]). Sea G un grafo clique-Helly, entonces K%(G) es un
subgrafo inducido de G.

A continuacién, revisamos una caracterizacién de los grafos arco-circular
propios usando torneos locales (local tournaments) y orientaciones circular
(round orientations).

Para ello, necesitamos introducir las definiciones correspondientes [25, 55,
56).

Un torneo (tournament) es una orientacién de un grafo completo. Un
torneo local es un grafo dirigido donde tanto el conjunto de entrada como el
de salida de cada vértice induce un torneo.

Una enumeracién circular (round enumeration) de un grafo dirigido D
es un orden circular (circular ordering) S = (vp,...,vn-1) de sus vértices
tal que para cada ¢ existen enteros no-negativos r; y s;, y el vértice v;
tiene conjunto de entrada NS, = {v;_1,vi-g,...,%-r,} ¥ de salida N3, =
{Vit1,Vig2, - - -, Vits, } (Sumas y restas deben entenderse médulo n). Un grafo
dirigido que admite una enumeracién circular es llamado una ronda. Un
grafo no dirigido se dice que tiene una orientacién circular si admite una
orientacién que lo transforma en una ronda.
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Teorema 3.3 ([25, 92]). Las siguientes afirmaciones son equivalentes para
un grafo conezo G:

1. G es orientable como un torneo local.
2. G tiene una ortentacidn circular.

3. G es arco-circular propio.

Ahora revisamos una caracterizacién de los grafos arco-circular Helly [38].
Una matriz tiene forma de 1’s circular si los 1's en cada columna aparecen en
un orden circular consecutivo. Una matriz tiene la propiedad de 1’s circular
si por una permutacién de las filas puede ser transformada en una matriz
con forma de 1’s circular.

Teorema 3.4 ([38]). Un grafo G es arco-circular Helly si y sdlo si Ag tiene
la propiedad de 1’s circular.

3.2 Grafos clique de los grafos arco-circular
Helly

En esta seccién formularemos un teorema de caracterizacién de los grafos
clique de los grafos arco-circular Helly. Sea G un grafo y Sg un orden cir-
cular de sus vértices. Definimos un subgrafo completo circular en el orden
circular Sg como un conjunto de vértices consecutivos de Sg, el cual forma
un subgrafo completo de G. Decimos que una familia de subgrafos de G,
F ={F\,...,F.}, cubre G si cada vértice y arista de G est4 en algin F;.

Teorema 3.5. Un grafo H € K(HCA) si y sélo si H admite un orden
circular Sy tal que eziste una familia de subgrafos completos circulares de
Sy, F ={R,...,F.}, la cual satisface:

1. La familia F cubre H.
2. La familia F verifica la propiedad de Helly.

Demostracion:

=) Sea H € K(HCA), un grafo conexo. Existe un grafo G € HCA tal
que K(G) = H. Sea |Vg| = k y [Vi| = n (o0 sea, el ndimero de cliques de G es
n). Llamamos R a una representacién arco-circular Helly de G y Ay,..., A
los arcos de R correspondientes a los vértices vy,...,v, de G. En R, los n
cliques de G son representados por puntos de interseccién p; en el circulo (esto
es siempre posible para cualquier representacién arco-circular Helly, porque
para cualquier subconjunto de arcos que se intersecan de a pares, estos arcos
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comparten una interseccién en comun). El orden de estos puntos define un
orden circular Sy de los vértices de H, Sy = {p1,...,pn}- El conjunto de
puntos de interseccién que son cubiertos por un arco A; de R representa un
conjunto de vértices de H e induce un subgrafo completo de H. Denotamos
este conjunto de puntos de interseccién como C(A4;) = {pi,, Pi;+1, - - - » Piy+is }
y estos puntos son consecutivos en el orden circular Sy. Por lo tanto, el sub-
grafo completo inducido por C(A4;) en H es un subgrafo completo circular de
Sy y A; cubre todos los puntos de interseccién de C(4;) (lo denotamos como
C(A4;) C A;). Sea F = {C(A)),...,C(Ak)}, la familia de subgrafos comple-
tos circulares de Sy. Tenemos que probar que F verifica las propiedades 1 y
2.

Claramente, F satisface la propiedad 1. Sea w; el vértice de H que corres-
ponde a p; y A; un arco que representa un vértice de G perteneciente al clique
de G que corresponde a p;, entonces p; € C(A;). Ahora sean w; y w;, dos
vértices adyacentes de H que corresponden a p; y p;. Entonces existe un arco
A que representa a un vértice de G contenido en los cliques correspondientes
a p; y p;. Por lo tanto, p; y p; € C(A)

Falta verificar que F satisface la propiedad de Helly. Sea F' una subfamilia
de F tal que VC(4;),C(4;) € F', C(A)NC(A4;) #0y A= {An/ C(Anm) €
F'}. Entonces, VA;, A; € A, C(A;))NC(A4;) € A;NA; # 0. Por lo tanto,
los arcos de A forman un subgrafo completo en G. Este subgrafo completo
estd contenido en un clique de G, el clique corresponde, por ejemplo, al
punto de interseccién p;. Entonces p;, € A,,, VA, € A. En consecuencia,
Pt € Ne(am)er C(Am) y F verifica la propiedad de Helly.

Claramente, F* = {C(4;) € F/ C(4;) ¢ C(A;), VC(4;) € F}, una subfa-
milia de F , también verifica las propiedades 1 y 2. Decimos que F* es una
familia dominante.

<) Sea Sy = {v1,...,vs} un orden circular de los vértices de H y F =
{F,,...,F.} la familia de subgrafos completos circulares de Sy que verifica
las propiedades 1 y 2. Construiremos una representaciéon HCA R de algiin
grafo G tal que K(G) = H.

Primero, dibujamos {vy,...,vs} como un conjunto de puntos situados en las
posiciones {27 /n,4m/n,...,2r} del circulo (el vértice v; estd situado en la
posicién 2j7/n).

Por cada F; = {v;,, Vi, +1,- - - , Y, +ip }, dibujamos un arco A; = [2i,7/n,2(5, +
i2)m/n] en el circulo. Por cada v; dibujamos un arco B; = [2j7/n, 257 /n + €]
en el circulo donde € es un nimero real positivo muy pequeiio (<< m/n).

Primero, debemos verificar que esta representacién arco-circular R de G es
Helly.
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Sea F' una subfamilia de los arcos A; tal que VA4;,4; € F', AinA; #0y
F' = {Fi € F/ A; € F'}. Claramente, VF;, F; € F', F;N F; # @ porque
A;iNAj # 0. Como F verifica Helly (propiedad 2), (g, ezn Fj # @. Esto
significa que existe algin v; que estd en cada F; € F" y v, (2tw/n) estd
contenido en cada 4; € F'. Entonces (,,¢5 A; # 0. En consecuencia, '
es Helly.

Ahora, sea F* una subfamilia de los arcos A; y los arcos B; tal que contiene
al menos uno de los arco B; y ademds para cualquier par de arcos de F*,
tienen una interseccién no vacia. Claramente en F* no puede haber 2 arcos
distintos de los arcos B; porque si los hubiera, no tendrian interseccién en
comun. Llamamos ahora By, el unico arco de los B; de F*. Podemos afirmar
que cualquier arco A; de F* tiene interseccién comin con B;. Entonces v
(2km/n) est4 en cada arco de F* y v, (2kw/n) pertenece a la interseccién de
todos los arcos de F*, lo cual implica que F* es también Helly.

Ambos resultados implican que la representacién arco-circlar R de G satis-
face la propiedad de Helly.

Axn falta verificar que K(G) = H, donde G es el grafo con R como su re-
presentacién HCA.. Tenemos que probar que {vi,...,v,} son los puntos de
interseccién correspondientes a los clique de G. Todos ellos son necesarios,
porque cada arco B; contiene solamente un vértice vx (que es exactamente el
vértice v;). Y no se necesita otro punto de interseccién porque los extremos
de cada arco A; son vértices vg. Si v; y v; son adyacentes en H entonces ellos
pertenecen al mismo F; (propiedad 1). Por construccién, v; y v; estdn ambos
en A,, por lo tanto, sus respectivas cliques en G tiene un vértice en comun.
Claramente la reciproca es cierta por el mismo argumento. a

Notas:

1. Esta caracterizacion es similar a la caracterizacién general de los grafos
clique de Roberts y Spencer [91] que se presenté como el Teorema 3.1.

2. Después de escrita la primera versién de esta tesis, se nos observé
[42] que la demostracion del Teorema 3.5, podria tambien ser vista
como consecuencia de algunos nuevos resultados presentados en [41],
tomando en cuenta que los grafos arco-circulares tambien pueden ser
considerados como grafos de interseccién de arcos de un orden circular
sobre un conjunto finito.

3. El problema de reconocer si un grafo H con n vértices es grafo clique
de algun grafo arco-circular Helly pertenece a NP [72]. Dado un orden
circular Sy de los vértices de H y una familia F de subgrafos completos
circulares, es facil ver que en F hay a lo sumo n? miembros distintos,
ya que esa es la cantidad de subsecuencias posibles de Sy. Entonces
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para verificar que F es Helly y cubre H se puede realizar en tiempo
polinomial. La validacién de las entradas (Sy y F) también se puede
hacer en tiempo polinomial.

Probamos el siguiente lema que identifica los cliques de H € K(HCA).
Sea G un grafo arco-circular Helly; Ay, ..., Ax los arcos de una representacién
arco-circular Helly de G y H = K(G). Sea F = {C(A)),...,C(Ax)} la fa-
milia de subgrafos completos circulares de Sy y F* = {C(A;) € F/ C(Ai) ¢
C(4;), VC(A;) € F} una familia dominante de subgrafos completos cir-
culares de Sy como definimos en el Teorema 3.5. Sea U = {uy,...,uy} el
conjunto de vértices universales de H.

Lema 3.1. Los conjuntos C'(A;) = C(A;) UU, VC(A;) € F*, inducen los
dnicos cliques de H.

Demostracion:

Sea C'(A;) = C(A;) UU, YC(A;) € F*. Sabemos que C'(A;) es un subgrafo
completo de H. Falta verificar que es maximal. Sea p; ¢ C’'(4;) un punto de
interseccién tal que p; (como un vértice de H) es adyacente a cada vértice de
C'(A;). Entonces existen dos arcos A; y Ax como en la figura 3.3 porque F*
es una familia dominante y los arcos A;, A; y Ax deben verificar la propiedad
de Helly. Resulta p, un vértice universal de H, lo cual es una contradiccién.

Figura 3.3

Entonces, C'(4;) = C(A;) UU, VYC(A4;) € F*, inducen cliques de H. Quere-
mos probar que no existe otro clique en H. Supongamos que existe un clique
Cen H,talqueC'=C\U y C' € C(4;), YVC(4;) € F*. Como C' € C(4;),
los puntos de interseccién de C' pueden ser dibujados como en la figura 3.4.

Figura 3.4
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Figura 3.5

Si A; y Ax cubren todo el circulo, entonces p, es un vértice universal de
H, lo cual es una contradiccién. Sino, existe un arco A,, que une p, con
p:. Entonces, o bien A;, Ay y Ap, no verifican la propiedad de Helly, o bien
tenemos una de las situaciones de la figura 3.5, que implica que p, o p; son
vértices universales de H. Cualquiera de estos casos lleva nuevamente a una
contradiccidn. 0O

Corolario 3.1. Sea G un grafo arco-circular Helly. Entonces K(G) es un
grafo arco-circular Helly, un grafo arco-circular clique-Helly y un grafo arco-
circular propio.

Demostracion:

1. K(G) es un grafo arco-circular Helly.

Sea F* = {C(4;) € F/ C(A;) ¢ C(Aj), VC(A;) € F} una familia
dominante de subgrafos completos circulares de Sk(g) como definimos
en el Teorema 3.5, y U, el conjunto de vértices universales de K(G).
Analizamos la matriz B con los miembros de F* en las filas (orde-
nado en forma consecutiva de acuerdo a la representacién arco-circular
Helly), y {p1,...,pn} los vértices de K(G) en las columnas. En cada
fila, ponemos 1 si p; pertenece al correspondiente C(4;), o 0, si no
pertenece. Por construccién, la matriz B tiene forma de 1’s circular.
Como necesitamos los cliques de K(G) en las filas para contruir Ag(g)
por el Lema 3.1 tenemos que agregar 1’s en las columnas correspon-
dientes a los vértices de U. Claramente, Ak () preserva la forma de
1’s circular (es posible que 2 o mas filas representen el mismo clique
de K(G); en este caso tenemos que dejar una de ellas y eliminar las
otras pero la propiedad de 1's circular sigue siendo vélida para Ag(g)).
Entonces por el Teorema 3.4, K(G) es un grafo arco-circular Helly.

2. K(G) es un grafo arco-circular clique-Helly.
Sabemos que K(G) es un grafo arco-circular. Por lo tanto, tenemos
que mostrar que es clique-Helly. Dividimos la prueba en dos casos.
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(a) Siel grafo G es clique-Helly, entonces K (G) es clique-Helly también

(33].
(b) Si el grafo G no es clique-Helly, sean M, ..., M; una familia de
cliques de G minimalmente no Helly y pi,...,pr los puntos de

interseccién correspondientes. Como esta familia es minimalmente
no Helly, por cada subconjunto de j puntos de interseccién (j < k)
tenemos un arco en la representacién arco-circular Helly de G que
cubre todos los puntos de interseccién de este subconjunto. Pero
el grafo G est4d en HCA, entonces no podemos tener la situacién
de la figura 3.6.

Figura 3.6

Por lo tanto, tenemos dos arcos que cubren todo el circulo y existe
un clique M; que interseca con cualquier otro clique en G (figura
3.7). Como resultado, el vértice w, en K(G) (correspondiente al
clique M, en G y el punto p; en la representacién) es un vértice
universal y sabemos que todo grafo con un nodo universal es un
grafo clique-Helly.

p'o

Figura 3.7

3. K(G) es un grafo arco-circular propio.
Sea F* = {Fl,...,Fr} = {C(A,) € .7:/ C(A,) ¢ C(AJ), VC(AJ) € .7:}
una familia dominante de subgrafos completos circulares de Sk(g) como
definimos en el Teorema 3.5. Sean py, ..., p; los vértices de Sk (). De-
finimos F*(p;) como la mayor subsecuencia {p;,pit+1,...} del orden
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circular tal que existe solamente un F; de F* que la contenga (F* estd
bien definida porque cubre K(G)). Similarmente, definimos F~(p;)
como la mayor subsecuencia {...,p;_1,p;} del orden circular tal que
existe solamente un F; de 7* que lo contenga. Como F* cubre K(G),
Nk [pi] = F*(p:)UF~(p;). Por cada p;, orientamos la arista p; — py,
sipr € FY*(pi)\F~(pi) y px = pi, sipr € F~(p;)\ F*(pi). Claramente,
cada arista estd orientada en sélo una direccién. Falta orientar las aris-
tas (pi,px), cuando pr € F*(p;) N F~(p;). Estas aristas pueden ser
orientados en forma arbitraria. Claramente, el conjunto de entrada de
cada p; estd contenido en F~(p;) y el conjunto de salida estd contenido
en F*(p;). Por lo tanto, esta orientacién transforma el grafo en un
torneo local porque F'*(p;) y F~(p;) son subgrafos completos de K (G).
Entonces, K(G) es un grafo arco-circular propio (Teorema 3.3). 0O

Como consecuencia de este resultado, K(HCA) C HCA, significa que
HCA es una clase cerrada bajo el operador grafo clique K.

K(HCA) UCA

G

PCA

Figura 3.8

Observacién: Es interesante analizar la relacién entre K(HCA) y UCA
porque ambos son subclases de PCA. Mostramos en la figura 3.8 un grafo G
en K(HCA)\UCA, otro grafo H en UCA\ K(HCA) y el grafo trivial (sélo
un vértice), el cual estd en K(HCA)NUCA. El grafo G € K(HCA) porque
admite el siguiente orden circular (figura 3.9) {v,vs,vs,v4, Vs, Vs, v7,08} ¥
una familia de 4 subgrafos completos circulares (F; = {vi,vq,v3}, Fo =
{v3,vs, v}, F3 = {vs,v6,v7} y Fs = {vr,vs,v1}) que verifica la propiedad de
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Helly y cubre el grafo G (Teorema 3.5). En [104], se prob6 que G no es un
grafo UCA. En [29)] (figura 3.2), se probé que el grafo H € UCA \ CHCA,
por lo tanto H ¢ K(HCA) (Corolario 3.1).

Figura 3.9: el grafo G con el orden circular

Corolario 3.2. Si G es un grafo arco-circular Helly, entonces o bien K*(G)
es un subgrafo inducido de G , o bien K?(G) es un grafo completo.

Demostracion:

Supongamos que K(G) tiene un vértice universal u. Entonces, cualquier
clique de K (G) contiene a u, lo cual implica que K%(G) es un grafo completo.
Si este no es el caso, K(G) es un grafo sin vértices universales. Sea F* =
{C(4) € FI C(A) ¢ C(A)), YC(A;) € F} una familia dominante de
subgrafos completos circulares de Sk () como definimos en el Teorema 3.5.
Por el Lema 3.1, {C(A4;)}, los miembros de F*, son los dnicos cliques de
K(G), por lo tanto, ellos representan los vértices de K%(G). Es claro que
VC(A:),C(4;) € F* (C(A) # C(4y)), C(A)NC(4;) # B siy sblo sf
A;NA; # 0, donde A; y A; son los arcos de la representacién arco-circular
Helly, correspondientes a los vértices v; y v; de G. Entonces K?(G) es un
subgrafo inducido de G. (m]

Notas:

1. Escalante [33] probé un resultado similar para los grafos clique-Helly.
Mostré que si G es un grafo clique-Helly, entonces K?(G) es un subgrafo
inducido de G (Teorema 3.2).

2. De acuerdo a la demostracién del Corolario 3.2, K?(G) es subgrafo
inducido de G si G no tiene vértice universal. Adem4s si se tiene una
representacién arco-circular Helly de G, se puede determinar en tiempo
polinomial los puntos de interseccién que representan los cliques de
G y hallar un conjunto de arcos dominantes (se refieren a los puntos
de interseccién). El grafo que tiene como representacién arco-circular
solamente a estos arcos es isomorfo a K?(G).



Capitulo 4

Grafos clique de grafos circular
Helly

En este capitulo, primero definimos una clase de grafos llamada dualmente
circular Helly y a continuacién presentamos una caracterizacién de los grafos
clique de los grafos circular Helly usando esta clase. También probamos que
los grafos clique de los grafos dualmente circular Helly son circular Helly.
Cabe destacar que esta simetria también se verifican en algunas clases de
grafos clique que figuran en la tabla de la seccién 1.4 que son DE, DV y
RDV.

Los grafos circular fueron introducidos en [35], donde se muestra una
aplicacién para resolver un problema de reordenamiento de vagones de un
tren propuesto por Knuth [62], usando pilas y colas. Se puede encontrar
algoritmos de tiempo polinomial para reconocer los grafos de esta clase en
(13, 36, 74, 94].

\ V. / L
V, Vv, \L’/ /

Figura 4.1: Ejemplo de un grafo circular y su modelo de cuerdas.

Un grafo G es circular si existe un conjunto de cuerdas L (que se llama
modelo) dentro de un circulo y una correspondencia 1-1 entre vértices de
G y cuerdas de L de manera que dos vértices distintos son adyacentes si y
s6lo sf las cuerdas correspondientes se intersecan. Es decir, un grafo circular
es el grafo interseccién de cuerdas dentro de un circulo. Sin pérdida de

43
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generalidad, podemos asumir que ningin par de cuerdas tiene un extremo
comun. La figura 4.1 muestra un grafo circular G y un modelo L para él.
A continuacién se definen diferentes subclases de los grafos circular:

1. Helly: un grafo G es circular Helly (HC) si existe un modelo L de cuer-
das para G de manera que el conjunto de cuerdas satisfaga la propiedad
de Helly. No se conoce la complejidad de reconocer un grafo en esta
subclase. En 28] se conjetura una caracterizacién que conduciria a un
reconocimiento polinomial.

2. Clique-Helly: un grafo G es circular clique-Helly (CHC) si G es circu-
lar y clique-Helly. El algoritmo polinomial para reconocimiento de los
grafos clique-Helly [98] sumado a un buen algoritmo para reconocer los
grafos circular [13, 36, 74, 94], nos da un algoritmo eficiente para esta
subclase.

3. Unitarios: un grafo G es circular unitario (UC) si existe un modelo L
de cuerdas para G de manera que todas las cuerdas tengan la misma
longitud. En [28] se probé que esta subclase es equivalente a la de los
grafos arco-circular unitarios.

4. Arco-circular propios: se puede probar ficilmente que la representacién
en arcos de un grafo PCA puede ser transformada en el modelo de
cuerdas de un grafo circular. Sélo hay que usar un teorema probado en
[39] que dice que todo grafo PCA tiene una representacién arco-circular
propia donde no hay dos arcos que cubran todo el circulo. Hecha esta
observacién, el punto inicial y final de cada arco en una representacién
PCA pasa a ser el punto inicial y final de cada cuerda, con lo que
obtenemos un modelo circular.

Todas las subclases mencionadas, salvo CHC son hereditarias. La clase
general de los grafos circular también es hereditaria. En [28] (figura 4.2) se
exhiben ejemplos minimales que pertenecen a las intersecciones de las sub-
clases de los grafos circular aqui definidas.

En [28], también se prob6 que un grafo circular Helly no contiene, como
subgrafo inducido, a un diamante (Teorema 4.1) y se conjeturé que un grafo
circular sin diamantes es circular Helly.

Este capitulo estd estructurado de la siguiente forma. En la Seccién 1,se
revisan algunos teoremas y se dan definiciones preliminares. En la Seccién 2,
presentamos un teorema que caracteriza los grafos clique de los grafos HC
y otro que caracteriza los grafos clique de los grafos clique de los grafos HC
que resultan ser HC.
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Figura 4.2: Cruce de subclases para los grafos circular

Los resultados de este capitulo serdn presentados en [69].

4.1 Preliminares

Presentamos aqui dos proposiciones auxiliares que serdn utilizadas en una
nueva demostracién de la Proposicién 4.3 presentada por Escalante. Esta
ultima es una extensién del Teorema 3.2 que permite elegir los vértices del
grafo G que inducen un subgrafo isomorfo a K2(G) sin usar explicitamente
el operador K.
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Proposicién 4.1. Sea G un grafo y u,v dos vértices de G. Ng[u] C Ng[v]
si y sdlo si Cg(u) C Cg(v).

Demostracion:

=) Supongamos que Cg(u) € Cg(v), lo cual quiere decir que existe C; €
Cis(u) \ Cg(v). Esto implica que 3w € C;/ w no es adyacente a v. Entonces
w ¢ Ng[v], pero w € Ng[u]. Por lo tanto, Ng[u] € Ng[v] contradiciendo la
hipGtesis.

<=) Se puede ver trivialmente que Vw € G, Ng[w] = Ug,ecyw) Ci- En-
tonces Ng(u] = Ug,ecow) Ci ¥ Nalv] = Ugiecqw) Ci ¥ Por hipétesis Cg(u) C
Ce(v). Vale que Ng[u) C Ng[v). 0

Proposicién 4.2. Sea G un grafo clique-Helly y Z un clique de K(G) en-
tonces v € Vg tal que Z = Cg(v).

Demostracion:

Sea Z = {C,,...,Cp} donde Cj,...,C, son algunos cliques de G y se inter-
secan de a pares. Como G es clique-Helly, (),;c,Ci =T # 0. Seav € T,
entonces Z C Cg(v). Es méds, Z = Cg(v) porque Z es maximal. ]

Proposicién 4.3 ([33]). Sea G un grafo clique-Helly. Se puede determinar
un subconjunto de vértices X C Vg tal que el subgrafo inducido de G por X
es isomorfo a K*(G) de la siguiente manera:

1. Se particiona el conjunto de vértices en grupos de equivalencia, Sy, ..., Sk
/V’U,’UJ € S;, NG[’U] = Ng[w], 1<i<Lk.

2. Para cada S;, se elije un representante v;, y el resto de los vértices de
S; se descartan.

3. Si Ng[u] C Ng[v)], se descarta u, Yu,v € Vg.
Demostracion:

Sean Z,,..., Z, los cliques de K(G). Por la Proposicién 4.2, para cada clique
Z;de K(G), Ju; € VG/ Z; = CG(‘U,'). Ahora Zjﬂzk 76 e Cc(vj)ﬂCG(vk) 75
@ < 3C clique de G/ vj, v € C & v; y v, son adyacentes en G o j = k. Por
lo tanto K?(G) es isomorfo al subgrafo de G inducido por {vy,...,v}.

Faltaria ver que el conjunto de vértices X generado por los pasos de la
proposicién puede corresponder 1 a 1 con Z,,...,Z,.

Sabemos que Vv € Vg, Cg(v) es el conjunto maximal de cliques de G que
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contiene a v, por lo tanto C(v) es un subgrafo completo de K(G). Muchas
veces puede existir otro vértice w que representa el mismo subgrafo completo
de K(G) porque Cg(v) = Cg(w), por lo tanto en (1) agrupamos los vértices
que son equivalentes, es decir, si Cg(v) = Cg(w) (como G es un grafo clique-
Helly, entonces por la Proposicién 4.1, Ng[v] = Ng[w]) entonces v y w estdn
en el mismo grupo de equivalencia.

Después, nos quedamos con un tunico representante de cada grupo de equi-
valencia (2).

Ahora si para un vértice representante v, Cg(v) no es clique en K(G) sig-
nifica que existe un clique Z; = Cg(v;) tal que Cg(v) C Cg(v;) y por la
Proposicién 4.1, Ng[v] C Ng[ui]. O sea, los vértices cuyo vecindario cerrado
est4 contenido propiamente en el vecindario cerrado de otro vértice, no co-
rresponden a cliques de K(G), por lo tanto son descartados (3).

Después de estos 3 pasos, los cliques de K(G) son correspondidos univoca-
mente con los vértices sobrevivientes. (]

Teorema 4.1 ([28]). Sea G un grafo circular Helly, entonces G es circular
y no contiene, como subgrafo inducido, a un diamante.

Definicién 4.1. Un grafo G es dualmente circular Helly (DHC) si ezisten
un conjunto de puntos P y un conjunto de cuerdas L dentro del circulo tal
que las intersecciones de las cuerdas pertenecen a P, las cuerdas verifican la
propiedad de Helly y eziste una correspondencia entre los vértices de G y los
puntos de P de manera tal que dos vértices de G son adyacentes si y sélo si
hay una cuerda que pasa por los puntos correspondientes en P.

En la figura 4.3 se muestra un ejemplo de esta clase de grafos.

¢y o

Figura 4.3: Ejemplo de grafo dualmente circular Helly y una representacién
con puntos y cuerdas.
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4.2 Grafos clique de los grafos circular Helly

La siguiente proposicién es requerida para la prueba del Teorema 4.2.

Proposicién 4.4. Si un grafo G € DHC, entonces existen un conjunto de
puntos P y un conjunto de cuerdas L dentro del circulo con las propiedades
descriptas en la Definicion 4.1 y se verifica ademds que cada cuerda de L
contiene al menos un punto de P.

Demostracion:

Por la Definicién 4.1, existen P y L que cumplan las propiedades del enun-
ciado, salvo la 1ltima condicién que exige que cada cuerda de L contiene al
menos un punto de P. Si se verifica esta condicién, listo. Si no, se eliminan
aquellas cuerdas de L que no contienen ningin punto de P. El conjunto P
y el conjunto de cuerdas resultante definen un grafo isomorfo a G. m]

Presentamos aqui, el teorema que prueba K(HC) = DHC.
Teorema 4.2. Un grafo H € K(HC) si y sélo si H € DHC.

Demostracion:

Figura 4.4: Ejemplo de como se construye P a partir de un modelo Helly L .
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=) Si H € K(HC), entonces existe un grafo G € HC con un modelo Helly
Ly K(G) = H. Sea P el conjunto que contiene las intersecciones de las
cuerdas de L y ademds contiene también otros puntos aislados dentro del
circulo, tanto como la cantidad de vértices aislados que haya en G. Veamos
que utilizando P y L, se puede probar que H € DHC.

Los vértices de H son cliques en G, al ser G circular Helly, sus cliques de
tamafio > 2 pueden identificarse con las intersecciones de L (modelo Helly)
que forman parte de P y los clique K, (vértices aislados) de G corresponden
1 a1 con los otros puntos de P (observacién: estos cliques de G son transfor-
mados en vértices aislados en H). Ahora dos vértices de H son adyacentes,
si y sélo si, los cliques correspondientes en G, se intersecan. Esto ocurre si
y sélo si, los dos cliques corresponden a puntos de interseccién de L y que
exista una cuerda que pasa por ellos. Entonces, H € DHC.

<=) Si H € DHC, entonces por la Proposicién 4.4, existen un conjunto de
puntos P y un conjunto de cuerdas L dentro del circulo tal que las intersec-
ciones de las cuerdas pertenecen a P, las cuerdas verifican la propiedad de
Helly y existe una correspondencia 1 a 1 entre los vértices de G y los puntos
de P de manera tal que dos vértices de G son adyacentes si y sélo si pasa
una cuerda por los puntos correspondientes en P. Ademds cada cuerda de L
contiene al menos un punto de P.

Claramente, si tomamos L como modelo de un grafo circular G, G es circular
Helly porque L es Helly. Ahora por cada punto de P que no es interseccién
de cuerdas de L, vamos a agregar una cuerda de acuerdo a los siguientes
Casos:

Figura 4.5: Ejemplo de como se construye L' a partir de P y L.

1. Si ninguna cuerda pasa por el punto en cuestién, o sea, este punto
es aislado dentro del circulo, se agregard una cuerda !’ que no toque
a ninguna otra cuerda. Esto se puede hacer, porque siempre hay un
segmento del circulo donde no pasa ninguna cuerda.

2. Si pasa exactamente una cuerda ! por el punto en cuestién, se agregara
una cuerda !” de manera tal que solamente se corta con la cuerda [.
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Esto se puede hacer sin problema, porque siempre se puede trazar una
cuerda nueva sobre otra alrededor de la terminacién de esta ultima sin
cortar mas cuerdas.

Sea L' el nuevo conjunto de cuerdas con las cuerdas tipos I’ y I agregadas
en 1y 2, respectivamente. Tomamos L' como modelo de otro grafo G'. Al
ser L' Helly (porque cada cuerda agregada se corta solamente con una cuerda
o ninguna), G’ es un grafo circular Helly.

Veamos que K(G') & H. Los vértices de H corresponden con los puntos de
P y se los pueden clasificar de la siguiente manera:

(a) Los puntos que son intersecciones de L: contindan siendo intersecciones
en L'

(b) Los puntos a los cuales les pasa una sola cuerda ! de L: son los puntos
identificados en el caso 2. Por cada uno de ellos, se agregé una cuerda

" y se produjo una nueva interseccién por el cruce de las cuerdas | y
["en L.

(c) Los puntos aislados: son los puntos identificados en el caso 1. Por cada
punto, se agregé una cuerda !’. Todas estas cuerdas agregadas son
aisladas en L'.

Los puntos de (a) y (b) corresponden a intersecciones de L' que a su vez
representan a todos los cliques de tamafio > 2 de G’ . Los puntos de (c) co-
rresponden a las cuerdas aisladas de L' (cabe destacar que en L' no quedaron
cuerdas aisladas de L, ya que estas cuerdas contienen al menos un punto de
P) y representan a los cliques K, de G'. A través de esta relacién 1 a 1 entre
los puntos de P y cliques de G’, vamos a probar el isomorfismo entre K(G’)
y H.

En G’, dos cliques se intersecan si y sélo si corresponden a intersecciones
de L' y adem4s existe una cuerda ! que pasa por ellas (claramente, | € L
porque [ ¢ L'\ L, por construccién). Sabemos que las intersecciones de L’
provienen de (a) y (b). La prueba estaria completa si probamos que una
cuerda ! € L pasa por dos intersecciones de L’ si y s6lo si [ también pasa por
los dos puntos de P correspondientes a ellas. Es trivial ver que lo anterior
es cierto, cuando ambas intersecciones son de tipo (a). Si una de ellas es de
tipo (b), también es cierto, porque la interseccién en cuestién es generada
por un punto de P que estd sobre una unica cuerda [ de L y esta cuerda [
es la unica cuerda de L que pasa por la interseccién generada. Conclusién:
K(G= Hy H e K(HC). D

A continuacién presentamos el Teorema 4.3 que prueba K (DHC) = HC.
Teorema 4.3. Un grafo G € K(DHC) si y sélo siG € HC
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Demostracidn:

=) Si G € K(DHC), entonces existe H € DHC tal que K(H) = G.
Ahora por el Teorema 4.2, H € K(HC), existe G’ € HC tal que K(G') = H
y llegamos a la conclusién que K*(G') = K(K(G")) = K(H) = G. Por otro
lado, G’ € HC y por el Teorema 4.1, G’ es un grafo sin diamantes. Sabemos
que la clase de los grafos sin diamantes es una subclase de los grafos clique-
Helly, entonces G’ es clique-Helly. Por el Teorema 3.2, K%(G') = G es un
subgrafo inducido de G’, al ser HC una subclase de los grafos hereditaria,
G € HC.

<) La idea es construir un grafo G’ € HC tal que K*(G') = G. En-
tonces, K(G') € K(HC), por el Teorema 4.2, K(G') € DHC y por lo tanto
K2(G") = G = K(K(G')) € K(DHC).

G’ se construye a partir de G de la siguiente manera. Sean v,,...,v, los
vértices de G ordenados por sus grados de mayor a menor. Supongamos
que hay t vertices aislados en G (vp_t41,--.,Un). Se agregan n — t vértices
Wy, ..., Wa_t y 7 — ¢ aristas (vi,wy),. .., (Vn-t, Wn_¢)-

Primero debemos mostrar que G' € HC. Para ello, se debe encontrar un
modelo Helly L' para G'. Sabemos que G € HC, por lo tanto existe un mo-
delo Helly L que lo representa. Sea L = {l,...,l,}. Las cuerdas [},...,l,
se corresponden 1 a 1 con los vértices v,,...,v,, entonces para extenderlo a
un modelo L' de G’, debemos agregar n — ¢t cuerdas l{,...,l,_, a L y cada
I} se corta solamente con /;. Esto es posible de hacer, por que siempre es
posible trazar una nueva cuerda que cruce a otra alrededor de la terminacién
de esta 1ultima sin cortar mds cuerdas. Ademds el modelo resultante sigue
siendo Helly. Con esto probamos que G' € HC.

Ahora veamos que K?(G') = G. Sabemos que G’ € HC, entonces G’ es
clique-Helly. Por el Teorema 3.2, K2(G') es subgrafo inducido de G’ y se
pueden obtener los vértices de K2(G’) aplicando a G’ los pasos dados en la
Proposicién 4.3.

L I’

Figura 4.6: Ejemplo de como se construye L' a partir de L.
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1. Se particiona el conjunto de vértices en grupos de equivalencia, S, ..., Sk
/Vv,w € S;, NG[’U] = Ng[w], 1<i<k.
— Los vecindarios cerrados de los vértices de G’ son los siguientes:
Ne/[wi] = {vi,wi}, 1 <3< n—t; Ne[v] = Ng(v;) U{vi, w;}(Ng(vi) #
0), 1 <i<n-t; Nglv) = {v;i}, n—t+1 <i<n. En este caso,
los vecindarios cerrados de cada vértice en G’ son todos diferentes.
Entonces k = 2n — t y cada S; contiene un sélo vértice.

2. Para cada S;, se elije un representante v;, y el resto de los vértices de
S; se descartan.
— Como en cada S; hay un sélo vértice, ese es el representante y no se
descarta ningun vértice.

3. Si Ng[u] C Ng(v], se descarta u, Vu,v € Vg.
— Los tnicos casos que verifican la condicién anterior son Ng/[w;] C
Ng'[v;],1 < i < n—t. Porlo tanto se eliminan los vértices wy, . .., Wp_¢,
quedando solamente v,,. .., v,, los vértices originales de G.

Entonces K2(G') es el subgrafo inducido de G’ por {v,,...,v,}. Como las
adyacencias entre los vértices originales de G' no fueron modificadas en la
construccién de G', K%(G') =G. O

Observaciones:

1. HC ¢ DHC.
Se muestra en la figura 4.7 que el grafo K33 € HC.

\ \' /f“\

| ’ Ll L L
vV v L,
L)
\V} \' ‘

s ¢ L/

Figura 4.7: El grafo K33 y un modelo Helly de él.

Veamos que K33 ¢ DHC. Supongamos que K33 € DHC, entonces
existen P = {py,...,p6} y L que lo definen como grafo DHC. Asumi-
mos que p,,...,ps corresponden 1 a 1 con v,,...,vs. Necesariamente
en L existen seis cuerdas que unen v; con vz, ¥3 CON V3, U3 CON U4, V4 CON
vs, Us CON Ug Y Ug CON V), respectivamente (una cuerda no puede pasar
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por més de dos puntos de P porque K33 no contiene, como subgrafo in-
ducido, a K3). Ademd4s, con estas 6 cuerdas (I),. .. ls) definimos donde
estdn ubicados los seis puntos de P (figura 4.8).

Figura 4.8

Ahora tenemos que trazar la cuerda l/; que une p, con py (figura 4.9)
porque v; y vg4 son adyacentes.

Figura 4.9

También hay que trazar la cuerda lg que une p; con ps porque v, y vs
son adyacentes. Esto es imposible de hacerse sin cruzar lg con l7. Si
se intersecan l; con lg, dicha intersecciéon debe pertenecer a P, pero P
ya tiene sus seis puntos identificados y ubicados en el circulo. Lo cual
serfa absurdo. Consecuencia: K33 ¢ DHC y HC € DHC

2. DHC ¢ HC.
Se muestra en la figura 4.10, un conjunto de cuerdas L = {Iy,...,ls}
y un conjunto de puntos P = {p,,...,pe} dentro de un circulo. Ellos

definen un grafo G.



CAPITULO 4. GRAFOS CLIQUE DE GRAFOS CIRCULAR HELLY 54

Figura 4.10: Py L, y el grafo G.

Veamos que G ¢ HC. Supongamos que G € HC, entonces existe
un modelo Helly L' que representa a G. Como los vértices de G que
corresponden a p,, p3, P9 y p7 inducen un cicloen G. En L' debe existir
4 cuerdas (I, I3, ly y I7) que corresponden a ellos de la forma que estd
en la figura 4.11.

Figura 4.11

Figura 4.12
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Ahora, como el vértice correspondiente a p; es adyacente a los de p; y
p3 pero no a los de p7 y ps. Entonces [, debe ser agregado de la forma
que estd en la figura 4.12.

El vértice que corresponde a pg es adyacente a los de p7, ps y p2 pero
no a los de p, y p3. Entonces lg debe cortar solamente a l7, lg y [5. Esto
es imposible, por lo tanto G ¢ HC (es mds, G ni siquiera es un grafo
circular) y DHC ¢ HC.



Capitulo 5

Grafos altamente
clique-imperfectos

Hasta ahora, hemos presentado resultados relacionados directamente con
los grafos clique. En este capitulo vamos a mencionar otras definiciones que
surgen también de los cliques de un grafo.

Definicién 5.1. Un conjunto independiente de cliques (clique-independent
set) de un grafo G es un conjunto de cliques de G que son disjuntos entre si.

Definicién 5.2. Un conjunto transversal de los cliques (clique-transversal
set) de un grafo G es un conjunto de vértices de G tal que cualguier clique
de G contiene al menos un vértice de este conjunto. También decimos que
este conjunto de vértices cubre a todos los cliques de G.

Definicién 5.3. El nimero de clique-estabilidad ac(G) de un grafo G es el
tamano del conjunto independiente de cliques, mdzimo de G.

Definicién 5.4. El nimero clique-transversal 7¢(G) de un grafo G es el
tamafnio del conjunto transversal de los cliques, minimo de G.

Se puede relacionar estas nuevas definiciones con los grafos clique.

e Es fécil de verificar que ac(G) = o(K(G)) = w(K(G)) para cualquier
grafo G, donde o es el nimero de estabilidad y w es el tamano del
clique méximo.

e Si G es un grafo clique-Helly, entonces también es cierto que 7¢(G) =
(K (G)) = x(K(G)), donde @ es el menor nimero de cliques para
cubrir el grafo y x es el numero cromatico. Se puede probar facilmente
esto usando el hecho de que los cliques de K(G) se corresponden a
vértices no dominados (estrictamente) de G y los vértices de K(G) se

corresponden a los cliques de G.
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Ademads, podemos ver la relacién entre estos 2 nimeros 7¢ y ac. Clara-
mente, 7¢(G) > ac(G) para cualquier grafo G. En [40], fueron definido los
grafos clique-perfectos.

Definicién 5.5 ([40]). Un grafo G es clique-perfecto st 1¢c(H) = ac(H),
para todo subgrafo inducido H de G.

Los grafos perfectos fueron definidos por Berge [6] de una manera similar,
pero en lugar de 7¢ y ac se utilizan x y w (la desigualdad que se verifica
para cualquier grafo G es “x(G) > w(G)”). El estudio de los grafos perfectos
es uno de los tépicos mas interesantes en teoria de grafos y también uno de
los més estudiados.

Definicién 5.6 ([6]). Un grafo G es perfecto si x(H) = w(H), para todo
subgrafo inducido H de G.

Los grafos perfectos no son necesariamente grafos clique-perfectos, por
ejemplo el grafo de Hajés de la figura 1.1. Por otro lado, los grafos clique-
perfectos tampoco son necesariamente grafos perfectos (respondiendo a la
pregunta formulada en [40]). Los grafos Cg;.3, son clique-perfectos pero no
perfectos, para cualquier j > 1 [89).

El problema de determinar 7¢(G) es NP-hard [32], también lo es el pro-
blema de encontrar ac(G) [16]. Ambos problemas pueden ser resueltos en
tiempo polinomial para los grafos fuertemente cordales [16], los grafos de
comparabilidad [1] y los grafos arco-circular Helly [28, 40].

Una pregunta natural es “;Serd posible hallar una familia de grafos,
donde la diferencia entre su nimero clique-transversal y su nimero de clique-
estabilidad es arbitrariamente grande?” Vamos a dar una simple descripcién
de tal familia de grafos.

Denotamos F;, t > 1, el grafo Split obtenido de la siguiente construccién.
Los vértices de F; pueden ser particionados en un clique Kz, y un conjunto
independiente I; con j vértices, donde j = (%). Cada vértice de I; es

t+1/
adyacentes precisamente a un subconjunto diferente de t+1 vértices de Ky,,.

Teorema 5.1. Para cualquier t > 1, ac(F;) =1 y7c(F) =t + 1.
Demostracion:

Existen j + 1 cliques en F;. Uno de ellos es Koy, y cada uno de los otros j
cliques es formado por un vértice de I; y un subconjunto diferente de ¢ + 1
vértices de Ky,. Claramente no es posible elegir 2 cliques disjuntos, por
lo tanto ac(F;) = 1. Por otro lado, 7¢(F;) < t + 1, porque cualquier con-
junto de t + 1 vértices de Ko, cubre el conjunto de cliques. Para ver que
1c(Ft) > t + 1, supongamos que existe un conjunto de t vértices que cubre
todos los cliques de F;. Sea t = t; + t,, donde ¢, es el nimero de vértices de
este conjunto que estdn en Ky, y t2 es el nimero de vértices que estdn en
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I;. Como 2t+1—t, =t+1+t—t, =t+1+1tp, tenemos (", %) > ¢, cliques
para ser cubiertos por ¢, vértices de I;, donde cada vértice de I; puede cubrir
a lo sumo un clique, una contradiccién. 0O

El primer miembro de esta familia F) es el grafo de Hajds de la figura
1.1.

Notas:

1. Esta familia es similar a la familia de grafos altamente imperfectos
de Mycielski [73] donde la diferencia entre el nimero cromético y el
tamaio del clique maximo es arbitrariamente grande.

2. Esta familia fue presentada en [31].



Capitulo 6

Conclusiones y problemas
abiertos

Hemos presentado en esta tesis una serie de nuevos resultados relaciona-
dos con los grafos clique, en particular los grafos t-self-clique, los grafos clique
de los grafos arco-circular Helly y los grafos clique de los grafos circular Helly.
A su vez, presentamos una familia de grafos altamente clique-imperfectos.

En la seccién 2.1, presentamos una condicién suficiente con restricciones
sobre el grado minimo 6(G) > 2 y el girth g(G) > 6k + 1 de un grafo G,
para que G?* sea self-clique. Este resultado es muy poderoso, en el sentido
que, tomando un grafo G cualquiera con §(G) > 2 y g(G) > 7, seguramente
podemos encontrar uno o més grafos self-clique. Esto permite conseguir
una cantidad importante de grafos self-clique computacionalmente. También
en la misma seccién, presentamos una caracterizacién para que un grafo
clique-Helly G sea self-clique comprobando si tiene una matriz clique Ag
quasi-simétrica. Ademds podemos asegurar que si un grafo tiene una matriz
clique quasi-simétrica, entonces es clique-Helly. Seria interesante investigar
bajo qué condiciones, una matriz clique es quasi-simetrizable (permutando
filas y/o columnas) y si esto permite conducir a un algoritmo polinomial
para reconocimiento de los grafos self-clique que son clique-Helly. Si lo an-
terior se puediera concretar con éxito, entonces dado un grafo clique-Helly
G cualquiera, podemos determinar en tiempo polinomial, si G es self-clique,
si G es 2-self-clique o G no es t-self-clique para ningin ¢. Por otro lado,
la cuestién central sigue abierta: es posible hallar una caracterizacién com-
pleta de grafos self-clique? También conjeturamos que se puede reemplazar
“matriz clique quasi-simétrica” en la caracterizacién mencionada por “ma-
triz clique simétrica” (Conjetura 2.1). Si esto pudiera confirmarse, seria una
caracterizacién aun mds elegante. Aunque no sabemos si esto hace maés facil
resolver el problema de reconocimiento. Finalmente en la misma seccién,
presentamos una manera de construir grafos self-clique a partir de los grafos
bipartitos cuyos vértices tienen grado al menos dos y que tengan una ma-
triz de adyacencia reducida simétrica. En otras palabras, esta construccién
permite encontrar un grafo self-clique a partir de una matriz binaria simétri-
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ca cualquiera (cada fila debe tener al menos dos 1’s). Lo cual significa que
se puede fabricar ejemplos de grafos self-clique de una forma automética y
rdpida.

En la seccién 2.2, presentamos dos familias de grafos clique-Helly que son
2-self-clique. La primera es dada a partir de una condicién suficiente que
exige un grafo G con §(G) > 2 y la existencia de un subconjunto de vértices
S que verifica algunas propiedades. Por cada S hallado, se construye un G’
que es un grafo 2-self-clique. Este resultado también es apto para generar
masivamente ejemplos de grafos 2-self-clique. La segunda familia es generada
a través de otra condicién suficiente que pide que un grafo G tenga aristas
que se pueden particionar en dos subconjuntos E; y E;, donde los vértices de
G con las aristas de E; forman ciclos disjuntos de longitud al menos 4 (G,),
los mismos vértices con las aristas de E; forman un grafo clique-Helly (G2) y
cada ciclo de G, se interseca con una componente conexa de G, en a lo sumo
un vértice. En principio, esta condicién no es 1til para generar masivamente
ejemplos de grafos 2-self-clique. Pero en la misma seccién presentamos una
construccién que usando cualquier grafo clique-Helly con al menos una arista,
arma un grafo 2-self-clique que verifica esta condicién suficiente.

Es importante resaltar que el Teorema 2.1 (Escalante) caracteriza los
grafos clique-Helly que son self-clique o 2-self-clique y a su vez esta carac-
terizacién conduce a un algoritmo de reconocimiento de tiempo polinomial.
Ahora sumando la caracterizacién de los grafos self-clique de los grafos clique-
Helly propuesta en la seccién 2.1, obtenemos una caracterizacién indirecta
de los grafos 2-self-clique para los grafos clique-Helly. Si se pudiera encontrar
un algoritmo polinomial de reconocimiento para los grafos self-clique de los
grafos clique-Helly, entonces también se obtendria un algoritmo polinomial
para el reconomiento de los grafos 2-self-clique para los grafos clique-Helly.

El capitulo 3 se dedica exclusivamente a los grafos clique de los grafos
arco-circular Helly. Alli presentamos una caracterizacién muy parecida a la
caracterizacién general de los grafos clique de Robert y Spencer [91], salvo
que en lugar de subgrafos completos, pedimos que sean subgrafos comple-
tos circulares. Esta caracterizacién en principio no conduce a un algoritmo
polinomial de reconocimiento. Es una tarea pendiente verificar este punto.
También concluimos que los grafos clique de los grafos arco-circular Helly son
grafos arco-circular Helly, grafos arco-circular propios y grafos arco-circular
clique-Helly. Ademds analizamos la relacién entre los grafos clique de los
grafos arco-ciruclar Helly con los grafos arco-circular unitarios (figura 3.8).
Por 1ltimo en este capitulo, obtenemos un resultado similar al de Escalante
[33] que dice que la segunda iteracién de grafos clique de un grafo clique-Helly
G es subgrafo inducido de G. En este caso, para un grafo arco-circular Helly
G, K*(G) es subgrafo inducido de G o es un grafo completo.

En el capitulo 4, presentamos resultados sobre los grafos clique de los
grafos circular Helly. Primero definimos qué son los grafos dualmente circu-
lar Helly y mostramos que ellos son los grafos clique de los grafos circular
Helly. Y a su vez probamos que los grafos clique de los grafos dualmente
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circular Helly son los grafos circular Helly. También vimos que estas dos
clases de grafos son diferentes. Finalmente llegamos a la conclusién de que
tanto para los grafos circular Helly como para los grafos dualmente circular
Helly, todavia no se han podido encontrar caracterizaciones que conducen a
algoritmos de reconocimiento de tiempo polinomial. En [28], se conjetura que
los grafos circular Helly son equivalentes a los grafos circular sin diamantes.
Si esto es cierto, se tendria una caracterizacién y un algoritmo polinomial de
reconocimiento para los grafos circular Helly.

En el capitulo 5, presentamos una familia de grafos altamente clique-
imperfectos donde cada F; de esta familia verifica “r¢(F;) — ac(F;) = t7,
donde ¢ es un entero positivo arbitrario. Sin embargo el tamafio de F; crece
exponencialmente con respecto a t (algo similiar le pasa a la familia de grafos
altamente imperfectos de Mycielski).

En resumen, en los grafos ¢-self-clique, se puede seguir trabajando sobre
la Conjetura 2.1 que permite lograr una caracterizacién més elegante de los
grafos self-clique de los grafos clique-Helly y paralelamente realizar una in-
vestigacién sobre algoritmos de reconocimiento. Y como camino alternativo,
se puede buscar otras caracterizaciones sobre los grafos self-clique o sobre los
grafos 2-self-clique de los grafos clique-Helly que serian eventualmente equi-
valentes. En los grafos clique de los grafos arco-circular Helly, habria que
investigar si se puede encontrar un algoritmo de reconocimiento a través de
la caracterizacién presentada, o es necesario buscar otras caracterizaciones.
Algo similar también se debe hacer para los grafos clique de los grafos circular
Helly, con la salvedad de que no hay manera hasta el momento de verificar
que un grafo sea circular Helly. Con referencia a la familia de grafos alta-
mente clique-imperfectos, se puede intentar conseguir otra familia de grafos
cuya diferencia entre el nimero clique-transversal y el nimero de clique-
estabilidad puede crecer arbitrariamente pero el crecimiento del tamano de
sus miembros debe ser lineal o polinomial con respecto a esa diferencia.

Todavia quedan muchas subclases de grafos para las que no se ha podido
caracterizar su grafo clique como: los grafos arco-circular, los grafos arco-
circular propios, los grafos arco-circular unitarios, los grafos arco-circular
clique-Helly, los grafos circular, los grafos circular clique-Helly, por mencionar
algunos.

También es posible realizar a futuro otras lineas de investigacién sobre
los grafos clique-inversos y la convergencia.
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