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Resumen:

Dada una familia de conjuntos, el grafo intersección de esta familia es
generado colocando un vértice por cada conjunto de la familia y dos vértices
son adyacentes si y sólo sí los conjuntos correspondientes se intersecan.

El grafo clique de un grafo G (se denota como K (G)) es el grafo inter­
sección de los cliques (cada uno de ellos es un subconjunto de vértices de G
que induce un subgrafo completo maxima] de G) de G. Por lo tanto, K es
un operador que transforma un grafo en otro grafo.

Si aplicamos t veces este operador K a un grafo G, el grafo resultante
(denotamos como K t(G)) es isomorfo a G, G se llama grafo t-self-clique (si
t = 1, se abrevia como self-Clique).

Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan de a
pares tiene intersección no vacía.

Un grafo es llamado Clique-Helly si la familia de los cliques del grafo
verifica la propiedad de Helly.

Presentamos aquí una condición suficiente relacionada con el grado mí­
nimo 6(G) y el girth g(G) de un grafo G para que algunas potencias pares
de este grafo sean grafos self-Clique. A través de esta condición conseguimos
una nueva familia de grafos self-Clique.También presentamos otra familia de
grafos self-Cliquegenerados a partir de los grafos bipartitos que poseen una
matriz de adyacencia reducida. simétrica. Además presentarnos una caracte­
rización de los grafos self-Cliquepara los grafos Clique-Helly. Esta caracteri­
zación indica que un grafo G posee una matriz clique AG quasi-simétrica si
y sólo sí G es un grafo self-Clique y Clique-Helly. A su vez conjeturamos que
en lugar de “una matriz clique quasi-simétrica”, puede ser reemplazada por
“una matriz clique simétrica” en la caracterización anterior. A continuación
presentarnos dos condiciones suficientes para encontrar grafos 2-self-clique.
Las familias de grafos 2-self-clique que surgen de estas condiciones están con­
tenidas en la clase de los grafos Clique-Hellyy una de ellas es una extensión
de la familia descripta por Escalante en [33].

Los grafos arco-circular son los grafos intersección de arcos alrededor de
un círculo. Un grafo arco-circular que tiene una representación de arcos
alrededor de un círculo y a su vez estos arcos verifican la propiedad de Helly,
se denomina arco-circular Helly.

Presentamos también en esta tesis, una caraterización de los grafos clique
de los grafos arco-circular Helly. También probamos que los grafos clique de
los grafos arco-circular Helly son una subclase de los grafos arco-circular y
analizamos la relación entre esta subclase con las otras ya conocidas. Además
analizamos algunas propiedades sobre la segunda iteración de grafos clique
de los grafos arco-circular Helly.

Los grafos circular son los grafos intersección de cuerdas dentro de un
círculo. Una subclase de los grafos circular es la de los grafos circular Helly,
aquellos que tienen un modelo de cuerdas que verifican la propiedad de Helly.



Presentamos una clase de grafos llamada dualmente circular Helly y
probamos que los grafos clique de los grafos circular Helly son exactamente
los grafos dualmente circular Helly y viceversa. Probamos además que estas
dos clases de grafos son distintas.

A continuación, introducimos otros conceptos relacionados con los cliques
de un grafo, revisamos la definición de los grafos Clique-perfectos y presenta­
mos una familia de grafos altamente clique-imperfectos.

Por último, presentamos algunas conclusiones que surgen de este trabajo
y las líneas futuras de investigación en estos tópicos, destacando algunos
problemas interesantes que permanecen abiertos.
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Capítulo 1

Introducción

Consideremos una familia finita de subconjuntos no vacíos de algún con­
junto. El grafo intersección de esta familia se obtiene representando cada
subconjunto por un vértice, mientras que dos vértices están conectados por
una arista si y sólo sí los correspondientes subconjuntos se intersecan. Los
grafos intersección han recibido especial atención en los últimos años en el
estudio de teoría algorítmica de grafos y sus aplicaciones [15, 39, 71]. Algu­
nas clases conocidas de grafos intersección son los grafos cordales, los grafos
de permutación, los grafos de intervalos, los grafos arco-circular, los grafos
circular, los grafos clique.

Ahora bien, dado un grafo G, es natural pensar qué familias de sub­
conjuntos se pueden encontrar en G para generar otros grafos como grafos
intersección a partir de estas familias.

Una posibilidad es considerar las aristas del grafo G como una familia
de subconjuntos de vértices. En este caso, cada subconjunto representa una
arista y está compuesto por los dos extremos de dicha arista. Entonces el
grafo intersección resultante es el grafo de línea de G que se denota como
L(G). Se puede pensar que L es un operador de grafos que transforma un
grafo en otro grafo.

También podemos considerar los cliques (cada uno de ellos induce un sub­
grafo completo maximal de G) del grafo G como una familia de subconjuntos
de vértices. El grafo intersección resultante se denomina grafo clique de G y
se denota como K (G). Similarmente K se puede definir como un operador
de grafos.

Tanto L como K son operadores de grafos muy estudiados en la teoría de
grafos. Nuestro principal objetivo en esta tesis es el estudio del operador K.

Los grafos clique han sido estudiados en un número importante de traba­
jos. Los primeros avances en este tópico fueron presentados en [50, 91]. En
1995, Prisner [81] publicó un libro sobre grafos dinámicos, enfocando el es­
tudio de ciertos operadores de grafos, incluyendo el operador de grafo clique
K.

Un concepto esencial en teoría de grafos clique es la propiedad de Helly.
Una familia S de subconjuntos de un conjunto se dice que satisface la propie­

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

dad de Helly cuando cada subfamilia de S formada por subconjuntos que se
intersecan de a pares tiene una intersección no vacía. Se dice que un grafo G
es Clique-Hellycuando la familia de subconjuntos de vértices que inducen los
cliques de G satisface la propiedad de Helly. El grafo de la figura 1.1 se llama
grafo de Hajós y es el menor grafo en número de vértices no Clique-Helly.

Figura 1.1: el grafo de Hajós.

Los grafos clique de los grafos Clique-Helly ya han sido estudiados. Es­
calante [33]probó que el grafo clique de un grafo Clique-Helly es nuevamente
un grafo Clique-Helly, y por otro lado, cada grafo Clique-Helly es el grafo
clique de algún grafo Clique-Helly. Esta propiedad indica que la clase de
grafos Clique-Hellyes fija bajo el operador de grafo clique K. En [33],además
se mostró que si un grafo G es un grafo Clique-Helly, entonces K (K (G)) es
un subgrafo inducido de G. Bandelt y Prisner [3] caracterizaron los grafos
Clique-Helly que convergen al grafo trivial después de un número finito de
aplicaciones del operador de grafo clique K.

Szwarcfiter [98] describió una caracterización de los grafos Clique-Helly,
derivable a un algoritmo de reconocimiento de tiempo polinomial para esta
clase.

Sea Ki (G) la j-ésima iteración de grafo clique de G, donde K1(G) =
K(G) y Kj(G) = K(Kj’l(G)), j 2 2. Un grafo G es un grafo t-self-clique
(t e N) si t es el menor entero positivo tal que K t(G) es isomorfo a G (la
notación es K t(G) E G). En [33], este entero t es llamado como el período
de G bajo el operador de grafo clique K. Llamaremos grafos self-Cliquecomo
abreviatura de grafos 1-self-clique.

Los grafos arco-circular son grafos intersección de arcos alrededor de un
círculo. Fueron introducidos a mediados de la década del ’60, siendo Alan
Tucker [101, 102, 103, 104, 105, 106] quien aportó los primeros resultados
teóricos.

Los grafos circular son grafos intersección de cuerdas en un círculo. Fueron
presentados por Even e Itai [35] a comienzos de la década del ’70.

Es objetivo principal de esta tesis estudiar los grafos clique. Existen varias
líneas de investigación alrededor de los grafos Clique:



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

1.
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Caracterizar los grafos que son grafo clique de algún grafo. En este
punto, existe ya una caracterización para la clase general de grafos
pero que no ayudó a encontrar un algoritmo polinomial para el re­
conocimiento [91]. Luego surgieron caracterizaciones para diversas
clases de grafos, es decir que se han caracterizado los grafos que son
grafos clique de algún grafo de la clase correspondiente. Algunas de
estas caracterizaciones derivaron en algoritmos polinomiales para el
reconocimiento. También se estudia el comportamiento del operador
clique en clases generales de grafos de intersección y de 2-sección de fa­
milias de conjuntos. En estos trabajos se muestran resultados generales
que engloban muchos de los obtenidos en clases particulares [41, 44].
La bibliografía para esta línea de investigación es [3, 12, 14, 15, 19, 24,
33, 41, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 50, 52, 53, 63, 83, 82, 84, 91, 99].

. Convergencia y Periodicidad. Se estudia también si a un grafo se le
aplica infinita veces el operador K. “¿Qué es lo que sucede?” “¿Con­
verge a un grafo, converge a un ciclo de grafos o diverge'?” También se
puede restringir esta pregunta a una clase de grafos en particular. El
estudio del comportamiento de diámetros de los grafos clique iterados
también es un tema relacionado con este tópico. Las referencias para
esta línea de investigación son [2, 3, 10, 11, 17, 27, 33, 53, 63, 64, 65,
66, 67, 68, 75, 76, 77, 78, 79, 80].

. Similar al punto 1, pero en este caso se busca caracterizar cuáles son
los grafos que aplicando K resultan ser grafos que están en clases par­
ticulares de grafos. En [27, 34, 70, 85, 86, 87, 88] hay resultados de esta
línea de investigación.

. Estudiar operaciones en los grafos clique. Esto es analizar el efecto
de las combinaciones de algunos operadores binarios de grafos con el
operador de grafo clique, por ejemplo los operadores de unión, junta,
producto cartesiano y producto punto. Se pueden encontrar algunos
de estos resultados en [75].

Como algo complementario, estudiamos otros conceptos que surgen tam­
bién de los cliques de un grafo tales como conjunto independiente de cliques
y conjunto transversal de los cliques. Con ellos, se define una clase de grafos
llamados Clique-perfectos [40] de una manera similar a la definición de los
grafos perfectos pero con otros parámetros.

En esta tesis, hemos obtenido varios resultados que consideramos intere­
santes. Aquí va un resumen de ellos.

1.

2.

Probamos una condición suficiente para que algunas potencias pares de
un grafo sean grafos self-clique.

Encontramos una caracterización de los grafos self-Cliquepara los grafos
clique-Helly basada en algunas propiedades de la matriz clique.
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13.

14.

. Construimos una familia de grafos self-Clique a través de los grafos
bipartitos cuya matriz de adyacencia reducida es simétrica.

. Probamos que los grafos self-Clique de (1) y (3) poseen una matriz
clique simétrica.

. Construimos una familia de grafos 2-self-clique que generaliza la de
Escalante.

. Encontramos otra condición suficiente para que un grafo sea 2-self­
clique.

. Construimos un familia de grafos 2-self-cliqueque verifican (6) a partir
de cualquier grafo Clique-Hellycon al menos una arista.

. Encontramos una caracterización de los grafos clique de los grafos arco­
circular Helly cuya formulación es similar a la de caracterización general
de Roberts y Spencer [91].

. Probamos que los grafos clique de los grafos arco-circular Helly están
contenidos en la intersección de los grafos arco-circular Helly, los grafos
arco-circular propios y los grafos arco-circular clique-Helly.

. Probamos que la segunda iteración de grafos clique de un grafo arco­
circular Helly G es, o bien un grafo completo, o bien un subgrafo in­
ducido de G. Este resultado es similar al de Escalante para los grafos
Clique-Helly [33].

. Probamos que los grafos clique de los grafos circular Helly son los grafos
dualmente circular Helly y dado un grafo dualmente circular Helly H,
siempre se puede encontrar un grafo circular HellyG tal que K (G) = H.

. También probamos que los grafos clique de los grafos dualmente circular
Helly son los grafos circular Helly y dado un grafo circular Helly H,
siempre se puede encontrar un grafo dualmente circular Helly G tal que
K (G) = H.

Mostramos que la clase de grafos circular Helly es distinta a la clase de
grafos dualmente circular Helly.

Encontramos una familia de grafos altamente clique-imperfectos.

Los resultados descriptos anteriormente fueron presentados en los siguien­
tes trabajos.

o [8] A Sufficient Condition for Self-Clique Graphs, Electronic Notes in
Discrete Mathematics, (2001). Co-autores: A. Bondy, G. A. Durán, y
J. L. Szwarcfiter.
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o [9] On self-Cliquegraphs and 2-self-clique graphs, en preparación para
ser enviado a Discrete Applied Mathematics. Co-autores: A. Bondy,
G. A. Durán, y J. L. Szwarcfiter. Este trabajo contiene al resultado de
[8].

o [30]Clique graphs of Helly circular-arc graphs, aceptado para su publi­
cación en Ars Combinatoria, (1999). Co-autor: G. A. Durán.

o [69] Clique graphs of Helly circular graphs, en preparación. Co-autor:
J. L. Szwarcfiter.

o [31]On Clique-transversal and Clique-independent sets, enviado para su
publicación en Annals of Operations Research (2000). Co-autores: G.
A. Durán, y J. L. Szwarcfiter.

Describimos a continuación la forma en que está organizado el presente
trabajo.

En este capítulo, se presenta a continuación una lista de definiciones
básicas y de la notación que se empleará alo largo del trabajo, un resumen so­
bre clases de grafos, una breve introducción sobre complejidad de algoritmos
y una tabla con las clases de grafos clique caracterizadas hasta el momento.

En el Capítulo 2, trataremos sobre los grafos t-self-clique que son clique­
Helly.

El Capítulo 3 está destinado a estudiar la caracterización de los grafos
clique de los grafos arco-circular Helly.

El Capítulo 4 está destinado a estudiar la caracterización de los grafos
clique de los grafos circular Helly.

El Capítulo 5 está destinado a estudiar otros conceptos que están rela­
cionados también con los cliques de un grafo.

En el Capítulo 6, presentamos algunas conclusiones que surgen de este
trabajo y las líneas futuras de investigación en estos tópicos, destacando
algunos problemas interesantes que permanecen abiertos.

1.1 Definiciones básicas y notación
Un grafo G es un par (VG,EG), donde VGrepresenta un conjunto finito

de vértices de G y Ea, un conjunto de pares no ordenados de vértices de G,
llamadas aristas. Sean n = IVGIy m = [EG|.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v, w) e Ea. Decimos
que v y w son los extremos de la arista. El vecindario de un vértice v en un
grafo G es el conjunto NG(v) que consiste de todos los vértices adyacentes
a v en G. El vecindario cerrado de v en G es Ng[v] = Ng(v) U Si el
contexto no es ambigüo, se abrevian NG(v) y NG[v]como N (v) y N

Un vérticev es universal cuando NG(v)= VG-
Un vértice v es aislado cuando NG(v) = (b.
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El grado de un vértice v en G es la cardinalidad del conjunto NG(v) y
se denota como dG('u). Similarmente, cuando no hay duda sobre el contexto
se puede abreviar como d('u). Denotamos ó(G), el mínimo grado entre los
vértices de G, y A(G), el máximo grado entre los vértices de G.

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene
el mismo conjunto de vértices de G y tal que dos vértices distintos son ad­
yacentes en G si y sólo sí no son adyacentes en G. El complemento es un
operador unario de grafos. Existen otros operadores binarios que vamos a
detallar a continuación:

Unión: G1UG2 es el grafo tai que VGWG2= VC,UVG2y Eaug, = Ec, UEGz.

Junta: G1 + G2 es el grafo tal que ‘lc;¡.¡.G2= VGIUG2y EGPFG2 = E‘Gluc;2U
[VGlx V62]donde Va, x VG2representa el conjunto de pares no ordenados
(711,112),con v1 E VG, y v2 e V62.

Producto Cartesiano: G1 x G2 es el grafo tal que VGWG2= VG, x VG2
y para vhwl e VG, y v2,w2 e VG” (111,122)y (101,102) son vértices
adyacentes en G1 x G2 precisamente cuando (vhwl) e Ec, y (v2,wz) e
Ec,

Producto Punto: G1OG2es el grafo tal que VG¡°G2= vana, y sus aristas
se definen de la siguiente manera. Para vhwl e VG, y v2,w2 e VG”
(121,222)y (101,102) son vértices adyacentes en G1 o G2 si (i) v1 = wl y
(02,102)E EG” O U2= w; y (U1,wl)e EG“ O ('thl) E Ea, y
(112,102) G E02.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V” Q VGy E" (_ZEC. Si
V" = VG,decimos que H es un subgrafo generador de G. Dado un conjunto
de vértices X g VG,el subgrafo de G inducido por X es el subgrafo H
de G tal que V" = X y En es el conjunto de aristas de G que tiene ambos
extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyección entre VGy V”
que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G E H.

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P =
v1,v2,...,vk, donde (v¡,v,-+¡)e Ea, i=1,...,k —1. Una cuerda en P es
una arista que une dos vértices no consecutivosde P. Un camino inducido
es un camino sin cuerdas. Denotamos por Ph un camino inducido por k
vértices. La distancia entre dos vértices v y w en G es la longitud del
camino más corto entre estos dos vértices (se mide por la cantidad de aristas
que componen los caminos) y se denota como (10(1),w). Si el contexto no es
ambiguo, se abrevia como d(v, w).

Un circuito C en un grafo G es una secuencia de vértices U1,U2,...,'Uk,
no necesariamente distintos, donde v1 = vk y (11.-,tu“) E Ec, i = 1, . . . , k- 1.

Un ciclo en un grafo G es una secuencia de vértices C = v1,v2, . . . ,vk, uk“,
donde v1, . . . ,vk es un camino, v1 es adyacente a uk, v1 = uk“ y k 2 3. Una
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cuerda en C es cualquier cuerda del camino 221,122,. . . , Uk. Un ciclo es un ciclo
inducido si no posee cuerdas. Llamamos Ch al ciclo inducido por k vértices
(Ca es también llamado triángulo). Ch es conocido como el agujero de k
vértices. El girth de G es la longitud del ciclo más corto, si G posee algún
ciclo. Lo denotamos g(G).

Un conjunto S es maximal (minimal) en relación a una determinada
propiedad P si S satisface P, y todo conjunto .S"que contiene propiamente
a S (que está contenido propiamente en S) no satisface P.

Un bloque en un grafo es una componente biconexa maximal.
Un disco de tamaño k de un grafo G son los vértices que están a distancia

5 k de algún vértice fijo de G.
Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G

existe un camino de v a w.
Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son

adyacentes. Llamamos Kn al grafo completo con n vértices.
Un conjunto de vértices M de un grafo G es un completo si el subgrafo

inducido por M es completo. Un clique es un completo maximal de G. El
subgrafo inducido por un clique es un subgrafo completo maxima] que muchas
veces abusamos el término “clique” para llamarlo. Se denota la familia de
los cliques de G como C(G). La cantidad de cliques de un grafo G puede no
ser polinomial. Una arista es llamada multiclical si como subconjunto de
vértices está contenido en por lo menos dos cliques distintos. Un parámetro
bastante estudiado en un grafo G es el tamaño de un clique maximo w(G),
definido como la cardinalidad de un clique máximo de G.

Un conjunto de vértices I de un grafo G es un conjunto independiente
si el subgrafo inducido por I no tiene aristas. Otro parámetrb muy estudi­
ado de un grafo G es su número de estabilidad a(G), definido como la
cardinalidad de un conjunto independiente máximo de G.

Un conjunto de vértices S de un grafo G es un conjunto dominante si
todo vértice de G está en S o es adyacente a algún vértice de S.

Un coloreo de un grafo G es una partición de VC,donde cada clase de la
partición es un conjunto independiente al que identificamos con un color. Un
k-coloreo es una partición de VGen k conjuntos independientes. Si G admite
un k-coloreo,decimosque G es k-cromático. El número cromático de G
es el menor k para el cual existe un k-coloreo de G. Lo denotamos x(G).

Dado un grafo G y M1,M2,...,Mq sus cliques. Definimos 06(1)) =
{diques M,-de G/ v e Mi} el conjunto de cliques que contienen a v, para
cada vértice v de G. La matriz clique AGes la matriz de incidencia de los
cliques y los vértices de G. Esto es, las filas y columnas corresponden a los
cliques M,-y vértices vj de G, tal que cada entrada (i, j) es 1 si vj e M,-y 0
en caso contrario.

Un grafo G es un árbol si G es conexo y no tiene ciclos.
Un grafo G es un diamante si es isomorfo a K4 —{e}, para e cualquier

arista de K4.
Un sol es un grafo G cordal con 2n vértices, n 2 3, tal que VGse puede
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particionar en W = {w¡, . . . ,wn} y U = {uh . . . ,un} donde W es un conjunto
independiente y (wi, 21.-)e EG si y sólo sí z'=j o i E j + 1 (mod n). Un sol
completo es un sol G en el cual U es completo. Un t-sol es un sol completo
de 2t vértices.

Dado un grafo G, definimos el grafo de líneas L(G), como un nuevo
grafo en el que los vértices son las aristas de G, y dos vértices en L(G) son
adyacentes si y sólo si las correspondientes aristas en G tienen un vértice en
común.

Decimos que D = (VD,ED) es un digrafo, o un grafo dirigido, si VDes
un conjunto de vértices y ED es un conjunto de aristas direccionadas, esto
significa que ED está dado por un conjunto de pares ordenados de vértices,
es decir, (v,w) 76 (w,v) y para no prestar a confusión, denotamos (v,w) y
(w,v) como v —)w y w —)v, respectivamente.

Decimos que G es un multigrafo si se permite que entre un mismo par
de vértices se trace más de una arista.

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad
de Helly. Una familia de conjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en conjuntos que se intersecan de a pares
tiene intersección no vacía.

Una propiedad en grafos es hereditaria cuando se verificaque si un grafo
tiene la propiedad, cualquier subgrafo inducido de él también la tiene.

Definiciones no dadas aquí pueden encontrarse en [5, 39, 51].

1.2 Clases de grafos
Un grafo G es bipartito si su conjunto de vértices puede ser particionado

en dos conjuntos disjuntos y no vacíos V¡ y V2, de modo de que no exista
ninguna arista entre vértices de V1ni entre vértices de V2.

Un grafo sin diamantes G es un grafo que no tiene, como subgrafo
inducido, a un diamante. También es equivalente decir que cada arista de G
como subconjunto de vértices está contenido a exactamente un clique de G.

Un cografo es un grafo G que no tiene, como subgrafo inducido, a P4.
Un grafo G es 'Hl cuando para cada par de vértices 121,112e VG, 301, 02 e

C(G) tal que 111€Cl \C2 y v2 e Cg\C1.
Un grafo G se llama Ptolomaic si para cada cuatro vértices, u, v, w,t E

VG,satisface dG(u,v) - dG(w,t) 5 dG(u,w) - dG(v,t) + dG(u, t) - dG(v,w).
Un grafo Desmontable (Dismantable) G es o bien un grafo trivial con

un único vértice o tiene un vértice dominado v (es decir Elw/NG[v]g NG[w])
tal que G \ {v} es Desmontable.

Un grafo se llama disco Helly si sus discos de distintos tamaños verifican
la propiedad de Helly.

Un grafo es Clique-Helly si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly.
Un grafo G es Helly hereditario cuando cada subgrafo inducido de G

es Clique-Helly.
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Consideremos una familia finita de conjuntos no-vacíos. El grafo in­
tersección de esta familia es obtenido representando cada conjunto por un
vértice, conectando dos vértices por una arista si y sólo sí los correspondientes
conjuntos se intersecan.

Es sencillo probar que todo grafo es un grafo intersección de alguna fa­
milia.

El grafo overlap de esta familia se obtiene representando cada conjunto
por un vértice, conectando dos vértices por una arista si y sólo sí los cor­
respondientes conjuntos se intersecan pero ninguno de los dos está incluido
en el otro (diremos en este caso que los conjuntos se superponen). Es fácil
también demostrar que todo grafo es un grafo overlap de alguna familia.

Un grafo arco-circular es el grafo intersección de arcos alrededor de un
círculo.

Un grafo circular es el grafo intersección de un conjunto de cuerdas
dentro de un círculo.

Un grafo de intervalos es el grafo intersección de intervalos de la recta
real. Un grafo de intervalos propios es el grafo intersecciónde intervalos
propios de la recta real. Un grafo de intervalos propios minimales es
el grafo intersección de intervalos propios de la recta real, cuyo número de
vértices = 2|C(G)| —|C(K(G))|.

Un grafo de bloques es el grafo intersección de los bloques de un grafo.
Un grafo UV es el grafo intersección de caminos de un árbol.
Un grafo DV es el grafo intersección de caminos de un árbol dirigido.
Un grafo RDV es el grafo intersección de caminos de un árbol dirigido

con raíz.
Un grafo DE es el grafo arista-intersección de caminos dé un árbol di­

rigido, donde se considera que dos caminos se intersecan cuando ellos com­
parten alguna arista.

Un grafo G es cordal (o triangulado) si G no contiene al ciclo inducido
Ch como subgrafo inducido, para k 2 4. También es el grafo intersección
de subárboles de un árbol. Un grafo G es Split cuando G y G son grafos
cordales. Otra definición que se usa de grafos Split es que su conjunto de
vértices puede particionarse en clique y un conjunto independiente. Un grafo
G es fuertemente cordal si G es cordal y no contiene, como subgrafos
inducidos, a los t-soles, t 2 3.

El grafo clique de G, K (G), es el grafo intersección de los cliques de
G. Dada una clase de grafos H, definimos ¡{(7-1)como la clase de los grafos
clique de grafos en 'H, y K401) como la clase de los grafos cuyos grafos
clique están en 'H (éstos últimos son llamados los grafos clique-inversos de
'H).

Un grafo G es grafo línea si existe un grafo H tal que L(H) = G, o sea,
G es el grafo de líneas de H.

Un grafo overlap de intervalos (conocidosen la literatura como los
grafos overlap) es el grafo overlap de intervalos de la recta real.
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Un grafo G = (VG,EG) es de comparabilidad si es posible direccionar
sus aristas de modo de que el grafo dirigido resultante G’ = (VG,DG) sat­
isfaga:u—)v€DG,v—)w€DG=>u—)w€DG

Sea 7r= (7r1,. . . ,7r,,) una permutación de los números 1, . . . ,n. Definimos
G[1r]como el grafo de n vértices, en el que dos vértices son adyacentes si y sólo
sí el de índice mayor está a la izquierda del de índice menor en 7r. Diremos
entonces que G es un grafo de permutación si existe una permutación 1T
tal que G sea isomorfo a G[1r]. Los grafos de permutación constituyen una
subclase de los grafos de comparabilidad.

Un grafo G es dualmente cordal si admite un árbol generador T, tal que
para cada subgrafo completo H de G, los vértices de V” induce un subárbol
conexo en T.

Un grafo G es dualmente DV si admite un árbol generador dirigido T,
tal que para cada subgran completo H de G, los vértices de V” induce un
camino dirigido en T.

Un grafo G es dualmente RDV si admite un árbol generador dirigido
T con raíz, tal que para cada subgrafo completo H de G, los vértices de V”
induce un camino dirigido en T.

La k-ésima potencia de un grafo G es el grafo G" cuyos vértices son los
mÍSmosde G, y dos de ellos son adyacentes si y sólo sí la distancia entre estos
dos vértices en G es a lo sumo k.

Una completa recopilación sobre clases de grafos aparece en [15].

1.3 Complejidad algorítmica
Un problema algoritmico 7r(I, Q) consiste en un conjunto I de todas las

posibles entradas para el problema, llamado el conjunto de instancias, y de
una pregunta Q sobre esas instancias. Resolver uno de estos problemas con­
siste en desarrollar un algoritmo cuya entrada es una instancia del problema
y cuya salida es una respuesta a la pregunta del problema.

Decimos que un problema es de decisión cuando las posibles respuestas
a la pregunta son SI ó NO. Por ejemplo, 1r podría ser el siguiente proble­
ma: “dado un gran G, ¿ es arco-circular ?”. El conjunto de instancias es el
conjunto de todos los grafos y la pregunta es saber si el grafo dado es ó no
arco-circular. El problema dado no sólo es de decisión sino que en particular
es un problema de reconocimiento. Es de sumo interés tanto desde el punto de
vista teórico como de las aplicaciones estudiar problemas de reconocimiento
para las diferentes clases de grafos.

Un problema es de optimización cuando lo que se busca a través de la
pregunta es la solución óptima para el problema formulado. Por ejemplo,
“dado un grafo G, ¿ cuánto vale x(G) ?”

Usualmente, los problemas de optimización tienen su variante de decisión.
En el caso del coloreo será: “dado un grafo G y un entero k positivo, ¿ existe
un coloreo de G con menos que k colores ?”
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Diremos que un algoritmo es polinomial cuando el número de operaciones
que efectúa está acotado por una función polinomial en el tamaño de su en­
trada. Si el tamaño de la entrada es n y la función polinomial es f (n),
decimosque el algoritmotiene complejidadO(f Los problemasde de­
cisión para los que existen algoritmos polinomiales constituyen la clase P y
son llamados polinomiales.

Un problema de decisión es no-determinístico polinomial cuando cualquier
instancia que produce respuesta SI posee una comprobación de correctitud
(también llamada certificado) verificable en tiempo polinomial en el tamaño
de la instancia. Estos problemas de decisión pertenecen a la clase NP.

Claramente, P g NP. Sin embargo, no se sabe si esta inclusión es
estricta: uno de los principales problemas abiertos en informática teórica es
saber si P 96NP.

Un problema de decisión pertenece a la clase Co-NP cuando cualquier
instancia que produce respuesta NO posee un certificado polinomial en el
tamaño de la instancia.

Sean 7r1(I1,Q1) y 7r2(Ig,Q2) dos problemas de decisión. Una transfor­
mación polinomial de 7r1en 7r2es una función f : Il —)Ig tal que se satisfacen
las siguientes dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D e Il, D produce respuesta SI para 7r1si y sólo
si f (D) produce respuesta SI para 7r2.

Una definición esencial en la teoría de complejidad es la definición de
problema NP-completo. Un problema de decisión 7r pertenece a la clase
NP-completo cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

owENP.

o Para todo problema 1r'e NP, existe una transformación polinomial de
7r’ en 1r.

Un problema de decisión 1rpertenece a la clase NP-hard cuando se satis­
face la siguiente condición:

o Para todo problema 1r’E NP, existe una transformación polinomial de
7r' en 7r.

La teoría de NP-completitud fue iniciada por Cook en 1971 [22]. Allí
probó que el problema de satisfactibilidad de la lógicamatematica es NP-com­
pleto, en un resultado que se conoce como el Teorema de Cook. Primero Karp
[59],y tiempo después Garey y Johnson [37],presentaron largas listas de pro­
blemas NP-completos en el campo de la combinatoria, la lógica, la teoría de
conjuntos, la teoría de grafos y otras áreas de la matemática discreta.
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La técnica standard para probar que un problema 7r es NP-completo
es la siguiente: elegir en forma apropiada un problema 7r’que ya sabemos
que es NP-completo y luego probar que 7r e NP y que 1r’es transformable
polinomiaJmente en 1r. Si sólo probáramos esta segunda parte, habremos
probado que el problema 7res NP-hard.

No se conoce ningún algoritmo polinomial para resolver un problema
NP-completo. Surge de la definición de NP-completitud que si se encontrara
un algoritmo polinomial para un problema en esta clase, todo problema en
NP sería polinomial (y estaría probado, en consecuencia,que P = NP).

Como fuente de referencia en complejidad de algoritmos sugerimos con­
sultar [37].

1.4 Clases de grafos Clique caracterizadas

La tabla anterior contiene las clases de grafos clique caracterizada hasta
el momento, en los capítulos 3 y 4 presentaremos las caracterizaciones de los
grafos clique para los grafos arco-circular Helly y los grafos circular Helly
respectivamente.



Capítulo 2

Grafos t-self-clique

Los grafos self-Clique han sido estudiados previamente en [2] donde una
familia de grafos con esta propiedad ha sido descripta. En [33], Escalante
probó que para los grafos clique-Helly no existen grafos t-self-clique con
t 2 3 y mostró una caracterización de los grafos clique-Helly que son grafos
self-Clique o 2-self-clique. También probó que existe un grafo G con período
t para cualquier entero positivo finito t. En [34], Escalante y Toft presen­
taron algunos resultados relacionados a los grafos self-Cliquey probaron una
condición necesaria (pero no suficiente) para que un grafo clique-Helly G sea
isomorfo a K t(G).

En las secciones 1 y 2 describiremos nuevas familias de grafos self-Clique
y grafos 2-self-clique, respectivamente. En la sección 1, además presentamos
una caracterización de los grafos self-Cliqueque son clique-Helly por medio
de sus matrices clique.

Los resultados de este capítulo fueron presentados en [8, 9].

2.1 Grafos self-Clique

Una cuestión central relacionada con los grafos self-Clique es la carac­
terización y reconocimiento de esta clase. No se conoce hasta el momento
una caracterización general de los grafos self-Clique. El problema de re­
conocimiento de los grafos self-Cliquepertenece a NP, pués dado un grafo G
se puede determinar en tiempo polinomial si G tiene exactamente n cliques
[100] y ante una repuesta SI ( una biyección entre vértices y cliques de G),
se puede verificar en tiempo polinomial su correctitud. Desconocemos si este
problema es NP-Completo.

El problema de decidir si un grafo G dado es un grafo self-clique puede
ser fácilmente reducido en tiempo polinomial al problema de isomorfismo
entre grafos. La reducción es la siguiente: se puede verificar si G tiene
exactamente n cliques y además los genera en tiempo polinomial [100]. Una
vez obtenidos los cliques, se puede generar K (G) en tiempo 0(n2). Ahora
solamente hay que determinar si G E’ K (G). Para el caso general, esta

13
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reducción no permite contestar de una manera eficiente si un grafo G es
un grafo self-Clique, porque el problema de isomorfismo entre grafos para
grafos en general es un importante problema abierto. En cambio, se puede
encontrar algoritmos de tiempo polinomial para decidir si un grafo G es un
grafo self-Clique,en el caso en que G pertenezca a una clase de grafos donde los
problemas de determinar la pertenencia en esta clase dada y el isomorfismo
entre dos grafos miembros de esta clase han sido resueltos eficientemente. Los
grafos planares [37]; los grafos de permutación [39, 20]; los cografos [23]y los
grafos arco-circular [57, 106] son ejemplos de las clases que verifican ambas
propiedades. Cabe destacar que la resolución del problema de reconocimiento
de los grafos self-Cliquepuede no depender de la resolución del problema de
isomorfismo.

Balakrishnan y Paulraja describieron en [2]una familia de grafos self-cli­
que. Un miembro de esta familia es el grafo mostrado en la figura 2.1.

Figura 2.1

Escalante [33] probó que un grafo clique-Helly G es self-Clique o 2-self­
clique si y sólo si no existen dos vértices distintos v, w E VG,tal que Na[w] g
NG Como un caso especial, en [33]se concluye que si G es sin triángulos y
6(G) 2 2 entonces G es self-Cliqueo 2-self-clique. Adicionalmente, probó que
bajo las condiciones anteriores, G es self-Cliquesi y sólo sí G es un circuito
simple. Este resultado ha sido extendido por Chia [18], caracterizando los
grafos self-Cliquedonde todos los cliques tienen tamaño 2 salvo exactamente
uno. El problema de caracterizar los grafos self-Cliquesigue abierto, aunque
en esta tesis se resuelve este problema restringiendo a los grafos clique-Helly.
Finalmente, los grafos self-Cliquetambién han sido estudiado por Escalante
y Toft [34].

A continuación, enunciamos el teorema de caracterización de los grafos
clique-Helly que son self-Clique o 2-self-clique de Escalante. Esta caracte­
rización permite desarrollar un algoritmo de tiempo polinomial para el re­
conocimiento de estos grafos.

Teorema 2.1 Las siguientesafirmacionesson equivalentespara un
grafo clique-Helly G:

1. G es un grafo self-Clique o 2-self-clique.
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2. ,Ev,w E VG, v 96 w tal que NG['U]g NG[w].

3. ,Bv,w E VG, v 9€w tal que Cc(v) g Cc(w).

Nosotros proponemos aquí, una familia de grafos self-Cliquea partir de
la siguiente condición suficiente: si ó(G) 2 2 y g(G) Z 6k + 1 entonces Gz"
es un grafo self-clique, lc 2 1. La siguiente notación es utilizada. Sea G un
grafo y v, w e VG. Se denota PM, un camino entre v y w. Además se denota
P51",las aristas de Pv'w. Sea T(v) un árbol generador de caminos mínimos
de G. Esto es, un arbol con raíz v que contiene exactamente los vértices de
G de manera tal que el camino en T(v) entre v y cualquier vértice w es un
camino mínimo PM, en G. El nivel de un vértice w en T(v) es la longitud
del camino PM, en T(v). Este árbol T(v) se obtiene aplicando el algoritmo
BFS a partir del vértice v. Denotamos Tk(v) el árbol con raíz distinguido
obtenido de T(v), borrando los vértices que estan en nivel > k. Denotamos
Dk(v) el subconjunto de vértices de G, con distancia a v S k. Claramente
Dk(v) = VTA”). En general, se dice que un árbol con raíz distinguido es
uniforme (con respecto a sus hojas) cuando todas sus hojas son del mismo
nivel.

Teorema 2.2. Sea G un grafo, donde 6(G) 2 2 y g(G) Z 6k +1, k 2 1.
Entonces sz es un grafo self-Clique.

Demostración:

Sea G un grafo que satisface la hipótesis para algún k 2 1. La primera parte
de la prueba consiste en mostrar que cada miembro de C(G2k) es integrante
de la familia 'Dk = (Dk(v)),,evc (son discos de tamaño k) y viceversa. Con
este propósito, examinamos Dj(v) g VG,para un entero j. Se denotan GJ-(v)
y G?’°(v), los subgrafos inducidos por DJ-(v) en G y GQ",respectivamente. A
continuación, describimos a GJ-(v) y G?’°(v).

Claramente, TJ-(v)es un árbol generador de GJ-(v), porque todos los vértices
de TJ-(v)están a distancia a lo sumo j de v. Estudiamos la posibilidad de
que exista una arista e = (u, w) e ECM) \ Em”). Sabemos que u y w deben
estar en el mismo nivel o en niveles consecutivos de TJ-(v),porque TJ-(v)es un
árbol de camino mínimo. Sea l el mayor de los niveles de u y w. Agregando e
a se formaríaun ciclode longitud g 21+1. Comog(G) 2 6k+ 1, pode­
mos concluir que l 2 3k. Consecuentemente, esta arista e no puede existir en
niveles < 3k. Entonces GJ-(v) es un árbol y es isomorfo a TJ-(v) con j < 3k.
En adición, ó(G) 2 2 y g(G) 2 6k+1 implica que TJ-(v),y consecuentemente
GJ-(v), son árboles uniformes, para j < 3k. También podemos afirmar que
T3k(v) es un árbol uniforme.

A continuación, examinamos G?’°(v). Claramente, G?’°(v)es un grafo com­
pleto para j 5 k, ya que la distancia en G entre dos vértices de Dj('U) es



S 2j. Consecuentemente, Dk(v) (integrante de Dk) es un completo de G2’°.
Más aún, probaremos que Dk(v) es un clique de G2’°.Supongamos que no lo
es. Entonces existe otro vértice w e VG\ Dk(v), tal que w es adyacente en
G“ a todos los vértices de Dk(v). Sea l el nivel de w en T(v). Claramente,
l 5 2k, de otra manera v y w no serían adyacentes en G”. Además, l > k,
sino w e Dk(v). Se puede elegir un vértice u e VGen el nivel lc de T(v)
y que no pertenezca a la componenteconexa de w en T(v) \ Sabemos
que esta elección es posible porque Tk(v) 2’ Gk(v) es un árbol uniforme y
6(G) 2 2. Claramente, u e Dk(v), implicando que (u, w) e EG». Consi­
deramos ahora un camino mínimo Pm, en G. Si PM, contiene a v entonces
Pa)", = PM U RW. En este caso, la longitud de PU)",es l + k > 2k, lo cual
contradice (u, w) e Eau. Si PM, no contiene a v, y sabiendo que u y w
están en componentesdistintas en T(v) \ Entoncesen Pa”, existe al
menos una arista e = (a, b) e EG \ En”) que conecta distintos componentes
de T(v) \ Esta arista e tiene extremosa y bque son vérticesque están en
niveles 2 3k de T(v). Sin pérdida de generalidad, podemos decir que a está.
más cerca de u que b de u en Pu_w.Entonces PM, = Pu,aU{(a, b)}UPb,w.Como
u está en el nivel k de T(v) y a en el nivel 2 3k, esto significa que PM tiene
longitud 2 2k. Y por el mismo razonamiento, podemos afirmar que PM,
tiene longitud 2 3k —l 2 3k —2k = k. Concluimos que PM, tiene longitud
2 3k + 1 > 2k, contradiciendo nuevamente (u,w) e Eau. Como consecuen­
cia, no existe tal w, lo cual asegura que Dk(v) es un clique de G“ y por lo
tanto un miembro de C(G2’°).

En este párrafo, probaremos que un miembro de C(G2’°)es un integrante de
Dk. Sea M un clique de G” (un miembro de C(G2’°)). Sabemos que para
cada par v,w e M, existe un camino PM, de longitud 5 2k en G. Denota­
mos como M *, el conjunto de vértices contenidos en todos los caminos Pm,
para todo v,w e M. Claramente, M‘ Z_)M y probamos que M’ (_IM.
Sean v,w e M y u e Pv'w. Tenemos que mostrar que u G M. Se elige
cualquier vértice z e M y se considera Pm. Como PM, y P” son ambos
de longitud 5 2k y g(G) 2 6k + 1, sabemos que el subgrafo inducido en
G por PM, U PM es un árbol. Además la diferencia simétrica P5” EBPf’z
define un camino entre z y w en G. Si u e P”), entonces G contiene un
camino entre u y z de longitud 5 2k, significa que (u, z) e E021.o u = z. Si
u gt Pm. Entonces u e PM, 69PM. Mostramos que PM, 63P“ tiene longitud
5 2k. Para empezar, sabemos que PM, 63PM tiene longitud 5 4k. Como
w,z e M, existe un camino P.” de longitud S 2k. Si Pu'w63PM 9€ Pm,“
entonces (PM,e Pm) UP,“ define un ciclo de longitud 5 6k, contradiciendo
la condición sobre el girth de G. Consecuentemente, PM, 63P",z = Pub, Esto
significa que P“,z g Pw, implicando que (u, z) e EG”. o u = z nuevamente.
Como z fue elegido en forma arbitraria, esto significa que u es adyacente
a todos los vértices de M o es uno de ellos. Como M es un clique de G,
la primera opción es descartada. Por lo tanto u e M y M‘ = M. Ahora
estamos listos para examinar el subgrafo G’, inducido en G por M. Como



M' = M, entonces G’ contiene un camino Pv'wde longitud 5 2k, para cada
par v,w e M. Esto significa que el diámetro de G’ es 5 2k. Sabemos que
cualquier grafo H que tiene algún ciclo verifica g(H) 5 2diam(H) + 1 [26].
Esto aplicado a G’, si G’ tiene un ciclo, entonces g(G’) 5 4k + 1, una con­
tradicción. Consecuentemente G’ es una foresta. Más aún, como para cada
par de vértices de G’ existe un camino que los conecta. Resulta que G’ es un
árbol. Sea v un centro de G’, como este árbol tiene diámetro 5 2k, entonces
su radio es 5 k. Por lo cual G’ contiene un camino PM, de longitud 5 k,
para cada w E M. Consecuentemente, M g Dk(v). En el párrafo ante­
rior, probamos que Dk(v) es un clique de G“ y como M también lo es por
definición, entonces M = Dk(v) que es un integrante de Dk.

La conclusión es que los miembros de C(sz) son los de Dk y viceversa. Más
aún, cada miembro de 1),, es distinto. Es decir si tomamos v, w e VGy v 96w
hay que probar que Dk(v) 96Dk(w). Si w í Dk(v) entonces Dk(v) 76Dk(w),
trivialmente. Supongamos que w e Dk(v) y elegimos un vértice u, ubicado
en el nivel k + 1 en T('u) y tal que el camino Pm en T(v) contenga a w.
Esta elección es posible porque Tk+1(v) es un árbol uniforme y 6(G) 2 2.
Entonces u qÉDk('u). Sin embargo, u e Dk(w), porque la distancia entre w y
u en PU,“es 5 k. Como consecuencia, Dk(v) 76Dk(w).

La última etapa de la prueba es verificar que G“ E K (G2’°). Se define la
biyección asignando cada vértice v e VG» al clique Dk(v) de G“. Supon­
gamos que (v,w) e EG“. Sea Pm, un camino mínimo en G y u un centro
de Puna. Entonces v y w estan a distancia 5 k de u en G. Lo cual im­
plica que u E Dk(v) n Dk(w), y significa que Dk(v) y Dk(w) corresponden a
vértices adyacentesen K Para el otro sentido, cuando (v,w) 9!E021.
entonces v y w están a distancia > 2k en G. Como consecuencia, G no puede
tener un vértice a distancia 5 k de ambos vértices v y w. Por lo tanto,
Dk(v) n Dk(w) = (b, implicando que Dk(v) y Dk(w) no son adyacentes en
K (G2’°). El

Cabe destacar que el resultado del Teorema 2.2 es lo mejor posible en el
sentido que si G tiene 6(G) < 2 o g(G) < 6k + 1, entonces G2’°no es nece­
sariamente un grafo self-Clique. Un grafo G formado por C7 y otro vértice
adicional que es adyacente a exactamente a un vértice de C7 es un ejem­
plo donde la condición de grado del teorema no se verifica y se cumple la
condición de girth con k = 1 (figura 2.2). Sin embargo, G2 no es self-Clique
porque G2 no se verifica la condición de vecindario cerrado del Teorema 2.1
(NG2[v]C N02 Por otro lado, Cs es un grafo donde la condición de
grado se verifica , la condición de girth, no se cumple para ningún k y 062no
es self-Clique (figura 2.3) porque 062tiene 6 vértices y 8 cliques.
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G

V5>94 Cb
Figura 2.3: Cg

También se puede apreciar que Gm“+1no es necesariamente un grafo
self-Clique. Sin embargo, lo es para un caso especial donde G es un ciclo
de longitud 2 6k + 4. Podemos observar el siguiente ejemplo de un miembro
de la familia que verifica las condiciones del Teorema 2.2. Con G = C7 (un
ciclo de longitud 7) y k = 1, entonces G2 (figura 2.4) es un grafo self-Clique.

Figura 2.4: G2 = C?
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Es importante resaltar que la recíproca del Teorema 2.2 no es cierta, el
grafo de la figura 2.1 sirve como contraejemplo.

Antes de presentar la caracterización de los grafos self-Cliquede los grafos
clique-Helly, introduciremos una definición de matriz quasi-simétrica.

Definición 2.1. Una matriz M e {0, 1}""" es llamada una. matriz quasi­
simétrica si el conjunto de vectores de las columnas es igual al conjunto de
vectores de las filas.

A continuación presentamos el teorema de caracterización de los grafos
self-Clique para los grafos clique-Helly.

Teorema 2.3. Un grafo G es un grafo self-Cliquey clique-Helly si y sólo sí
G tiene una matriz CliqueAG quan-simétrica.

Demostración:

=>) Sea VG = {211,122,. . . ,vn}. Por hipótesis, G es un grafo self-Clique, en­
tonces existe una función biyectiva f : VG —>C(G) tal que (v¡,vj) e EG <=>
f(v,-) ñf(vJ-) 96(0.Sean Cl = f('U1),Cg = f(v2), . . .,C,, = f(vn), construimos
una matriz clique AG de acuerdo a este orden de vértices y cliques.

Tomamos una columna t de Aa, sean i¡,i2,...,ik las posiciones de esta
columna que son 1’s y el resto son 0’s. Lo cual quiere decir que CG(v¿) =
{C,-¡,C,-,,. . . ,Cik} es un subgrafo completo en K (G) y además es maxima]
(clique). Si CG(v¿) no es maxima], entonces por ser G un grafo clique-Helly,
existe otro vértice v, tal que CG(vt) C CG(v,), ahora por el Teorema 2.1,
concluimos que G no es self-Clique, lo cual es una contradición.

Por la función de isomorfismo f, {th-“vi” . . . ,vik} es un clique en G, esto
significa que existe clique C, tal que C, = {vil , viz, . . . ,v¡h}, es decir las posi­
ciones i¡,i2, . . . ,z'k de la fila s de AG son 1’s y el resto son 0’s. Como todas
las columnas de AG son distintas porque CG(v,-) 96 CG(vJ-) si i 9€ j (G es
clique-Helly y self-Clique, nuevamente por el Teorema 2.1) y la,matriz AG es
cuadrada, el conjunto de vectores de las filas de AG es igual al de columnas
de Ac.

<=) Sean 121,122,. . . ,vn los vértices de G que corresponden al orden de las
columnas de AG y C1, C2, . . . , Cn los cliques de G que corresponden al orden
de las filas de Aa. Definimos una función biyectiva f : {v1,v2, . . . ,vn} —)
{C¡,C2,...,C,.} conf(v¡) = C.-paraz'=1,2,...,n.

Primero vamos a probar que (v¡,vJ-) G EG <=>C,-ñ CJ-7€(0. Sea (vi, vj) e Ea,
entonces existe un clique Ct tal que v¡,vj e Gt, esto significa que 04,.-=
aw- = 1 en Aa. Por ser AG una matriz quasi-simétrica, existe una columna
s tal que ag, = a.“ = 1, lo cual quiere decir que existe un vértice v, tal



que v, e G,-n Cj, entonces C,-n CJ- 76 (0. Si C,-n Cj 7€ (D,existe un vértice
vs e Ci ñ Cj, significa que 04",= a” = 1 en Ac. Por ser una matriz AG
quasi-simétrica, existe una fila t tal que ah,- = atú- = 1 y quiere decir que
existe un clique C, tal que v,-,v,-e Gt. Entonces (v,,vj) e Ea.

A continuación probamos que G es clique-Helly. Sea {C,-,,C,-,, . . .,C,-k} un
conjunto de cliques de G que se intersecan de a pares. Por la función de
isomorfismo f, {zh-“vb, . . . ,vih} es un subgrafo completo de G y existe un
clique C, que lo contiene o sea que a“, = am, = = am = 1 en AC.
Ahora por ser AG una matriz quasi-simétrica, existe una columna s tal que
a,“ = a,“ = = a,“ = 1, locualquieredecirquev, e Ci,nC,-,n- -410.-“
entonces Ci, ñ 0,, n - - - n 0.-, 96 (D. D

En principio, creemos que no es fácil aprovechar esta caracterización para
implementar un algoritmo polinomial de reconocimiento para los grafos self­
clique de los grafos clique-Helly.

El siguiente corolario se desprende del Teorema anterior y el hecho de que
una matriz simétrica es una matriz quasi-simétrica.

Corolario 2.1. Si G tiene una matriz CliqueAG simétrica, entonces G es
un grafo self-Clique y clique-Helly.

Conjeturamos que la recíproca del Corolario 2.1 también es cierta. Esto
quiere decir que al Teorema. 2.3 le podemos reemplazar “matriz clique quasi­
simétrica” por “matriz clique simétrica” en el caso que la conjetura sea ver­
dadera.

Conjetura 2.1. Si G es un grafo self-Cliquey clique-Helly, entonces G tiene
una matriz clique AG simétrica.

Otra formulación equivalente de la Conjetura 2.1 es “toda matriz binaria
quasi-simétrica, matriz clique de algún grafo, es simetn’zable mediante per­
mutaciones de filas y/o columnas”. Sin embargo, esta condición no es cierta
para matrices binarias no clique como se ve en el siguiente ejemplo [90] (no es
matriz clique porque las columnas 5,6 y 7 que representarían 3 vértices, de­
berían ser adyacentes entre sí pero no hay una fila que corresponda al clique
que los contenga):



Veamos que el grafo self-Cliqueque está en la figura 2.1 posee una matriz
clique simétrica.

También el grafo self-Clique C72de la figura 2.4 posee una matriz clique
simétrica.

Otras matrices clique simétricas para los grafo self-Clique G'l y G’2de la
figura 2.8.

Finalmente presentarnos una matriz clique simétrica para el grafo self­
clique de la figura 2.11. La diferencia con los grafos anteriores es que este
grafo no es conexo y cada componente no es un subgrafo self-Clique.



A continuación, en la siguiente proposición probamos que los grafos self­
clique del Teorema 2.2 poseen una matriz clique simétrica, por lo tanto son
grafos clique-Helly.

Proposición 2.1. Sea G un grafo, donde 6(G) 2 2 y g(G) 2 6k +1, k 2 1.
Entonces G“ posee una matriz CliqueAG”. simétrica.

Demostración:

Colocamos los vértices de chk = VG = {v1,v2, . . .,v,.} como columnas de
Asz y los cliques de G” que son Dk(v¡),Dk(v2), . . . ,Dk(v,.) (fue probado
en la demostración del Teorema 2.2) como filas de AG“. Ahora una entrada

de Aczk es 1 4:? 'Uj G Dk('U¡) 4:? dG('U¡,‘Uj)S k C} 'Ui e Dk(vj) 4:} la
entrada (j, de AG”.es 1. D

Vamos a presentar ahora otra familia de grafos self-Cliqueque también
posee una matriz clique simétrica, pero antes vamos a introducir una definición
de matriz de adyacencia reducida para los grafos bipartitos.

Definición 2.2. Una matriz de adyacencia reducida de un grafo bipartito
G = (V¡,V2,E) es una matriz BG e {0,1}”“, donde V1= {v¡,v2,...,v,},
V2 = {w¡,w2,...,wt}, y b.-_,-= 1 <=>(11.-,wj)e E.

A continuación mostramos un grafo bipartito G (figura 2.5) y su matriz
de adyacencia reducida.
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Vl

WI

V2

w?
V

Figura 2.5: un grafo bipartito G y su matriz de adyacencia reducida

Teorema 2.4. SeaG = (V¡,V2,E) un grajo bipartito con IVII= |V2I,ó(G) Z
2 y posee una motriz de adyacencia reducida BG simétrica. Sea G' el grafo
generado a partir de G reemplazando cada vértice w de V2de grado d por un
clique Kd, uniendo cada vértice de este Clique con un vecino distinto de w.
Entonces, G’ es un grafo self-Clique y clique-Helly.

Demostración:

La idea es probar que G’ tiene una matriz clique simétrica y por el Coro­
lario 2.1, G’ es un grafo self-Clique y clique-Helly.

Sean vhvz, . . . ,vn los vértices de V1 que corresponden al orden de las filas
de BG y 101,102,. . . ,wn los vértices de V2 que corresponden al orden de las
columnas de Ba. BG simétrica significa que (v¡,w,-) e E <=>(vj,w¿) e E.
Denotamos cada arista (v¡,wJ-) como eu. En G’, cada w.-es reemplazado
por un clique C,- con da(w¡) vértices, si NG(w¿) = {vj,,vj2,...,vjh} con

= demi), entonces Ci = {wídnwia'za - - - ’wísjk} Y 631,.-= (vjnwul),63-,,¡ =
(oh, wm), . . . , eg.“-= (vjk, wifi-h)son aristas de G’. Claramente, si efia-es una
arista de G’ entonces eg“.también lo es, porque efij es una arista de G’ <=>eu
es arista de G. Es facil ver que w“ es un vértice de G’ <=>efij es una arista
de G’ <=>eg”-es uns arista de G' <=>wifi- es un vértice de G’.

A continuación vamos a escoger una matriz clique Aa: de G’. Sabemos que
cada efij es un Cliqueen G’ porque no existe ningún vértice en G’ que pueda
ser adyacente a 12.-y wii, los extremos de ez'j. Entonces los cliques de G’
son 01,02, . . . ,Cn y los |E| eQJ. Las primeras n filas de Aa: corresponden a
Cl, 02, . . . , Cn y las El restantes a los efidordenados en forma ascendente de
acuerdo a sus 2 subíndices. Similarmente, las primeras n columnas de AGI
corresponden a v1,v2, . . .,vn y las subsiguientes a los IE | wm. ordenados en
forma ascendente de acuerdo a sus 2 subíndices.
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Para 1 5 i,j S n, au = 0, ya que ningún C.-contiene a vj.

Para 1 5 z'5 nyn+1 gj 5 n+|E|, veamosqueaiú-= 1siysólosía“ = 1.
Supongamos ah,- = 1, esto significa que existe un vértice w“; e Ci que co­
rresponde a la columna j de ACI. Ahora la fila j de Ac: debe corresponder
a la arista egk porque hay tantos wm-como efij con exactamente los mismos
subíndices. efi'k= (v.-,wk,,-),por lo tanto ai.- = 1. Por otro lado, si a“ = 1,
significa que existe una arista efi’k= (v,-,wk,,-)que correSponde a la fila j de
AGI. Ahora la columna j de AGIcorresponde a wiikpor el mismo argumento
y sabemos que w“; e Ci, entonces a“ = 1.

Para n + 1 5 i,j S n + IE], si ai“,-= 1 entonces la fila 2'corresponde a una
arista eg; = (v,,w¿,,) y la columna j al vértice ww, pués esta es la única
alternativa posible. Ahora por el mismo argumento del caso anterior, la fila
j corresponde a la arista ea, = (vt,w,,¿) y la columna i a w”. Entonces
a“ = 1.

Con estos casos, probamos que Ag: es simétrica. D

Exhibimos un grafo bipartito G (figura 2.6) cuya matriz de adyacencia re­
ducida es simétrica. Realizamos la construcción de G’ usando el Teorema 2.4
(figura 2.7), mostramos una matriz clique de G’ que resulta ser también
simétrica.

V W
l l

Figura 2.6: un grafo bipartito G que tiene una matriz de adyacencia
reducida simétrica
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Figura 2.7: el grafo G’ y su matriz clique simétrica

2.2 Grafos 2-self-clique

Escalante presentó en [33]una familia de grafos 2-self-clique.

Teorema 2.5 Todografo conezosin triánguloscon grado mínimo
2 2 es un grafo 2-self-clique, excepto para un ciclo (el cual es un grafo self­
Clique).

En esta sección, primero presentamos una familia más general de grafos
2-self-clique que contiene propiamente a la familia descripta en [33] y luego
presentamos otra familia más de gratos 2-self-clique.

Teorema 2.6. Sea G un grafo conezo con 6(G) 2 2 y S g VG (es posible
que S = (0) tal que IEGI —IVGI7€Eves(dg('ü) —2) y G\S es sin triángulos.
Sea G' el grafo generado a partir de G reemplazando cada vértice v e S de
grado d por un clique Kd, uniendo cada vértice de este clique con un vecino
diferente de v. Entonces G’ es un grafo 2-self-clique.
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Demostración:

Probaremos que las condiciones del Teorema 2.1 son verificadas por G’.
Primero, veamos que G’ es clique-Helly. Cada grafo que no es clique-Helly
debe contener al menos 4 cliques de tamaño 2 3 que se intersecan de a pares.
Pero en G’, cada clique de tamaño 2 3 solamente interseca con cliques de
tamaño 2. Por lo tanto G’ es clique-Helly.

Ahora, probamos que Bmw e Val, v 96 w tal que NG:[v] g NG:[w]. Los
vértices de G’ pueden ser particionados en vértices de VG\ S y vértices
pertenecientes a los cliques agregados de G’. Supongamos lo contrario y
consideramos los siguientes casos.

(a) v,w e VG\ S, sean w y u vértices adyacentes de u (dG/(v) 2 2). Como
NGI[v] g NG:[w], u es adyacentes a w en G’. El vértice u q! VG\ S,
porque sino, G \ S contiene un triángulo. Entonces, u está en un clique
Kd agregado de G’. Pero, por construcción, u debe ser adyacente a sólo
un vértice de VG\ S, lo cual es una contradicción.

(b) v e VG\S y w QÉVG\S, sean w y u vértices adyacentes de v (dG:(v) 2 2).
Por construcción de G’, u no puede ser adyacente a w, lo cual es una
contradicción.

(c) v í VG\S y w e VG\S, sea u otro vértice que está en el mismo clique K4
de v agregado de G’. Por construcción de G’, u no puede ser adyacente
a w, lo cual es una contradicción.

(d) v, w gi VG\S, claramente v y w pertenecen al mismo Kd agregado de G’.
Por construcción de G’, v es adyacente a un vértice u en G’ (u í Kd)
y u no es adyacente a w, esto es una contradicción.

En consecuencia, por el Teorema 2.1, G’ es un grafo self-Clique o 2-self­
clique. Vamos a probar que G’ es un grafo 2-self-clique. Supongamos que
este grafo es self-clique. Entonces IVGII= IVK(G:)|.Por construcción, IVGI|=
IVGI—ISI + zves dG(v). Ahora necesitamos contar el número de cliques de
G', los cuales son de tres tipos:

1. Los cliques de G\S: todos ellos son K2 porque G\S no tiene triángulos.

2. Los cliques K4 agregados de G’, correspondientes a los vértices de S.

3. Los cliques formados por aristas que unen cada vértice de Kd (de tipo
2) con un vértice fuera de Kd. Estos cliques son K2.

La suma de los cliques de tipo 1 y tipo 3 es igual a IEGI, y tenemos ISI de
tÍpO EntoncesSi — + Eyes (10(1))= IVGII= IVK(GI)I= +
En consecuencia, IEGI — IVGI= Eyes dG(v) —2|S| = Eues(dc(v) —2), lo
cual es una contradicción. El
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Los siguientes grafos de la.figura 2.8 son ejemplos para ver que la condición
IEGI —IVGI9€Eves(do(v) —2) no puede ser eliminada. Observamos que G’l
y G’2son grafos self-Clique.

VI V
A

G] (S={}) G'

62 (s={v}) _ G'

Las figuras 2.9 y 2.10 ilustran dos ejemplos de esta familia de grafos 2­
self-Clique.

62 (s={v,,v2}) e;
Figura 2.9
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GQ (S={}) G'

Figura 2.10
2

La figura 2.11 muestra un grafo self-Clique que tiene dos componentes
conexas, una componente es G2 de la figura 2.10 y la otra componente es
K (G2). Siempre se puede obtener un grafo self-Cliquea través de un grafo
2-self-clique de la misma manera.

Figura 2.11

Ahora presentamos la segunda familia de grafos 2-self-clique.

Teorema 2.7. Sea G = (VG,EG) un grafo, si EG se puede particionar en
2 subconjuntos El y E2 tales que G1 = (Vc,E¡) resulta ser unio’n de ciclos
disjuntos con g(G1) 2 4, G2 = (Vg,E2) un grafo clique-Helly con E2 7€ (b
y la intersección entre una componente conexa cualquiera de G2 y un ciclo
cualquiera de G1 es a lo sumo de un vértice. Entonces, G es un grafo 2-self­
Clique y clique-Helly.

Demostración:

Es fácil ver que cada arista de G1 es un clique (K2) en G1 y |E1| = IVGI
porque G1 es unión de ciclos disjuntos. Veamos que estos cliques siguen
siendo cliques en G. Sea (u,w) e El (es una arista de algún ciclo de G1),
supongamos que no es clique en G, esto significa que existe un vértice u que
es adyacente a v y w en G. (u,v) y (u,w) no pueden estar ambos en El,
sino g(G1) = 3. En el caso que los dos están en E2, entonces v y w están
en la misma componente conexa de u en G2, lo que contradice a la hipótesis
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(la intersección entre una componente conexa de G2 y un ciclo de G1 es a
lo sumo de un vértice). En el caso de que sólo una de las 2 aristas está en
E2, podemos suponer que (u,v) e E2, sin pérdida de generalidad. Entonces
(u,w) e El, esto significa que u está en el mismo ciclo de v y w, pero u
y v están en la misma componente conexa de G2 porque son adyacentes en
G2. Contradice nuevamente a la hipótesis. Por lo tanto (v, w) también es un
clique en G.

Veamos ahora que G es clique-Helly. Los cliques de G son los cliques de G2 y
los de G1 . Dado que ambas familias verifican la propiedad de Helly y dado
que los cliques de G1 tienen sólo 2 vértices, se tiene que la familia de cliques
de G cumple con la propiedad de Helly, entonces G es Clique-Helly.

Probaremos que /:'lv,w e VG, v 7€ w, NG[v] g NG[w]. Supongamos que
3v,w e VG, v 9€w, NG[v] g NG[w]. Entonces (v,w) e EC. Si (v,w) E El,
entonces v y w están en el mismo ciclo C.-en G1 y v debe tener otro vértice
adyacente en 0.-. Llamamos u a este vértice y como u e NGl[v] g NG[v] g
NG[w],entonces (u, w) e Ec. Pero (u,w) í El porque sino u, v y w forman
un ciclo de longitud 3 en G1. Tampoco (u,w) e E2 porque sino u y w están
en la misma componente conexa en G2 y están en C¡. Absurdo. Por otro
lado, si (v,w) e E2, entonces v y w están en diferentes ciclos en G1. Sea
{u,z,v} = NG¡[v] g NG[v]g NG[w], u y z deben ser adyacentes a w en G2.
Entonces u y z están en la misma componente conexa de w en G2 y están en
el mismo ciclo de v en G1, lo cual contradice la hipótesis. Entonces podemos
concluir que ,Ev,w e VG, v 96w, NG[v] g NG[w].

Ahora por el Teorema 2.1, podemos afirmar que G es un grafo self-Cliqueo
un grafo 2-self-clique. Vamos a mostrar a continuación que en G hay más
cliques que vértices y por lo tanto G no puede ser un grafo self-Clique. En
consecuencia, G es un grafo 2-self-clique.

En G1 hay |E1| K2 y en G2 hay por lo menos un clique ya que E2 96 (0.
Entonces lC(G)| = |C(G1)| + |C(G2)| 2 |E1| +1 = IVGI+1 > IVGI. El

Mostramos un grafo G que verifica las condiciones del Teorema 2.7 (figura
2.12).

ig: ¿7'
G G G

' 2

Figura 2.12
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A continuación, presentamos una subfamilia de la familia de grafos que
verifica el Teorema 2.7 a través del siguiente corolario que da una idea de
como se puede contruir grafos que verifican las condiciones del Teorema 2.7.

Corolario 2.2. Sea G un grafo clique-Helly con IEGI 2 1. Sea G' el grafo
generado a partir de k copias de G, G¡,G2, . . . ,Gk, con k 2 4, uniendo cada
vértice de G,- con su copia de G.-+1, 1 S 2'5 k (GkH = G1). Entonces, G’ es
un grafo 2-self-clique y clique-Helly.

Demostración.­

Es fácil ver que G’ verifica la hipótesis del Teorema 2.7. G’ se puede des­
componer en G2 = UIQ-qc G.- y G1 que consiste de IVGIciclos disjuntos de
longitud k. G2 es claraÏrrÏente clique-Helly porque G es clique-Helly. La in­
tersección de un ciclo de G1 y una componente de G2 es a lo sumo un sólo
vértice. D

Mostramos un grafo miembro de esta subfamilia. (figura 2.13).

G, G,
G el G.

Figura 2.13



Capítulo 3

Grafos Clique de grafos
arco-circular Helly

En este capítulo, se presenta una.caracterización de los grafos clique de los
grafos arco-circular Helly. Probamos que los grafos clique de esta subclase de
los grafos arco-circular están contenidos en la intersección de tres subclases de
los grafos arco-circular y analizamos propiedades sobre la segunda iteración
de grafos clique de los grafos arco-circular Helly.

Los grafos arco-circular tienen aplicaciones en genética [96], control del
tránsito [97], diseño de compiladores [105], estadística [58] y problemas de
almacenamiento [21]. El problema de caracterizar los grafos arco-circular fue
planteado por primera vez en [49]y discutido con más detalle en [60]. Pero fue
Alan Tucker [101, 102, 103, 104, 105, 106] quien aportó todo el basamento
teórico inicial para esta clase de grafos, incluyendo una primera caracteri­
zación en [102]. El reconocimiento de esta clase es polinomial. Tucker [106]
propuso un algoritmo de reconocimiento de complejidad O(n3), mientras que
Spinrad [93]simplificó el algoritmo de Tucker para el caso de que el grafo dado
pueda ser cubierto por dos cliques. Varios años después, Hsu [57] encontró
un algoritmo más eficiente (complejidad O(m.n)). Uno de los principales
problemas abiertos en esta clase es determinar si existe algún algoritmo de
reconocimiento lineal en m y n. En [38],Gavril dio algoritmos de complejidad
polinomial para reconocer algunas subclases de los grafos arco-circular.

Un grafo G es arco-circular si existe un conjunto de arcos A (que lla­
mamos representación) alrededor de un círculo y una correspondencia 1-1
entre vértices de G y arcos de A de manera que dos vértices distintos son
adyacentes si y sólo sí los arcos correSpondientes se intersecan. Es decir, un
grafo arco-circular es el grafo intersección de arcos alrededor de un círculo.
Los arcos son, o bien abiertos todos, o bien cerrados todos. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que ningún arco cubre el perímetro total de
la circunferencia. La figura 3.1 muestra un grafo arco-circular y una repre­
sentación arco-circular de él.

31
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Figura 3.1: Ejemplo de un grafo arco-circular con su representación en
arcos alrededor del círculo.

Los grafos arco-circular admiten varias subclases interesantes:

1. Propios (PCA): un grafo G es arco-circular propio si existe una re­
presentación arco-circular de G tal que ningún arco está contenido en
forma propia en otro. Tucker [103]propuso una caracterización y un
algoritmo eficiente para su reconocimiento, usando matrices de carac­
terización. El mismo autor también dio una caracterización para esta
subclase por medio de subgrafos prohibidos [104].

2. Unitarios (UCA): un grafo G es arco-circular unitario si existe una
representación arco-circular de G tal que todos sus arcos tengan la
misma longitud. Claramente, UCA g PGA. En [104],el autor muestra
que esta inclusión es estricta y propone una caracterización para esta
subclase, usando subgrafos prohibidos. Esta caracterización conduce a
un algoritmo polinomial para el reconocimiento [95]. Golumbic también
muestra en [39]un grafo que pertenece a PCA pero no a UCA.

CB . Helly (HCA): un grafo G es arco-circular Helly si existe una repre­
sentación arco-circular de G tal que los arcos satisfacen la propiedad
de Helly. Gavril [38]dio una caracterización de esta subclase usando la
matriz clique de un grafo. Esta caracterización conduce a un algoritmo
eficiente para su reconocimiento. La representación arco-circular de la
figura 3.1 es Helly, por lo tanto el grafo de la figura 3.1 está en HCA.

4. Clique-Helly (CHCA): un grafo G es arco-circular Clique-Helly si G
es arco-circular y Clique-Helly. Szwarcfiter [98] describió una caracte­
rización de los grafos Clique-Helly que conduce a un algoritmo polino­
mial de reconocimiento. Este método junto a un algoritmo para los
grafos arco-circular [106, 57] resultan en un algoritmo eficiente para el
reconocimiento de esta subclase.

Todas las subclases mencionadas, salvo CHCA son hereditarias. La clase
general de los grafos arco-circular también es hereditaria. En [29] (figura 3.2)
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se exhiben ejemplos minimales que pertenecen a todas posibles intersecciones
de estas subclases, excepto en una región, la cual es vacía.

Figura 3.2

Una caracterización para la clase de los grafos clique ha sido formulada por
Roberts y Spencer [91],basado en el paper de Hamelink [50]. Aún siendo así,
se desconocen algoritmos eficientes para el problema de reconocimiento. De
hecho, es un problema abierto saber si este problema es o no NP-completo.
Un problema de interés, en el contexto de teoría de grafos de intersección
y especialmente en el estudio de los grafos clique, es cómo caracterizar los
grafos clique de clases especiales de grafos. Esta tarea ya ha sido hecha para
los árboles [52], los grafos de intervalos [53], los grafos clique-Helly [33], los
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grafos disk-Helly [3], los grafos cordales [106], etc. A pesar de esto, no se
conoce caracterización de los grafos clique de los grafos arco-circular ni de
sus subclases.

Este capítulo está organizado de la siguiente manera. En la Sección 1,
se revisan algunos teoremas sobre los grafos arco-circular. En la Sección 2,
presentamos un teorema de caracterización de los grafos clique de los grafos
HCA y se prueba que los grafos Clique de los grafos arco-circular Helly
están contenidos en la intersección entre los grafos arco-circular propios, los
grafos arco-circular clique-Helly y los grafos arco-circular Helly. También,
analizamos propiedades sobre K2(G) cuando G es un grafo HCA.

Los resultados de este capítulo fueron presentados en [30].

3.1 Preliminares

Primero, revisamos el teorema de caracterización general de los grafos
clique de Roberts y Spencer. Luego repasamos un teorema de Escalante que
asegura que la segunda iteración de grafos clique de un grafo clique-Helly G
es un subgrafo inducido de G.

Teorema 3.1. Un grafo H es grafo clique si y sólo sí existe una familia de
subgrafos completos IF = {F¡, . . . , Fr}, la cual satisface:

1. La familia .7: cubre H.

2. La familia .‘Fverifica la propiedad de Helly.

Teorema 3.2 Sea G un grafo clique-Helly,entoncesK2(G) es un
subgrafo inducido de G.

A continuación, revisamos una caracterización de los grafos arco-circular
propios usando torneos locales (local tournaments) y orientaciones circular
(round orientations).

Para ello, necesitamos introducir las definiciones correspondientes [25, 55,
56].

Un torneo (tournament) es una orientación de un grafo completo. Un
torneo local es un grafo dirigido donde tanto el conjunto de entrada como el
de salida de cada vértice induce un torneo.

Una enumeración circular (round enumeration) de un grafo dirigido D
es un orden circular (circular orden'ng) S = (vo,. . .,v,._1) de sus vértices
tal que para cada i existen enteros no-negativos r.- y 3.-, y el vértice v,­
tiene conjunto de entrada N5t = {U¡_¡,v.-_2,. . . ,v.-_,,.} y de salida NOS,“=
{v¡+¡,vi”, . . . ,v¡+,¡} (sumas y restas deben entenderse módulo n). Un grafo
dirigido que admite una enumeración circular es llamado una ronda. Un
grafo no dirigido se dice que tiene una orientación circular si admite una
orientación que lo transforma en una ronda.
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Teorema 3.3 ([25, 92]). Las siguientes afirmaciones son equivalentespara
un grafo conezo G:

1. G es orientable como un torneo local.

2. G tiene una orientación circular.

3. G es arco-circular propio.

Ahora revisamos una caracterización de los grafos arco-circular Helly [38].
Una matriz tiene forma de 1's circular si los 1's en cada columna aparecen en
un orden circular consecutivo. Una matriz tiene la propiedad de l’s circular
si por una permutación de las filas puede ser transformada en una matriz
con forma de l’s circular.

Teorema 3.4 UngrafoG es arco-circularHellysi y sólosí AGtiene
la propiedad de 1’s circular.

3.2 Grafos Clique de los grafos arco-circular
Helly

En esta sección formularemos un teorema de caracterización de los grafos
clique de los grafos arco-circular Helly. Sea G un grafo y SG un orden cir­
cular de sus vértices. Definimos un subgran completo circular en el orden
circular SG como un conjunto de vértices consecutivos de Sc, el cual forma
un subgrafo completo de G. Decimos que una familia de subgrafos de G,
JF = {F1,. . . , Fr}, cubre G si cada vértice y arista de G está en algún F,-.

Teorema 3.5. Un grafo H e K (ECA) si y sólo sí H admite un orden
circular SH tal que existe una familia de subgrafos completos circulares de
SH, .77= {F¡, . . . ,Fr}, la cual satisface:

1. La familia .7: cubre H.

2. La familia .7: verifica la propiedad de Helly.

Demostración:

=>) Sea H E K (HCA), un grafo conexo. Existe un grafo G e HCA tal
que K(G) = H. Sea IVGI= k y IVHI= n (o sea, el número de cliques de G es

Llamamos R a una representación arco-circular Helly de G y A1,. . . , Ak
los arcos de R correspondientes a los vértices v1, . . . ,uk de G. En R, los n
cliques de G son representados por puntos de intersección p,-en el círculo (esto
es siempre posible para cualquier representación arco-circular Helly, porque
para cualquier subconjunto de arcos que se intersecan de a pares, estos arcos
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comparten una intersección en común). El orden de estos puntos define un
orden circular SH de los vértices de H, SH = {p1,. . .,p,,}. El conjunto de
puntos de intersección que son cubiertos por un arco A.-de R representa un
conjunto de vértices de H e induce un subgrafo completo de H. Denotamos
este conjunto de puntos de intersección como G(A¡) = {p,-,,p,-¡+1,. . . , p¡,+,-,}
y estos puntos son consecutivos en el orden circular SH. Por lo tanto, el sub­
grafo completo inducido por C(A,-) en H es un subgrafo completo circular de
S" y A,-cubre todos los puntos de intersección de C(A¡) (lo denotamos como
C(A1-)g A¡). Sea IF = {G(A1), . . .,C(Ak)}, la familia de subgrafos comple­
tos circulares de SH. Tenemos que probar que .7:verifica las propiedades 1 y
2.

Claramente, .‘Fsatisface la propiedad 1. Sea w, el vértice de H que corres­
ponde a p,-y A,-un arco que representa un vértice de G perteneciente al clique
de G que corresponde a pi, entonces p¡ e C(A,-). Ahora sean w, y wj, dos
vértices adyacentes de H que corresponden a p,-y pj. Entonces existe un arco
A, que representa a un vértice de G contenido en los cliques correspondientes
a p,- y pj. Por lo tanto, p,- y p,- G G(At)

Falta verificar que .7:satisface la. propiedad de Helly. Sea 7-" una subfarnilia
de .7: tal que VC(A,), C(A,) e .‘F’,C(A,-)nC(Aj) 96(oy A = {Am/ C(A,,,) e
.7-"}. Entonces, VA¡,A,- e A, C(A¡) ñ C(AJ-) (_IA,-ñ Aj 9€ lll. Por lo tanto,
los arcos de .A forman un subgran completo en G. Este subgrafo completo
esta contenido en un clique de G, el clique corresponde, por ejemplo, al
punto de intersección pt. Entonces pt e Am, VA,n e A. En consecuencia,

p; e nC(Am)e,_-,C(A,,.) y .7: verifica la propiedad de Helly.

Claramente, 7-" = {C(A.-) e .7-‘/C(A,-) gl C(Aj), VC(AJ-)e f}, una subfa­
milia de IF , también verifica las propiedades 1 y 2. Decimos que P es una
familia dominante.

<=) Sea SH = {v¡,...,v,,} un orden circular de los vértices de H y .‘F=
{FH . . . , Fr} la familia de subgrafos completos circulares de SH que verifica
las propiedades 1 y 2. Construiremos una representación HCA R de algún
grafo G tal que K(G) = H.

Primero, dibujamos {vb . . . , vn} como un conjunto de puntos situados en las
posiciones {27r/n,41r/n, . . .,21r} del círculo (el vértice v,- está situado en la
posición 2j7r/n).

Por cada F.-= {v¡,,v,-,+1,. . . ,v,-,+,-,},dibujamos un arco A,-= [2i11r/n,2(i1+
i2)7r/n] en el círculo. Por cada vj dibujamos un arco BJ-= [2j1r/n, 2j7r/n+e]
en el círculodonde e es un númeroreal positivomuy pequeño (<<

Primero, debemos verificar que esta representación arco-circular R de G es
Helly.
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Sea f’ una subfamilia de los arcos A,- tal que VA¿,AJ- e .77’, A,-ñ AJ- 7€ 0 y
f” = {Fi e f/ A, e .‘F’}. Claramente, VF,-,Fj e f”, F,-n FJ-96o)porque
A,-n Aj 96 (D. Como .7: verifica Helly (propiedad 2), e," FJ- ;É (0. Esto
significa que existe algún vt que está en cada FJ- G .7” y v, (2t7r/n) está

contenido en cada Aj e 1-". Entonces (hier, AJ-7€(D.En consecuencia, .‘F’
es Helly.

Ahora, sea f" una subfamilia de los arcos A,-y los arcos BJ-tal que contiene
al menos uno de los arco BJ-y además para cualquier par de arcos de IF",
tienen una intersección no vacía. Claramente en P no puede haber 2 arcos
distintos de los arcos Bj porque si los hubiera, no tendrían intersección en
común. Llamamos ahora Bk, el único arco de los BJ-de .7". Podemos afirmar
que cualquier arco A,-de P tiene intersección común con Bk. Entonces vk
(2k7r/n) está en cada arco de f’ y uk (2k1r/n) pertenece a la intersección de
todos los arcos de P, lo cual implica que .‘F' es también Helly.

Ambos resultados implican que la. representación arco-circlar R de G satis­
face la propiedad de Helly.

Aún falta verificar que K (G) 2’ H, donde G es el grafo con R como su re­
presentación HCA. Tenemos que probar que {uh . . . ,vn} son los puntos de
intersección correspondientes a los clique de G. Todos ellos son necesarios,
porque cada arco BJ-contiene solamente un vértice vk (que es exactamente el
vértice ví). Y no se necesita otro punto de intersección porque los extremos
de cada arco A,-son vértices uk. Si v,-y v,-son adyacentes en H entonces ellos
pertenecen al mismo Ft (propiedad 1). Por construcción, v,-y vJ-están ambos
en At, por lo tanto, sus respectivas cliques en G tiene un vértice en común.
Claramente la recíproca es cierta por el mismo argumento. El

Notas:

1. Esta caracterización es similar a la caracterización general de los grafos
clique de Roberts y Spencer [91]que se presentó como el Teorema 3.1.

to . Después de escrita la primera versión de esta tesis, se nos observó
[42] que la demostracion del Teorema 3.5, podría tambien ser vista
como consecuencia de algunos nuevos resultados presentados en [41],
tomando en cuenta que los grafos arco-circulares tambien pueden ser
considerados como grafos de intersección de arcos de un orden circular
sobre un conjunto finito.

DJ . El problema de reconocer si un grafo H con n vértices es grafo clique
de algún grafo arco-circular Helly pertenece a NP [72]. Dado un orden
circular SH de los vértices de H y una familia .‘Fde subgrafos completos
circulares, es fácil ver que en .‘Fhay a lo sumo n2 miembros distintos,
ya. que esa. es la cantidad de subsecuencias posibles de SH. Entonces
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para verificar que .77es Helly y cubre H se puede realizar en tiempo
polinomial. La validación de las entradas (SH y JF) también se puede
hacer en tiempo polinomial.

Probamos el siguiente lema que identifica los cliques de H e K (HCA).
Sea G un grafo arco-circular Helly; A1, . . . , Ak los arcos de una representación
arco-circular Helly de G y H = K(G). Sea .7: = {C(A1), . . . ,C(Ak)} la fa­
milia de subgrafos completos circulares de SH y IF‘ = {C(A.-)e f/ C(A¡) gi
C(AJ-), VC(AJ-) e f} una familia dominante de subgrafos completos cir­
culares de SH como definimos en el Teorema 3.5. Sea U = {u1,. . .,up} el
conjunto de vértices universales de H.

Lema 3.1. Los conjuntos C’(A,-) = C(A.-) U U, VC(A,-) e IF‘, inducen los
únicos diques de H.

Demostración:

Sea C'(A,-) = C(A,-) U U, VC(A,-) e JF'. Sabemos que C'(A,-) es un subgrafo
completo de H. Falta verificar que es maxima]. Sea.p, gÉC’(A¡) un punto de
intersección tal que p, (como un vértice de H) es adyacente a cada vértice de
C'(A,-). Entonces existen dos arcos AJ-y Ah como en la figura 3.3 porque 7-"
es una familia dominante y los arcos A.-,AJ-y Ak deben verificar la propiedad
de Helly. Resulta pt un vértice universal de H, lo cual es una contradicción.

Figura. 3.3

Entonces, C'(A,-) = C(A,-) U U, VC(Ai) e .7", inducen cliques de H. Quere­
mos probar que no existe otro clique en H. Supongamos que existe un clique
C en H, tal que C' = C\U y C’ Q C(A.-), VC(A,-) e .‘F‘. Como C’ ,Q_C(A,-),
los puntos de intersección de C’ pueden ser dibujados como en la figura 3.4.

Figura 3.4
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Figura 3.5

Si AJ- y Ak cubren todo el círculo, entonces pr es un vértice universal de
H, lo cual es una contradicción. Sino, existe un arco Am que une p, con
pt. Entonces, o bien Aj, Ah y Am no verifican la propiedad de Helly, o bien
tenemos una de las situaciones de la figura 3.5, que implica que p, o p, son
vértices universales de H. Cualquiera de estos casos lleva nuevamente a una
contradicción. El

Corolario 3.1. Sea G un grafo arco-circular Helly. Entonces K (G) es un
grafo arco-circular Helly, un grafo arco-circular clique-Helly y un grafo arco­
circular propio.

Demostración:

1. K (G) es un grafo arco-circular Helly.
Sea P = {C(A.-) E .‘F/ C(A¡) 1 C(Aj), VC(AJ-) e IF} una familia
dominante de subgrafos completos circulares de Smg) como definimos
en el Teorema 3.5, y U, el conjunto de vértices universales de K (G).
Analizamos la matriz B con los miembros de IF’ en las filas (orde­
nado en forma consecutiva de acuerdo a la representación arco-circular
Helly), y {ph . . . ,pn} los vértices de K (G) en las columnas. En cada
fila, ponernos 1 si p,- pertenece al correspondiente C(A.-), o 0, si no
pertenece. Por construcción, la matriz B tiene forma de 1’s circular.
Como necesitamos los cliques de K (G) en las filas para contruir Ama)
por el Lema 3.1 tenemos que agregar l’s en las columnas correspon­
dientes a los vértices de U. Claramente, Ama) preserva la forma de
l’s circular (es posible que 2 o más filas representen el mismo Clique
de K (G); en este caso tenemos que dejar una de ellas y eliminar las
otras pero la propiedad de l’s circular sigue siendo válida para AKm).
Entonces por el Teorema 3.4, K (G) es un grafo arco-circular Helly.

to . K (G) es un grafo arco-circular clique-Helly.
Sabemos que K (G) es un grafo arco-circular. Por lo tanto, tenemos
que mostrar que es clique-Helly. Dividimos la prueba en dos casos.
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(a) Si el grafo G es Clique-Helly,entonces K (G) es Clique-Helly también
[33].

(b) Si el grafo G no es Clique-Helly, sean M1, . . . , Mk una familia de
cliques de G minimalmente no Helly y p1,. . . ,pk los puntos de
intersección correspondientes. Como esta familia es minimalmente
no Helly,por cada subconjunto de j puntos de intersección (j < k)
tenemos un arco en la representación arco-circular Helly de G que
cubre todos los puntos de intersección de este subconjunto. Pero
el grafo G está. en HCA, entonces no podemos tener la situación
de la figura 3.6.

Figura 3.6

Por lo tanto, tenemos dos arcos que cubren todo el círculo y existe
un clique M; que interseca con cualquier otro clique en G (figura
3.7). Como resultado, el vértice w; en K (G) (correspondiente al
clique M, en G y el punto pt en la representación) es un vértice
universal y sabemos que todo grafo con un nodo universal es un
grafo Clique-Helly.

Figura 3.7

3. K (G) es un grafo arco-circular propio.
SeaP = {F1,...,F,} = {C(A.-)e f/ C(A,-)szcui), vc(A,-) e f}
una familia dominante de subgrafos completos circulares de SMG)como
definimos en el Teorema 3.5. Sean pl, . . . ,pk los vértices de SMG). De­
finimos F+(p.-) como la mayor subsecuencia {p¡,p¡+¡,...} del orden
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circular tal que existe solamente un FJ-de .7" que la contenga (17+ está.
bien definida porque cubre K Similarmente,definimosF’ (pi)
como la mayor subsecuencia . . ,p.-_1,p.-}del orden circular tal que
existe solamente un Fj de 7-" que lo contenga. Como .7" cubre K (G),
NK(G) = F+ (pi)UF'(p,-). Por cada p,-,orientamos la arista p,-—>pk,
SiPI:e F+(Pi)\F'(Pi) y Ph -> Pi, SiPk G F_(Pi)\F+(Pi)- Claïamente,
cada arista está.orientada en sólo una dirección. Falta orientar las aris­
tas (p¡,pk), cuando pk e F+(p,-) n F'(p.-). Estas aristas pueden ser
orientados en forma arbitraria. Claramente, el conjunto de entrada de
cada p,-está contenido en F‘ (p,-)y el conjunto de salida está contenido
en F+(p¡). Por lo tanto, esta orientación transforma el grafo en un
torneolocalporqueF+ y F‘(p,-)sonsubgrafoscompletosde K
Entonces, K (G) es un grafo arco-circular propio (Teorema 3.3). El

Como consecuencia de este resultado, K (HCA) C HCA, significa que
HCA es una clase cerrada bajo el operador grafo clique K.

K(HCA) UCA

PCA
Figura 3.8

Observación: Es interesante analizar la relación entre K (HCA) y UCA
porque ambos son subclases de PCA. Mostramos en la figura 3.8 un grafo G
en K (HCA)\UCA, otro grafoH en UCA\K(HCA) y el grafotrivial (sólo
un vértice), el cual está en K (HCA)nUCA. El grafoG e K (HCA) porque
admite el siguiente orden circular (figura 3.9) {vl,v2,v3,v4,v5,v6,v7,vg} y
una familia de 4 subgrafos completos circulares (F1 = {v1,v2,v3}, F2 =
{113,124,225},F3 = {v5,vs,v7} y F4 = {v7,v3,v¡}) que verifica la propiedad de
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Helly y cubre el grafo G (Teorema 3.5). En [104], se probó que G no es un
grafo UCA. En [29](figura 3.2), se probó que el grafo H e UCA \ CHCA,
por lo tanto H 5€K(HCA) (Corolario 3.1).

Figura 3.9: el grafo G con el orden circular

Corolario 3.2. Si G es un grafo arco-circular Helly, entonces o bien K2(G)
es un subgmfo inducido de G , o bien K 2(G) es un grafo completo.

Demostración:

Supongamos que K (G) tiene un vértice universal u. Entonces, cualquier
clique de K (G) contiene a u, lo cual implica que K2(G) es un grafo completo.
Si este no es el caso, K (G) es un grafo sin vértices universales. Sea 7-“ =
{C(A.-) e f/ C(A,-) si C(AJ-), VC(A,-) e .7-'}una familia dominante de
subgrafos completos circulares de SMG) como definimos en el Teorema 3.5.
Por el Lema 3.1, {C(A,-)}, los miembros de .‘F’, son los únicos cliques de
K (G), por lo tanto, ellos representan los vértices de K 2(G). Es claro que
vc(A.-),C(Aj) e P (c(A.-) ae C(A,-)>, 004.-) o C(A,-) ae o si y sólo sí
A,-n Aj 7€ (0,donde A,-y AJ-son los arcos de la representación arco-circular
Helly, correspondientes a los vértices v,-y vj de G. Entonces K 2(G) es un
subgrafo inducido de G. El

Notas:

1. Escalante [33] probó un resultado similar para los grafos Clique-Helly.
Mostró que si G es un grafo Clique-Helly,entonces K 2(G) es un subgrafo
inducido de G (Teorema 3.2).

2. De acuerdo a la demostración del Corolario 3.2, K 2(G) es subg'rafo
inducido de G si G no tiene vértice universal. Además si se tiene una
representación arco-circular Helly de G, se puede determinar en tiempo
polinomial los puntos de intersección que representan los cliques de
G y hallar un conjunto de arcos dominantes (se refieren a los puntos
de intersección). El grafo que tiene como representación arco-circular
solamente a estos arcos es isomorfo a K 2(G).



Capítulo 4

Grafos clique de grafos circular
Helly

En este capítulo, primero definimos una clase de grafos llamada dualmente
circular Helly y a continuación presentamos una caracterización de los grafos
clique de los grafos circular Helly usando esta clase. También probamos que
los grafos clique de los grafos dualmente circular Helly son circular Helly.
Cabe destacar que esta simetría también se verifican en algunas clases de
grafos clique que figuran en la tabla de la sección 1.4 que son DE, DV y
RDV.

Los grafos circular fueron introducidos en [35], donde se muestra una
aplicación para resolver un problema de reordenamiento de vagones de un
tren propuesto por Knuth [62], usando pilas y colas. Se puede encontrar
algoritmos de tiempo polinomial para reconocer los grafos de esta clase en
[13, 36, 74, 94].

V'V' /T>\
A m/

V V ’
4 S .

Figura 4.1: Ejemplo de un grafo circular y su modelo de cuerdas.

Un grafo G es circular si existe un conjunto de cuerdas L (que se llama
modelo) dentro de un círculo y una correspondencia 1-1 entre vértices de
G y cuerdas de L de manera que dos vértices distintos son adyacentes si y
sólo sí las cuerdas correspondientes se intersecan. Es decir, un grafo circular
es el grafo intersección de cuerdas dentro de un círculo. Sin pérdida de

43
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generalidad, podemos asumir que ningún par de cuerdas tiene un extremo
común. La figura 4.1 muestra un grafo circular G y un modelo L para él.

A continuación se definen diferentes subclases de los grafos circular:

1. Helly: un grafo G es circular Helly (HC) si existe un modelo L de cuer­
das para G de manera que el conjunto de cuerdas satisfaga la propiedad
de Helly. No se conoce la complejidad de reconocer un grafo en esta
subclase. En [28]se conjetura una caracterización que conduciría a un
reconocimiento polinomial.

[O . Clique-Helly: un grafo G es circular Clique-Helly (CHC) si G es circu­
lar y clique-Helly. El algoritmo polinomial para reconocimiento de los
grafos Clique-Helly [98]sumado a un buen algoritmo para reconocer los
grafos circular [13, 36, 74, 94], nos da un algoritmo eficiente para esta
subclase.

3. Unitarios: un grafo G es circular unitario (UC) si existe un modelo L
de cuerdas para G de manera que todas las cuerdas tengan la misma
longitud. En [28]se probó que esta subclase es equivalente a la de los
grafos arco-circular unitarios.

4. Arco-circular propios: se puede probar fácilmente que la representación
en arcos de un grafo PCA puede ser transformada en el modelo de
cuerdas de un grafo circular. Sólo hay que usar un teorema probado en
[39]que dice que todo grafo PCA tiene una representación arco-circular
propia donde no hay dos arcos que cubran todo el circulo. Hecha esta
observación, el punto inicial y final de cada arco en una representación
PCA pasa a ser el punto inicial y final de cada cuerda, con lo que
obtenemos un modelo circular.

Todas las subclases mencionadas, salvo CHC son hereditarias. La clase
general de los grafos circular también es hereditaria. En [28] (figura 4.2) se
exhiben ejemplos minimales que pertenecen a las intersecciones de las sub­
clases de los grafos circular aquí definidas.

En [28], también se probó que un grafo circular Helly no contiene, como
subgrafo inducido, a un diamante (Teorema 4.1) y se conjeturó que un grafo
circular sin diamantes es circular Helly.

Este capítulo está estructurado de la siguiente forma. En la Sección 1,se
revisan algunos teoremas y se dan definiciones preliminares. En la Sección 2,
presentamos un teorema que caracteriza los grafos clique de los grafos HC
y otro que caracteriza los grafos clique de los grafos clique de los grafos HC
que resultan ser HC.
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Figura 4.2: Cruce de subclases para los grafos circular

Los resultados de este capítulo serán presentados en [69].

4.1 Preliminares

Presentamos aquí dos proposiciones auxiliares que serán utilizadas en una
nueva demostración de la Proposición 4.3 presentada por Escalante. Esta
última es una extensión del Teorema 3.2 que permite elegir los vértices del
grafo G que inducen un subgrafo isomorfo a K 2(G) sin usar explícitamente
el operador K.
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Proposición 4.1. Sea G un grafo y u,v dos vértices de G. NG[u] (_ZNG[v]
si y so'losí Ca(u) g Ca(v).

Demostración:

=>) Supongamos que CG(u) g CG(v), lo cual quiere decir que existe C.-e
CG(u) \ CG(v). Esto implica que Elwe Ci/ w no es adyacente a v. Entonces
w QÉNG[v], pero w e NG[u]. Por lo tanto, NG[u] 2 NG[v] contradiciendo la
hipótesis.

<=) Se puede ver trivialmente que Vw e G, NG[w] = Uciecdw) Ci. En­
tonces NG[u] = UCiECGMC,-y NG[v] = Ucieccm C.-y por hipótesis CG(u) g
Cc('U). Vale que NG[U] g NG['U]. El

Proposición 4.2. Sea G un grafo clique-Hellyy Z un clique de K (G) en­
tonces Elve VG tal que Z = CG(v).

Demostración:

Sea Z = {C1,. . . ,Cp} donde 01,. . .,C,, son algunos cliques de G y se inter­
secan de a pares. Como G es clique-Helly, mms, C,-= T 76(0. Sea v e T,
entonces Z g Ca(v). Es más, Z = CG(v) porqfie Z es maxima]. El

Proposición 4.3 SeaG un grafoclique-Helly.Sepuededeterminar
un subconjunto de vértices X g VGtal que el subgrafo inducido de G por X
es isomorfo a K2(G) de la siguiente manera:

1. Se particiona el conjunto de vértices en grupos de equivalencia, Sl, . . . , Sk
/Vv,w e 8.-, NG[v]= NG[w], 15 i 5 k.

2. Para cada Si, se elije un representante v.-, y el resto de los vértices de
S.- se descartan.

3. Si NG[u] C NG[v], se descarta u, Vu,v e VG.

Demostración:

Sean Z1,. . . , Z, los cliques de K (G). Por la Pr0posición 4.2, para cada clique
Z,‘de Eh).-E VG/Z5= ca('U¡). Ahora ZjnZk 7ÉÜfi Cc(vj)nCG(vk) 7€
Q)<=>EICclique de G/ vj,v¡c e C <=>vj y vk son adyacentes en G oj = k. Por
lo tanto K 2(G) es isomorfo al subgrafo de G inducido por {v¡, . . . ,vt}.

Faltaría ver que el conjunto de vértices X generado por los pasos de la
proposición puede corresponder 1 a 1 con Z1, . . . , Zt.

Sabemos que Vv e VC, CG(v) es el conjunto maxima] de cliques de G que
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contiene a v, por lo tanto CG(v) es un subgrafo completo de K (G). Muchas
veces puede existir otro vértice w que representa el mismo subgrafo completo
de K (G) porque Ca(v) = Ga(w), por lo tanto en (1) agruparnos los vértices
que son equivalentes, es decir, si CG(v) = Ca(w) (como G es un grafo clique­
Helly, entonces por la Proposición 4.1, NG[v]= NG[w]) entonces v y w están
en el mismo grupo de equivalencia.

Después, nos quedamos con un único representante de cada grupo de equi­
valencia

Ahora si para un vértice representante v, GG(v) no es clique en K (G) sig­
nifica que existe un clique Z.- = CG(v,-) tal que CG(v) C Ca(v,-) y por la
Proposición 4.1, NG[v] C Na[v¡]. O sea, los vértices cuyo vecindario cerrado
está contenido propiamente en el vecindario cerrado de otro vértice, no co­
rresponden a cliques de K (G), por lo tanto son descartados (3).

Después de estos 3 pasos, los cliques de K (G) son correspondidos unívoca­
mente con los vértices sobrevivientes. D

Teorema 4.1 SeaG un grafocircularHelly,entoncesG es circular
y no contiene, como subgrafo inducido, a un diamante.

Definición 4.1. Un grafo G es dualmente circular Helly (DH C) si existen
un conjunto de puntos P y un conjunto de cuerdas L dentro del círculo tal
que las intersecciones de las cuerdas pertenecen a P, las cuerdas verifican la
propiedad de Helly y existe una correspondencia entre los vértices de G y los
puntos de P de manera tal que dos vértices de G son adyacentes si y sólo si
hay una cuerda que pasa por los puntos correspondientes en P.

En la figura 4.3 se muestra un ejemplo de esta clase de grafos.

Figura 4.3: Ejemplo de grafo dualmente circular Helly y una representación
con puntos y cuerdas.
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4.2 Grafos clique de los grafos circular Helly
La siguiente proposición es requerida para la prueba del Teorema 4.2.

Proposición 4.4. Si un grafo G E DHC, entonces existen un conjunto de
puntos P y un conjunto de cuerdas L dentro del círculo con las propiedades
descriptas en la Definición 4.1 y se verifica además que cada cuerda de L
contiene al menos un punto de P.

Demostración:

Por la Definición 4.1, existen P y L que cumplan las propiedades del enun­
ciado, salvo la última condición que exige que cada cuerda de L contiene al
menos un punto de P. Si se verifica esta condición, listo. Si no, se eliminan
aquellas cuerdas de L que no contienen ningún punto de P. El conjunto P
y el conjunto de cuerdas resultante definen un grafo isomorfo a G. El

Presentamos aquí, el teorema que prueba K (HC) = DHC.

Teorema 4.2. Ungrafo H e ¡{(HC) si y so'losíH e DHC.

Demostración:

Figura 4.4: Ejemplo de como se construye P a partir de un modelo Helly L .
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=>) Si H e K (HC), entonces existe un grafo G e HC con un modelo Helly
L y K (G) = H. Sea P el conjunto que contiene las intersecciones de las
cuerdas de L y además contiene también otros puntos aislados dentro del
círculo, tanto como la cantidad de vértices aislados que haya en G. Veamos
que utilizando P y L, se puede probar que H e DHC.

Los vértices de H son cliques en G, al ser G circular Helly, sus cliques de
tamaño 2 2 pueden identificarse con las intersecciones de L (modelo Helly)
que forman parte de P y los clique K1 (vértices aislados) de G corresponden
1 a 1 con los otros puntos de P (observación: estos cliques de G son transfor­
mados en vértices aislados en H Ahora dos vértices de H son adyacentes,
si y sólo sí, los cliques correspondientes en G, se intersecan. Esto ocurre si
y sólo sí, los dos cliques corresponden a puntos de intersección de L y que
exista una cuerda que pasa por ellos. Entonces, H e DHC.

<=) Si H e DHC, entonces por la Proposición 4.4, existen un conjunto de
puntos P y un conjunto de cuerdas L dentro del círculo tal que las intersec­
ciones de las cuerdas pertenecen a P, las cuerdas verifican la propiedad de
Helly y existe una correSpondencia 1 a 1 entre los vértices de G y los puntos
de P de manera tal que dos vértices de G son adyacentes si y sólo sí pasa
una cuerda por los puntos correspondientes en P. Además cada cuerda de L
contiene al menos un punto de P.

Claramente, si tomamos L como modelo de un grafo circular G, G es circular
Helly porque L es Helly. Ahora por cada punto de P que no es intersección
de cuerdas de L, vamos a agregar una cuerda de acuerdo a los siguientes
casos:

Figura 4.5: Ejemplo de como se construye L' a partir de P y L.

1. Si ninguna cuerda pasa por el punto en cuestión, o sea, este punto
es aislado dentro del círculo, se agregará una cuerda l’ que no toque
a ninguna otra cuerda. Esto se puede hacer, porque siempre hay un
segmento del círculo donde no pasa ninguna cuerda.

2. Si pasa exactamente una cuerda l por el punto en cuestión, se agregará
una cuerda l” de manera tal que solamente se corta con la cuerda l.
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Esto se puede hacer sin problema, porque siempre se puede trazar una
cuerda nueva sobre otra alrededor de la terminación de esta última sin
cortar más cuerdas.

Sea L' el nuevo conjunto de cuerdas con las cuerdas tipos l’ y l” agregadas
en 1 y 2, respectivamente. Tomamos L' como modelo de otro grafo G’. Al
ser L' Helly (porque cada cuerda agregada se corta solamente con una cuerda
o ninguna), G’ es un grafo circular Helly.

Veamos que K (G’) ’E H. Los vértices de H corresponden con los puntos de
P y se los pueden clasificar de la siguiente manera:

(a) Los puntos que son intersecciones de L: continúan siendo intersecciones
en L’.

(b) Los puntos a los cuales les pasa una sola cuerda l de L: son los puntos
identificados en el caso 2. Por cada uno de ellos, se agregó una cuerda
l” y se produjo una nueva intersección por el cruce de las cuerdas l y
l” en L’.

(c) Los puntos aislados: son los puntos identificados en el caso 1. Por cada.
punto, se agregó una cuerda l’. Todas estas cuerdas agregadas son
aisladas en L'.

Los puntos de (a) y (b) corresponden a intersecciones de L’ que a su vez
representan a todos los cliques de tamaño 2 2 de G' . Los puntos de (c) co­
rresponden a las cuerdas aisladas de L’ (cabe destacar que en L' no quedaron
cuerdas aisladas de L, ya que estas cuerdas contienen al menos un punto de
P) y representan a los cliques K1 de G’. A través de esta relación 1 a 1 entre
los puntos de P y cliques de G’, vamos a probar el isomorfismo entre K (G’)
y H.

En G’, dos cliques se intersecan si y sólo sí corresponden a intersecciones
de L’ y además existe una cuerda l que pasa por ellas (claramente, l e L
porque l «¡ÉL' \ L, por construcción). Sabemos que las intersecciones de L’
provienen de (a) y (b). La prueba estaría completa si probamos que una
cuerda l e L pasa por dos intersecciones de L’ si y sólo sí l también pasa por
los dos puntos de P correspondientes a ellas. Es trivial ver que lo anterior
es cierto, cuando ambas intersecciones son de tipo (a). Si una de ellas es de
tipo (b), también es cierto, porque la intersección en cuestión es generada
por un punto de P que está. sobre una única cuerda l de L y esta cuerda l
es la única cuerda de L que pasa por la intersección generada. Conclusión:
K(G')&’HyH€K(HC). D

A continuación presentamos el Teorema 4.3 que prueba K (DHC) = HC.

Teorema 4.3. Ungrafo G E ¡{(DHC) si y sólo síG e HC
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Demostración:

=>) Si G e K(DHC), entonces existe H e DHC tal que K(H) = G.
Ahora por el Teorema 4.2, H e K(HC), existe G’ E HC tal que K(G’) = H
y llegamos a la conclusión que K2(G’) = K(K(G’)) = K(H) = G. Por otro
lado, G’ e HC y por el Teorema 4.1, G’ es un grafo sin diamantes. Sabemos
que la clase de los grafos sin diamantes es una subclase de los grafos clique­
Helly, entonces G’ es Clique-Helly. Por el Teorema 3.2, K 2(G’) = G es un
subgrafo inducido de G’, al ser HC una subclase de los grafos hereditaria,
GeHC

<=) La idea es construir un grafo G’ E HC tal que K 2(G’) = G. En­
tonces, K(G’) e K(HC), por el Teorema 4.2, K(G’) e DHC y por lo tanto
K2(G’)= G = K(K(G’)) e K(DHC).

G’ se construye a partir de G de la siguiente manera. Sean 121,.. .,v,. los
vértices de G ordenados por sus grados de mayor a menor. Supongamos
que hay t vertices aislados en G (vn_¿+1,. . . ,vn). Se agregan n —t vértices
1121,...,wn_¿ y n —t aristas (v1,w1),. . ., (vn_¡,wn_¿).

Primero debemos mostrar que G’ e HC. Para ello, se debe encontrar un
modelo Helly L’ para G'. Sabemos que G e HC, por lo tanto existe un mo­
delo Helly L que lo representa. Sea L = {l1,. . .,l,.}. Las cuerdas l1,...,ln
se corresponden 1 a 1 con los vértices v1, . . . ,vn, entonces para extenderlo a
un modelo L’ de G’, debemos agregar n -t cuerdas l’1,.. . ,le a L y cada
ll se corta solamente con 1.-. Esto es posible de hacer, por que siempre es
posible trazar una nueva cuerda que cruce a otra alrededor de la terminación
de esta última sin cortar más cuerdas. Además el modelo resultante sigue
siendo Helly. Con esto probamos que G’ e HC.

Ahora veamos que K2(G’) = G. Sabemos que G’ e HC, entonces G’ es
Clique-Helly. Por el Teorema 3.2, K 2(G’) es subgrafo inducido de G’ y se
pueden obtener los vértices de K 2(G’) aplicando a G’ los pasos dados en la
Proposición 4.3.

L

Figura 4.6: Ejemplo de como se construye L’ a partir de L.
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1.

CA)

Se particiona el conjunto de vértices en grupos de equivalencia, Sl , . . . , Sk
/Vv,w E Si, NG[v]= NG[w], 15 i S k.
—) Los vecindarios cerrados de los vértices de G’ son los siguientes:
NG’[wí]= {viawi}, 1 S i S n-t; NG'lvi] = NG(Ui)U{vi,wi}(NG(Ui) 7É
Ü),15i5 n-t; NG:[v,-]={v¡},n—t+15is n. Enestecaso,
los vecindarios cerrados de cada vértice en G’ son todos diferentes.
Entonces k = 2n - t y cada 8.-contiene un sólo vértice.

. Para cada Si, se elije un representante vi, y el resto de los vértices de
8.- se descartan.
—)Como en cada S.-hay un sólo vértice, ese es el representante y no se
descarta ningún vértice.

. Si NG[u] C NG[v], se descarta u, Vu, v e VG.
—)Los únicos casos que verifican la condición anterior son NG:[w.-]C
NG:[v,-],1 5 i 5 n-t. Por lo tanto se eliminan los vértices w1,. . . ,wn_¿,
quedando solamente v1, . . . ,vn, los vértices originales de G.

Entonces K 2(G’) es el subgrafo inducido de G’ por {121,. . . ,vn}. Como las
adyacencias entre los vértices originales de G no fueron modificadas en la
construcción de G’, K 2(G’) = G. El

Observaciones:

1. HC Q DHC.
Se muestra en la figura 4.7 que el grafo K3; e HC.v] v \

Lz L. L.

v3 v. La

\ L /
V V ‘o 6

Figura 4.7: El grafo ¡{3,3y un modelo Helly de él.

Veamos que ¡{3,3gi DHC. Supongamos que K3; e DHC, entonces
existen P = {ph . . . ,ps} y L que lo definen como grafo DHC. Asumi­
mos que p1,...,p5 corresponden 1 a 1 con 111,.. .,v6. Necesariamente
en L existen seis cuerdas que unen v1 con v2, v2 con v3, v3 con v4, v4 con
v5, v5 con v5 y v6 con v1, respectivamente (una cuerda no puede pasar
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por más de dos puntos de P porque K3,3no contiene, como subgrafo in­
ducido, a K3). Además, con estas 6 cuerdas (ll, . . . le) definimos donde
están ubicados los seis puntos de P (figura 4.8).

Figura. 4.8

Ahora tenemos que trazar la cuerda l7 que une pl con p4 (figura. 4.9)
porque vl y v4 son adyacentes.

Figura 4.9

También hay que trazar la cuerda la que une pg con p5 porque v2 y v5
son adyacentes. Esto es imposible de hacerse sin cruzar lg con [7. Si
se intersecan 1-,con lg, dicha intersección debe pertenecer a P, pero P
ya tiene sus seis puntos identificados y ubicados en el círculo. Lo cual
sería absurdo. Consecuencia: ¡(3,3séDHC y HC g DHC

2. DHC g HC.
Se muestra en la figura 4.10, un conjunto de cuerdas L = {11,. . . ,16}
y un coujunto de puntos P = {p1,. . . ,pg} dentro de un círculo. Ellos
definen un grafo G.
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—

_
o

_

II —

Figura 4.10: P y L, y el grafo G.

Veamos que G e HC. Supongamos que G E HC, entonces existe
un modelo Helly L’ que representa a G. Como los vértices de G que
corresponden a pl, p3, pg y p7 inducen un ciclo en G. En L’ debe existir
4 cuerdas (ll, Z3,lg y l7) que corresponden a ellos de la forma que está
en la figura 4.11.

Figura 4.11

Figura 4.12



CAPÍTULO 4. GRAFOS CLIQUE DE GRAFOS CIRCULAR HELLY 55

Ahora, como el vértice correspondiente a pg es adyacente a los de pl y
173pero no a los de p7 y pg. Entonces lg debe ser agregado de la forma
que está. en la figura 4.12.

El vértice que corresponde a ps es adyacente a los de p7, pg y pg pero
no a los de pl y pa. Entonces la debe cortar solamente a 17,lg y lg. Esto
es imposible, por lo tanto G é HC (es más, G ni siquiera es un grafo
circular) y DHC g HC.



Capítulo 5

Grafos altamente
clique-imperfectos

Hasta ahora, hemos presentado resultados relacionados directamente con
los grafos clique. En este capítulo vamos a mencionar otras definiciones que
surgen también de los cliques de un grafo.

Definición 5.1. Un conjunto independiente de cliques (Clique-independent
set) de un grafo G es un conjunto de cliques de G que son disjuntos entre si.

Definición 5.2. Un conjunto transversal de los cliques (Clique-transversal
set) de un grafo G es un conjunto de vértices de G tal que cualquier clique
de G contiene al menos un vértice de este conjunto. También decimos que
este conjunto de vértices cubre a todos los cliques de G.

Definición 5.3. El número de Clique-estabilidadaC(G) de un grafo G es el
tamaño del conjunto independiente de cliques, máximo de G.

Definición 5.4. El número Clique-transversal TC(G) de un grafo G es el
tamaño del conjunto transversal de los cliques, minimo de G.

Se puede relacionar estas nuevas definiciones con los grafos clique.

o Es fácil de verificar que aC(G) = a(K(G)) = w(K(G)) para cualquier
grafo G, donde a es el número de estabilidad y w es el tamaño del
clique máximo.

Si G es un grafo Clique-Helly,entonces también es cierto que rc(G) =
0(K(G)) = X(K(G)), donde 0 es el menor número de cliques para
cubrir el grafo y x es el número cromático. Se puede probar fácilmente
esto usando el hecho de que los cliques de K (G) se corresponden a
vértices no dominados (estrictamente) de G y los vértices de K (G) se
corresponden a los cliques de G.
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Además, podemos ver la relación entre estos 2 números TCy ac. Clara­
mente, Tc(G) 2 ac(G) para cualquier grafo G. En [40], fueron definido los
grafos Clique-perfectos.

Definición 5.5 Un grafoG es Clique-perfectosi Tc(H) = aC(H),
para todo subgrafo inducido H de G.

Los grafos perfectos fueron definidos por Berge [6]de una manera similar,
pero en lugar de TCy ac se utilizan x y w (la desigualdad que se verifica
para cualquier grafo G es “x(G) 2 w(G)”). El estudio de los grafos perfectos
es uno de los tópicos más interesantes en teoría de grafos y también uno de
los más estudiados.

Definición 5.6 Un grafoG es perfectosi x(H) = w(H), para todo
subgrafo inducido H de G.

Los grafos perfectos no son necesariamente grafos Clique-perfectos, por
ejemplo el grafo de Hajós de la figura 1.1. Por otro lado, los grafos clique­
perfectos tampoco son necesariamente grafos perfectos (respondiendo a la
pregunta formulada en [40]). Los grafos 05,43, son Clique-perfectos pero no
perfectos, para cualquier j 2 1 [89].

El problema de determinar TC(G) es NP-hard [32], también lo es el pro­
blema de encontrar aC(G) [16]. Ambos problemas pueden ser resueltos en
tiempo polinomial para los grafos fuertemente cordales [16], los grafos de
comparabilidad [1]y los grafos arco-circular Helly [28, 40].

Una pregunta natural es “¿Será posible hallar una familia de grafos,
donde la diferencia entre su número Clique-transversal y su número de clique­
estabilidad es arbitrariamente grande?” Vamos a dar una simple descripción
de tal familia de grafos.

Denotamos Ft, t 2 1, el grafo Split obtenido de la siguiente construcción.
Los vértices de E pueden ser particionados en un clique K2,“ y un conjunto
independiente IJ-con j vértices, donde j = Cada vértice de IJ-es
adyacentes precisamente a un subconjunto diferente de t+1 vértices de Km“.

Teorema 5.1. Para cualquiert 2 1, ac(F¿) = 1 y 'rc(F¿) = t + 1.

Demostración:

Existen j + 1 cliques en Ft. Uno de ellos es K2,“ y cada uno de los otros j
cliques es formado por un vértice de IJ-y un subconjunto diferente de t+ 1
vértices de Km“. Claramente no es posible elegir 2 cliques disjuntos, por
lo tanto aC(F¿) = 1. Por otro lado, TC(E) 5 t + 1, porque cualquier con­
junto de t+ 1 vértices de Ku“ cubre el conjunto de cliques. Para ver que
'rc(F,) 2 t+ 1, supongamos que existe un conjunto de t vértices que cubre
todos los cliques de E. Sea t = tl + tg, donde tl es el número de vértices de
este conjunto que están en Km“ y tg es el número de vértices que están en
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Ij. Como2t+1-t¡ = t+1+t—t1 = t+1+t2, tenemos("23:") > tz cliques
para ser cubiertos por tz vértices de Ij, donde cada vértice de IJ-puede cubrir
a. lo sumo un clique, una contradicción. El

El primer miembro de esta familia Fl es el grafo de Hajós de la figura
1.1.

Notas:

1. Esta. familia. es similar a la familia de grafos altamente imperfectos
de Mycielski [73] donde la diferencia entre el número cromático y el
tamaño del clique máximo es arbitrariamente grande.

2. Esta familia fue presentada. en [31].



Capítulo 6

Conclusiones y problemas
abiertos

Hemos presentado en esta tesis una serie de nuevos resultados relaciona­
dos con los grafos clique, en particular los grafos t-self-clique, los grafos clique
de los grafos arco-circular Helly y los grafos clique de los grafos circular Helly.
A su vez, presentamos una familia de grafos altamente clique-imperfectos.

En la sección 2.1, presentamos una condición suficiente con restricciones
sobre el grado mínimo 6(G) 2 2 y el girth g(G) 2 6k + 1 de un grafo G,
para que G” sea self-Clique. Este resultado es muy poderoso, en el sentido
que, tomando un grafo G cualquiera con 6(G) 2 2 y g(G) 2 7, seguramente
podemos encontrar uno o más grafos self-clique. Esto permite conseguir
una cantidad importante de grafos self-Cliquecomputacionalmente. También
en la misma sección, presentamos una caracterización para que un grafo
Clique-Helly G sea self-clique comprobando si tiene una matriz clique AG
quasi-simétrica. Además podemos asegurar que si un grafo tiene una matriz
clique quasi-simétrica, entonces es Clique-Helly. Sería interesante investigar
bajo qué condiciones, una matriz clique es quasi-simetrizable (permutando
filas y/o columnas) y si esto permite conducir a un algoritmo polinomial
para reconocimiento de los grafos self-Clique que son Clique-Helly. Si lo an­
terior se puediera concretar con éxito, entonces dado un grafo Clique-Helly
G cualquiera, podemos determinar en tiempo polinomial, si G es self-Clique,
si G es 2-self-clique o G no es t-self-clique para ningún t. Por otro lado,
la cuestión central sigue abierta: es posible hallar una caracterización com­
pleta de grafos self-Clique? También conjeturamos que se puede reemplazar
“matriz clique quasi-simétrica” en la caracterización mencionada por “ma­
triz clique simétrica” (Conjetura 2.1). Si esto pudiera confirmarse, sería una
caracterización aún más elegante. Aunque no sabemos si esto hace más fácil
resolver el problema de reconocimiento. Finalmente en la misma sección,
presentamos una manera de construir grafos self-Cliquea partir de los grafos
bipartitos cuyos vértices tienen grado al menos dos y que tengan una ma­
triz de adyacencia reducida simétrica. En otras palabras, esta construcción
permite encontrar un grafo self-Cliquea partir de una matriz binaria simétri­
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ca cualquiera (cada fila debe tener al menos dos l’s). Lo cual significa que
se puede fabricar ejemplos de grafos self-Cliquede una forma automática y
rápida.

En la sección 2.2, presentamos dos familias de grafos Clique-Hellyque son
2-self-clique. La primera es dada a partir de una condición suficiente que
exige un grafo G con 6(G) 2 2 y la existencia de un subconjunto de vértices
S que verifica algunas propiedades. Por cada S hallado, se construye un G’
que es un grafo 2-self-clique. Este resultado también es apto para generar
masivamente ejemplos de grafos 2-self-clique. La segunda familia es generada
a través de otra condición suficiente que pide que un grafo G tenga aristas
que se pueden particionar en dos subconjuntos El y E2, donde los vértices de
G con las aristas de El forman ciclos disjuntos de longitud al menos 4 (G1),
los mismos vértices con las aristas de E2 forman un grafo Clique-Helly (G2) y
cada ciclo de G1 se interseca con una componente conexa de G2 en a lo sumo
un vértice. En principio, esta condición no es útil para generar masivamente
ejemplos de grafos 2-self-clique. Pero en la misma sección presentamos una
construcción que usando cualquier grafo Clique-Hellycon al menos una arista,
arma un grafo 2-self-clique que verifica esta condición suficiente.

Es importante resaltar que el Teorema 2.1 (Escalante) caracteriza los
grafos Clique-Helly que son self-Clique o 2-self-clique y a su vez esta carac­
terización conduce a un algoritmo de reconocimiento de tiempo polinomial.
Ahora sumando la caracterización de los grafos self-Cliquede los grafos clique­
Helly propuesta en la sección 2.1, obtenemos una caracterización indirecta
de los grafos 2-self-clique para los grafos Clique-Helly. Si se pudiera encontrar
un algoritmo polinomial de reconocimiento para los grafos self-Cliquede los
grafos Clique-Helly,entonces también se obtendría un algoritmo polinomial
para el reconomiento de los grafos 2-self-clique para los grafos Clique-Helly.

El capítulo 3 se dedica exclusivamente a los grafos Clique de los grafos
arco-circular Helly. Allí presentarnos una caracterización muy parecida a la
caracterización general de los grafos clique de Robert y Spencer [91], salvo
que en lugar de subgrafos completos, pedimos que sean subgrafos comple­
tos circulares. Esta caracterización en principio no conduce a un algoritmo
polinomial de reconocimiento. Es una tarea pendiente verificar este punto.
También concluimos que los grafos clique de los grafos arco-circular Helly son
grafos arco-circular Helly, grafos arco-circular propios y grafos arco-circular
Clique-Helly. Además analizamos la relación entre los grafos clique de los
grafos arco-ciruclar Helly con los grafos arco-circular unitarios (figura 3.8).
Por último en este capítulo, obtenemos un resultado similar al de Escalante
[33]que dice que la segunda iteración de grafos clique de un grafo Clique-Helly
G es subgrafo inducido de G. En este caso, para un grafo arco-circular Helly
G, K 2(G) es subgrafo inducido de G o es un grafo completo.

En el capítulo 4, presentamos resultados sobre los grafos clique de los
grafos circular Helly. Primero definimos qué son los grafos dualmente circu­
lar Helly y mostramos que ellos son los grafos clique de los grafos circular
Helly. Y a su vez probamos que los grafos clique de los grafos dualmente
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circular Helly son los grafos circular Helly. También vimos que estas dos
clases de grafos son diferentes. Finalmente llegamos a la conclusión de que
tanto para los grafos circular Helly como para los grafos dualmente circular
Helly, todavía no se han podido encontrar caracterizaciones que conducen a
algoritmos de reconocimiento de tiempo polinomial. En [28],se conjetura que
los grafos circular Helly son equivalentes a los grafos circular sin diamantes.
Si esto es cierto, se tendría una caracterización y un algoritmo polinomial de
reconocimiento para los grafos circular Helly.

En el capítulo 5, presentamos una familia de grafos altamente clique­
imperfectos donde cada E de esta familia verifica “TC(E) —aC(F¿) = t”,
donde t es un entero positivo arbitrario. Sin embargo el tamaño de Ft crece
exponencialmente con respecto at (algo similiar le pasa ala familia de grafos
altamente imperfectos de Mycielski).

En resumen, en los grafos t-self-clique, se puede seguir trabajando sobre
la Conjetura 2.1 que permite lograr una caracterización más elegante de los
grafos self-Clique de los grafos Clique-Helly y paralelamente realizar una in­
vestigación sobre algoritmos de reconocimiento. Y como camino alternativo,
se puede buscar otras caracterizaciones sobre los grafos self-Cliqueo sobre los
grafos 2-self-clique de los grafos Clique-Helly que serían eventualmente equi­
valentes. En los grafos clique de los grafos arco-circular Helly, habría que
investigar si se puede encontrar un algoritmo de reconocimiento a través de
la caracterización presentada, o es necesario buscar otras caracterizaciones.
Algo similar también se debe hacer para los grafos clique de los grafos circular
Helly, con la salvedad de que no hay manera hasta el momento de verificar
que un grafo sea circular Helly. Con referencia a la familia de grafos alta­
mente clique-imperfectos, se puede intentar conseguir otra familia de grafos
cuya diferencia entre el número Clique-transversal y el número de clique­
estabilidad puede crecer arbitrariamente pero el crecimiento del tamaño de
sus miembros debe ser lineal o polinomial con respecto a esa diferencia.

Todavía quedan muchas subclases de grafos para las que no se ha podido
caracterizar su grafo clique como: los grafos arco-circular, los grafos arco­
circular propios, los grafos arco-circular unitarios, los grafos arco-circular
Clique-Helly,los grafos circular, los grafos circular Clique-Helly,por mencionar
algunos.

También es posible realizar a futuro otras líneas de investigación sobre
los grafos clique-inversos y la convergencia.
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